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第 一 章 “概率 论 的 基本 概念 


$1. 公理 和 定义 


事件 ”概率 论 的 基本 概念 是 试验 、 事 件 和 事件 的 概率 。 

这 些 概念 的 形式 上 的 描述 通常 是 以 A. H. Kodsworopog 在 
1929 年 提出 的 概率 论 的 集合 论 模 型 为 出 发 点 的 ， 

在 报 率 论 中 讨论 的 试验 (随机 试验 ) 是 在 遵从 一 定 的 条 件 组 了 
之 下 进行 的 。 这 条 件 组 并 不 能 唯一 地 确定 试验 的 结果 (也 称 做 结 
局 或 现实 )。 这 意味 着 在 精确 地 保持 条 件 组 Y 之 下 重复 进行 试验 
时 ,试验 结果 一 般 可 以 不 相同 。 

在 描述 概率 论 的 概念 时 ,第 一 个 基本 假定 是 在 一 定 的 情况 下 ， 
试验 总 体 的 结果 可 以 用 某 一 集合 8 来 描述 ， 因 而 ， 对 于 每 一 个 在 
某 一 次 试验 中 可 能 出 现 或 不 出 现 的 事件 ， 可 以 对 应 0 的 一 个 确定 
的 子 集 。 使 得 事件 的 概率 论 运算 相应 于 对 应 的 o 子 集 的 集合 论 运 
算 ， 

这 时 , 点 oe 0 起 着 原子 的 作用 -一 一 任 一 事件 都 是 点 的 总 和 ， 
而 每 一 点 ow 则 不 能 表 为 其 它 事件 的 总 和 . 所 以 我 们 把 o 中 的 点 称 
为 基本 事件 ， 

相对 于 0 来 说 ,试验 完全 由 那些 人 们 能 够 断定 它 在 已 给 的 试 
验 中 是 否 出 现 的 事件 ( 8 的 于 集 ) 所 描述 ,我 们 把 这 些 事件 称 做 (在 
给 定 的 试验 中 ) 可 观测 的 . 

今后 我 们 将 沿用 这 样 的 概率 论 体系 ， 而 且 把 事件 和 它 相对 应 
的 9 子 集 等 同 起 来 ， 这 时 就 得 到 把 集合 论 概念 翻译 为 概率 论 概念 
的 对 偶 术 语 的 词汇 ， 其 中 最 基本 的 在 下 页 表 中 给 出 ， 

应 当 注 意 ,我 们 把 0 的 任意 子 集 都 称 作 事件 ， 但 是 ,无 论 是 从 
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实用 现 点 或 从 纯 数 学 观点 来 看 ， 把 0 的 任意 子 集 都 看 作 是 使 人 感 
兴趣 的 事件 并 没有 意义 。 因此 , 应 该 在 29 中选 出 必须 讨论 的 事件 
类 ， 这 个 事件 类 应 是 充分 广泛 的 并 包含 在 解决 各 种 不 同 的 实际 问 
题 时 会 出 现 的 所 有 事件 。 男 一 方面 ， 为 了 能 够 有 效 地 利用 数学 上 
的 技巧 ,这 个 事件 类 也 要 受到 一 定 的 限制 . 





集 合 论 概 率 ¿k 
空间 8 必然 事件 
多 一 一 日 的 点 基本 事件 
@-— = 不 可 能 事件 
4- 一 -@ 的 子 梨 ,4C9 事件 
集合 4 包含 在 B 中 (AC B) 事件 4838 B 
C 一 一 集合 4 与 B 之 并 (和 ) i C 一 一 事件 4 55 B 
(C= AUB) 之 并 (和 ) 
C 一 一 集合 4 与 8 之 交 C 一 一 事件 4 与 B 
(C = ANB) 同时 发 生 
4 一 一 集合 4 之 余 集 3 一 一 4 的 对 立 事 件 ( 余 事件 ) 
C 一 一 集合 4 与 了 之 差 (一 一 事件 4 与 了 
(c = A\B) 之 差 
A 与 B 没 有 公共 点 ( 4B 二 中) 事件 4 与 不 相 容 


诚然 。 在 每 一 具体 情形 中 都 要 按照 其 自身 特点 来 解决 选取 对 
应 事件 类 的 问题 ， 但 是 ,今后 我 们 便 假定 它 构成 事件 的 o 代数 ， 








O 和 不 可 能 事件 和 而 且 阁 4 和 是 该 美 中 任 意 两 个 事件 , 则 这 网 
事 全 之 并 以 及 4 的 对 立 事件 也 在 这 事件 类 中 ， 

Q 和 中 这 两 个 事件 构成 平凡 的 代数 . 

包含 事件 4 的 最 小 代数 由 以 下 四 个 事件 组 成 ， 9,4,4 f 3. 

定义 2 事件 的 代数 称 作 o 代数 ， 如 果 任 意 属于 这 事件 类 的 
事件 序列 之 并 也 属于 这 事件 类 . 

当然 。 在 上 述 定义 和 性 质 中 可 以 是 对 某 抽象 空间 @ 中 集合 的 
代数 和 = 代数 来 说 的 . 

定义 3 空间 0 和 定义 在 它 上 面 的 集合 o 代数 和 一 起 称 作 可 
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测 空 间 {9,a0 ,而 st 中 的 9 子 集 称 作 3[ 可 测 集 (af 可 测 事 件 )。 如 果 
谈 及 的 z 代数 是 明确 的 话 ,就 简称 作 可 测 集 (事件 )。 

我 们 一 般 用 字母 6 表示 在 给 定 的 情况 下 被 考虑 的 事件 所 组 成 
的 o 代数 .对 于 可 测 空间 {9, 6} 来 说 ,每 个 给 定 的 随机 试验 完全 由 
在 这 试验 中 被 观测 的 事件 类 3 所 刻 划 .诚然 ,类 了 应 当 包 含 在 0 
中 , 而 且 易 见 类 于 关于 事件 的 并 、 交 和 取 余 运 算是 封闭 的 ， 因 此 ， 
BRUS S 个 事件 的 6 代数 ， 这 样 一 来， 随机 斌 只 在 形式 上 
试验 的 6 ka 

概率 
定义 4 由 基本 事件 空间 0 、 在 其 上 选 出 的 事件 " 代数 6 和 
定义 在 6 上 是 满足 P(O) 一 1 的 测度 P 组 成 的 三 元 组 {0, e, P) 
称 作 概率 空间 ,而 测度 P 称 作 概率 . 

概率 空间 是 概率 论 的 原始 对 象 ,但 是 ,这 和 在 解决 许多 具体 问 
题 时 不 存在 明显 的 概率 空间 的 情形 并 不 矛盾 . 

下 面 引入 一 些 有 关 概 率 的 简单 熟知 性 质 。 这 些 性 质 易 由 概率 
的 定义 推出 (其 中 和 s, 属于 6,n 一 1,2,…): 

(1) PC) = 0; 


(2) 若 SNS, = $, k = r, WI P e(o s|- È PCs); 


(3) 若 SC9 则 PESAS) = PCS) — PCS); 
(4) P(S) = 1 — PCS); 


(5) 若 SaSao = 1,2,*…*， me (U s.)- limP(S, ); 
1 


(6) # S.S, = 1,2,-…, 则 n s. = lim P(s,). 


随机 变量 ”随机 变量 这 个 概念 对 应 于 测量 某 一 数值 的 量 持 的 
随机 试验 的 描述 ， 假 设 对 于 任意 两 个 数 a,b(4a < b) HE € Cab) 


e 3 ° 


多 成 的 事件 ACh) 是 可 观测 的 。 对 应 于 这 一 随机 试验 的 o- 代 
数 是 包含 所 有 事件 4b) 的 最 小 5 代数 号 ， 其 中 一 oo < a < 
b < oo, 

以 4,(—co < z < co) 表 未 事件 £ = x, 它 是 可 测 的 。 事实 
上 ,4。 一 N 4 (z — T,“ + +), 而 且 , 若 Ti = xa NJF E Ax, 


和 An 是 不 相 容 的 (这 可 由 测量 结果 的 单 值 性 推出 ), 又 因为 测量 
结果 一 定 是 某 一 实数 , 故 所 有 4:( 一 oo < z < o) 之 并 是 2. Hl 
在 ,我 们 定义 单 值 实 范 数 Ko)(oe 9) WF: 如 果 we dr 则 令 
f(w) 一 +。 由 定义 推 知 ,在 每 一 试验 中 一 (oe), MERA Lo: 
a < (e) < 一 Alab) 是 可 测 的 。 我 们 注意 到 一 个 定义 在 可 
测 空间 {9,6} 上 的 实 函数 Ko) RER MECS 可 测 的 ), 如 果 对 于 
任意 实数 “和 4 有 {o:z < (o) < bY e 5， 因此 ， 可 以 把 随机 变 
量 $ 和 概率 空间 {0Q,6,P} 上 的 某 一 可 测 函数 等 同 起 来 . 

定义 5 基本 事件 w 的 5 可 测 苞 数 称 作 (在 给 定 的 概率 空间 
{9,5,P} 上 的 ) 随 机 变量 . 

今后 ,我 们 有 时 要 尖 虑 {0,6,P} 上 可 能 取 土 值 的 可 测 函 数 ， 
或 者 是 只 定义 在 {9,6,P} 的 一 个 可 测 子 集 上 的 函数 ,我 们 把 这 些 
函数 称 作 广义 随机 变量 . 

关于 随机 变量 的 定义 , 我们 要 注意 如 下 的 情况 。 人 们 通常 认 
为 ,从 经 验 的 观点 看 来 ,彼此 只 相差 一 零 概率 事件 的 两 个 事件 是 不 
能 区 分 的 。 所 以 ,如 果 两 个 随机 变量 以 概率 1 相等 ,我 们 自然 就 把 
它们 看 作 是 相间 的 。 因而 , 随机 变量 可 以 理解 为 一 整 类 的 可 测 耳 
数 , 其 中 每 一 对 函数 只 能 在 一 概率 为 零 的 集合 上 有 差异 。 我 们 把 
这 些 函 数 称 作 等 价 的 (或 了 等 价 的 )， 上 述 观 点 之 所 以 成 立 还 由 于 
以 下 事实 ， 即 我 们 所 引信 的 概念 和 推 得 的 关系 中 大 多 数 按 其 实质 
都 是 对 于 等 价 函 数 类 而 言 的 。 但 是 ， 始 终 如 一 地 使 这 个 观点 付 
诸 实现 会 磁 到 其 些 技术 上 的 和 实质 上 的 困难 .因此 ,把 随机 变量 更 
解 为 单个 函数 并 用 特别 的 记号 表示 它们 的 等 价 类 似乎 更 为 方便 . 

定义 6 随机 变量 5 和 3? 称 做 等 价 的 (P 等 价 的 ) 并 记 作 # 一 


4 4 


“(modP), 如 果 P{s = n} = 0. 

等 价 的 随机 变量 还 可 以 用 点 一 人 几乎 处 处 (2.s.)” R Ë = m 
以 概率 1 来 表示 . 

类 似 的 术语 和 记号 也 用 于 更 一 般 的 情形 。 我 们 约定 , AEA 
数 或 别 的 对 象 几乎 必然 (对 于 差不多 所 有 的 @ 或 对 于 所 有 w(mod 
P)) 具 有 性 质 日 ,如果 使 这 性 质 不 成 立 的 w 集 之 概率 为 零 . 例如 ， 
若 除 基 集合 MPN) = 0) 之 外 的 每 一 w。，。 随 机 变量 序列 £, 一 
fj (wo) KAF E= 信 w), 那 未 我 们 就 说 E 几乎 处 处 收敛 于 二 或 

£ = lim£,(modP), 

我 们 引进 随机 变量 的 一 系列 基本 性 质 、 这 些 性 质 可 从 任意 可 
测 函 数 的 相应 性 质 得 到 ， 我 们 假定 随机 变量 是 给 定 在 固定 的 概率 
空间 19,6,P} 上 的 

1) hlist tt st EERI n ARER a aA Borel 
RA. If 了 是 随机 变量 , 则 ACEL Ëz, `. ,£4) 也 是 随机 
变量 . 

2) 若 {Ean = 1,2,……} 是 随机 变量 序列 ， 则 supës, infš,, 
Hims。 和 lims。 也 是 随机 变量 ， 

因此 ， 通 常 对 于 函数 所 作 的 很 大 的 一 类 分 析 运 算 把 随机 变量 
仍 变 为 随机 变量 ,这 时 与 o 代数 6 的 具体 形式 无 关 . 不 难看 出 ,这 
些 运算 并 没有 破坏 随机 变量 之 间 的 等 价 关系 。 更 确切 地 就 是 说 ; 

3) 如 果 包 和 六 等 价 (2 一 1 2 而 4635 tm) 是 
n 个 实 变量 的 Bored 函数 , 则 h(E1, 52» n sË) WAN Ahs Ms" `. 
n.) 等 价 。 进 而 ,下 列 每 一 对 随机 变量 是 等 价 的 : supë, R supr, 
infz, 和 infy img, M limn, imë, 和 imna, 

4) 设 EC 一 12,-…) 是 随机 变量 序列 , 则 事件 5 一 { limis, 
存在 } 是 6 可 测 的 .不 难看 出 ,这 事件 可 表 为 

s= U N le: 


k=1n=1m,m2>n 
A 





Ëm, 一 Em, 








<4}, 





o 俄 文 简写 是 n. 8H.3 英 文 简写 是 as 译 者 注 
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随机 变量 的 一 个 重要 例子 是 事件 的 示 性 函数 ， 随 机 变量 

二 Xxw) 称 作 事 件 4 的 示 性 函数 ,如 果 o € 4 时 它 等 于 1, 否 
ugr, # 4€6, 则 XC) 是 6 可 测 的 ， 

应 当 指出 ， 对 事件 作 集 合 论 的 运算 相应 于 对 示 性 函数 作 类 似 


的 代数 运算 : 
z Ulo) = D Xalo) E k= r A, nA, = $, 
k=1 k=1 
X nao) = Xa wm Xp wo), 

XapCw) = Xlo) — Xlo) Æ BCA, 

Xima 0) = EMX a 0), Xima, ©) = m X, Co)。 

随机 变量 了 称 作 离 散 的 ， 如 果 它 仅 取 有 限 个 或 可 数 多 个 不 同 
的 值 .这 样 的 变量 可 以 写成 5 一 > CZ, (o), 其 中 A, 是 两 两 不 
相交 的 S 可 测 集 ， 而 且 U Ar = o. 对 于 每 一 w, 等 式 的 右边 只 有 


一 个 被 加 量 不 等 于 零 ， 4 wE A, 时 二 一 Cx。 对 于 任意 随机 变量 
#， 我 们 恒 能 构造 一 串 离 散 随 机 变量 5,, 它 们 只 取 有 限 多 个 可 能 值 
且 对 每 一 名 都 收 伍 于 5。 为 证 此 只 须 令 


其 中 
Ai = fo: j+ AA <£ <j + A, 


这 时 , 若 上 | < n MAIE 一 A < +, 

容易 验证 , 若 幸 非 负 ,。 则 可 以 构造 一 单调 递增 的 〈 取 可 数 多 个 
和 导 的 ) 离 区 随机 变量 序列 ,使 得 这 序列 一 致 收敛 于 E EXE, 令 
8 = D E tan K Au 一 fo: A< < LL) 


2" 
则 对 所 有 w 均 有 [E E 一 2 
随机 元 ” 取 值 于 任意 可 测 空 间 { 避 7", 3} 的 随机 元 这 一 概念 是 


. ú ° 


? 


随机 变量 概念 的 推广 . 设 {0,6} MiX, 9) 是 两 个 可 测 空间 ， 
我 们 称 映 象 g:o 一 z(z € K) 为 从 {0, 6)#] {X ,@) 的 可 测 映 
象 , 如 果 对 于 任意 BEB 有 gB) = lo:g(o)6 B) e€ 6. 

定义 7 从 {9,6,P} 到 {% ,3} 的 可 测 映 象 称 作 取 值 于 可 测 
BELL ,3} 的 随机 元 š, 

如 果 绝 "是 距离 空间 , 则 除 特 别 声明 之 外 ,3 恒 理 解 为 Borel 集 
人 CR =l RL: 称 作 随机 向 时 

给 定 了 随机 元 序列 {54;* 二 1,2,"… ,#}, 它 们 是 给 定 在 一 固 

EREKTI, SG,P} 上 而 分 别 取 值 于 空间 {.2rx。, Bhk. 这 序 
列 可 以 看 作 是 一 个 随机 元 《, 并 称 作 随机 元 Ettei 的 直 积 , 它 


RETINENS) REY 一 ll r, E RoR 


X, 的 鳞 积 空间 ,而 % = IE 是 0 代数 中 ，8;,… 9, IR 
R. 
上 述 注 记 可 以 应 用 到 任意 取 值 于 {如 7。，%3。} 的 随机 元 的 集合 


Eara E 4, 这 里 4 是 业 一 附 标 集合 。 这 时 乘积 = ][ 2, 应 理 


解 为 所 有 了 上映 象 y= yla) a — xata € Kast E A 的 空间 , 亦 即 定 
义 在 4 上 而 取 值 于 K. HE ac A) 的 所 有 函数 的 空间 。 
我 们 把 所 有 满足 关系 式 
Plar) E Bask = 于 n, Bo, € Bay 

的 IERD 的 集合 C 称 作 的 柱 集 ,这 里 z 是 任意 整数 ,ox 是 4 的 
任意 元 素 。 更 确切 地 说 ，C 一 Caron (B. x … X B,) 是 以 
在 坐标 aao. G, 上 的 B, X B, X --- X Ban 为 底 的 柱 集 . 
我 们 用 8 表示 包含 所 有 柱 集 的 最 小 7 代数 ,并 称 之 为 o RA Da 的 
乘积 , 8 一 Ila.. 容易 看 出 ， 由 关系 式 glo) = g (wm,0) = 
falo), fj.(0)= LEIRI g:o —> y(a) 是 从 {8,6} 到 {多 ,3} 的 
可 测 映 象 ， 如果 所 有 A a 都 相同 ,; 即 <, = r , W| AY = 24 
是 定义 在 4 土 而 取 值 于 多 ?中 的 所 有 水 数组 成 的 空间 , Bd elo) 
使 每 一 基本 事件 % 对 应 S$ 4 中 的 某 一 也 数 。 换 名 话说 ,8g(ww) 是 随 
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机 函数 ， 于 是 ,可 以 把 随机 变量 族 {5&yae 4} 看 作 是 随机 函数 。 

iz £ = /(o) 是 取 值 于 {2/ ,3)} 的 随机 元 ， 

定义 8 由 所 有 形 如 B); BEB) 的 集合 组 成 的 o 代数 
ve 或 o{&} 称 作 由 随机 元 产生 的 o 代数 

显然 , 集合 类 { 广 (3); Be 8} 是 o 代数 ， 

上 述 定义 的 一 种 等 价 的 陈述 是 : c 代数 me 是 9 上 使 得 随机 
TE 为 可 测 的 最 小 0 代数， 

从 直观 上 容易 看 出 ， 某 一 随机 变量 7 关于 os 的 可 测 性 意味 
着 是 上 的 函数 。 

引 理 1 g E= Ke) 是 {0,6,P} 上 取 值 于 {多 , 3} 的 随机 
元 , 7 是 z; 可 测 的 随机 变量 。 则 存在 3 可 测 的 实 函 数 g(x), 使 得 
n = g(ë). 

证 ， 假 设 ? 是 离散 随机 变量 , 它 取 值 an= 1,2,7. 又 设 
A,= lo; n= a}, ZWEE BEB, 使 得 O, = An È 


n—1 n-i 
B,=B, \U BA 集合 Be 8 是 互 不 相交 的 ,/"( B) 一 4 \ U4 
k=1 k=] 


= 4, 和 (Ü B, )= U 4 一 0, 即 KKO)c U B & z(a) 


= a, x€ B,, WE q = gE). 

现在 考虑 一 般 情形 。 存在 一 串 离 散 的 o; 可 测 随机 变量 序列 
zs5 对 每 一 2 它 都 收敛 于 jn， 因 此 有 n = 8 其 中 gwkz) 是 B 
可 测 的 .使 得 8,(*) 在 其 上 收敛 于 某 一 极限 的 点 集 3 是 3- 可 测 的 ， 
它 包含 A0), 并 且 对 ree) 有 lmg, œ) = limy, = 1. 令 
g(x) 一 jmgn(x) 当 res 和 g(x) 一 0 当 xs 我 们 就 得 到 0 一 
gE). 

数学 期 望 ” 随 机 变量 的 数学 期 望 是 它 的 最 重要 数字 特征 。 它 
对 应 的 直观 概念 是 大 量 祖 同 随机 试验 的 观测 结果 的 算术 平均 值 , 

按照 定义 ， 随 机 变量 5 = (o) 的 数学 期 望 等 于 o) 对 测 
Ë: P 的 积分 ,我们 约定 写 为 

Es = /Ce)P(do) == osdP， 


经 常 将 积分 区 域 2 了 略 去 不 写 ， 数 学 期 望 具 有 抽象 积分 理论 中 的 一 
下 熟知 性 质 . f 

kazka ERRE, BëSHL2EE FEA] IRAE EN 
起 着 重要 的 作用 。 以 概率 1 (UJUSE 4k zb Wr kit EEE A 
Hi, . 

定义 9 若 存在 随机 变量 EESE e > 0 有 

Pi|#, — £| > 6} 一 0, 当 nn 一 00, 则 说 序列 ($5;2 = 1, 
2，…} 依 概率 收银 二 随机 杰 量 5 并 记 作 

依 概率 收敛 对 应 于 测度 论 中 的 依 测 度 收敛 ， 从 测度 论 的 一 般 
结果 可 以 得 到 下 列 推 论 : 

a) EFA {Ean 一 1， 2 …} 几 乎 处 处 收 仿 ， 则 它 依 概率 站 
敛 。 逆 命题 一 般 说 来 是 不 成 立 的 但是， 从 依 概率 收敛 的 随机 变 
量 序列 中 可 以 选 出 几乎 处 处 收敛 的 子 序列 ， 

b) 随机 变量 序列 依 概率 收 钱 的 充分 必要 条 件 是 : ”对 于 任意 
s> ORI ó > 0, 可 以 找到 n = m(g,5), 使 得 当 # 和 ww 2> n, B$ , 

Pijin — E| > s) < 8. 
这 条 件 称 作 序列 {Enn = 1,2,…} 依 概率 的 基本 性 条 件 ， 

c) #5 š = P-limš,, My = P-limš,, WJ £ = (mod P), 

d) 设 m+ = P-limš,,(& = 1,2,---,m), pG, t otm) 是 
mË Euclid 空间 鹃 ”上 的 函数 ,除去 Borel 集 D( DC 22" 5 
外 ,这 函数 是 处 处 连续 的 ,这 里 

P{CmsMm "> ma) € D) = 0, 
于 是 ,序列 En 一 (Sonssas sos) 依 概率 收敛 于 = Psn» 
… ,Tm)。 特别 地 , 若 序 列 54, 依 概率 收 化 , 则 序列 各。 H Ean Ernan 
和 Eind 824 《后 者 要 假设 P(P-limën=0}=0) 也 如 此 ,而 且 
P-lim(&, + #,,) = P-limé,, + P- limn, 
P-lim (ëss * E2) = P-lmš,, © P-limé,,, 
. Ën P-limé,, 
P-im aT Pine ' 


下 面 给 出 的 以 概率 1 收敛 的 充分 条 件 在 各 种 具体 问题 中 是 有 
用 的 ， 
引 理 2 若 存 在 序列 e, > 0, 使 得 
D Pll il > 8,} < co, >, < co, WU £, 以 概 
3 1 收 伍 于 某 一 随机 变量 £&。 如 果 对 任意 s > 0， 


S P(|£ El > s) < co, 


Ft L SV SE SE 
ÜE. Ë A, 表示 事件 lEn — Enl > 8,, 这 时 有 
P(im4,) = P (À U 4, ) < lim PCAs) = 0. 


因此 ,级 数 扣 十 SEn 一 5) 的 项 从 某 一 号 码 m 一 m(w) 开始 
以 概率 1 被 收 俩 级 数 宇 ，s。 的 项 控制 ,由 此 即 得 第 一 个 论断 ,其 


次 , 令 Bw = (esl > LM 
Piim gl == P[U N U xs.) 
< lim lim SPCBy,) = 0*, 

由 此 可 得 第 二 个 论断 . . 

空间 L, L, = L ,(0,ë,P) (e> 1) 表示 (9,e,P) 上 
所 有 使 得 ELEL? < oo 的 随机 变量 组 成 的 线性 赋 范 空间 ,5 中 
的 范 数 由 

IEI = {EE PY 

EN. ELp HEN E 收敛 于 极限 ECS W kR 


El: 一 .|* — 0,34 n — CO。 
从 Z ， 收 伍 可 推出 依 概 率 收 伍 , 这 由 Ue6pmea 不 等 式 


*) 此 式 左边 原 书 为 P(lim]& 一 ,| 之 从 .一 一 译 者 注 
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Pile, 一 引 > y < BIETE)” 
er 


ERER. | 
空间 Z, 是 完备 的 。 在 空间 LS, PREZIES Z, = 
c 纪 和 5 我 们 将 较 详 细 地 讨论 La MAH, 本 节 上 面 的 定义 
.， 和 定理 可 以 不 加 任何 变化 而 搬 用 于 复 值 随机 变量 . 
如 果 在 复 值 随机 变量 的 空间 Z; = 比 x8,5,P) 中 把 一 对 随 
HER gon 的 内 积 定 义 为 E t 则 A: RAA Hilbert 空间 ， 
我 们 说 两 个 随机 变量 《和 ?是 正 交 的 ,如 果 Egy = 0, 4 š 和 
n EREHE Et 一 下 3 一 0 时 ， 正 交 性 等 价 于 不 相关 性 ， 在 S, 
中 ,序列 {gan = 1;2，…} 收 敛 于 随机 变量 《表示 
lg — gl = EI — tpl? — 0, žin — 0, 
ARW ERESI KAIA ¿== imge 
注意 ,内 积 是 其 变 元 的 连续 函数 。 在 许多 情形 中 ,通过 随机 变 
量 族 的 协 方差 来 表示 S, 中 的 收敛 条 件 是 方便 的 。 
定义 10 MIZERA E 7 了] 的 协 方差 BUs) ER 
B(ti,t2) = Ect, E.» 
其 中 ¿< 2, &€T, 而 了 表示 任意 集合 . 
设 在 T 上 给 定 了 一 个 可 取 任 意 小 值 的 非 负 函数 40). 
随机 变量 mO € L) 称 作 和 :中 随机 变量 族 (ZG e T) 在 
P 一 0 时 的 极限 ( 均 方 极限 ), 如 果 对 任意 6 > 0, 可 以 找到 a> 
0, 使 得 对 于 满足 cA 二 6 的 所 有 z 
El 一 š, |° <s. 
引 理 3 某 随 机 变量 集合 {2;t € Ty, (t) — 0 时, 存在 极 
限 的 充分 必要 条 件 是 : 当 pO 十 471) 一 0 时 ， 协 方差 BU) 
= Ezi, 存在 极限 。 如 果 满 足 这 个 条 件 和 ” 一 limš,, 则 有 
Elal = lim B(z,2). 
证 。 必 要 性 ， 从 内 积 的 连续 性 得 出 . 
充分 性 。 假 设 当 $G) + çG ) 一 0 时 ， 存 在 极限 lim B(a,, 
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L) 一 Be EEA B, 是 非 负 的 (Bo = im BG) pG) -一 0), 因 
此 当 p) +p) — 0 时 

Elt, — gnl? = Bast) — 2ReB Cit) + B(n,n) — 0, 

H Z; REA, 33 g(t) — 0 时 ， 存 在 limi = q. 此 
外 ， 

Ha? — le < a — lal + la — gN — 0, 4 çG) 
— 0, Bill: = E[z|?2 = im BG,:),34 $(2) 一 0， 引 理 证 毕 . 

RMR $E > Hu 8 F m 8 Sa Z= [B] 2” MNL Se 3 Hilbert 
空间 LY = S7(OQ,ë, P)， 它 由 取 值 于 2” LEH EJ? | < co 
的 那些 随机 向 量 “ 组 成 。 这 时 两 个 随机 向 量 和 7 的 内 积 定义 为 
EG, 7), M (z,y) 表示 Z” PØR, rl = (x,x*)。 如 果 把 
BG.) 理解 为 EG, te) 的 话 ， 引 理 3 对 于 空间 Z7 也 成 立 ， 

随机 向 量 的 分 布设 扣 是 取 值 于 可 测 空间 (227, 8) 的 随机 
元 ,$6 的 分 布 是 由 诱导 的 {3 ,B83} 上 的 测度 a, BN 

u(B) = P(re B},BE®, 

随机 元 $5 的 任意 统计 特征 可 以 用 它 的 分 布 来 确定 。 事实 上 ， 

对 于 任意 使 得 下 式 的 一 端 有 意义 的 思 FWAR 做 x) 有 
E/(ë) = Í +f(z)u(az). (1) 
公式 (1) 是 抽象 积分 的 变量 代 换 法 则 ， 

距离 空间 中 的 分 布 将 在 第 五 章 研究 。 本 节 只 讨论 多 ”中 的 
分 布 。 这 时 8” 应 理解 为 弦 ” 中 Bod 集 的 o 代数 ， 弦 "中 的 分 
布 可 由 分 布 函数 确定 . 

我 们 约定 记 a < ¿(a Sh), a = (a'a, 0) € R”, b = 
(p.p... bE S2” WE a < blat < b'5G m l,m) 用 
l ERRA {r:r < al) 我 们 把 函数 

F(x) = x(1,) = Pí¿ < x} 
称 作 随 机 向量 5 的 分 布 函 数 ( 或 称 作 测度 5 的 分 布 函 数 ). 

集合 I[a,b) = (xz: a < x < bR R” ROKA. 现在 ， 
我 们 用 分 布 冰 数 表示 向 量 吉 落 在 区 间 中 的 概率 ， 对 于 任 章 函数 
G(z),x € A”, 我 们 引 人 记 号 
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2 Gx) = G(x ,ext b Ik. 
一 GCap rk a kh ... zm, 
AB FC) 是 事件 

(E < xt, .. ERTI < xk! at < Ek < bk ERHI < xt i. “oy 

£” < #4”} 的 概率 。 容 易 验证 

u(I[a,2)) = Aid, A A, F(x). (2) 
RTE Iah) 之 外 ,我 们 还 要 讨论 闭 区 间 Hab] = (z: a< 
xi < bi,j= 1,2,.…,m} 和 开 区 间 a,b) = {r:d <r < hij 
=1,2,--.-, tm}， 我 们 指出 分 布 活 数 的 一 些 性 质 : 

1) 0< F(x)<1; 

2) # <y, i] FCx) < FG); 

3) pla,b) 之 0, 这 里 s[a,5) = p(T[a,5)) 由 (2) 式 确定 ; 

4) F@(z — 0) = F(x}; 

5) 只 要 点 * 的 坐标 中 有 一 个 趋 于 一 00, 则 F(x) — 0; 

6) F(+%,+%,:-,+%0)=1, 

引 理 4 对 于 腕 "中 任意 满足 条 件 1) 一 6) 的 函数 F(x)， 存 
在 8” 上 唯一 的 概率 测度 , 它 的 分 布 函 数 就 是 F(x). 

我 们 讨论 由 统 ” 中 所 有 区 间 as) 组 成 的 集合 类 M, CE 
一 个 半 环 .在 趴 上 定义 集 函数 F(I[a,5)), 它 的 值 等 于 (2) 式 的 右 
Ma. 函数 RG7[a,8)) 是 忠 上 的 可 加 函数 ， 

X E RR F 能 延 拓 为 3B” 上 的 测度 ， 必须 且 只 须 它 具 有 半 可 加 


性 , 即 对 任意 使 得 U I[a,,b,)221[a s, bo) 的 区 间 族 Ilar, bx) 
(k= 1,2,……) 有 
F(T[a, b) < DJ FUlar). (3) 
k=1 
这 时 在 S” 上 的 延 拓 是 唯一 的 。 下 面 验证 在 我 们 所 讨论 的 情形 下 
条 件 (3) 成 立 . 
因为 FG) 是 左 连 续 的 , 故 对 任意 > 0， 可 以 找到 sk >> 0, 
使 得 OSF Lar 一 B4564)) 一 F(1[ar,b,)) < 3/24， 这 里 到 一 
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(er, `... , st) Ck = 1,2,- “ .). 开 区 间 (ak 一 29; 覆盖 闭 区 间 
[aobo 一 81,5 > 0, 根据 Heine-Borel 定理 可 从 中 选 出 有 限 子 覆 
HRH Car 一 Erbak = 1.2... . ,an}, 于 是 区 间 序 列 Car 
Ersbr)ok = 1,2,0 tan EE] [op 一 5)。 互 不 相交 的 集合 
k-i 
Lassbo — E)N {lar — Erba) NU [oi — Bi5bi)} 天 一 1 ， 姑 
是 互 不 相交 的 半 《 开 闭 ) 区 间 AP (二 1,2,…,me) 之 和 ， 于 是 
n mk 


[aos bo — E) = u U Al, 


k=1f=1 


n mk 
F (Ila b — 8)) = X3) FAW) 
k=1j=1 
< S, Fa — Erb)) < > 1 F(I[a;k — Er,64)) 
天 = k=1 


< >` FO) + n. 
k=1 
3 s — 0 时 取 极 限 , 就 得 到 
F(I[a,b)) < >; FU) + n. 
k=1 a 


由 的 任意 性 即 得 不 等 式 (3), 引 理 证 毕 . 
定义 11 我 们 说 S 上 的 有 限 测度 序列 z, HMF (8" 上 
的 ) 测 度 ,如 果 对 于 任意 有 界 连续 函数 信 x) 有 
{fe Ca) > | OLCI (4) 
测度 族 称 为 弱 肾 的, 如果 族 中 任 一 序列 可 以 选 出 增收 剑 的 子 序列 ， 
我 们 有 如 下 的 定理 ， 
定理 1 《2",g"} 上 的 测度 序列 a, 是 能 紧 的 充分 必要 条 件 
为 : DCR") < C; 办 对 于 任意 。 > 0， 可 以 找到 这 样 的 区 间 
I[a,b), (E4 
lim z,(1[a ,5)) > mA") — e”, (5) 


r —ə oo 








O 此 式 原 书 为 Tim u G[a,6))> MaR) 一 8. 一 一 详 者 注 


. i4 à 


我 们 将 在 第 六 章 $ 1 中 给 出 这 个 定理 的 证 明 ， 
EAA 由 
J) = E: = | ne nar) 


定义 的 函数 J(u),u 一 [tists “ °. ,Wm)s 称 作 Sç” 中 的 随机 向 量 š 
《或 者 它 对 应 的 分 布 四 的 特征 函数 。 
容易 看 出 ， 特 征 函 数 具 有 以 下 性 质 : 
1) J(0) = 1,1JGa)1 < 1; 
2) JG) 一 致 连续 :xz6 R”; 
3) 对 于 任意 ,任意 复数 z; 和 任意 Uj € "G 一 l,e `. ,n) 
> 了 (机 一 Hk) z;z, > 之 0, 
反之 ,车 一 函数 具有 性质 1) 一 3),， 则 它 是 某 一 分 布 的 特征 函数 .这 
一 论断 的 证 明 将 在 第 四 章 $ 2 中 给 出 。 
我 们 可 以 利用 特征 函数 给 定 A” 中 的 分 布 , 因为 前 者 能 唯一 
地 确定 分 布 。 例 如 ,对 于 具有 密度 人 x) 的 分 布 ; 特 征 函 数 
JG) 一 | „eade 
EAR SC) 的 Fourier 变换 .又 若 Kx) 满足 某 些 类 似 于 在 Fourier 
积分 理论 中 所 讨论 的 附加 条 件 , 则 当 已 知 J(x) 时 , 可 以 根据 公式 
S = 起 让. 
反 演 求 出 x)， 对 于 一 般 情形 的 分 布 请 数 F(x) 也 可 以 写 出 类 似 
的 反 演 公式 ， 但是, 我 们 现在 不 必 利 用 反 演 公式 就 能 给 出 一 个 关 
于 分 布 函 数 由 其 特征 函数 唯一 确定 的 定理 
定理 2 # 
| ¿maa = | pede) uE Z", 
其 中 z; E(B”) 上 的 测度 , 则 a 一 m, 
证 。 以 下 表示 使 得 f 
| Aade) = | ea) C6) 


eiD ](u)du 


成 立 的 复 值 有 界 Boed 函数 类 .我 们 证 明天 包含 所 有 的 有 界 Borel 

EA. PA, k 是 一 个 线性 类 ， 因 为 它 包 含 函 数 Ce, 所 以 它 也 

包含 这 些 函数 所 有 可 能 的 线性 组 合 P(x) = D Cee, 因为 
k 


玉 对 于 处 处 收敛 于 某 一 极限 的 一 致 有 界 函数 序列 的 极限 运算 是 封 
闭 的 ,又 根据 Weierstrass 定理 , 知 任意 有 界 连 续 函 数 x) 可 以 用 
对 任意 re A” WAAT K) 的 一 致 有 界 序列 P,(x) OBA, Br 
以 天 包含 所 有 连续 函数 。 因为 入 对 极限 过 程 是 封闭 的 , 由 此 推 得 
天 包含 所 有 有 界 Bored 项 数 。 在 (6) 式 中 , 令 f(x) 一 Xs(x),BE 
3", 我 们 就 得 到 (B) = p(B)， 定 理 证 毕 , 

现在 ,我 们 建立 分 布 &, 的 弱 收 化 性 与 它们 的 特征 沙 数 的 收敛 
性 之 间 的 关系 ,我 们 用 J(w) 和 JO 分 别 表示 分 布 4 和 z, 的 特 
TERR. REX, 可 由 z, SSW Sk F u REH Ju) Jau). 

下 面 的 定理 蕴涵 更 深刻 的 事实 , 

定理 3 若 对 于 每 一 sú, J.G) 收 伍 于 某 一 函数 plu), 而且 
plu) 在 zx 一 0 处 连续 ， 则 分 布 n, 强 收敛 于 某 一 分 布 x、 同 时 
plu) 是 分 布 上 的 特征 函数 ， 

证 。 先 证 z, 是 弱 紧 的 测度 序列 。 < A= Carna) WA 


本。 (1 — J,G)) du 


= t — Milns) d 
aS iaa We ° )u,(dz)dau 


= | — TJ) alar) 


k=1 ax, 





> 二 | pdr) = u (IS Ay 4), 
4,411 2 

其 中 A 表示 向 量 (2,2 2, “až. 在 上 面 的 不 等 式 取 z — oo 
时 的 极限 并 利用 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,我 们 就 得 到 


-—— ,——— 2 _ 
limu,([— A,., A: ]) < Gua (1 一 gplwu))au, 


因为 p(w) #E z 一 0 处 连续 。 故 当 a — 0 HREAN GRETE. 
根据 定理 1 即 得 序列 wm 的 弱 紧 性 ， 现 在 证 明 z, HAFEN 
限 。 事 实 上 ,存在 弱 收 化 于 基 一 分 布 w 的 子 列 z, 如 果 mm A 58 
收敛 于 ws 则 可 找到 曙 一 子 列 k;。 它 弹 收 化 于 某 一 异 于 m 的 极限 
&， 但 是 ,从 前 面 的 附注 得 知 ,无 论 是 分 布 m 或 分 布 m 它们 的 特 
TERRE p). 另 一 方面 , 特征 函数 又 唯一 地 确定 分 布 , 故 内 
= M。 所 得 到 的 矛盾 证 明了 x, DAAT m。 定 理 证 毕 . 

我 们 还 要 指出 特征 函数 的 某 些 常用 性 质 . 

HERRER 家" 中 的 独立 随机 向 量 ， 品 一 所 十 名 ;而 Je) 
是 所 的 特征 函数 G = 1,2,3), 则 

JG) = JG), (7) 

其 次 ， 设 后 G=1,2) 是 取 值 于 A" WIAR, Ti E= 
G DERAT A” x Rh HARDE, H E M E 相互 独 
立 , 必须 且 只 须 | 
J.Ga,r) = KODY), (8) 


其 中 (a, = E Peto ED, J, (a) = J,Gu,0),JX6) = J0, 
v), 
必要 性 是 显然 的 . 


充分 性 从 具有 给 定 特 征 函 数 的 分 布 函数 是 唯一 的 这 一 事实 得 
Hi, 
定义 12 > 维 向 量 £ 一 (EE, `° EIJE, Miiri 定义 为 
m jiri = E GE Eai o EN 
In 2 K HB 8 S RAER q= h T+ h + e tj 称 作 
EB, 
容易 看 出 , 若 Elstl? < %©,k = 1,2,-:: ,5, 则 所 有 的 4(<p) 
阶 矩 是 有 限 的 。 事实 上 , 从 算术 平均 值 和 几何 平均 值 之 间 的 不 等 
式 得 知 (q = h + p + -- + J) 


[Lieta = JI ige We < De lar), 
k=1 ç, y=1 g 


9 了 7 。 


由 此 扒 得 | 
ETT let < PAE < ËE o, 
当 已 知 特征 函数 时 ， 我 们 可 以 通过 求 微 商 来 计算 带 有 整数 附 标的 


fasl mj... 事实 上 , 若 Ejgrj? < oo, 则 对 于 2<? 有 


37 J(u) 
) = 一 1 4 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
m Ils ( ) Buf uiz- . .Ouis 


这 公式 的 证 明 由 以 下 事实 得 出 ， 我 们 可 以 在 公式 

| JG) = Eee 
的 数学 期 望 号 下 求 微 商 。 在 某 些 情况 下 必须 利用 逆 命 题 , 但 它 仅 
对 带 有 偶数 附 标的 矩 才 成 立 ， 设 A4 是 对 变量 u, 计算 对 称 有 限 差 
分 的 算 子 ,而 A; 是 它 的 7 RE: 

A,J (nis. u, 一 J Gast tatik + Års" stts) 一 了 (4 

u hk ` “ 0) 
AL] (ts 8, ) = > (— 1 cia, esur + (j — 2r )hks 


Ukts”? “Ws), 





(9) 


N=0 9 


因此 
APAP APT Gas" . ytt) lum 


= E H 5 (—1Y Cs k ¿G =a sk 


=1r=0 


=E i (C — eh i 


-JI hiik Qi E (iEn [£t ik 


AKI „7O E Tí sin hat RE EX R 
EA hr le ) I hgt ) À 


利用 Fatou 5/848 
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s | 
(1X [[ AJ ， 
. k=1 
im —— >E Ire. 
Kk É . A=1 
JI (24+ 
k=1 u=0 


不 等 式 左边 的 表达 式 和 7J 在 点 u= 0 的 导数 0”J/ðu -0 uh 
(如 果 J 可 微 29 次 的 话 ) 最 多 只 差 一 个 正 负 号 . | 

于 是 ,我 们 有 以 下 定理 . 

定理 4 若 特征 函数 aseru) 在 点 u= 0 úT pRO 
为 偶数 ), 则 存在 <e) 阶 矩 , 而 且 它们 可 以 用 公式 (9) 计 算 。、 

随机 时 间 ”假定 随 着 时 间 而 连续 地 做 随机 试验 并 考察 某 一 事 
件 4， 这 事件 的 实现 可 以 由 观察 到 某 一 随机 时 刻 为 止 的 试验 结果 
所 确定 。 我 们 把 这 样 的 时 刻 称 作 随 机 时 间 ， 有 时 也 称 作 与 将 来 无 

下 面 是 正式 的 定义 ， 设 了 是 对 应 于 进行 随机 试验 时 刻 的 实数 
集合 . | 
定义 13 在 给 定 的 概率 空间 {19,6, 了 } 上 ,单调 不 减 v 代数 族 
356T)( 即 SCS 且 若 n>n 时 有 S, 93, 称 作 o 代数 流 
(试验 流 ). 

这 时 S, 可 解释 为 在 直到 时 刻 + 为 止 (包含 为 所 和 进行 的 试验 中 
所 有 可 被 观测 的 事件 类 , 

定义 149 定义 在 空间 0 的 某 一 子 空间 9, 上 而 取 值 于 了 的 
函数 一 Ko) 称 作 在 o RAMS E T} 上 的 随机 时 间 , 如 果 它 
WER: 对 任意 ¿€ T #H[r<:)e S. 

条 件 tr < ¿Ye $, 的 含义 如 下 ;人们 可 以 通过 在 时 刻 (s€ 
T,s 过:) 观 测 到 的 试验 结果 对 在 时 刻 + 之 前 随机 时 刻 z 的 出 现 作 
出 推断 ， 集 合 2; 对 应 于 在 观测 周期 工 内 出 现 r 这 一 事件 。 显然， 
CE 6 可 测 的 ,如 果 工 有 最 大 值 tw; 则 O, = (r S tmar} € S, ua 
如 果 了 没有 最 大 值 而 个 Sup {r€ T), Q, = yir <A. 


o 考虑 到 下 文 ,还 应 定义 在 QNQ, 上 ,7 Ro, —— W EE 
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注意 ; 当 0, = Q 时 ， 条 件 {7 < le S, 等 价 于 要 求 {r > 分 
ES 了, 或 当 了 工 为 可 数 时 等 价 于 对 任意 :ET 有 (+= je S, 

我 们 可 以 用 下 述 方法 将 随机 时 间 z 与 一 个 最 小 的 事件 o 代数 
相 联 系 , 使 得 人 们 能 够 通过 直到 时 刻 z (包含 z) 为 止 所 观测 到 的 
试验 结果 对 这 些 事件 的 现实 作出 推断 。 以 S, 表示 使 得 对 任意 z e 
TA BAr <€ S$, 的 那些 事件 B(B c G) 组 成 的 事件 类 容 
易 验证 ,S. 是 一 个 代数 ,我 们 约定 称 S, 为 由 随机 时 间 z 产生 的 
5 代数 ， 

显然 ,随机 变量 了 是 S, 可 测 的 ， 

作为 一 个 例子 ,我 们 考虑 了 一 mc 了 的 和 情形. 这 时 {7 <) 
等 于 或 98, 因此 7 = ro 是 随机 时 间 的 一 种 特殊 情形 。 其次, B 站 
(r<: F m BAE S, = Su BIE r= 这 一 特殊 情形 中 
由 随机 时 间 产 生 的 了 代数 的 记号 和 以 前 的 记号 是 一 致 的 。 

我 们 引 和 人 在 一 固定 的 o 代 数 流 {3,; :€ 2 上 上 的 随机 时 间 的 
一 些 性 质 . 

a) 菩 玉 是 实数 直线 上 的 Bored 集合 , 而 且 Sup{x:x€ K) < 
z, 则 事件 {rE KJE S: 可 测 的 . 

b) 若 8(z) 是 实 值 Bore HZ, OC) 把 工 映 人 工 中 ， 而 且 
OG) >t GET) WO) 是 一 个 随机 时 间 、 

这 性 质 从 前 面 的 性 质 得 出 . 

c) 4 ri 是 随机 时 间 G = 1,2), W] min(z,.z,) F max(r,,z) 
也 是 随机 时 间 ， 特 别 地 , 若 是 随机 时 间 , 则 min(z,wo) 也 是 随机 
时 间 , 其 中 nET, 

这 论断 的 证 明 击 


(max(z,,z) < 2) = (z, < yn [n <t) 





{minr ta) <t) = fz, < (YU Ir, < 1 
得 出 . 
d) 若 Ti(i 二 1,2) 蚌 随机 时 间 且 Tt, < r, $c,C$,,。 事 实 
ER AE $, 因为 (z. sjn < tjs K Añ ir Sq) = Añ 
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{n <} Nfa < iy = BnIr, S iy €$, 这 是 由 于 B= An íz, 
< + € S$, 和 {ty < ¿e€ S 

设 工 是 有 限 或 可 数 集合 ,{S,jre T} 是 0 代数 流 ,T 是 {Sre 
T} 上 的 随机 时 间 ,Q8. 一 2 我们 考虑 随机 变量 集合 Ee ThE 
中 对 每 一 +:€ T, 是 所, 可 测 的 ， 令 E 一, 车工 一 +. 则 变量 š, 
对 所 有 ocel 是 有 定义 的 . 

引 理 5 变量 E, E S, 可 测 的 . 

事实 上 , 设 cx(% = 1,2,:::)E r 的 可 能 值 , 则 
{ws < z) {or < 2) 


= Uo:s < xY D ío:r = c+) 





= Uo:sa <s) ter = aD) € S, 
这 是 因为 后 一 和 式 中 的 每 个 事件 均 属于 SC, 





$2 独 立 性 


定义 设 (90,$,P) 是 一 固定 的 概率 空间 ,在 本 节 中 除 特 别 说 
明 外 ,事件 恒 理 解 为 2 的 S 可 测 子 集 . 

两 事件 卫生 称 作 独立 的 ,如 果 P(4nB) 一 P(A4)PCB). 由 
定义 直接 推出 

a) 对 于 任意 事件 4, 8 和 4 是 独立 的 ， 

b) # P(N) = 0, 4 是 任意 事件 , 则 NN 和 A 是 独立 的 。 

c) 若 4 和 Bi = 1,2) ERUH BDB, 则 4 和 BAB: 是 
独立 的 。 特 别 地 ,4 和 B, 是 独立 的 . 

d 车 4 和 BG = 1,2,- ,n) 是 独立 的 , 而 且 B DB:…， 


B, 两 两 互 不 相 容 , 则 4 和 U B; 也 是 独立 的 。 


注意 , 着 不 说 明 事件 Bi 是 两 两 互 不 相 容 的 ， 则 一 般 说 来 后 一 
论断 是 不 成 立 的 
e) 4 独立 于 4 当 且 只 当 P) 一 0 或 PC4) = 1. 
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Rr ERA, (Wiel) 是 用 取 值 于 2 的 附 标 编号 的 审 件 
类 构成 的 集合 ， 

如 果 对 于 任意 两 两 不 相同 的 附 标 strs aine 1) 和 任意 Aip 
AiE Mi 二 1,2,"…,n ,有 

PCOAi YA; Y: NA Ain) = POA PCA: ) :P(A4;,). 

应 当 指 出 ,对 于 事件 类 的 无 穷 集合 来 说 ,独立 性 的 定义 等 价 ] 
要 求 这 族 事件 类 的 任意 有 限 子 族 组 成 独立 的 一 旅 事件 类 . 

今后 ,我 们 用 MEERBAD RA. 

事件 类 3 称 为 x 类， 如果 它 对 于 事件 的 交 运 算是 封闭 的 (从 
AE MAK = 1,2) 推 得 AA 6 MA)。 事件 类 称 为 + 类， 如 果 

1) 从 44E %(& = 1,2,-: -JF AI A, = ç # K> r 推 得 
U Aed; 
ië 2) Qe AU, 而 且 从 p,2B,(B,e A k = 1,2) 推 得 B.NB,6€ A 

显然 , 若 站 既是 x 类 文 是 4 类 , 则 它 是 一 个 9 代数 ， 

引 理 1 + 4128982 x2E 99 Sr AM}. 

证 。 以 3 OR U05224 R A 是 所 有 包含 名 的 4 类 
之 交 ), 往 证 %, = {M}. EAB) ERNU PNA 08 ANBE 
2 的 事件 48928. | 

容易 验证 , AB) 是 4 类 。 如 果 B e %t, MJ %( B)—% (IN 20 
ME rX) AA AB) = LL(BE 观 )， 然 而 ,这 表示 对 任意 4 € 
% 有 AAM, E ACA) = 纪 , 于 是 如 是 x 类 .由 引 理 前 的 队 
注 即 得 % = eiM}, 

定理 1 设 (M; ¿e Iy 是 独立 的 x 类 集合 ， 则 最 小 5 代数 
o{M;} G € 1) 是 独立 的 ， 

üE. 我 们 可 以 限于 讨论 只 有 有 限 多 个 类 M,e, M, R 
形 。 这 时 只 须 证 明 ， 若 其 中 的 一 个 类 ,例如 m 用 ao{ 沉 ,} 代替 后 ， 
新 的 事件 类 序列 还 是 独立 的 . 

议 表示 所 有 独立 于 9... :中 。 的 事件 类 。 按 照 定 义 :90 
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H 





CU H 9 具有 如 下 性 质 : 它 对 于 不 相交 事件 的 求 和 运算 与 在 条 
{F BDB, FØRAR BAB: 是 封闭 的 ,因此 站 是 一 4 类 ， 根据 
上 面 的 引 理 , 知 A 了 of WH}， 定 理 证 毕 ， 
定理 2 RMN, ce 1} 是 独立 事件 类 的 集合 ,其 中 每 一 事件 类 
关于 交 的 运算 是 封闭 的 ,7 = lU 1 CLN h = $). 以 BI 一 1, 
2) 表 示 包 含 所 有 n; (íe 1;) 的 最 小 9 代数 , 则 S 和 3, 是 独立 的 ， 
根据 上 面 的 定理 , 我 们 只 人 须 讨 论 M 是 代数 的 情形 。 考察 
AAEE ANAN NAAR E Mo 2 是 任意 的 ， 
i € L) 的 事件 组 成 的 类 2 G= 1,2)， 它们 对 于 交 的 运算 是 封 
闭 的 ,25 包含 所 有 Mi é 2;, 而 且 %, 和 纪 是 独立 的 。 由 上 面 的 定 
HA o{M} = a{M;, iE I,y8l 19%, = oi,i€ 17} 是 独立 的 . 
推论 。 若 了 可 表 为 若干 个 两 两 不 相交 的 于 集 之 和 1= U 


1 则 了 代数 {9i = o(9t;,; € 1)),j€ MM} 是 总 体 独立 的 ， 

独立 随机 变 最 
一 族 事件 类 M Ge 站 是 独立 的 ,其 中 m; ;是 由 所 有 形 如 

{wo:6; <a}, — ç —< a < OQ 

的 事件 组 成 . 

随机 变量 集合 的 独立 性 定义 等 价 于 ; 随机 变量 5i(i& 1) 是 独 
立 的 ， 如 果 对 于 任意 # 和 任意 El, k=l, eyn, 变量 Cialis 

…3 的 联合 分 布 泡 数 等 于 各 个 变量 的 分 布 函数 的 乘积 , 见 


P(¿ < abi < artt U, < an} = [Pit <a). 
k=1 


随机 变量 类 的 集合 之 独立 性 定义 可 类 似 地 叙述 
考虑 随机 变量 集合 (G. e L), 其 中 是 固定 的 附 标 ， 而 ; 
取 遍 依赖 于 附 标 4 的 集合 Lu 为 方便 起 见 ,我 们 把 这 集合 称 作 类 ， 
同时 考虑 上 取 饥 集 M 而 得 到 的 这 些 类 的 集合 . 
定义 3 随机 变量 类 {四 ,ié 1,}(kE M) 称 作 ( 相 互 ) 独 立 的 ， 
如 果 事 件 集合 Mae M) 相 互 独立 ,这 里 Mn 由 所 有 形 如 
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fo: bh <a, oo 《1) 
n= 1,2, i L, — co < ak < co 
的 集合 组 成 ， 
定义 4 由 形 如 
Jæ: ki < attt ti, < an} 
n= 1,2,-.. i E I, — 0 < ax < co 
的 事件 产生 的 事件 o 代数 oi € 了 } 称 作 由 随机 变量 类 {6;,?€ 11 
产生 的 代数 。 它 的 完备 化 用 lnie 1} 来 表示 . 
换 句 话说 , ol; € 1} 是 使 得 所 有 G 是 随机 变量 的 最 小 o 代 
HOERA RR 5; 一 f(a) 为 可 测 的 最 小 5 代数 ). 
我 们 特别 要 指出 ， 由 一 个 随机 变量 产生 的 事件 c 代数 是 包 
含 形 如 {w;5 < a) (一 oo < a < 00) 的 事件 的 最 小 9 代数 . | 
定理 3 ”如果 随机 变量 类 {67 ,ieE Ia} (e€ M) EB yB, WJ 
5 代数 集合 5 {L7 ,iE IC € M) DE 它们 的 学 备 化 EAEz Eln} 
也 是 独立 的 
定理 的 证 明 由 在 定义 3 中 引入 的 类 M, 对 在 类 内 取 交 的 运算 
封闭 这 一 事实 和 定理 1 得 出 . 
推论 设 ga(oaopa 51) (z€ M) 是 :个 实 变 元 的 有 限 Bo- 
rel 水 数 的 集合 ， 如 果 随 机 变量 序列 {(Zf ,好 ,…- ,54), z€ M} 是 
总 体 独立 的 ， 则 随机 变量 En = garbi) (€ M) 也 是 
独立 的 . 
不 难 把 随机 变量 的 独立 性 概念 和 上 面 已 证 明 的 定理 推广 到 任 
EWER LZ ,3} 中 的 随机 元 的 情形 ， | 
设 £; = filo) GELI) ELR 8 中 随机 元 的 集 台 。 随 机 元 
集合 (G: € I) 称 作 独 立 的 (或 总 体 独 立 的 ), 如 果 对 于 任意 xz 一 
2,…) 和 任意 BE Sioi ET, 


P {MN {tae Ba}} = [Pt e B). (2) 
k=1 k=1 
我 们 也 可 以 类 似 地 定义 一 旅 独 立 的 随机 元 类 . 
任 一 随机 元 集合 产生 中 使 得 每 一 随机 元 为 可 测 的 最 小 7 代 
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数 。 由 一 族 随 机 元 类 的 独立 性 推 得 对 应 的 随机 元 类 产生 的 最 小 a 
代数 (以 及 它们 的 完备 化 ) 的 独立 性 。 这 论断 的 证 明 类 似 于 随机 变 
量 的 情形 . 

RAET {R B CX 二 1,2,… ,7) 中 的 随机 元 序列 S, = 


fk(o)， 可 以 把 这 序列 看 作 是 取 值 于 I! 有 中 的 随机 元 .事实 


上 ,以 B® 表示 o 代数 B33, 的 蒋 积 ,如 时 C = A, XA: X 
-X A A; € B; i = 1,2,: ° * n), Hi] 


los (hoho)D)e c) = N {o:f(o)€ AJ, 


BD C 的 逆 象 是 5 可 测 的 。 因 此 , 任意 属于 包含 所 有 C 的 最 小 5 代 
数 的 集合 , 亦 即 8" 中 任意 集合 的 逆 象 是 6 可 测 的 .我 们 用 m... 


表示 { Las] 上 由 序列 (&，,…… ,8,) 诱导 的 测度 、 这 里 
k=1 


Dh. (C ) = PC5 5 D€ C). 

假定 随机 元 Ek = 1,-… ,x) 是 独立 的 , 这 时 公式 (2) 表明 

mi, ANAN i NA,) = m,( A,)m( A;) ` ` m, (A,), 
其 中 mx(4A4) = P(š,€ 44}。 由 于 测度 从 集合 的 半 环 延 拓 到 最 小 
7 代数 是 唯一 的 , 故 测 度 msn 是 mima, 这 些 测度 的 乘 
积 。 环 面 的 逆 命 题 是 平凡 的 : 若 测 度 m... 是 测度 m, m, 
ma 的 乘积 , 则 随机 元 ,52,*…* ,$s 是 独立 的 。 于 是 我 们 得 到 

定理 4 随机 元 后， 后 。 为 独立 的 充分 必要 条 件 是 : 
代数 9) 上 由 序列 (55 5) 诱导 的 测度 maa E Be 
上 由 随机 元 £, 诱导 的 测度 mC = 1,2, … ,n) 之 乘积 ， 

定理 5 设 gsn) Jë SLO 可 测 的 有 限 了 水 数 ,51 和 5 是 独立 
的 随机 元 ,而 且 

Eg(#,5) < co 
则 plr) = Egle, $) 是 x 的 B, 可 测 函数 且 
Eg(&,,5,) = Ep(5) 
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ECE, E) = |, mi( dz, ) |, g(zi, x mC dr). 


如 果 测 度 m 和 m, 是 完备 的 ， 并 用 符号 ~ 表示 o 代数 (或 测 
度 ) 的 完备 化 , 则 上 面 的 公式 对 于 任意 S 可 测 函 数 仍然 成 立 。 由 
抽象 积分 的 变量 代 换 定理 有 


Erli) = |... g(x1s z m12(d (Ks, X27)), 
然后 由 Fubini 定理 就 得 这 定理 . | 
推论 AET i 是 具有 有 限 数学 期 望 的 独立 随机 变量 ， 则 
Eš,z, 一 Eš, . Es,. 
F-E 设 A,(n = 1,2,- ` “) 是 事件 序列 。 


定理 6 ED) PC) < o0, 则 事件 wi41 的 概率 为 0， 
定理 的 证 明 由 公式 ima, = 门 Ü 44 得 出 ,因为 据 此 有 


n=1 kan 


PCim4,) = limP (U4) < imd) P(A = 0, 
对 于 独立 的 事件 序列 ,这 定理 可 加 强 为 
定理 7 (Borel-Cantelli 定理 ) 若 事件 {4,,n = 1.2, - J E. 
独立 的 , 则 事件 E74, 的 概率 视 级 数 DP (A,) KARRIK 
等 于 0 或 1. m 
我 们 只 须 证 明 ,着 D) P(4.) = oo, 则 P Cin.) = 1. + 
A* = limda, Ñ] i | 


QNA* 一 Ú N (QNA,) 
n=1 kms 
和 
P(9\4*) ~ iimP ( ñ (MA) ) = im TI P4) 
. s>o k=" s= is" 
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一 im T (1 — P(4,)) = 0. 


最 后 一 个 等 式 由 级 数 S PC4D 的 发 攻 狂 得 到 . 


现在 讨论 任意 的 独立 o 代数 序列 S, 2 一 1,2,*…*， 根据 
Borel-Cantelli 定理 ,事件 4 = lima, 有 概率 0 或 1, 其 中 4, 是 任 
意 使 得 4,€ 6。 的 集合 序列 。 这 结果 可 以 推广 到 由 所 有 c 代数 
S.(2 一 1,.2,…) 产 生 而 不 依赖 于 任意 有 限 多 个 代数 6,,65;,…， 
S, 的 任意 事件 ， 更 确切 地 说 ， 设 {Srs Örs REN- EEES = B 
是 由 序列 Ssn = k, k +1, ER o 代数; 8B4 构成 单调 递减 
的 代数 序列 ,它们 的 交还 是 一 个 代数 ， 定 义 


Co] 


lime, =% = N T{Sr Srn tth 


k=1 


显然 , 当 其 中 任意 有 限 多 个 代数 Sote, HAIR z 代数 兰 换 
时 ,jim， 并 不 改变 . 

定理 8 (Konmoropos 的 一 般 零 - 喜 律 ) 
若 @,(n = 1,2,…) 是 相互 独立 的 "代数 ， 则 m6。 中 任 一 事 
性 有 概率 0 或 1， 

事实 上 , 设 4€ Hm6， 则 对 任意 六 有 AEB BE AM 
cfSs, ,G41} 是 独立 的 。 所 以 4 和 ofS, 5,,…j} 是 独立 的 . 
因为 4€o{S1,…,5,,'…}, 故 4 独立 于 4 但 这 仅 当 P(A)=0 
或 PC) 一 1 才 有 可 能 ， 

推论 {Enn = 1,2,，…} 是 在 一 固定 的 距离 空间 { 绝 ,3} 
中 的 独立 随机 元 序列 ，S。, 一 o{£,} 是 由 5。 产生 的 9 代数 ，3, 一 
ofS, Snt} 

a) EX 是 完备 的 , 则 序列 {5,,n 一 1, 2,……} 存 在 极限 的 概 
率 为 0 或 1; | 
b) ERK 是 可 分 和 完备 的 , 则 当 序 列 {,, 2 = 1,2, AR 





4)“ 若 多 是 完备 的 "是 译 者 加 的 . 一 一 译 者 注 
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限 以 概率 1 存在 时 ,这 极限 是 一 常数 (modP); 

c) # z = J, zo xn ) 是 无 穷 多 个 变 元 xz。 K 
(2 一 1:2，- ' ) 的 函数 , LIHER n, 函数 大 SS “5 …) 是 
B, 可 测 的 , 则 它 以 概率 1 等 于 一 常数 . 

ME, a) Æ lao 是. 用- 中 的 距离 ， 则 使 得 £, 收 俩 的 点 集 可 
以 写成 


因为 事件 如 一 “ 门 [Erni < 二 jean 而 对 任意 ， 
ñ ÜA 加， 所 以 对 任意 E De 四 。 于 是 能 够 应 用 一般 的 办- 


者 律 。 
b) 设 F 是 闭 集 , FC 如 .以 F, 表示 开 集 Pt 一 |z: plr F)< 


证 :于 是 事件 A= DN {imë E F) TURA À = on U 


站 leve F.) | 通过 在 证 明 3) 时 那样 的 考虑 ,得 知 4e 9,. TE, 
对 于 任意 闭 集 F 有 Pim eF} 一 0 或 1 ， 但 是 ， 使 得 类 人 的 
结论 成 立 的 集合 类 是 一 个 "代数 ,区 对 任意 BEB 有 Pllmë, e 
B} 一 0 或 1 ， 当 空间 9” 是 可 分 和 完备 时 ， 我 们 不 淮 由 此 推 得 
S 上 由 随机 元 fm。 诱导 的 测度 是 集中 在 单个 原子 上 的 ， 事 实 
上 ,因为 mC) = 1, 故 能 按 到 一 个 半径 为 1 的 殡 S, 使 得 mC) 
= 1, 如 若 不 然 ， 则 名 ”中 所 有 半径 为 1 的 球 的 测度 为 0 ， 这 是 
不 可 能 的 ， 因 为 名 ”可 以 用 可 数 多 个 这 样 的 球 覆盖 ， 类 似 地 ， 我 


们 能 够 找到 半径 为 二 的 于 S, 使 得 m(S, S) 一 1. 继续 这 一 推 


E, 我 们 就 得 到 一 串 球 $,， 它 们 的 半径 趋 于 零 , 对 任意 正 整数 n, 
MSN AS.) = 19. 这些 球 有 唯一 的 公共 点 z, B. miz) 一 
limm(S,) = 1. 
c) 由 假设 知 ， 事件 A= {wf "Ë, ...) < aj € Bao 
o 上 面 两 句 话 译 者 作 了 修改 ,一 一 译 者 往 人 
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因此 4e ime,， 从 而 4 有 概率 0 或 二 . 故 随 机 变量 “一 帮 E 
<,…) 的 分 布 函数 只 取 值 0 或 1, 即 变量 “以 概率 1 等 于 一 常数 ， 


$ 3. 条 件 概率 和 条 件数 学 期 户 


定义 ”我们 首先 回忆 在 初等 情形 中 条 件 概 率 和 条 件数 学 期 望 
的 定义 .车 PCB) A 0, 则 当 给 定时 事件 4 的 条 件 概率 定义 为 
_ PC4nB) 
P (418) = PE y: 

对 于 固定 的 B, 条 件 概率 PC418) MERE RER POA 
样 是 给 定 在 同一 个 集合 "代数 上 的 规范 化 测度 。 相应 地 。 当 给 定 
B 时 基 一 随机 变量 š — Ke) 的 条 件数 学 期 望 由 公式 

E[#|B) = | /Ge)P(4e|B) 
定义 .注意 到 条 件 概率 的 定义 ,这 式 子 可 以 改写 为 
PCB) E(S13} 一 | 5aP， (1) 

为 了 定义 给 定 零 概率 事件 时 的 条 件数 学 期 望 和 条 件 概率 ， 我 
们 必须 重新 考虑 这 些 概念 。 首 先 注意 ,着 是 事件 4 的 示人 性 函数 ， 
则 E{818} 一 P(A B). Eie, 条 件 硫 率 是 条 件数 学 期 望 的 特殊 
情形 ,下 面 我 们 只 研究 后 者 . 设 时 是 某 一 可 数 的 不 相交 事件 类 { B;; 
i 1,2,...,Bié ©}, iB Ú Bi 一 QQ， 定 义 随机 变量 Eim} 
mF: 车 of Bi 时 , 它 等 于 也 11Bi} .我们 称 之 为 给 定 集 合 村 3i 
时 ,随机 变量 的 条 件数 学 期 望 , 它 仅 对 那些 属于 使 得 PC) = 
0 的 Bi; 的 。 才 有 定义 , 亦 即 随机 变量 ELEN) 以 概率 1 有 定义 ， 
这 个 变量 在 使 得 P(Bi) = 0 的 集合 B; 上 是 一 常数 ， 即 等 于 给 定 
Bi; 时 的 条 件数 学 期 塑 ， 注 意 , 当 已 知 ELN, MIRR 
确定 E(E|B;) 《Bie M, PCB) + 0) ,而 且 还 能 确定 给 定 任意 集 
合 B(BE of 多}，P(CB) + 0) 时 的 条 件数 学 期 望 。 事实 上 ,着 


B = U Bio Bl 
k=1 
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PCB)E{SIB} = 57 PCOBOES I Bal (2) 


这 公式 表明 , 若 已 知 给 定 BG < = -1 ;2，…) 时 < 的 条 件数 学 期 望 ， 
人 们 能 够 怎样 计算 给 定 这 些 集合 的 可 数 和 时 上 的 条 件数 学 期 望 ， 
- 从 而 也 就 能 够 计算 给 定 任 意 属 于 包含 所 有 Bi 的 最 小 5 代数 的 集 
合 时 的 条 件数 学 期 望 ， 注意 (2) 式 可 改写 成 


| 5 P= È E {EI} Pu), 


MEZRTETAM YER o 代数 中 的 任意 集合 如 也 成 立 ， 同 时 
随机 变量 ELi uE Fx = 代数 可 测 的 . 

容易 验证 ， 这 些 性 质 唯一 地 (medP) 确定 条 件数 学 期 望 。 事 
实 上 ， 若 存在 两 个 S 可 测 的 随机 变量 xG = 1,2)， 合 得 对 任意 
B € 3(3 是 一 个 ac 代数 ) 有 


| maP = | maP, 
E B 


HJ 和 水 是 几乎 处 处 相等 的 。 

我 们 可 以 利用 上 面 的 讨论 来 定义 一 般 情 形 的 条 件数 学 期 望 ， 
假定 我 们 进行 某 一 项 试验 ， 这 试验 可 以 用 一 事件 "代数 9 ki 
述 。 需 要 确定 在 试验 结果 为 已 知 的 假设 下 随机 变量 5 的 条 件数 学 
期 望 。 这 个 条 件数 学 期 望 被 看 作 是 试验 结果 的 函数 ， 即 看 作 是 满 
足 刚才 得 到 的 关系 式 的 罗 可 测 函 数 。 

定义 1 设 罗 是 任意 包含 在 6 内 的 事件 "代数 ,是 任 一 存 
在 数学 期 望 的 随机 变量 。 我 们 称 随机 变量 E{E|%} 为 当 给 定 " 代 
数 罗 时 随机 变量 š 的 条 件数 学 期 望 , 如 果 它 是 8 可 测 的 ， 而 且 对 


任意 Be 8 满足 等 式 
JsE(8|9)2 P = | seP， G) 
随机 变量 E{519} 的 存在 性 与 唯一 性 (modP) 可 由 Radon- 
Nikodym 定理 直接 得 出 。 事实 上 , (3) 式 的 右 端 是 8 上 的 有 限 
可 加 集 函 数 , 它 是 对 测度 P 绝对 连续 的 ， 因 此 , 存在 -% 可 测 函数 
g(w), 使 得 
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| za P = Í e (o) Po), 


这 时 函数 eCo) 是 唯一 的 (modP). 按照 定义 ， 它 是 给 定 o 代数 
8 时 的 条 件数 学 期 望 . 

zz. 设备 是 8 关于 概率 P 的 完备 化 , 易 证 

E{#|3} = E(#|Š) (modP), 

因为 名 可 测 函数 比 3 可 测 函 数 类 广 , 所 以 有 时 考虑 给 定 完备 的 
代数 时 的 条 件数 学 期 望 是 适宜 的 . 

给 定 代数 3 时 集合 4 的 条 件 概 率 P{413} 是 定义 为 8 一 
X (o) 这 一 特殊 情形 的 条 件数 学 期 望 ， | 

定义 2 ”对 于 固定 的 集合 4， 条 件 概 率 P{4|%} 是 名 可 测 
随机 变量 ,而 且 对 于 任意 BES 满足 方程 


| Palja P = P(4NB). (4) 


条 件数 学 期 望 和 条 件 概率 的 性 质 ”在 本 节 中 恒 假 设 所 讨论 的 
随机 变量 具有 有 限 或 无 穷 的 数学 期 望 ， 而 且 所 陈述 和 证 明 的 论断 
是 以 概率 1 成 立 的 . | 

a) Æ š> 0,MWI E(£|%@) > 0, 

b) 若是 8 可 测 随 机 变量 , 则 

E{#1%®} 一 上 
特别 地 , 若 事 件 B 是 3 可 测 的 , 则 
PIB |B} = Xz. 

c) EE{{| By = Ez, 

d) # Eš; = co; = 1,2,0] 

E(aš, + GE = a E(z,|%; +ó E(z,| 9). 

为 了 证 明 这 个 关系 式 , 只 须 验 证 它 的 右 端 满足 随机 变量 ag, + 
bš, 的 条 件数 学 期 望 的 定义 ， 

特别 地 , 令 E; = Xei 一 1,2,B1 门 8; = $, 我 们 就 得 到 条 件 
概率 的 可 加 性 

P{B,U B,|%) = P(B,|9) + P{8,|8}. 
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e) #(E,n 一 1,2,….} 是 单调 不 减 的 非 负 随机 变量 序列 , 则 
limE{g |8} = E(limz,|%). 
这 论断 由 把 Lebesgue 单调 收敛 定理 应 用 于 等 式 ， 
人 telejeP 一 | EdP 
直接 得 出 ， 


对 于 条 件 概率 来 说 ， 上 面 证 明 的 性 质 给 出 : 
车 {Bs,n = 1,2,7: -} 是 单调 递增 的 事件 序列 。 则 


limP{8,|8} = P{U B.S]. 
E A,n = 1,2,…*) 两 两 不 相交 , 则 .. 
DPS =P [U 49). 5) 
#E. 条件 概率 的 最 后 一 个 性 质 并 不 意味 着 对 于 固定 的 o, R 
件 概 率 可 以 看 作 是 可 数 可 加 集 函 数 . 对 于 给 定 的 序列 4,, 等 式 (5》 
不 成 立 的 概率 为 零 , 但 相应 的 例外 事件 与 这 序列 的 选取 有 关 。 H 
此 可 能 会 没有 一 个 吧 使 得 (5) 式 对 所 有 S 中 序列 4。 都 成 立 。 
D 车 随机 变量 和 o 代数 S 独立 , 则 
E{s|3} = Et. (6) 
按照 定义 ,随机 变量 才 和 = 代数 8 的 独立 性 表示 o 代数 cf 和 到 
是 独立 的 ， 因 此 ,对 任意 BE 有 
| EaP 一 Esxs = E š PCB), 


Hie Ells) 一 E#, 则 等 式 (3) 成 立 , 
从 这 一 性 质 推 得 , 若 事 件 4 独 立 于 0 代数, 则 To 


P{4|8} = P(A). (7) 
g) £ n 是 8 可 测 随机 变量 , 则 
E(£2|%) = w E{#|®)}., (8) 


只 须 就 ， 是 非 负 的 情形 证 明 这 性 质 ， 若 n= za BEBM 
(Elsls}aP = |, ElslejaP— |,, saP = | asa P, 
1 1 
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于 是 等 式 (8) 成 立 ， 又 因为 使 得 (8) 式 成 立 的 随机 变量 3 所 成 的 类 
对 线性 运算 和 单调 非 负 序 列 的 极限 运算 是 封闭 的 ， 所 以 它 包含 任 
WB S 可 测 非 负 随机 变量 7. 

因为 条 件数 学 期 望 E{#18} 是 一 个 随机 变量 ， 故 可 讨论 给 定 
另 一 个 5 代数 B, 时 这 变量 的 条 件数 学 期 望 , 这 样 我 们 就 得 到 重 迭 
的 条 件数 学 期 望 E(E(lr|Sy|S1. 现在 来 建立 这 种 运算 的 重要 
性 质 。 注意, 若 和 ,是 两 个 0 代数 且 B,C%B, 则 由 条 件数 学 期 
望 的 定义 得 EIE(:|]%,)|%) 一 E(z£|%,). 

下 面 的 性 质 更 为 深刻 : 

h) 设 3C$,, 则 

E(Eí:I%,1|%) = Eíz|%). 

事实 上 , 若 Be 8, 则 Be 8, 因而 


[ E(EtslslsjeP = | Etels jaP 
= | s P = | E(zI9)a P. 
比较 这 囊 等 式 的 两 端 即 得 
E(E(z|%.) 9) = E{s|%}. 
从 出 才 证 明 的 性 质 推 得 , 若 名 9, 而 是 B, 可 测 随机 变量 ， 
则 
Et{5a19} 一 E(nE(8|%.) 19). (9) 
下 述 论 断 是 8) 的 推广 ， 它 常常 是 有 用 的 。 Wk Ç 一 Aw) 和 
n= (e) 分 别 是 从 {9, SEUA MAHE, CRETA, X 
设 gz,z) 是 定义 在 2 x % 上 的 o( x 人 @} 可 测 数值 函数 ,而 
B. eC 的 数学 期 望 是 有 限 的 . 
i) 车 7 是 名 可 测 的 (3C6), 则 
Efesa) B} 一 Ete(z,z)1%)1,=,. 
为 了 证 明 这 一 论断 我 们 注意 到 ,由 8) 知 ,对 于 形 如 eCe) 


一 OTOL 2(x,y)， 上 式 成 立 。 而 对 于 任 音 使 得 
Elen) < oo 的 函数 g(z,z), 则 因 存 在 具有 以 上 形式 的 殉 数 
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序列 Anales) AE AEn) 以 概率 工 收敛 于 eC, mA 
REL 中 ,由 此 即 得 欲 证 的 论断 . 
给 定 一 随机 变量 时 的 条 件数 学 期 望 设 上 是 取 值 zm... 
zr，"'* 的 随机 变量 ,P(E 一 z,) > 0,B。 表 示 事 件 {2 = zaje A 
P.(4) = P(ANB,) 


P(B,) 
表示 当 给 定 Š 一 z, 时 4 的 条 件 概率 .我 们 用 下 式 
[ 1 
下 全 上 = z,) = | 2 P, = PES), 

EHAE Ç = z, MENER š Ja 3231122, 

车 把 这 数列 看 作 是 确定 值 的 试验 结果 的 函数 ， 我 们 就 得 到 
当 给 定 随 机 变量 “时 上 的 条 件数 学 期 望 这 一 概念 ， 它 就 是 当 “一 
za 时 取 值 E{#16 一 z,} 的 随机 变量 E{$15}。 这 个 定义 和 先前 
给 出 的 当 给 定 空间 2 的 一 个 可 数 分 划 时 的 条 件数 学 期 望 定义 是 一 
BAJ. EREB, 一 1,2,*…*} 起 义 的 作用 , 这 一 注解 指明 给 
出 一 般 定义 的 方法 

考虑 从 可 测 空间 {28，5} 到 可 测 空间 A, BARRIE WRR 
£ = 8(w), 于 是 是 取 值 于 2 的 随机 元 , 设 S; 是 由 上映 象 2 产生 
的 0 代数: S, = {S:S = z (B), B€ 9). 





z 
s 
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这 定义 等 价 于 ， 对 任意 Be 9 
|. EEP = È 2P. (10) 


gT) 
类 似 地 ,给 定 $ 时 的 条 件 概率 定义 为 
P{4 |i; = P{413.}. 
定理 1 给 定 随 机 元 《时 的 条 件数 学 期 望 是 “的 % 可 测 函 
数 : 
E(š];) =C), 
其 中 +G) E $ 可 测 函 数 , 
证 ， 设 5 是 非 负 的 。 我 们 有 
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| p EEP = È EP = 408). (11) 


显然 ,4(B) 是 加 上 的 有 限 测度 .而 且 , Pl (BD) 一 0, W 
4(B) = 0, Piq 是 对 测度 P, 绝对 连续 的 ,这 里 P,( 4) 一 
Pfe-(4)}。 根据 Radon-Nikodym 定理 知 ,存在 B 可 测 的 非 负 
函数 (GO) ,使 得 
aB) = | ¿GoP, (an. 
应 用 变量 代 换 法 则 ,我 们 有 | 
aB) = |, eoDPdo). — 


把 上 式 和 (11) 式 比较 , 即 得 等 式 
Eíz|£) = sg(0)) = s (t). 

上 述 定理 表明 。 给 定 随 机 元 二 时 的 条 件数 学 期 望 可 以 看 作 是 
测度 空间 {.2r ,3,P,} 中 变量 * 的 函数 ,然而 在 条 件数 学 期 望 原 来 
的 定义 中 ， 它 是 基本 事件 o 的 函数 ， 函 数 Go) 由 下 式 唯一 地 确 
E: 对 任意 BES 

L. Ed P = EO P,(cx)。 (12) 


我 们 现在 引入 一 些 命题 。 它 们 可 直接 从 上 述 关 于 条 件数 学 期 
望 的 性 质 推 出 ， 

1) 设 和 独立 , 则 Elai} = E¿. 

2) 4 E R. S, 可 测 的 随机 变量 , 则 

下 人 人 一 上 

3) 车 m, = gi(w) 是 从 {18,6} 到 {如 i;, B} (i = 1,2) 中 的 可 

测 映 象 , 则 
E{E{E|Cmnsm)}lmy = E{ël m} 

其 中 (9 表示 从 空间 19,.6} 到 乘积 空间 {.2, x Ka eiB, x 
”名 由 的 映 象 o — (g(o),g (622. 

正则 概率 ”前面 已 经 提 到 ,一 般 说 来 ,条 件 概 率 不 能 看 作 是 依 
赖 于 基本 事件 的 测度 ， 但 是 ,在 许多 情形 中 这 种 解释 是 可 行 的 ,下 
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面 给 出 问题 的 确切 提 法 ， 

条 件 概率 P{413} = klw, d) Æ oco M AES HAR. 
对 于 每 一 固定 的 4， 它 是 以 零 概率 事件 的 精确 度 被 确定 的 。 现 在 
要 问 ,能 否 找到 函数 Ho, Aoc 0,46 扣 ), 使 得 

a) 对 固定 的 o, 函 数 Ko,4) 是 a 代数 6 上 的 概率 ; 

b) 对 任意 面 定 的 4,h(w,4) 一 Pos4) 几 乎 必然 成 立 。 

定义 4 如 果 存 在 满足 要 求 a) 和 b) 的 函数 p(wo,4), 则 称 条 
件 概率 族 P{4|3} 蚌 正则 的 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 把 P{413}. 
和 p(w,4) 看 作 是 等 同 的 . 

在 正则 的 情形 中 , 正 像 人 们 所 期 待 的 那样 ,条 件数 学 期 望 被 表 
示 成 以 条 件 概率 为 测度 的 积分 . 

定理 2 # P(A|9) 是 正则 的 条 件 概率 ,5 — o), W 


E{#18} = |rGe)P(ae|%) CmodP). a3) 


这 论断 的 证 明 并 不 困难 。 首 先 ,按照 定义 , 当 5 是 基 事 件 4 € 
S 的 示 性 函数 时 论断 真确 。 因 为 等 式 (13) 两 边 作 为 了 的 泛 函 是 线 
性 的 , 故 论 断 对 简单 函数 也 成 立 。 再 对 单调 递增 的 简单 函数 序列 
取 极 限 即 能 证 明 , 对 枉 意 非 负 随 机 变量 £,G13) 式 成 立 ， 最 后 ,再 
次 利用 等 式 两 边 的 线性 性 质 就 可 完成 本 定理 的 证 明 ， 

在 某 些 情况 下 ,必须 着 重 强调 条 件 概率 是 基本 事件 的 函数 ,这 
时 我 们 写 Pt4|13} 一 Pe(w,4), 或 者 当 o 代数 $3 是 固定 时 简写 为 
P(o,4)。 类 似 地 ,Ps(oy4) 是 PL415} 的 另 一 种 表示 方法 . 

因为 条 件 概 率 不 一 定 是 正则 的 ， 改 对 这 概念 作 某 种 推广 是 适 
HN. 
RIZ ,3} 是 可 测 空 间 , ç ELZ, BRAIRE, S 是 某 一 
o IÈR, SCS. 

定义 5 定义 在 9 x % 上 的 函数 9Cwo,B) 称 作 给 定 ? 代数 

a) 对 固定 的 8€ 3,0(w,8) 是 3 可 测 的 ; 

b) 对 固定 的 w。,0(w,B) 以 概率 1 是 吕 上 的 概率 测度 ; 
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c) 对 每 一 Be g,9(o,B) = PICCE B)|S) (modP). 
最 后 这 一 要 求 等 价 于 : 对 任意 FEF 
[,9çe,BDPG2e) = PECE B) P). (4) 


定理 3 i. 是 完备 可 分 距离 空间 ,3 是 A 中 的 Borel 
集合 的 0 代数 ,L 是 {.22 ,8} 中 的 随机 元 ,3 是 任 一 o 代数 ,SC6. 
则 存在 给 定 o 代数 3 时 随机 元 :的 正则 条 件 分 布 ， 

证 . 令 (B) 一 P{Ge B)) 根据 测度 论 中 的 定理 知道 ， 
对 于 任何 >, 可 以 找到 A RERE K, EE NK, < 1/n 
(参看 第 5 章 $2, 定理 1 的 注 )， 

LECER 29 上 的 有 界 连 续 实 函数 空间 , 它 是 一 个 距 
离 空间 ,其 距离 为 _e(j,g) = 上 f(x) 一 go 一 {sup1j() 一 grCo)|， 
rE AY, 

空间 EK, ETBRI a) k 一 1,2,…-} 是 在 多 @(K,) 
中 处 处 稠密 的 可 数 网 ， 我 们 把 L.G) 延 拓 到 整个 2 k, EE 
{suplia l rE R} = {max |for Ga) | z€ K,Y. £ x, = XE), 
这 里 X,(%) 是 紧 集 K, 的 示 性 函数 .根据 条 件数 学 期 望 的 性 质 得 
知 ,存在 Due ,使 得 P(D,) 一 0 且 当 weED, 时 对 所 有 s,k,; 和 
有 理 数 >, 以 下 关系 式 成 立 : 

# fF > 0, 则 Eí(/,,(£)1IS1 > 0; 

# Ma) — D < r, W| EAE) 一 jc)1S < +; 

Efri IS) = rE} 
ELP EDE ni CES = ELOS E ELOS 
limE((1 — Xm )fa() IS} = 0, 

另 一 方面 ,对 任意 Fe 3 


|| EUAS E ISDA P 


< [I — fC) 1Cr). (15) 
从此 ;车 选取 任意 序列 faks) , ERIGE 一 fara G) 川 ->0 
9 .37 


(显然 ,对 于 任意 je @(2 )， 这 样 的 序列 总 是 可 以 选 出 的 )， 则 
farn ORA R ,和 而且 


| JAC — fnk adr) 一 0。 


又 由 (15 ) 得 
E{fC5){S} 一 im E{fa, (E)IF} (modP)， 
上 式 右 边 的 极限 不 依赖 于 逼近 序列 的 选取 (weDo). 因为 条 件数 学 
期 望 仪 是 按 modP 定义 ,我 们 规定 对 任意 E ECZ) EUIS 
由 上 式 定义 . 
这 样 定义 的 条 件数 学 期 望 具 有 下 列 性 质 (对 所 有 oD): 
Æ f2 0,MU Et/(z,|S) > 0, | 
Et{af.(t) + cao) S} 一 oj 下 (5) iF} + a| E1f,Cz)1S1: 
EIGG —x,(12)|S) — 0,38 z — co, 
于 是 L.G) 一 下 (KK5)1S} 是 CCP ) 上 的 一 个 正 线性 泛 函 ,由 线 
性 泛 函 的 表现 定理 (参看 第 5 章 ,$ 2 定理 1) 知 ,在 { 统 ,加 } 上 存在 
测度 1B), E8 


E UOS) ~ | 14.7), 


容易 验证 , 这 公式 可 以 作为 任意 Š 可 测 非 负 ( 或 4 可 积 ) 函 数 

的 条 件数 学 期 望 的 定义 。 令 f(x) = L), 我 们 就 得 到 
P(B|S) = 4.(B), 对 于 ofD, 
和 
P{B|3} = 4(B8), 对 于 vE De 

由 此 即 得 欲 证 的 论断 . 

设 如 和 如 分 别 是 { 允 ,B34} 和 {多 ;，%,} 中 的 随机 元 , 这 里 27; 
是 完备 可 分 陈 离 空间 ,3; 是 多 ; 中 的 Bord 集合 的 0 代数 (i = 1, 
2). $ 

YD = UY, X UY BD = of Bk = 1,2}. (16) 
序列 E= T Jn LAEE 1670 S) rHBUBESLJG I SZ" 
是 一 完备 可 分 距离 空间 。 
* 38. 


设 q; 表示 总 人 一 1;2) 的 分 布 , 94 中 是 ta 的 分 布 ;而 qD 
是 当 给 定 由 随机 元 总 产生 的 5 代数 S, 时 ¿, 的 正则 条 件 分 布 、 
因为 221 E. S, 可 测 函 数 , 故 
gD Bw) = 4(B,,Z,), 
其 中 B,€ B, 4(B,, y) B 可 测 函 数 。 根据 条 件 概率 的 定义 得 
|, Bab P = 4%%2(B, x B,), 
其 中 B, 是 B, 中 的 任意 集合 , 心 一 gCo). 
按照 变量 代 换 法 则 ,这 等 式 可 写 为 
q%2) (B, x B,) = |. 4(B,.y.24q, 
= . 
gn (B x B) =È ROD (| 0) G n, y))40, 
这 里 x 是 空间 27, 中 集合 的 示 性 函数 .从 上 式 得 知 ,对 任意 35” 
可 测 非 负 函 数 fy;,y;) 有 
fan ÍO. y) dq? = |. (f, fCyiay:)9 (dy y1) Jag.. (17) 
事实 上 ,使 得 (17) 式 成 立 的 函数 类 具有 线性 性 质 , 而 且 对 于 单调 序 
列 的 极限 运算 是 封闭 的 。 因 为 它 包 含 形 如 x? x 的 函数 ,从 而 也 
包含 这 些 函 数 的 线性 组 合 . 男 一 方面 , 任 一 3% 可 测 函数 可 以 用 
有 形 如 XxX 的 通 数 的 线性 组 合 的 单调 递增 序列 来 遂 近 ， 
注意 ,对 于 变 号 函数 来 说 , 若 (17) 式 的 一 端 有 意义 的 话 , 则 等 
式 仍 成 立 ， 由 (17) 式 可 得 
EUD} = | (Gy). (18) 
我 们 能 够 以 如 下 更 一 般 的 形式 给 出 上 面 所 得 的 结果 ， 设 L, 
Ær, BAPEN Vr 是 完备 可 分 距离 空间 ， 令 @/u = 
[I w, 8t = ol 3,, k =], ,5s}, n 一 (E.L, .. E). 又 设 
R=1 
% E (Z, ,3x} 中 随机 元 CR 的 分 布 4P =q Bes% s. s- EA 
定 5 代数 S, = Sq... u A 时 随机 元 六 的 正则 条 件 分布 。 根据 


° 39 ° 


公式 
E{f|S;.} 一 Fi `. EI... t Sna n EM; 
并 反复 应 用 (18) 式 ,我 们 就 得 到 


EC 1so = | as 


多 > 


|... (| Keep) 


Kq ays, isy `. 52), `. yn-2) 
Xx eX qPdy č), (19) 


EMi =] | Ks) 


Kadya Y3 z.. Yn- x q Ddy,is Yi, ... ,yn-2) 


xX- X qdysy1) (dy ). (20) 
S} 到 {经 ,中 中 的 可 测 映 象 . 


我 们 说 随机 元 具有 (关于 测度 mm 的 ) 分 布 密度 pCx) ,如 果 对 于 
任意 ACEA E 
Pe 4) = | eGDm(az), 


根据 Radon-Nikodym 定理 得 知 , 随机 元 $ 具有 分 布 密度 的 充分 必 
要 条 件 是 测度 Ps H m ENERE = gCo). 

设 { 色 ,3,9} 是 另 一 测度 空间 ,而 n 一 从 w) 是 {多 ,3) 中 的 随 
机 元 ,我 们 可 以 把 (8 ,%) 看 作 是 从 (Q，5) 到 乘积 空间 {多 XY, 
ofa x 加 )) 中 的 一 个 可 测 映 象 ， 事 实 上 ， 若 cfal x 8} 中 的 集合 
C 形 如 C = Ax B,4e A, BEB, WPC, nE C} 一 {te A) 
Nine Bye SG。 所 以 , 任 一 属于 包含 所 有 形 如 {(5,n)&《 4 x BYA 
最 小 o 代数 的 事件 , 亦 即 任 一 形 如 {C5，%)€ C), CE ol x BIA 
事件 是 S 可 测 的 。 REC) 具有 关于 测度 m x q 的 分 布 密度 
p(x，y), 则 对 于 任意 4€E ABES 有 


plse A, n€ B) = | | ,oCrs mdr)a(dy). 


函数 p(x,y) 称 作 随机 元 5 和 1 的 联合 分 布 密度 。 从 联合 密度 函 
数 的 存在 可 以 推 知 ,随机 元 5 和 各 自 具有 关于 相应 测度 的 密度 ， 
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事实 上 ， | 
PG; e A) = | | eGy)m(az)4(ay) = | pidm), 


其 中 

pr(z) 一 | ev:y)z(27)， 
类 似 地 ， 

' P(n € B) = | ps)4Cdy), 
其 中 


e, G) 一 |, p(x3y) ml dz). 


现在 我 们 指出 ， 当 (5,n) 具 有 分 布 密度 p(x,y) 时 如 何 计算 条 
件数 学 期 望 。 由 条 件数 学 期 望 的 定义 有 


|. EDEN P = |, IG)ep 
= EKRE) 一 |， | GDzG)e(z,y)m(4z) aldy) 
-= po(za7) m 
Ao SO aldy) (dx) 
= j. Kod P, 
其 中 
P = px,y) 
f(x) [10 A qldy), 
于 是 
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KED m lo 和 人 约定 5 一 MANTARU 
利用 这 个 量 我 们 可 以 由 公式 


EUIR = | APGI) 


qldy). 
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计算 给 定时 函数 Ka) 的 条 件数 学 期 望 


“$4. 随机 函数 和 随机 映 旬 


定义 设 {0, S, P) 是 一 给 定 的 概率 空间 。 如 果 某 一 试验 的 
现实 是 和 用 确定 性 参数 (x€ X) 的 函数 f(x) 来 描述 ,我 们 就 说 在 
{28,56,P} 上 定义 了 一 个 随机 冰 数 。 于 是 ， 随 机 抄 数 就 是 映 象 : 
o — JG) 一 人 +,w),w& Q, 此 外 还 要 求 对 于 固定 的 x, 作 x,w) 是 
一 个 随机 变量 (或 随机 元 ). 

一 般 的 定义 如 下 : 设 X 是 某 一 集合 , 167, VTN Bl. 

定义 1 从 XX48 到 多 的 上 映 象 称 作 从 集合 X 到 可 测 空间 
{多 ,3} 的 随机 映 象 , 如 果 对 任意 固定 的 *， 它 是 从 {2, S} 到 
{Y BIWER BER BE %, 

lo:t) 68 B}ES, 

今后 ,我 们 还 使 用 《 煞 值 于 儿 的 随机 函数 》 这 一 术语 来 代 硅 《 随 
机 映 象 》, 这 时 XX 称 为 随机 函数 的 参数 。 当 x* 是 实数 直线 或 者 是 它 
的 区 闻 时 ， 可 以 把 随机 函数 的 参数 解释 为 时 间 并 将 大 和 z 分 别 改 
写 为 工 和 ,同时 把 随机 函数 称 作 随机 过 程 ， 如 果 随 机 通 数 的 参 
数 取 非 负 整 数值 (X = T, = {0,1,2,-…,n,……}) 或 任意 整数 值 
(X 一 了 一 人 一 2 一 2 十 1 一 1;0，1， 2, "n t] 
随机 函数 就 称 为 离散 时 间 的 随机 过 程 。 如 果 X 是 有 限 维 Euclid 空 
E A” 或 其 中 的 区 域 , 则 有 时 把 5Cx) 称 为 随机 场 ， 

一 般 定 义 的 下 述 特殊 情形 是 令 人 感 兴趣 的 : 假设 2 是 函数 空 
间 ,w = olre X,o 代数 5 包含 空间 8 的 所 有 形 如 

{wo: w(xo) € B). 
的 集合 , 其 中 x€ X 和 Be 6 是 任意 的 ， P 是 6 上 的 任意 概 来 
测度 。 把 随机 函数 Cr, o) 一 w(x) 和 这 样 的 概率 空间 联系 起 来 
是 很 自然 的 ， 为 了 方便 起 见 ， 在 某 些 问题 中 ， 我 们 把 随机 函数 
gleo) = w(x) 和 这 种 类 型 的 概率 空间 (8,5,P} 看 作 是 一 样 的 。 

不 难看 出 ， 随 机 函数 的 一 般 定义 可 以 归结 为 刚才 描述 的 特殊 
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情形 。 事 实 上 , 若 随 机 函数 是 作为 二 元 函数 Lx) = g(x,w) 给 出 
的 , 则 令 x 一 g(x,w), 其 中 是 固定 的 ,w€ 2, 又 以 了 表示 所 有 函 
数 {wu;u = u(x) = g(x,wm),wBE 0} 的 集合 ,我 们 就 得 到 一 个 从 集 
合 8 到 UV 上 的 映 象 5， 这 时 集合 8 中 的 0 代数 被 映射 为 集合 己 
中 的 0 代数 S', 而 5 上 的 概率 测度 P 被 映射 为 6' 上 的 概率 测度 
P'。 对 于 任意 固定 的 x,B e 83, 因为 
S{u:ulx) E B} = [o:g(x,o)6 BYES, 

故 集合 lu:u(x)e BIRT S. 

于 是 ,我 们 得 到 一 个 概率 空间 {VU ,6',P'}, 这 里 也 是 函数 == 
w(x) 的 集合 ,而 且 对 于 任意 notist Sor (a E X.k = lyen) 
{9,6,P} 上 的 随机 元 序列 

gx 0) gra9 0)s** "sgCxns 0) 
的 分 布 与 序列 | 
u(xi) su r)a tte sulan) 
的 分 布 是 相同 的 . 

因此 ， 在 一 定 的 意义 上 随机 函数 等 价 于 某 一 带 有 概率 测度 的 
函数 空间 ， 亦 即 等 价 于 以 菜 一 函数 空间 为 基本 事件 空间 的 概率 空 
他. 

W CGE X) 是 取 值 于 {BY ,8} 的 随机 了 消 数 ,+ 是 任 一 整数 ， 
xeCk = 1,2,"，…,n) 是 X 中 的 任意 点 ， 考 虚空 间 {2B"，W8"} 中 由 序 
列 

ESCORE TERET E79), (1) 


定义 的 随机 元 , 它 对 应 于 65 上 的 测度 P. ,...,. CB): 
Py. (B) = Po: CEC) Cr) iC) E B}, BE (2) 
测度 (2) 称 作 随 机 函数 $Cx) 的 边沿 分 布 . 
随机 函数 的 边沿 分 布 族 具 有 两 个 明显 的 性 质 : 
L. P... (B X Z”) = Pryl B), (3) 
其 中 BES, 
2, 设 * 是 X* 中 按 如 下 规则 作用 的 点 映 象 ;sCxiyza r, )= 
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Cristi xj) 其 中 全 Ps) 是 附 标 (1,2，……>) 的 某 一 排 
列 , 而 3 是 多 "中 对 应 的 集合 映 象 。 则 对 任意 好 和 ?2 有 
Psi) SB) 一 P, ...... (B). . (4) 

性 质 (3) 和 (4) 称 作 边 沿 分 布 族 的 相 容 性 条 件 . 

我 们 现在 回 到 随机 函数 的 一 般 定 义 ， 前 面 讨论 过 的 关于 等 价 
随机 变量 的 实际 上 不 加 区 分 这 一 论点 对 于 随机 通 数 的 情形 也 是 很 
重要 的 。 通 常 认 为 ,从 实际 的 观点 看 来 ,试验 只 允许 人 们 区 分 有 关 
随机 函数 边沿 分 布 的 假设 ， 

于 是 ,人 们 不 能 借助 试验 资料 来 区 分 两 个 有 相同 边沿 分 布 (对 
任意 ”和 z, exX) 的 随机 函数 ， 因 此 我 们 采用 下 面 的 定义 。 

定义 2 KARAT Z 但 可 能 是 给 定 在 不 同 的 概率 空间 
{8,5,P} 和 {8 S, P} EEBS COI C GG E X) 称 作 广 
义 随 机 等 价 的 ,如 果 对 于 任意 整数 > 之 1 和 任意 z 68 X, K = 1, 


. > è o: 5 


` < 


2o 2 它们 的 边沿 分 布 相等 : 
PoC EC) CCza) (xn)D)EB `: 
= Piw: (CCa) Uz) B). 
今后 经 常 要 用 到 在 较 狭 窄 意 义 上 的 随机 了 洋 数 等 价 性 概念 ， 
定义 3 给 定 在 同一 概率 空间 {0, 65，P} 上 的 两 个 随机 函数 
,久光 SD 2 
P{g(x,0) Æ g(r,0)} = 0. 
显然 ,车 g(x,w) 和 g2(x,wm) 随 机 等 价 , 则 它们 也 是 广义 随机 
等 价 的 
在 具体 问题 中 如 何 给 出 随机 函数 呢 ? 首先 ， 可 以 从 一 般 定义 
出 发 给 出 随机 应 数 , 这 时 要 明确 地 指出 概率 空间 {8,6,P} 和 计 数 
tlx) = g(x,wm) 并 力求 使 它们 尽 可 能 简单 ， 另 一 种 方法 是 定义 某 
通 数 空间 U 上 的 一 个 测度 并 讨论 上 的 函数 5(w) 一 ul), XX 
空间 口中 的 元 素 ú = u(x) 是 X 上 的 函数 ， 这 种 定义 和 研究 随机 
函数 的 方法 将 在 第 五 章 中 讨论 ， 应 用 这 方法 的 困难 在 于 具体 描述 
函数 间 空间 中 的 测度 的 复杂 性 . 当 我 们 把 给 定 的 随机 函数 ¿(u )== 
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ut%) 看 作 是 变换 S 的 结果 ， 而 5 是 定义 在 一 其 有 较 简 单 测度 rH 
多 少 较 为 简单 的 函数 空间 % 上 的 上 时候， 困难 有 时 会 有 所 减轻 ,这 
里 ul) = SC(v),vE 2 而 {2 ,6 ,2} 是 一 测度 空间 . 

这 样 的 方法 将 在 第 四 章 和 第 八 章 中 论 讨 ， 这 两 章 分 别 讨论 随 
机 函数 的 线性 变换 和 非 线 性 变换 , 

第 三 种 (大 概 也 是 最 通用 的 一 种 ) 给 出 随机 函数 的 方法 是 基于 
描述 它们 的 边沿 分 布 族 ， 这 是 由 于 : 第 一 ， 在 许多 实际 问题 中 随 
机 函数 是 用 它们 的 边沿 分 布 来 刻 划 ， 通 常 并 没有 同时 给 出 相应 的 
概率 空间 ， 第 二 ， 在 许多 情形 中 给 出 边沿 分 布 较 之 给 出 相应 的 概 
率 空 间 和 函数 8&(x *o) 更 为 简单 些 . 其 次 ,为 解决 许多 重要 的 问题 
只 须知 道 随机 函数 的 边沿 分 布 就 足够 了 ， 另 一 方面 ， 正 如 我 们 即 
将 证 明 的 那样 ， 在 很 广泛 的 假设 之 下 ， 当 给 定 了 对 任意 整数 ”和 
zk€ X 定义 的 {BY”，%3"} 上 的 任 一 分 布 族 Prese BT ANIRE 
够 构造 一 个 概率 空间 {20,6S,P} 及 一 个 随机 函数 5x) = gao), 
使 得 它 的 边沿 分 布 族 和 给 定 的 分 布 族 相同 . 

定义 4 我 们 把 相 容 的 分 布 族 {Px.x.(B”), nn 一 1,2,.……， 
sE X, B'E 3"} 称 作 取 值 于 Z 的 广义 随机 沙 数 , 其 中 6 是 空间 
多 中 的 集合 的 0 代数 ，%8” 是 BA z KE, 

对 于 广义 随机 函数 ,我 们 将 使 用 标准 的 记号 5(x) ,nt*),*……， 
同时 把 x 称 作 它 的 参数 并 把 序列 Ee), tt ECD 的 分 布 和 
Poroa (BO 等 同 起 来 。 从 上 面 叙 述 得 知 ， 每 个 广义 随机 函数 (其 
中 多 是 完备 可 分 距离 空间 而 发 是 任意 的 ) 仍 可 以 作为 在 基本 的 定 
X 1 的 意义 下 的 随机 函数 来 讨论 (参看 本 节 的 定理 2). 

另 一 方面 ,我 们 可 以 把 一 个 广义 随机 泛 数 和 所 有 具有 给 定 边 
沿 分 布 的 广义 随机 等 价 的 随机 函数 类 等 间 起 来 . 

根据 随机 函数 的 边沿 分 布 构 造 随机 函数 ”按照 广义 随机 等 从 
的 随机 函数 之 定义 ， 随 机 函数 最 主要 的 特征 并 不 是 概率 空间 和 通 
数 g(z, o) 一 ¿(z) 的 形式 ,而 是 它 的 边沿 分 布 族 ， 这 意味 着 ,我 
们 可 以 改变 概率 空间 和 函数 g(x，w) 的 形式 而 仅 保持 有 限 维 分 布 
族 不 变 ， 这 个 最 重要 的 事实 被 广泛 用 来 获得 一 个 随机 哨 数 的 尽 可 
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能 简单 和 方便 的 表示 。 由 此 马上 引起 如 下 的 问题 ， 设 给 定 一 分 布 
族 

{Parre (B) in = 1.2... EX, BEB}, (5) 
其 中 和 是 任意 集合 ,{ 纪 ,四 } 是 一 可 测 空 间 。 问 是 否 存在 以 给 定 分 
布 族 为 其 边沿 分 布 族 的 随机 函数 ? 

显然 , 分 布 族 (5) 不 能 是 完全 任意 的 , 它 起 码 要 满足 相 容 性 条 
件 (3) 和 (4). 

定义 5 如果 存在 概率 空间 {9,6,P} 和 定义 在 X x 8 上 而 
RATY 的 二 元 函数 g(x,wm), 使 得 对 于 每 一 固定 的 z€ X 图 数 
8 是 可 测 的 , 并 且 随 宙 函 数 g(x,w)》 的 边沿 分 布 等 于 给 定 的 分 
布 族 (5), 亦 即 对 每 一 BES” | 

Plo: (elro) gl rno), s. , gÇ x, ,0)) € B) 
= P, GB”), (6) 
则 称 概率 空间 492,6, 了 } 和 函数 8g(x*,o ) 为 分 布 族 (5 ) 的 表示 . 

我 们 将 要 证 明 ,在 足够 广泛 的 假设 下 , 相 容 分 布 族 (5) 容许 有 
某 一 表示 。 在 这 里 ， 空 间 0 由 所 有 定义 在 对 上 而 取 值 于 V AA 
数 空间 代替 ,基本 事件 就 是 * 的 函数 wm 一 w(x), HE g(x,w) 二 
w(x). 

定义 6 设 23 是 所 有 定义 在 集合 X 上 而 取 值 于 某 一 可 测 空 间 
{多 ,3} 的 函数 o = o AREO ES, RIERA" 
HAJA Lolan) Cr ERT BO 的 那些 函数 w(x) € O 组 成 
的 集合 , 即 集合 

Cai(BO) = {0:CoCr) or) of(zo))E 
称 作 柱 集 , 

我 们 对 福 集 及 其 运算 作 一 些 说 明 ， 如 果 # 及 点 raz": zw 
固定 , 则 在 坐标 rorot LERS V 中 的 集合 之 间 存 在 同 
构 关系 ， 每 一 集合 BO e %8? 确定 一 以 它 为 底 的 柱 集 Corr BON 
不 同 的 底 对 应 不 同 的 柱 集 ; 底 的 和 , 差 或 交 对 应 于 柱 集 的 和 、 差 或 
交 ， 这 些 可 从 柱 集 的 定义 直接 得 到 ， 

+ 46 Š 


在 一 般 情 形 中 讨论 柱 集 的 运算 时 ， 应 当 考虑 到 同一 柱 集 可 以 

在 不 同 的 坐标 组 合 上 给 出 。 因为 显然 有 
Crer (B®) = C,.- r raya Ul BO X U”). 

易 见 ,任意 两 个 柱 集 C = Cra (Bo 和 C — C... (B™) 
总 可 以 看 作 是 在 同一 坐标 序列 z, e ,xz 《这 序列 既 包 食 x, 
tatt otn BEE riti t otn) 上 的 柱 集 。 因 此 ,在 讨论 有 限 多 
个 柱 集 的 代数 运算 时 ， 可 以 认为 它们 是 定义 在 一 固定 的 誉 标 序列 
上 的 .所 以 我 们 有 

定理 1 所 有 柱 集 组 成 的 类 是 集合 的 一 个 代数 . 

而 且 , 若 X 包 含 无 穷 多 个 点 ， 而 多 至 少 包含 两 个 点 , NER 
是 " 代数 。 事 实 上 ,集合 


=- 


Uc. CD 


不 是 柱 集 ,这 里 {yi}(* = 1,2,-: E 多 中 的 点 列 ， 
现在 ， 我 们 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 2 〈KomMoropoB EHNA Z 是 完备 可 分 距离 空间 M 
满足 相 容 性 条 件 (3) 和 (4) 的 分 布 族 (5) 容 许 有 某 一 个 表示 。 
我 们 首先 定义 在 空间 @ 的 柱 集 代 数 E 上 的 集 函 数 P(C) 
(c e Gi F: f 
P(C) = P, ..,,( B?) 


其 中 C 是 以 坐标 xz" EA Be ARIORA, 相 容 性 条 件 
RIETER PCCE NEE Ë. 设 Ct(K 一 1，2，……，z2) 是 一 
PRE. 不 失 一 最 答 。 我 们 可 以 认为 ， 它 人 是 直 在 疝 六 生 序 
zz xz 上 的 底 BP 给 定 的 。 集合 Cx 的 代数 运算 恰好 对 应 
于 它们 的 底 B? 的 同一 运算 。 因为 测度 P... (BOE U LE 
可 数 可 加 的 ,所 以 集 函 数 POE C 上 是 有 限 可 加 的 ， 于 是 余下 
只 须 把 定义 在 代数 E 上 的 集 函 数 P(C) 延 拓 为 在 某 一 c 代 数 G 
上 的 测度 P. 根据 著名 的 测度 扩张 定理 ,要 做 到 这 一 点 又 只 须 验 
证 对 于 任意 CEC 和 集合 C 的 任意 覆盖 {C4} (一 1,2，…,n，…， 
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四 
C, € &€),CcC U Crs 不 等 式 
k=1 


P(C) < >; P'(C) i O) 
成 立 。 . 
我 们 现在 证 明 , 若 Ct 一 c(CeG,C, e 6,k= ,2,:.:.) 
k=1 
H. CNC, = @(& = r) M] o 
P(c) = P(C). (8) 
k=1 
由 此 即 可 得 知 对 于 柱 集 C 的 E 中 的 任意 覆盖 ,(7) 式 成 立 ， 令 
C C, =D, 
NU * 
集合 D, 形成 一 单调 递减 的 柱 集 序列 ,它们 的 交 是 空 集 ， 
D, = C ° C, = Ø. 9 
n NU =ø% (9) 


由 P' 的 可 加 性 得 到 等 式 PCC) = EPCC) + PCD,). 
k=1 
为 证 (8) 式 只 须 证 明 
limP'(D,) = 0. 
假若 不 然 , 即 | 
limP'(D,) = L > 0, (10) 
我 们 以 B, 表示 柱 集 D, 的 底 ， 而 且 设 D, 是 配置 在 坐标 x. 
Kast t SN ERJ. 这 时 假定 当 n 增 大 时 ,对 应 的 点 列 Xis X29 **9 
xm 是 不 减 的 ， 正 像 前 面 指出 那样 ,这 个 假设 并 不 失 一 般 性 。 
对 于 每 一 B,, 可 以 找到 紧 集 K, 使 得 K, B, H 
P... (Bs\K,) 一 -二 


1 


设 9, 是 以 在 坐标 my x2，…*, xms 上 的 天 。 为 底 的 柱 集 ，GC。 一 
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门 9,, 又 设 M。 是 集合 G. 的 底 ， 显 然 集合 M, 是 紧 的 ,因为 它 是 
闭 集 之 交 , 而 这 些 闭 集中 至 少 有 一 个 (就 是 ,) 是 紧 的 ， 

因为 集合 G, 是 单调 递减 的 ， 故 从 ol) € G. (P > 0) 推 得 
ols) € Gas, MUE 
Í 25: ° °x yas "5 Yamato € Mrp， (p > 0), 


则 
Íy.y2 ° ° Ymp? € Mao, 
显然 集合 G, 是非 空 的 ， 又 因为 、 
D,NG, = Ü (D.N0,)C Ú (DA9.), 
ik 


PDAG,) < > PDA) = D) Par, (BAK) < Z, 


由 此 得 

lim P'(G,) 一 imP (D,) — lim P'(D,NG,) > L/2. 
从 每 一 M, 中选 出 一 点 

人 
由 上 面 叙 述 知 , 对 任意 Ají P Ya 一 1,2,'…') 属 于 名 中 的 
某 一 上 紧 集 ,而 且 序 询 
{yl"*?, - JS r= 0,1,2,°… 
E M.H. 借助 对 角 线 方法 可 以 找到 这 样 的 附 标 序列 a;， 使 得 对 
每 一 《, 序列 ye? 收敛 于 某 一 极限 P. AJRA M, EAR ik 
对 任意 ” | 
(°, ..., yy € Mn. . 

现在 定义 水 数 o(*) 如下: oe) y 4=1,2,...,n,. ;以 

任意 方式 定义 它 在 其 余 点 的 值 ， 于 是 对 任意 “有 ol) € G, 


D, Ôp, 非 空 ,这 与 (9) 式 矛盾 ， 因此 不 等 式 (10) 不 可 能 成 
YR 1828 
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Bm P'(D,) = 0. 

这 就 是 说 ， 函 数 P 满足 不 等 式 (7) 并 且 可 以 延 拓 为 一 个 完备 
WEC, P), CDC MER ro) 一 wx) 定义 函数 gro), 
w € Q.r € X. 于 是 对 多 "中 任意 Bore 集 B® 和 任意 notes 
x, 有 

PA Celer o), Cars o) tta g(z,, wo)) € B) 
= Pl(w(x), Cr), t, wx)) € BO) 
=P... (B>) 

这 样 一 来 ,我 们 就 对 分 布 族 (5) 构 造 了 定理 所 要 求 的 表示 。 定 
理 证 毕 。 
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第 二 章 随机 序列 


S 1. 初步 的 评论 


随机 变量 序列 上 ,5,，*……,5,，" 可 以 看 作 是 离散 时 间 的 随机 
过 程 ;它们 在 一 般 理论 中 起 着 重要 的 作用 ， 

首先 ， 许 多 概率 论 问题 中 的 时 间 实 质 上 是 离散 的 

其 次 ， 离 散 时 间 过 程 的 研究 在 某 种 意义 上 使 用 比较 简单 的 方 
法 ， 而 且 在 许多 情况 下 可 以 用 这 些 过 程 来 须 近 或 研究 任意 的 连续 
时 间 过 程 。 

这 一 章 研 究 的 基本 问题 是 当时 间 无 限 增 大 时 随机 序列 的 渐 近 
性 态 ; 其 中 有 序列 极限 的 存在 性 , 随机 级 数 的 收敛 性 , 算术 平均 值 
的 性 态 以 及 发 散 序列 的 通 项 分 布 的 渐 近 特性 问题 等 等 。 这 类 问题 
把 概率 论 的 经 典 论题 (大 数 定律 ,随机 变量 和 的 极限 定理 ) 与 随机 
过 程 一 般 理 论 紧密 地 联系 起 来 . | 

显然 ,为 了 得 到 不 同 于 一 般 的 收敛 判别 准则 的 实质 性 结果 ,应 
当 对 所 研究 的 随机 序列 加 上 有 关 概 率 论 的 特殊 限制 。 与 此 相应 ， 
我 们 引入 并 研究 某 些 重要 的 随机 序列 类 ， 对 于 这 些 序列 能 够 得 到 
与 上 面 提 到 的 那些 问题 有 关 的 一 些 重要 的 结果 ， 

设 {0,S,P} 是 一 固定 的 概率 空间 ，{ 经 ,8} 是 某 可 测 空间 .。 
在 本 章 中 除 特别 声明 外 ， 了 或 者 表示 非 负 整数 序列 T, = {0, 1, 
2,………,n，,"…*}, 或 者 表示 所 有 整数 构成 的 有 序 集 信 {.… ,一 x,…， 
一 10:1, n; ` .). 

BEFA WARECO ) = EG) = Elw) tE T ,o € ORRE 
随机 序列 或 离散 时 间 的 随机 过 程 , 如 果 对 于 任意 BE 号 和 467， 
集合 {wm:8(1,wm)€ Be 6, 

有 时 把 EC 的 值 称 作 某 随机 系统 的 状态 ， 空间 K 称 作 系 
# > B9 382 [8]. 

当 K EERS, BERRA 的 Bord 集 组 成 的 o 代 
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BU 

WLA SETT UPSI BI s kE. TERRE 
组 nin, n Ü << mn < n, Le < p, < co ALEA EG); 
ETEMAL, %'1 LAS MjEE P. ,... ): 

Princen (BO) = P{(E(n) EC) .£(n.)) E BO}, XE BO 
ES 中 的 集合 ， 我 们 称 这 些 测 度 为 随机 序列 的 边沿 分 布 。 

在 某 种 意义 上 ， 边 沿 分 布 完 全 确定 对 应 的 随机 序列 。 这 命题 
的 确切 含义 如 下 . 

考虑 所 有 可 能 的 序列 组 成 的 空间 T, A 6 表示 这 空间 的 柱 
集 C 组 成 的 代数 : 

G = {C = C, BO DS E T,BO EB}, s= 1,2, "° 

Creen (BO) = {Fi (ro sXe, tn) € BOY, 

由 随机 序列 {5(z)，: € T) ERRER o — z: = (r, € T) = 
E Gore 了 } 诱 导出 一 个 概率 测度 的 变换 ; 它 把 概率 测度 了 E 
为 定义 在 空间 统 7 的 某 一 个 包含 所 有 柱 集 的 o 代 数 6 上 的 概率 
测度 P i 

测度 P 和 随机 序列 的 边沿 分 布 在 柱 集 上 是 相同 的 , 即 

PC Car (BY) = P, ,...,,( Bt5, 

因此 ， 边 沿 分 布 唯一 地 确定 包含 柱 集 的 代数 的 最 小 0 代数 
CE(ECEC ) 上 的 测度 P. 

为 了 解决 随机 序列 理论 中 出 现 的 问题 ， 常 常 只 须知 道 & 中 事 
件 的 概率 .因此 ,对 于 具有 同一 相 空间 12 ,8} 而 定义 在 不 同 的 概 
率 空间 {9;,6;,P;} 上 的 随机 序列 {i;e Ty G = 1,2) 来 说 ,如 
果 它 们 诱导 的 概率 P; 在 空间 如 "7 的 柱 集 上 相同 ,我 们 就 没有 理 
由 认为 这 两 个 序列 在 本 质 上 有 什么 不 同 。 由 于 这 一 点 , 我 们 把 随 
机 序列 {C2) ;7 € TIRA BEILE IEG); € Ti 的 自然 表示 ， 这 里 
(E) € T) 是 定义 在 【2 7,E,P') EOIS TEGET} 
的 随机 序列 ,而 且 EC) = Elte) = x 

选 出 随机 序列 的 自然 表示 的 理由 在 于 许多 问题 中 的 边沿 分 布 
可 用 这 样 或 那样 的 办 法 给 出 。 另 一 方面 , 如 果 给 定 了 任 一 边沿 分 
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布 族 ,而 倪 ” 是 一 完备 可 分 距离 空间 , 则 恒 能 以 自然 表示 的 形式 构 
造 一 随机 序列 ,使 得 这 个 序列 的 边沿 分 布 和 给 定 的 分 布 族 相间 ,这 
是 KoaMoropos 定理 (第 1 Æ 54, 定 理 2) 的 直接 推论 . 


52. E Bh jH h 
定义 和 基本 性 质 ” 鞭 和 半 思 是 一 类 有 许多 应 用 的 重要 随机 序 
F. 
为 了 避免 今后 的 重复 ,我们 引进 定义 时 不 仅 限于 序列 的 情形 . 
设 T 是 任意 有 序 集 ,{3,; ¿€ T} 是 9 代数 流 , ICS, 
我 们 引入 如 下 的 表示 : 
at 一 max(a, 0), a” = max(—a, 0). 
定义 1 对 每 一 :€ T, 随机 变量 EO 是 S, 可 测 的 族 (£C), 
size T YE uE 
EIE] < œ, a) 
E {ECDIS} =E CG), s <t, s, z€ T; (2) 
uE FR am: 
Eé+(#) < co, ELEC |S} 2 EG) <, i ET; (3) 
它 称 作 上 款 ,如果 
Ez (2 < co, ELEWO JSI SEG) <, s €T. (4) 
HARTIEI, 


在 某 些 情 形 中 ， 当 o 代数 族 SE Ty 是 固定 而 又 不 会 引起 
误解 时 ,我 们 把 随机 变量 族 E0; E T) EARR LE Fah 
RER, 

由 上 面 的 定义 推 知 , 3, 一 定 包含 由 随机 变量 (SG), s S 
生 的 c 代数 。 有 时 在 鞭 〈 半 蒜 ) 的 定义 中 就 把 这 个 "代数 取 作 3,* 

现在 我 们 给 出 款 和 下 扶 的 一 些 性 质 ， 因 为 用 一 $8(z) 代替 E) 
时 下 拷 就 变 成 上 拷 , 于 是 不 难 把 下 款 的 性 质 改 述 为 上 团 的 性 质 ， 

a) 《2) 和 (3 ) 式 分 别 等 价 于 (< 全 r€ TD: 


J, EO Pao) = |, O PCa), (5) 
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和 
|. EO) PCa) < | EO Pido), (6) 


其 中 B, 是 任意 的 S, WE. 

事实 上 ,如 果 对 (2) 和 (3) 式 积分 ,我们 就 得 到 (5) 和 (6) 式 . 反 
之 也 不 难看 出 ， 从 (5) 和 (6) 式 可 分 别 推出 (2) 和 (3) 式 . 

b) # (G); ze T) ÆFIR EEO 是 z 的 单调 不 减 函 数 ; 
E EG); € T) ÆR, N EEO 是 一 常数 。 

. €) EEO, 5,; z€ TY ET, 10) 是 实数 直线 上 的 连续 、 
单调 不 减 凸 函数 , 且 若 z e 了 时 EEO) < co , 则 HEO) S; 
z€ Ty 也 是 下 款 ， 

这 个 论断 可 从 下 革 的 定义 及 Jensen 不 等 式 推出 ， 事 实 上 ， 

E GEMIS) 2 F(E {D3 2)). ~ (0) 

特别 地 ， | 

d) # lG), 3,; € T) 是 下 款 , W {CEO 一 at, S, r€ T) 
EEFE. 

e) Æ (EG), S; se T) 是 著 ， 而 f(x) PEADAR, E| 
EGDI < co IJ EO), S, e TY F bk, 

为 证 此 性 质 只 须 指 出 ,这 时 不 等 式 链 (7) 除 第 二 个 之 号 应 改 为 
等 号 外 其 余 保 持 不 变 ， 因 此 不 必 利 用 函数 f(x) 的 单调 性 , 

从 b) 和 e) 得 

f) 若 SG) ERI ELO 是 在 T 上 单调 不 减 的 ， 

引 理 工 若 TARKOK tmx,{5(), 3,; r€ T) EFR N 

EILER EtU, € T) 一 致 可 积 。 

证 ,从 不 等 式 


NP{E(D)> N) < | ECE) P (ao) < 


<| p Ë Ga) P (dw) < | E* Cima) P(da) 


推 得 当 六 一 co 时 对 + 一致 地 有 P(B) 一 0, 这 里 B={o: £(z)> 
Vh REIES s > 0, 可 以 找到 与 无 关 的 Wo, 使 当 N>>Ne 有 时 
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< f, Ena) P(do) < e, 


由 上 式 得 知 , 对 所 有 N > X, 
E Xieo>w EO <E, 
这 就 证 明了 族 {1Q); 1€ T) 的 一 致 可 积 性 ， 
某 些 不 等 式 ” 在 这 一 小 节 中 假设 T = {0,1,2,.…,n}), {5 
&e 了 } 是 单调 不 减 的 "代数 序列 , S, C6, Elk e T) EE S, 可 测 的 
随机 变量 ,下 如 天 so。 又 设 qG = 1,2) 是 {Sa k6€ T) 上 的 
随机 时 间 (z; 取 值 于 7) 且 以 概率 1 有 r <=. S 


Ti 
T 一 Ds, 
k=1 


# r; == 0, 则 令 x= 0. 
以 SY 表示 由 随机 时 间 z; 产生 的 事件 "代数 。 我 们 回忆 《第 


1 章 $1), SF 是 由 所 有 使 得 
Ef (r; SKEI R=0,1,..,n (8) 
的 那些 集合 EE 5 组 成 , 
引 理 2 j | 
| Eë lS} S0, k = 1,2,--:, n, (9) 
和 4e9#， 则 _ 
| | =P (ae) < | x: P(adw). (10) 
如 果 
E(z£,|S,_.y = 0, (11) 
则 
| n Pdo) = jm P(do). (12) 


证 .首先 注意 到 , SF C33 (第 1 章 $1). 为 证 不 等 式 (10)， 我 们 只 
须 邯 虑 ,在 4 等 于 常数 的 情形 , 因为 在 一 般 情形 中 , 4 = Úa, 


其 中 A; = Aní(r = je SF. BREAL z, = ;, WJ A€9, 且 
在 4 上 rr 之 1 于 是 有 
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| je Pede) = | m Pta) + [aeon S s, Pdo) 


kmj+it 


=| nP Cdo) + | _ Sm PCa) 


AMTS ` 


Eip Pld) + 二 | Š, P(dw). 


| - J aMr,<n—_1D 


因为 Adr < Ye SG > Df 
| Ern P(do) = | E(z..,|S,) P(do)， 
AMT Gk} AV í <S) 


由 此 即 得 (10) 式 . 

上 面 所 作 的 推理 也 表明 , 若 不 等 式 (9) 代 以 等 式 (11)， 则 (12》 
ARX. 

引 理 2 还 可 以 陈述 如 下 : 若 l S,, KETTI, r; JE 
1S,; kE T} 上 的 随机 时 间 且 zr < x, MAER 46 SY 

| ta Po) < | L, PCa), 4 € St. 

推论 1 若 T, taet, T, E (Sek = 0, 1 上 的 随 
机 时 间 序 列 且 r < r, <: < r,, 则 O SE: 一 1,…, E 
TAA {tes Fas ke T} ER, 则 ETE $Ë; k=1, 2, `, sy h, 
这 里 m = bry 

RRL a, EMELE TN R CERO D ER ( e Bh). 

推论 2 若 在 引 理 2 的 条 件 中 用 假设 Eq, <co 代替 (9) 式 ， 
这 里 J, = Eís,|S. y, W 


| a. — Ber Puo) < | m Pao), (13) 


ELEZE E 一 d 代替 54 即 可 从 (10) 式 得 (13) 式 ， 
引 理 3 假设 随机 变量 S 是 S, TWK, Ezt < co {9,; 
ke T Æ rcnta. C > 0. 令 


Go = 0, 2, = > Z, 


由 
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P | max t > e} < LEG + p), (14) 
[1 c 


其 中 m= D dr. KIER p > 工 有 
k=1 


Eti + Pr)” <o, 
HI] 





E( ma L) < (2 ) EG + oo). (15) 


.0<k<n p— i 
证 , Ek n EEI 站 C(K = 1;2，…，2) 的 最 小 附 标 和 值 :, 若 这 
样 的 附 标 不 存在 : 则 z, =n, n= ,又 4 是 事件 ín = C}, 这 


里 y= max Lk 
Dekan 


Xi r, Mn E S, 上 的 随机 时 间 ， 4 是 Şi TWR, z, ST 
利用 (13) 式 得 


c P(4) < | t P(w) < | + pa) P(do) < EC? + ps). 


这 就 证 明了 不 等 式 (14)， 其 次 , 若 Xx(C) 表示 事件 4 的 示 性 通 数 ， 
则 
"= p| xC) ce c, 
如 同 刚才 所 证 明 那 样 ， 
EC X(C) < Ex(c) (tš + p,), 


因此 


E x < p E| e; + ps) X(C) C?a C 一 = 


x EC + Pam? ™. 
利用 Hilder 不 等 式 得 
Ew < -EAEn (EC + PD 


由 此 即 可 推出 (15) 式 . 
推论 若 , dbk = 1, , n) E: F Ék , IJ 
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P Í max > cl < Et, (16) 


1<k=<n 
ERZI n p > 1 有 EC) < 0, 则 
E( max tt) < (5 D EGY, (17) 
mA Æi kE Tyk, , 则 
P ( max |ü, | > c) < -5 Elg’ (18) 


我 们 称 vla, b) 为 随机 变量 族 (GO, ¿€ T) (这 里 了 是 有 序 
集 ) 自 上 而 下 穿越 半 开 闭 区 间 la, b) 的 次 数 ， 它 定义 为 这 样 的 数 
s 的 上 确 界 : 存在 序列 二 :一 1 2 2s) t L tia 6 € T, 
使 得 

ECan) È b, tn) < a, i) byttes tn) < a, 

我 们 估计 在 引 理 3 中 定义 的 序列 {54， 二 1, 2,…*,#} 自 上 而 
下 穿越 半 开 闭 区 间 [a, b) 的 次 数 的 数学 期 望 。 

引信 整数 值 随 机 变量 序列 ashtit de ……， 它们 可 以 不 一 
定 存 在 。 以 44 表示 数 i 存在 这 一 事件 。 这 时 ,六 是 使 得 ¿> 
b, h Sn ERDER, h EKT a HEES h San, bn 二 0 的 最 
小 整数 ，`… ,jm-! 是 大 于 hma 并 且 使 得 himi S< n, Cimi 2 b RI 
EDNER, ba 是 大 于 boa 并 且 使 得 Cim < a, ha < n 的 最 小 
ER. . 

Jo 7 …，j 形成 一 单调 不 减 的 随机 时 间 序 列 ，f4 =< n, 
把 六 的 定义 区 域 扩 大 到 整个 Q、 即 车 od 时 令 i= n. 根据 
大 的 定义 和 不 等 式 (13) 有 


0 二 | G,.—bDPGe)<]| (ü, — b) Pdo) 





+ Sj Simse P(d0) < (a — b) Pl Aan) 


k>1 


+] u G, — PDP (do) + >)... Pmt PCa), 
这 里 Bnr = Am N {jim 一 jm 之， 因此 
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GPAD (Pao) 
+ X|, PPG) < | U Gy 


AD 1 4,m— 450) 
x P(do) + >J, $L, APCdo)。 
k>) k 
KXEKESRHYNA m2> 1 求 和 ， 我 们 得 到 
(b — a) 3 P( Ay) < EIC, — b) + onl, e, = Și HR. 
m> 1 k= 
注意 p[a, b) = DXA) XE X4) 是 事件 4 的 示人 性 函数 ,因此 
m2 1 
E vla, b) = D Plin). 


m2 1 


这 样 一 来 ， 就 证 明了 下 面 的 引 理 : 
引 理 4 若 序列 {ër $,, k = l,2,: …， n) 满足 引 理 3 的 条 
件 , 则 


Ex[。， p) Eia Ee, (19) 
对 于 下 款 这 个 不 等 式 变 为 — 
Esa EEE (20) 


不 难 把 上 面 得 到 的 不 等 式 推广 到 了 是 可 数 序 列 的 情形 。 见 当 
了 一 {1, 2 2 和 了 一 [ee nyn 士 1 一 1} 
时 不 等 式 (14) 给 出 


P {sup z, > € } < — sup ECF + p,) (21) 
n€; ner . f 
和 E l 
P {sup Z, 2 C} < 1 E G, + p), (22) 
=€ + C 
其 中 p 一 之 Pr. 
证 。 这 些 关 系 式 从 sup £, 一 lim max a 和 


PU op > C) = np > G 

推 得 。 类 似 地 , Æ vola, b) A vola, HDA DRARFA ES a € T) 
和 {5。; a € T)} 自 上 而 下 穿越 半 开 闭 区 间 [ae, bK M valad) 
和 vila, b) 分 别 是 对 应 于 截 尾 序列 {r k= 1 n) AE- 
A 一 14) 的 穿越 次 数 , 则 由 mw[a, 2 和 vila, 5) 构 成 单调 不 
减 序列 , vola, b) = lim>,[a, b) vola, b) = lmx>,[a, 5b) 以 及 性 
质 人 可 得 下 列 不 等 式 : 

G — a)E vola, b) < supE [CE — b)* + pr] (23) 


Cb — a) Evola, b) SELG — bt + pl. (24) 
对 于 下 款 ， 我 们 可 以 把 同样 的 讨论 应 用 到 了 是 任意 可 数 的 实 
数 集合 的 情形 .此 时 应 引入 单调 上 升 的 集合 序列 Ta 其 中 每 一 了 
由 有 限 多 个 点 组 成 ， 把 上 面 得 到 的 不 等 式 应 用 于 序列 UG), S, 
rE Ta ,然后 取 # 一 2 时 的 极限 即 可 ， 
于 是 我 们 得 到 


sup E+) 
P (sup t> c) < His (25) 


E pt < (2 EO, QO 


— + 
Eslab) < 860 0 (27) 
b— a 
而 且 , 若 集合 了 有 最 大 元 素 ,naz, 则 在 z = z, 时 达到 不 等 式 右边 
的 上 确 界 ， 
极限 的 存在 性 ”考虑 序列 {2,, 5,; n€ T), 其 中 T = í---, 
一 2; 一 #2 十 1 一 1,0, 1 和 一 1 2 9 是 单调 不 减 
的 o RROK, Ce 是 S. 可 测 的 。 又 设 正好 < 00, En = bs 一 ai 
E í(¿,|S,_.) = pae 
定理 1 a) £ 


sup E (¿£ + pa) < co ps = > 0 
s>, k=1 


s 6Ü o 


则 以 概率 1 存在 有 限 的 极限 Ce = lim t,, b) sup Ep, < oo， 
其 中 ps 一 21 p=, 则 以 概率 1 存在 有 限 的 极限 5-< — imgs 


证 。 由 Fatou 不 等 式 
E imti < lim E £ < o 
他 -十 四 nato 


得 知 关系 式 im ¿£ = 十 co 仅 能 以 概率 0 成 立 . 


和 十 十 四 


另 一 方面 ,由 不 等 式 423) 得 
lim Jim E >[a, b= E Jim vla, b) = 0, 


有 十 一 四 


这 里 vla, EEIE n > 1} 自 上 而 下 穿越 半 开 闭 区 间 [a，5) 

的 次 数 .因此 , 若 扎 > 一 oo， MIDLER 1 存在。 一 oCo), 使得 对 

Br n >l, b, > a, 因此 ,几乎 处 处 有 lim lim ¿, > 
zara IE, Wabirmsqa 


SR lim Z, < Emin ATEREA a Mb, 使 得 a。 < > BD. 


neto 


正 概率 有 





Jim Z, <a < b < im bn. 


neto 


但 这 时 序列 5,; n 之 1} 自 上 而 下 穿越 半 开 闭 区 间 [a , 6) 的 次 数 
vla, 2) 至 少 以 相同 的 概率 等 于 co , 这 与 不 等 式 (23) 相 矛盾 .因此 ， 
以 概率 1 有 lim ¿, = im 


nata 


定理 的 论断 b) 的 证 明和 上 述 类 似 ， 但 要 注意 在 《24) 式 中 信 
b 一 士 oo 时 得 到 的 是 以 概率 1 有 im Lash) = 0, 这 里 YLa, b) 


是 序列 {5。; a < 一 1} 自 上 而 下 穿越 半 开 闭 区 间 [o, 8) 的 次 数 。 由 
此 得 到 以 概率 1 有 lim ¿, < 十 cp。 在 证 明定 理 1 论断 a) 时 给 出 
的 其 余 推理 ,经 过 显而易见 的 修改 并 以 4-。 代 替 ¿, 后 仍 有 效 . 
将 刚才 证 明 的 定理 应 用 于 半 坎 就 得 到 
Wb 若 {5 S k= mnn t l, EFE, 
则 以 概率 1 存在 极限 im to = be F (teo So k=l, 2 
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2 …} 是 下 载 且 sup Eci < co, 则 极限 im C= lae 也 以 概率 
1 存在 。 | | 

定义 2 随机 变量 S(EDBOEF3b(ECOD, S, 1E THE) 
封闭 元 ;如果 E < co(Ezt < oo), 上 关于 Š — of,; € 了} 可 
测 (# 关 于 F= 门 $ 可 测 ) 且 对 所 有 : e T 


¿G < E{ElS,}, (E < E(zG)1S))2. 

定理 2 FH, S, n= 1, 2,-: 有 右 封 闭 元 的 充分 必 
要 条 件 是 序列 { 弛 ;2 = 1,2,…} 一 致 可 积 , 

证 。 EPE {inSain 一 12 有 右 封闭 元 二, 则 令 T = 
{1, 2 7 -eU {E}, So 一 af = 1,2,-. paba = ER 
们 就 得 到 {6,,S,;z€ TE Fk ,和 而 且 集 合 工 有 最 大 元 素 co. 因 此 
(根据 引 理 1), 族 {起 ;n 一 1,2,，…} 一 致 可 积 。 现在 假设 族 {bs 
n 一 1, 2,"…]) 一 致 可 积 。 因为 sup Egt 一 00, 故 以 概率 1 存在 极 
ËB Ë = limi, & 各 一 maxfiy N}, N> 0. 对 任意 NN, 序 列 

Ens n=l, 2,……} 是 下 擂 , 因 此 ,由 下 款 的 定义 知 , 对 任意 À E S,, 
mm 之 0 有 EE x(4)< EšZ,, XC(A)， 在 这 不 等 式 的 有 边 取 mw 一 
co 时 的 极限 并 考虑 到 序列 {5Y;n 一 1,2。.…} 的 一 致 可 积 性 (因为 
它 是 两 个 序列 之 和 , 其 中 的 一 个 站 根据 条 件 是 一 致 可 积 的 , 而 第 
二 个 的 绝对 值 不 超过 常数 N, 因而 也 是 一 致 可 积 的 ), 我 们 就 得 到 
E £? X( A) < É ¿, z( A). 
再 到 No 的 极限 就 得 不 等 式 
E¿,x(4)< E, XCA), 

MELE Et* < 1imE z£ < o0, 因 此 是 下 珊 的 封闭 元 ， 

定理 3 iA {is S, n 二 1，2,.…} 是 瑶 , 则 下 列 诸 条 件 等 
价 : 

a) Kitni n = 1,2, …} 一 致 可 积 ; 

b) Bita San = 1,2,-:- 有 右 封 闭 元 ; 

c) Elta — Cn] — 0,34 n, n — co. i 

若 上 述 条 件 中 有 一 个 成 立 , 则 极限 lim L, 一 “了 既 以 概率 1 也 
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在 绎 ,收敛 的 意义 下 存在 ,并 且 是 款 的 右 封 闭 元 。 

若 对 某 ? > 1# Eli,’ <C, Nja), b), ORLE Z, W 
伍 的 意义 下 “一 limt,. 

iE. a) 和 b) 的 等 价 性 由 上 面 的 定理 得 出 .一 致 可 积 性 和 2 ， 
收敛 性 相互 等 价 是 测度 论 的 一 般 结 果 ， 如 果 定 理 第 二 部 分 的 论断 
成 立 , 则 序列 5 是 一 致 可 积 的 ， 又 由 (17) RA [bal RERA 
数 sup| tal? 控制 , 收 序列 |5 和 16 tale 是 一 致 可 积 的 (这 里 
£ = limt,), 由 此 得 到 ,; 当 x 一 00 时 Elg, — t|” — 0, 

某 些 上 应 用 设 人 CSC -CC 和 SS 一 afS n=l, 
2,*……}, 是 一 个 随机 变量 ,E15| < co, + 

Ea = E (#|S,) 
定理 4 FESJ(E,, S, n= l,2, HERb BLIRESE 1 有 
lim Eíš|$,) = E {£18}. 
iE RNA (第 1 章 $3) 

E {EnSan} = E{E (£|%,.y1S,y = E {|3,} = En, | 
而 且 £, 是 $, 可 测 的 ,因此 序列 Ens Sain == 1,22, ER 此 
外 ， 

E {E {£|3}|3,} = E (£|s,) = En. 
最 后 的 等 式 表示 E 1£]S) 是 这 个 靳 的 封闭 元 。 现 在 ,由 定理 3 就 
可 推 得 本 定理 的 论断 . 
推论 1 若 4eS, 则 以 概率 1 有 limP {413,} = X4), 


设 { 慨 ,3} 是 一 可 测 空间 。 空间 经 7? 的 分 划 序 列 Aa k= 

1, 2,.."} (n=l, 2,*… ) 称 作 “详尽 的 ”如果 
a) A, € Š, Ank Y Aar = +.# k= r, UA =, n == 1, 

k=1 


2 5 
b) 第 "+ 1423138 n 个 分 划 的 子 分 划 , 即 对 任意 EE 
某 一 k= kG) ,使 得 Ann, ¿C Ank 

ç) 包含 所 有 Ank Ck =], 4 n=l, 2, ) 的 最 小 o 代 
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ARE SD, 

推论 2 {Aak = 1,21, hon = 1,2, 1, D) 
的 一 个 详尽 的 分 划 序列 ， 而 可 是 名 上 的 测度 ，m( 绝 7?) 一 1， 以 
Anl) 表示 包含 点 * 的 集合 4,+， 则 对 于 任意 S 可 测 和 4 可 积 函 
D JG) 以 及 mw- 几 乎 所 有 *， | 


M PAROLON jw 
s> — m(A,(z)) ` 
这 一 论断 可 以 看 作 是 抽象 积分 的 积分 学 基本 定理 的 类 似 物 , 
它 的 正确 性 可 从 如 下 事实 得 到 ; 若 以 S, 表示 由 有 限 或 可 数 多 个 


集合 {An k=], 2,…} 产 生 的 5 代数 , 则 {Fp z= 二 1,2,…} 二 
BAH ze Aa M EIS) = h, KOADE 1 8 


$3)， 这 时 , 若 m(A,,.) 一 0, 则 等 式 右 边 没有 定义 ， 但 是 ,即使 仅 
对 某 一 7 使 得 后 一 情况 发 生 的 点 * 的 集合 其 mw 测度 为 零 , 

通过 类 似 的 推理 可 以 得 到 关于 测度 绝对 连续 性 的 Radoi 定 
理 (在 某 种 意义 下 ) 的 “直接 ”证 明 ， 

引 理 5 设 {.2 ,8} 是 可 测 空间 , 其 中 8 是 由 可 数 的 集合 序 
列 产生 的 , 即 B = o (B, B;,…, Bs,'**}， 则 在 {好 ,加 3} 中 存 
在 详尽 的 分 划 序列 ， 

证 .- 设 序列 LA; K = 1, 2,*……} 由 两 个 集合 B 和 五, 组 成 . 
E {An 8 一 1,， 2 已 经 构造 好 , 则 序列 f A... k=l, 20} 
可 定义 为 所 有 形 如 An N B。 和 An N BaCk = 1,2,…) 的 
集合 的 总 体 。 

定理 5 HLZ, B, m) 是 一 概率 空间 , gC EZ, S) E 
的 测度 , g) < co, 测度 q 是 关于 m 绝 对 连续 的 。{45x， 一 
1,2,"…*},n = 1,2, Æ S 的 任 一 详尽 的 分 划 序列 ， 对 于 m 
(A.G) > 0, 令 

(CAAC) 
g,(z) = La, 

其 中 A.G) 是 序列 Aak = 1 2 中 包含 点 x 的 集合 ; 如 


efte 


果 m( A.G) 一 0 则 令 z,G) = 0. T, 
a) 序列 (g, S,; n = 1, 2,--:] 构成 拷 ， 其 中 $, =gļ Am, 
Ams’ 上 


b) 存在 极限 g(x) 一 limgn(x)(modm), 它 与 详尽 序列 {Ani 


k=1,2,- P. n = 1, 2,…- 的 选取 无 关 ; 
c) 对 于 任意 BES 
aCB) = | eC) m(a2), (28) 


证 ， 函 数 gG) E S, 可 测 的 , 它 取 值 不 多 于 可 数 个 ,因此 
E si |} = qlAani) m (Arni N A...) 
te is ) er m (A,.(z)) 
= 5 q (Angi) m (Anpi) =! (A,x(z2) 


mdm) mans) mA) `"? 





dat Cinka) 
这 就 证 明了 a)， 其 次 
| leaGOl mdr) = | aE) mdr) = (ar) < < 
= æ 
Fo” 
| ea m(dx) = >J gs (2) m( dz) 
k 


ANdnk 
= 之 q CANA) = 4(A). 
因为 了 Fo AREE, 故 对 任意 e > 0, 可 以 找到 5 > 0, 使 能 
从 mt4) < ë 推出 g(4) < es， 由 此 得 知 , 序列 gs(z) 是 (关于 


测度 加) 一致 可 积 的 , 故 对 于 mw 几乎 所 有 x 存在 极限 limg,(x) 一 


| g(x) m(dx) = imf g(x) m( dr) = 4( A,.). 


O FAR AEF, 成 立 , 但 对 AES, 未 必 成 立 ， 如 设 2 = EUF,% = {p,E,F, 
A} m(E) = mF) = J q(ËB) = 1, 4(F) = ü, A, = Sr, An = ËB, Ana 





P MaG) = gO Lf gu(x) mas) 一 计生 qlE), 关 于 这 定理 ,读者 可 


mZ) 
参考 严 加 安 < 灿 与 随机 积分 引 论 >( 上 海 科 学 技术 出 版 社 ) 2. 30 引 理 ,一 一 译 者 注 
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因为 使 得 (28) 式 成 立 的 集合 类 是 单调 的 ,而 且 包 含 代数 U $,, 故 


(28) 式 对 olS,; n 一 1,2,…}, 亦 即 对 任意 B < Š 也 成 立 ， 最 后 ， 
由 论断 c) 可 推出 ,函数 g(x) 与 详尽 序列 的 选取 无 关 , HERE 


个 函数 & 和 g”, 使 得 <) 都 成 立 , 则 对 任意 pes 有 | ， ie (x) 一 
g” (e) jm(dx) 一 0, 这 仅 当 ee) — g” (z) (mod m) 时 才 有 可 能 ， 
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级 数 收敛 性 的 某 些 一 般 判 别 法 ”在 这 一 节 中 讨论 随机 项 级 数 以 概 
率 KRR. | 
设 已 给 级 数 
š +S + -- +Š, +... (1) 
定理 1 若 存 在 数列 s。 > 0, a 一 1,2,.*， 使 得 


Sle,< 0, SY PILE] > en} < eo, (2) 


则 级 煞 (1) 以 概率 1 绝对 收敛 . 

证 , 令 4, = {lin > sj 从 (2) 中 第 二 个 级 数 收 敛 和 第 1 w 
$ 2 定理 6 推 得 P (lim 4,。) 一 0， 即 以 概率 1 只 有 有 限 多 个 事件 
4, 发生。 于 是 ,存在 N 一 N(w), 使 当 n >No) PF15,1 < sw 
即 级 数 (1) 收 敛 

对 于 具有 有 限 矩 的 随机 变量 E, 级 数 (1) 收敛 的 充分 条 件 可 
以 陈述 如 下 : 

定理 2 # 


S Elš,I < oo， G) 


则 级 数 (1) 以 概率 1 绝对 收敛 。 
证 明 可 由 Lebesgue 定理 得 出 ,因为 


E > s= Est,E Di 一 > Es, 
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故 级 数 
S G +s) = Sls, 


以 概率 1 收敛， I 
推论 车 存在 序列 Ca > 0, a =1,2, F p> 1, 使 得 级 
数 . 


> can, $ ctElg le, + P. = 1 


收 敏 , 则 级 数 (1) 既 以 概率 1 raka E S, Ra, 
为 证 此 ,我 们 指出 ,根据 Holder 不 等 式 和 Jensen 不 等 式 有 


m+n 


2, E| | = > C'E Ciléal 


< (> cy (Fag Y 


min 1 min 1 
< (Dee) (X aE Y, 
由 此 并 注意 到 EDORA RE BOIE, 而 由 











E |S <E |S cr A 
<E (E a) Sas) 
<(> ce Sl erElnl 
知 ,级 数 (1) 在 SZ , hik at. 


对 于 半 蔷 我 们 有 更 强 的 结果 。 令 | 
f ¿, = B + h + -: ° + En Ë = 0, .. 
定理 3 E, E S, 可 测 的 ，{S。 n = 0, 1, 小 是 代数 





o 以 下 的 证 明 是 译 者 加 的 。 一 一 译 者 注 
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流 ， 这 时 ， 
a) Æ E15,1341} >00 B sup Egs < ç , 则 级 数 (1) 以 概 
率 1 rN: 
b) # E (š,1$,.) = 0 HARP 21A 
sup E|, |? < co, 


则 级 数 (17 既 以 概率 1 收 伍 ,也 在 Z , rik SX. 
条 件 a) 相当 于 假设 (2,, Sas n = 1, 2,.…'} 是 下 拷 , 因 此 相 
应 的 论断 是 下 质 收 敛 定 理 的 推论 。， 条 件 b) 表示 {bas 3,; n=l, 
2,……} 是 菊 , 定 理 的 这 部 分 论断 由 $ 2 定理 3 推出 . 
推论 1 £ Elz,|S,- 一 0 H 
之 卫 品 一 oo， 


n=1 


则 级 数 (1) 既 以 概率 1 收敛 ,也 在 Z, k. 
证 明 如 下 : 4 ¿= nf 
Eš, £, = Eíš, E {Enl Sn a = 0, 


E= E(D) -PER + DEn s= $ Es. 


7 一 2K<1 


再 根据 定理 的 论断 2), 即 可 得 出 本 推论 

对 于 带 有 独立 项 的 级 数 ， 我 们 有 称 作 Konoropos . 定理 的 如 
TAR. 

推论 2 (Koztsoropop EAEn 一 1,2,.…} 是 独立 随 
机 变量 , Ez, 一 0 HARD, DE <0 , 则 级 数 (1) 以 概率 í kok. 


这 论断 可 由 推论 1 得 出 ， 这 时 把 S$。 取 为 由 随机 变量 $i 
六 ,产生 的 "代数 ， 并 县 注意 到 由 随机 变量 5 的 独立 性 有 
E {8,|3,,} = E E, <0, 
独立 随机 变量 的 级 数 ”现在 我 们 来 详细 地 讨论 独立 项 级 数 的 
收敛 性 ， 从 前 面 所 述 已 经 知道 ， 这 样 的 级 数 收 伍 的 概率 是 0 或 1 
(第 1 章 $2, 定 理 8), 
今后 需要 有 关 独 立 变量 和 的 极 大 值 分 布 的 一 个 估计 ( 界 )。 
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定理 4 # {ik= 1,2, n) EAH, E s, = 0 且 以 
概率 1 8 lr] < C, 这 里 C 是 某 一 常数 : 则 


Pí max [bal <} < (C + y! 和 (4) 


Eh o = E š = Di 
以 五 。 表示 事件 {max Ikl < 1], n = 1, 2,…, 这 些 事件 构 
成 单调 递减 序列 。 我 们 有 


E x(E,) š; 一 > E{ X( E1) 62 — X(E r1) bi} 


= Ý Ex G — a) DEC ENE) U. 
k=1 


k=1 


(5) 
其 次 ， 
ExX(E,-NE,) ti = EXCELNEA) Erai + Ë.) 
<G + CY EX(E,-NE,), 
> EXCELNEO t < G + CY > E X(E,-NE,) 
= (+ CY [1 — P(E,)]. (6) 
而 且 | | | 
E x(E,- (t 一 gi) =E XE) Eri t EL) 
= 2 E X Erari E Er + Ex(E,-.)E š 
= s1Ex(E,_,). (7) 


(5),(6) 和 (7) 式 给 出 | 
P P(E.) > EXB,)t > DAEK Ee) — G + Cy 
x (PCE) 
SPEND Atut] G+ ey 
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G: + c) >P(E,)Í2; o + c + 2, |, 
Peg 


由 此 即 得 (4) 式 . 
对 于 一 般 的 独立 项 级 数 ,级 数 (1) 的 收敛 问题 由 下 述 定 理 完全 
解决 . 
定理 5 (KonMmoropoe 三 级 数 定理 ) 独 立 随 机 变量 级 数 (1) 收 
化 的 充分 条 件 是 对 茶 一 cc > 0( 必 可 条 件 是 对 每 一 c> 0, 还 是 
必要 的 ), 级 数 


BPEL > eh — (8) 
> E, (9) 
>p En | (10) 


收敛 ,其 中 En = Ë, = |£,! < c, £, = 0 若 |z,! > e, 


证 。 充 分 性 。 由 定理 3 的 推论 2 0, 级 数 3 E 一 下 总 ) 以 
拥 率 工 收 俩 ， 由 此 并 注意 到 级 数 (9) 的 收 伍 竹 可 得 级 数 立 z 以 


概率 1 收敛 。 根据 条 件 (3) 和 Borel-Cantelli 定理 知 , BD, (z, 


一 总 ) 只 有 有 限 多 项 不 等 于 零 , 故 级 数 (1) 以 概率 (k. 
必要 性 ， 设 级 数 (1) 以 概率 ! 收敛 ,于 是 它 的 通 项 以 概率 B 
于 零 ， 因 此 级 数 只 有 有 限 多 项 的 绝对 值 超过 ele > 0),: 故 级 数 


DE 以 概率 1 收敛， 我 们 以 {m} (x 一 1, 2 …) 表 示 这 样 的 独 

立 随机 变量 序列 ,它们 独立 于 序列 {8} O 一 1, 2,……) 且 和 总 有 

相同 的 分 布 ， 令 一 š, 一 144， 则 级 数 š, 以 概率 1 ak. E 
s=1 : _ 
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£, = 0,|Š <2 c, DE =2 Dz. 由 级 数 > meta 





Sal <o} =. 


2 8| < > 


k=1 


由 不 等 式 (4) 得 知 , 对 任意 有 

25 Ds; = Doi < Get, 
这 就 证 明了 级 数 (10) 的 收 策 性 ， 现 在 ,根据 定理 3 的 推论 2 即 得 ， 
级 数 > (E, 一 Eg.) 以 概率 1 eak, ATIRIA AAE. 


而 级 数 (8 ) 的 收敛 性 可 由 Borel-Cantelli 定理 推 得 ,因为 车 级 数 (1) 
收敛 , 则 以 概率 1 只 能 找到 级 数 (1) 的 有 限 多 项 使 有 |El > “. 定 
理 证 毕 ， 

推论 ” 非 负 独立 随机 变量 级 数 (1) 收敛 的 充分 条 件 是 对 某 一 
c 0 (必要 条 件 是 对 每 个 c > 0)、 级 数 


2 Pt5 > c}, 之) Es, 


PÍ sup 


l<n<= 





收敛 

事实 上 ， 对 于 非 负 变量 iA Eg, < < 下 5 因此。 由 级 数 
《9) 收 伍 推 知 级 数 (10) 收 敛 ， 

Lévy 得 到 的 一 个 有 意义 的 结果 是 : ”独立 随机 变量 级 数 的 依 
概率 收敛 性 列 肖 以 概率 1 收敛 性 . 

为 证 明 这 个 论断 ,我 们 需要 一 个 不 等 式 ， 它 类 似 于 我 们 早先 得 
到 的 有 关 下 靠 的 不 等 式 ， 但 这 时 不 必 假 设 数 学 期 望 存在 ， 

定理 6 设 {53z 一 1, 2,…} 是 独立 随机 变量 序列 . ¿, = 
iiti t eee t En bom 0. Æ P(1:, — Erl <} >a, 《一 0， 
1;………， n, Mij 


Pí max lkl > 2 J < i-e 
TAG a 


证 .我 们 引入 事件 ALl] <2;, ---, Ial <2 lel 

> 2:), B, = {lën — čal <x}, k = 1,-- °, B. 于 是 有 
{il > Jp U CNB), 
k=1 
而 且 事 件 Ars k = ltte n 是 两 两 不 相交 的 ， 事件 Ars B, (对 
于 固定 的 一 1, 2,…, #) 是 相互 独立 的 。 因 此 ， 
1—e>P{ls,|>7)>P{U ans} 
k=1 


= > P(A,)P (B) 之 a>, P(A,) = a Pí max | 如 | > 2}, 
k=1 k=1 Lekan 


从 而 就 得 到 (11) 式 ， 
定理 7 SM (1) (其 中 {En n = L, 2,.……} 相互 独立 ) 依 
概率 收敛 , 则 它 以 概率 1 收敛 . 


以 Ann 表示 事件 {sop liw — trl > S] BROER 


合 D= U N A, ERR. 现在 来 估计 成 的 概率 。 设 8 和 


N=1 n=1 


是 任意 正 数 。 由 级 数 (1) 依 概率 收敛 知 ,存在 m 一 nlem), EE 
当 n, n” > nm RJ 

P{ |Ev — Sw] > s] < n, 
把 定理 6 应 用 于 变量 b= li Ens K> m6, 我 们 就 得 到 


P} max |l > 2e} 
n < A <n 





= _ a 
P laial 22S TF 
这 里 ”是 任意 大 于 m 的 整数 .因此 
P{ sup [ti — Cal >26} < i, 
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其 中 5 可 以 任意 小 。 由 此 推 得 ,对 任意 N 有 
， o 
PAn) < yz P(N Amn) = 0, 


i P(D) — b, EEY, 
应 用 于 强大 数 定律 。 根 据 关于 级 数 的 以 概率 1 收效 性 定理 ， 
入 们 能 借助 简单 的 变换 而 建立 强大 数 定律 类 型 的 定理 ( 即 关于 隧 
册 变 量 的 某 些 平 均值 以 概率 1 收 全 的 定理 )， 
引 理 1 BARD s KAR, a 是 单调 递 红 序列 ,os > 0, 


G, > co, 则 


4 >; ROR > 0, 
Ga k=1 


证 。 设 
Sa = 2) = (S = 0) fa lS, < c, 
k=1 
这 里 < 是 某 一 常数 。 令 ak — agi = A,, k = 1, 2, , a = 0, 


则 


>J a| m = > (A, 二 As 十 … + A.) zx = > A.(S,—S,-,). 
= =1 = 1 


因此 对 于 任意 。 > 0,32 n St n 选 得 足够 大 , 则 有 
yan 


n k=i 








1 < 
< |— A,(S, — $,-,J1 + Sa — Sr 
= P > aC a k 1) maken | a k ıl 
<2e ÊL + sup [Sa — Sa < s, 
Gn n <i < n 


根据 这 引 理 和 前 一 小 节 给 出 的 定理 可 得 如 下 论断 , O 
定理 8 a) 若 (E; 2 一 1,7,"…} 是 任意 具有 有 限 一 阶 低 
的 随机 变量 序列 ,而 且 | 


> 1 Elg, 一 an| < O, a, = E z,, 
n=1 


则 以 概率 1 8 
. ?3。 


im S) (E, — a) = Ô, 


h) EEFE n 一 1,2,…"} 的 部 分 和 {64 = P + S, + =-= 
十 $4} 构成 软 , 而 且 对 某 一 Pp 之 1 


sup E| Dral <0, 
则 以 概率 1 有 

lim 5) Ek = 0, 

n> n kZ] 


c) dënn =], 2,… 是 独立 的 ,而 且 


>: Ds, <o, 


n=1 


则 以 概率 1 有 
imt DE — Es.) = 0, 
en kal 


对 于 同 分 布 的 随机 变量 £, 的 更 强 的 结果 ,今后 将 作为 一 般 的 
遍历 性 定理 的 推论 得 到 。 


$4. MapEoa $ 


把 随机 游 动 的 概念 加 以 推广 ， 人 们 就 可 以 得 到 ”Mapko8 $E 
(Mapros 过 程 ) 这 个 广泛 得 多 的 概念 , 它 在 随机 过 程 论 中 起 着 重要 
的 作用 。 在 给 出 正式 定义 之 前 ， 我 们 先 研究 一 个 引导 到 MapKoe 
链 的 简单 而 又 很 一 般 的 模型 . 

有 随机 影响 的 系统 ”我 们 讨论 一 个 随机 系统 3， 它 的 状态 是 
某 可 测 空间 (2, BIA. 假设 系统 从 它 在 时 刻 * 所 处 的 状态 
EC) 转移 到 在 时 刻 z 十 1 所 处 的 新 状态 是 由 z E RE FG) 和 
某 一 随机 因子 a, 完全 确定 ,而且 a, 与 系统 在 时 刻 £ 之 前 (包括 z) 
所 处 的 状态 无 关 并 依 时 间 形 成 一 个 具有 独立 值 的 过 程 。 于 是 

G + 1) = Kz,š(2),a,), (1) 
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这 里 Ki, x,a) 是 参数 (€ T, z€ RK, a € A 的 某 一 函数 ， 其 中 
4 是 某 一 可 测 空 间 。 利 用 (1) R, 人 们 能 够 从 状态 EO 出 发 表示 
出 系统 在 任意 时 刻 G < s) 的 状态 
ECs) = gs CE E) s Cry Ortis tta Gs-1). (2) 

如 果 在 初始 时 刻 = 0, (0) 与 序列 (aG (€ T) EX, MH 
EOSED] {ars arr as 小 无 关 . 

iz {2, S, P) 是 概率 空间 , 在 其 上 定义 随机 元 an 又 设 对 任 
意 固定 的 z 和 ss > 1), AA Eu (x, Gs Ortis” t tatra E D X S 
可 测 的 。 于 是 ,着 系 绕 的 运动 从 时 刻 开始 ,并 已 知 状 态 EO 
x+, 则 由 (2) 式 可 以 确定 在 时 刻 > 1, 了》 了 处 于 任意 集合 4E3B 的 
概率 .这 概率 称 做 转移 概率 并 用 P {1, z, í, AY 表示 . 若 以 X) 
表示 集合 4 的 示 性 函数 ， 则 

P {2, x, s, A} = EXst{g,s (z, ttt, te). 

设 1 过 w 二 v, 由 (2) 式 及 随机 变量 ww,……,o-: 的 独立 性 得 到 等 
式 . 

P {1, x, v, Ay = EX,[g,,  (E(u), as uv-i] 

= E[( EZ [g,., (Ys ons *, a,-4)]y=šsuo1 
= EPlu, £ (u), v, Al. 

上 式 可 以 记 为 . 
P(i，xz，py，4 ) 一 JG, y, 6, A)P(1, z, uy dy), 4 <u < ç, (3) 
关系 式 (3) 称 为 Chapman-Konmoropos 方程 , 它 表示 我 们 讨论 的 系 
统 的 一 个 重要 性 质 一 一 没有 后 效 : 如 果 已 知 系统 3 在 某 时 刻 * 的 
状态 ， 则 从 这 个 状态 转移 的 概率 与 系统 在 以 前 各 时 刻 的 性 态 无 
X, 具有 这 种 性 质 的 系统 称 作 Mapkos BS. 在 自然 科学 和 工程 
的 各 种 问题 中 常常 会 出 现 这 样 的 系统 .根据 转移 概率 的 定义 推 知 ， 
对 任意 非 负 B 可 测 函 数 f(x) 有 f 


E f(z,,(z, e`", orD) = SIO) PG, z, s3 dy), 


考虑 到 £ (z) 对 ca,， Oitia”? a Csi 的 独立 性 (第 1 章 $ 3) ,我们 可 得 
I e750 


E /(g,., GG), G s ° 5 G,-1)2 =E ho Pr, ECE), fs dy). 
容易 把 这 公式 推广 到 任意 S” 可 测 非 负 函数 ris trs Za) 
ERX BRE., R n < s, < ++ + < im WI 
E KEC), Eln), ”> £(1m)) 
= EKE), EUa), Re CE (1m-1), 0 )) 
一 EEC) En) Yn) PC ED fms dyn) 
=E ICON . ° El tm-2) Ym- Ym) Pi- Ym-1> fms 


Aym)P m2 S(tm-2) sm AY m1 ) m= s.e. 
于 是 . 
Ej CEC), Eas tta 81n)) = E| PCs ECA), 5, dY) 


x KO J: hs dy): . [Pens Ym-is fms dY m) 
XECE), )2s "° 5 Ym). (4) 
如 果 假 定 系统 的 初始 状态 是 非 随机 的 , 即 EO) 一 x, 同时 把 (4) 式 
应 用 于 序列 ¿(1),F(2), -ee Eln) MAR Kris rz srs) X m, 
这 里 B” 是 8” 中 任 一 集合 ， 我 们 就 得 到 由 下 式 确定 的 一 族 有 限 
维 分 布 (PD. (D, n= 1, 2,- ` .): 
Pia (B®) = |. — PC.) Pa yn dy,),(5) 
其 中 Pex, A) 一 P(k&— 1, 2, k, 4A) 是 一 步 转移 概率 ， 当 系统 的 
初始 状态 《0) 有 任意 的 分 布 m 时 (m 是 上 的 概率 测度 )， 则 从 
(4) 式 推 得 的 不 是 (5) 式 而 是 依赖 于 m《 作 为 参数 ) 和 的 有 限 维 分 布 族 


| P... (pety = 人 .. f m(dx) 


x P, (z, yi) P, (y a91) + + Pye dYa). (6) 
这 时 | 
P Ena CB") = P ((#(0), EC1), +++, ECa)) E pety, 


(6) 式 可 以 用 作 Mapo 链 一 般 定义 的 基础 ， 但 是 ， 我 们 在 这 祥 
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做 之 前 应 先 分 析 一 下 ， 当 测度 族 Pe A) 不 是 适 过 二 助 变量 o, 
和 函数 K, =, a) 而 是 独立 地 给 定时 。(6) 型 积分 的 意义 是 怎样 
的 。 

随机 核 “ 设 给 定 了 两 个 可 测 空间 { 2- ,9 和 {2 ,31}. 

定义 1 满足 下 列 条 件 的 函数 P(x，B) (ze 2, B é 9) 称 
HLR, 9) 上 的 随机 核 : 

1) 对 固定 的 *， 函 数 P(x,") 是 名 上 的 概 素 测度 ; 

2) 对 固定 的 B, 函 数 PO, B) 是 对 可 测 的 ， 

# P(z,-) 是 测度 且 Ple, gr) < 1, 则 称 P(z。B ) 为 半 随 机 
Ë. 

BIE 1 R (z, EAP (W x B) 可 测 函 数 ,而 PC) 
是 (c, 9) 上 的 随机 ( 半 随机 ) 核 , 则 函数 

Ca) 一 | Ke, Y) Pl, dy) 
E A FTN. 

证 ， 对 固定 的 z, 函 数 Kz,") 是 罗 可 测 的 ， 于 是 等 式 右边 的 
积分 有 意义 ， 使 得 引 理 成 立 的 非 负 函 数 Kx，-) 的 类 是 锥 ， 又 由 
Lebesgue 定理 知道 它 是 单 请 类 (函数 类 K 称 作 单 调 的 ， 如 果 对 于 
KALAL f€ K 有 limf,e KK)， 因 为 它 包含 形 如 4 x B 
的 集合 (这 里 AEA, pe 名) 的 示 性 函数 ， 所 以 它 包含 所 有 非 负 
的 {A x 9) 可 测 函 数 . 

下 面 的 论断 可 以 看 作 是 著名 的 Fubini 定理 的 推广 , 

定理 1 设 { 3， Ahi, B), { 空 ,6} 是 可 测 空 间 ，9,(z， 
BYR OO, ADELA, BALA, G) 上 的 随机 (或 半 随 机 ) 
核 , EHE LA, (B x 6}} 上 唯一 的 随机 (或 半 随机 ) 核 9,*， 
D), 使 得 


Q(z, B x C) = | 0, Cr, DDO C) O @) 
这 时 ,对 于 任意 的 非 负 of x 6) 可 测 函 数 Ky, z) 有 
|, IO, z) Oxe, dy X da) 
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= (( .1,2 06,202 G) 

为 证 定理 的 第 一 部 分 ,只 须 证 明 (7) 式 确 定 空间 A x E 中 
的 矩形 半 环 上 的 一 个 基本 测度 ， 设 D= B, x C,, D, = B, x 
C, 和 D:CD,, MWA BpB,C B,, C,CC, fl D, = DUD UD", EÈ 
H D = B, x (CNC), D” = ( B,NB;) XC. 

集合 Da D' 和 D” 两 两 不 相交 。 如 果 把 7) 式 依次 应 用 于 集 
& Da, D' 和 D”, 我 们 就 得 到 | 

Q.(z, D,) + 0,(*, D') + Q(x, D”) 


= |, 9, dy) O,(y, Cı) + | Q(x, dy) QI» 
C\C:) + |, BAB RAGE dy) Q7, C) 


= |, 9(z, 1010 C) = Dle DO, 


于 是 函数 OC, D) 在 这 些 特 殊 的 集合 分 划 上 是 可 加 的 。 特 
别 地 ,车 D, = D,UD,, 其 中 D; EERME DND: =p, WA 
Q(x, D1) + Ox, D,) = Q(x, DIM Olr, Y x %) = 1. 
Q, 和 O: 是 半 随 机 核 , 则 Olr, @% x Z) 么 1) 在 一 般 情形 中 ， 
函数 0:x,，) 在 所 有 先 形 组 成 的 半 环 上 的 可 加 性 易 由 归纳 法 得 
到 . | | 


设 D = U Di 其 中 D, 是 两 两 不 相交 的 矩形 。 则 DND。 — 


D'UD” = Ü Di, 这 里 D” 和 D” 出 前 面 的 公式 确定 。 如 前 面 所 
k=1 


证 明 的 ， 
Os(x, D)= Q(x, D,) + OCz, D') + Q(x, D”). 
利用 归纳 法 假设 可 得 


他 一 二 n—1 
Q(x, D') = Qr, D'N (U D: ))=>' 0,(x, D'N Di) 
k=1 k=1 
及 Olr, D”) 的 类 似 表示 式 ， 所 以 
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zi f 
RER D) = Q,(x, D,) + >; [Q(x, D'ND) 
k=1 


+ Ql r, D" N Da). 
R% D 和 D” 是 不 相交 的 矩形 ,它们 之 并 覆盖 Do k DAD 和 
D” nD, 也 是 矩形 ;而且 (p'nD,) UND) 一 Dk。 因 此 9, 
‘(xs D'ND) + Ox, D” ND) 一 Qs(r, Di) 以 而 


Ox, D) 一 2) Ox, Di), 
k=1 
这 就 证 明了 Q(x, .) 的 可 加 性 . 往 证 Q(x, .) 是 可 数 半 司 加 


的 , 设 DC U Dris Di = Br X Cis 一 0,1,.…。 则 
1 


a i Xp (y, z) < 5 Xo (y, z). 
k=1 
因为 
Xpk(y， z) = Xs (y) xc (z) 
& | 
| Ka) lela) < Draby) Xe,G2. 
k=1 
上 式 两 边 对 测度 0:(?，) 在 空间 Z 上 积分 ,我 们 得 到 
Xgoly) QY Co) < > Xr) QC» Ci). 
k=1 


再 次 将 所 得 的 不 等 式 对 测度 OCs) 在 空间 名 上 积分 ， 我 们 得 
到 不 等 式 


Q(x, Do) < 5 PREF Di)» 
k=1 


这 就 证 明了 0Cr, Di) ERR RI. Hi: BEI, Ors BXC) 
可 以 唯一 地 延 拓 到 {8 x 6) 上 .为 了 证 明 (8) 式 ,首先 注意 ,由 
.前面 的 引 理 知 , (8) 式 右边 括号 内 的 积分 是 男 可 测 函 数 ,因此 (8) 
式 右边 的 二 重 积分 有 意义 ， 其 次 ,使 得 (8) 式 成 立 的 函数 f (jf 宇 0) 


° 79. 


的 类 是 锥 和 单调 类 。 而且 ,由 (7) 式 知 , 它 包含 矩形 的 示 性 函数 . 因 
此 它 包含 所 有 ctS x €) 可 测 的 非 负 函数 。 定 理 证 毕 ， 

同样 可 证 下 述 定理 

定理 2 设 (=, aj {27> B31}, ee [Ya %,) 是 可 测 空 
Hm OREP B®), Qa yi B®), *...5 0 人 yi， B®) 是 随机 ( 半 随 
机 ) 核 ,yx€ 2, BP EB, (k= 131e, s) WEE {2 ,9} 上 唯 
一 的 随机 ( 半 随 机 ) 核 8%(x， D) ( OS DB x B, X 
XB,}), 使 得 

Q% KEF BP Xx +. x B®) 


-| o Crs dy.) |, a ais dy) 


. | Qsys1s B®) OQs1(ys ss dYa) (9) 
而 且 对 于 任意 的 非 负 允 可 测 函 数 fOis 97t y) 有 
|... Ky “3 y) Or, dy, X ++ X dy,) 


= |. OKx，ady ° | Ky, y.) QAY ss dy,). (10) 


注 。 我 们 就 非 负 函 数 的 情形 证 明了 公式 (8) 和 (10)》, 但 对 于 任 
ERAL EPET 中 有 一 个 是 可 积 的 ， 则 这 两 个 式 子 自然 也 成 
立 . 对 于 其 它 为 简明 起 见 而 只 提 到 非 负 函 数 的 定理 也 有 类 似 的 情 
况 发 生 . 

核 Q% RER O 0;,…, 0, 的 起 积 并 记 为 


Q% = Q, x 0, X ++ XQ, 
若 在 (9) 式 中 令 BO 一 多 Be = Ya 则 可 得 

{A,B 上 的 一 个 新 的 随机 核 

Q*ü,(<, BO) = Qx, BXYIX :xX @,_, x BO).C11) 
我 们 称 之 为 核 0,,9:，……，0, 的 卷 积 并 记 作 

O*P = O,* Qk + - Os 

把 公式 (10) 应 用 于 函数 fO yo, y) = 1O) = Xs OA YR 
与 (11) 式 比较 ,我 们 就 得 到 
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fO) OP Mx, dy, X dy, XXX dy,) 


|... 
= | fO) Ori, dy), (12) 
因为 使 得 (12) 式 成 立 的 非 负 函 数 类 是 锥 ,并 且 是 单调 类 , 故 对 于 任 
意 非 负 %, 可 测 函 数 ,(12) 式 也 成 立 . 由 此 又 可 推 得 ,对 于 任意 形 如 
fy Ym3 s ym» Ye) 
(y,, € @,,, 0 < m, < m, < *+: * < m, < $) 
的 > 十 工 元 非 负 cl%,, x Bu, X +. X %, X BY n)jUp0 3 5 


fosron ene, Om,» Ym, sVn, YE) 
X Q%°(x,dy,, X dy,, X *** X dY) 


= |. Om x, ay,)|, QEFA y, 9 dy,,,) 


` | fCym,» teea Ym y.) QEPEN Y ms dy,). (13) 
(13) 式 的 一 种 特殊 情形 是 关系 式 


(O haiio 一 OF(m) jq Qn tm) $k ... Qrt, 

它 表明 核 的 卷 积 运算 满足 结合 律 。 | 

现在 讨论 随机 核 的 无 穷 乘 积 . 设 {22 n 3,}(n = 0,1,2,…) 
是 可 测 空间 的 无 穷 序 列 ,而 P,CG: , -) (a = 1, 2, ° …) 是 定义 在 
LÆ nais 3,} 上 的 随机 核 序 列 ， 根 据 定理 2, 我 们 构造 核 的 直 积 

pü, = P, X P, X < X P,, 
PEP = PL x0, D), z € Kos D € €,, 

其 中 €, 是 包含 所 有 和 矩形 B, x B, X + x B,(B,€ Bi) 的 最 小 
0 代数 , 即 ç, = sí, x B, X + X %,). 


我 们 引入 空间 A= || 用,， 它 的 元 素 是 无 穷 序列 o= 
s=1 
(zi, za r...) Xa € < pe UE ERA” 中 的 柱 集 组 成 
的 代数 , 又 在 @@ 上 用 下 述 方法 定义 一 族 依 赖 于 参数 rlre Ro) 
的 集 函 数 P**; CEER, 
egl。 


C = lo: Cris ii)ED) D € Cas 
则 令 
P(C) 一 Px, DD. 
这 些 集 函 数 是 唯一 地 确定 的 。 事 实 上 ， 若 
C = lo: (zi, ra xw) E D'Y} D'E Cu 
MEE imi n >an, W) D DXA nX XXR RE. 
POY x, D) = 1: ° | P.C xe, dx.) P,Ç xi, dxi) 


r ivu. n’ 
.. `P (zas dzy) Xp:( xi, `... x), 


其 中 Xp (xi, r. E D' 的 示 性 函数 ， 注意 到 Xp (xs Xw )= 
Xp(x io 和 Pelr, Ka) = 1, 从 后 一 表示 式 得 

PEC xo, D') == Pam(x,, D). 
A Po 在 @ 上 的 可 加 性 是 显然 的 ， 

定理 3 FEZ”, C) 上 (这 里 6 是 由 空间 2 > 中 的 柱 集 

产生 的 o 代 数 ) 唯 一 的 测度 族 Pe。 ,使 得 

P w; x€ Br, k=1,,n} 

=f, Pil to, ard, Pilz, dx) 

` | _ P,-(x,-2s dxn-1) Ps( xn-i B,). 


证 。 只 须 证 明 , 在 @ 上 引入 的 测度 piso 满足 连续 性 条 件 : 对 
任意 单调 递减 的 柱 集 序列 Ca ANC, 一 $, 则 有 PCC), 
BERKA: HE rA P(C,) > s. AD, 表示 柱 集 C, AIR X 
(Dni Xis X23 tam) = X( Da) Æ D, ARERR, Xit D, 是 处 于 
坐标 (1, 2,-…, m,) 上 的 。 定 义 % 中 的 集合 序列 


B 一 fas: fants Xis X23777’ Xma) 
E 
x porns dn X + X dam) > |, 


这 里 如 中 表示 乘积 空间 .2 x 人 Ri X … Xx A me 
从 C, EREA, B) 也 是 单调 递 碱 的 ， 其 次 ， EXP) 是 
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B? 的 示 性 函数 ,而 ZBP) 一 1 一 XCB 史 ), 则 
e <P Cs) = | | an ABP) + 2 BY)) 


X X(D,) Pxo, dz) POPm(x, dx, X -+> X dxm,) 


+m 


< PCr, B?) + 二 | XCBE P(x0, dz, ) L Pilo, BP) + 
zı 


w |o 
. 


所 以 Plr BP) > 二 .因为 P(x。，*》 是 测度 ， 故 由 此 得 到 N 
BY = $. W 7E BE’ ,nn = 1.2,:: -MI 


[an XCD,; Xis X29 5 Xmn) 


X Pma, dra X -+ X drm,) > =, 


WERAMERA Pno (axr, dr, X = X dr,,) 和 测 
度 PG, dx,), 我 们 就 能 够 证 明 ,存在 点 a RANES D, 


| ) X(D,18,,3,s Xatt sma) 
- a M ' 


XPO) (Zas dx, X e X ax) > =, 
因此 ,可 以 构造 序列 (x, OPERERE PEE …), 其 中 Xn € K n EER 
任意 * 和 D, 有 


| ) x(D,, Xis X29 5 Yes 45 5 Xma) 
n ` 


x petem) (i dr, X ++ X dx, ) > 六 
考虑 任意 集合 Ci, 假定 它 的 底 D, 处 于 坐标 (1, 2.…,s) 上 . 


最 后 一 个 不 等 式 表 了 明 (x, X29 `` "5 Z) € D. (否则 有 XCD,, Xis 
Fratta Xss fii to xm ) = 0 对 所 有 Cres"! `° Xma ))e 因此， 


对 任意 C, 都 有 (Xu EC 故 门 C, = $, 这 与 
.k=1 


原先 的 假设 和 矛盾。 定理 证 毕 . 
推论 设 给 定 了 概率 空间 序列 EDT %,, qn}, 2 一 1，2，…。 
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又 设 党 “是 由 所 有 序 列 w = (Xs Xis e, Enst ) (z, € K B 
成 的 空间 ;E 是 A” 中 由 柱 集 产生 的 o- 代数 . 则 存在 Z”, C} 
上 唯一 的 概率 测度 O ;使 得 


Ow: z€ Bg, k == 1， 20 一 I aC 80), Bre 8e, 


换 名 话说 ， 若 给 定 了 某 一 概率 空间 序列 TA, Basant n=l, 
2,……:, 则 恒 存 在 概率 空间 (O, e, 0) 及 从 空间 8 到 2, ER 

EFI fas 使 得 随机 元 En 一 f.Co) 在 ,上 有 给 定 的 分 布 4,, 而且 
{ën n = 1,2, t) 是 总 体 独立 的 ， 

注 ， 刚 才 证 明 的 定理 和 Konmoropos 定理 (第 一 章 $ 4、 定理 
2) 的 区 别 在 于 它 没 有 利用 任何 关于 空间 2, 的 拓扑 性 质 的 假设 . 
另 一 方面 , 它 的 普遍 性 不 如 KomworopoB 定理 ,因为 它 只 能 应 用 于 
乘积 空间 中 测度 的 一 种 特殊 结构 . 

Mapkos 链 的 定义 

定义 2 相 空 间 为 1 ，8} 的 MapKoB 链 是 这 样 的 一 族 随 
机 过 程 , 它 带 有 离散 时 间 ze 7* 并 依赖 于 作为 参数 的 (22 ,3} 上 
的 任意 测度 mm, 而 且 过 程 的 有 限 维 分 布 由 下 式 确定 

P™{ECk)E Be; k= 0,1,..., n) 


=f mh Pie, dy) PC B,),G4) 
这 里 {P(x, B); = 1, 2, ER, 3} 上 的 一 族 卫视 村 


始 分 布 ， EWR 我 们 得 到 一 个 取 值 于 A 的 随机 序列 ， R 
PIRR DH TEIA m f Mapkos 过 程 . 

这 过 程 的 有 限 维 分 布 用 Pion 表示 ,过 程 的 某 一 函数 对 概 
率 测度 P” 取 数 学 期 望 的 运算 则 用 符号 En KK. 

者 测度 王 集 中 在 相 空间 的 某 一 固定 点 *， 则 把 x 称 为 过 程 的 
MERE MARES., (2T, C} 中 的 测度 和 过 程 的 基 一 函数 
对 相应 测度 所 取 的 数学 期 望 分 别 以 Piaron PO M E, 表示。 
令 
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P(K,r,r, B) 一 |. P. (z, dya) Í. Praal Yra dya) X ° 
x | P.O dyr) P.G, B). 


从 分 析 的 观点 来 看 , PC(*,* ,+,*) 是 一 随机 核 。 它 是 转移 概率 
的 卷 积 Prak Penk 六 忆 ， 我 们 也 称 之 为 转移 概率 。 更 确切 地 
Pio P(K,z,r, B) 是 从 状态 x 经 过 时 间 区 间 (Z, r) 之 后 转移 到 
集合 8 中 的 概率 。 从 核 卷 积 的 可 结合 性 得 到 等 式 
P(K, x, $; B) 一 p PCk, x, r; dy) 
x P(r, y, s, B) Kk < r < š, f (15) 
这 就 是 Chapman-Kommoropos 方程 。 XOD ARAH 
E,, KECA), ECt),***, £015)) 


一 [mCex) feo, T, fis dy.) ja, Yis %3 dja) X +> 
x [Os p29, 7) Pass Yers tis GYs), (16) 


这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 和 前 面 一 样 的 公式 (参看 (3) 和 (4) 式 )， 
只 不 过 现在 它们 是 根据 Mamoe 链 的 一 般 定义 推出 的 。 另 一 方 
面 , 早 些 时 候 所 作 的 讨论 表明 ,在 对 函数 KK, ° >°) 的 可 测 性 的 最 
小 假设 下 ， 借 助 递 推 公式 | 
tC 1) = JG, Elt), a), t= 0,1,2, 
得 到 的 随机 序列 EC); (€ T.) 是 一 i bš 这 里 
ECO), 0, aa ar 

是 总 体 独立 的 随机 变量 而 EO) 有 在 上 的 任意 分 布 m. 

公式 (16) 使 得 转移 概率 这 个 概念 的 概率 意义 更 为 精确 。 为 了 
说 明 这 一 点 , 让 我 们 计算 , 当 给 定 由 变量 EO) EA) eEG) Pe - 
生 的 o 代数 Siwa G < +) 时, 非 负 函 数 CEG), EGH, 
5(s 十 #)) (这 里 从 jo, patos y.) 是 # 十 1 维 Borel 函数 ) 的 条 
件数 学 期 望 ， 以 亚 表示 对 应 的 条 件数 学 期 望 。 按照 定义 ， T 是 
唯一 使 得 对 任意 非 负 函 数 g(xo, ttt r) 成 立 等 式 
Eng CECO), EC), ea ECD KECs), ECs + 1), SG + n)) 
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= Eng (£(0), E1), +t £(z))8 
的 Son 可 测 随机 变量 。 另 一 方面 ,由 (16) 式 得 
Eng (0), EC), e EOD KEG), Es H Lattea EG + n)) 
= Eg (C0), E0) n EODD. 
这 里 ， | | 
j= KE) = Í P(z, EGE), s, dy) PCy dy) X +e 


x lo, yi ` "5 Yn) P,.,(y,-15 dyn). 


TE w =Í. 

从 已 经 得 到 的 公式 可 推出 以 下 结论 . 

定理 4 当 给 定 Sua (z< s) 时 任意 非 负 函 数 KEC), š 
-(s 十 1),*……， EC + n)) 的 条 件数 学 期 望 既 不 依赖 于 初始 分 布 m, 
也 不 依赖 于 时 刻 : 之 前 的 转移 概率 和 5(0), EC), SG — 1) 
的 值 . 它 由 下 面 的 表示 式 给 出 : 

End ECG), ECs + 1), ECs + n))|Šun1 


= ec, 50), $s dy) (Pas Co» dy.) x, ° .. 


X [Ks Jis * * 5 Ya) Pital yas dyn). (17) 


给 定 Son 时 {2 "8 中 的 变量 SG), SGT 1),………， 

Els + 5) 的 条 件 分 布 和 核 : 
P(:, š(z), s, °), PK Pin,*) 

的 直 积 相同 。 特 别 地 ,转移 概率 PU, EG), s, B ) 等 于 当 已 知 系统 
的 状态 ECO), EG), e EG) 时 系统 在 时 刻 s 处 于 集合 B 中 的 
条 件 概率 。 这 概率 只 依赖 于 在 最 后 一 个 已 知 时 刻 : 的 状态 EG). 
它 既 不 依赖 于 EO), ECA), ts EU 一 1) 的 值 ,也 不 依赖 于 mm 和 
转移 概率 PC:,')，P(',*'),'""，P*,")， 正 像 前 面 提 到 的 那 
样 ，Mapkos 链 的 这 一 性 质 称 作 无 后 效 性 ， 它 是 MapxoB 链 的 基 
本 特性 。 
注 。 设 给 定 了 可 测 空间 (2 ，3} 及 定义 于 其 上 的 一 族 随 机 
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核 P(x, B), n 一 1,2,.…*。 则 存在 以 P,Çz, B) 为 其 一 步 转移 
概率 的 Mapkos $. 定理 3 中 给 出 了 这 一 论断 的 证 明 以 及 对 应 
”的 概率 空间 的 构造 。 
Mapxoe 链 称 作 齐 次 的 ,如 果 它 的 一 步 转移 概率 与 时 间 夸 关 : 
P(x, B) = P(x, B). 
这 时 ,时 间 区 间 (z, *) 的 转移 概率 只 依赖 于 这 区 间 的 长 度 : 


PCi, z, s, B) 一 |, P(x, dy), PCy, dy) X +° 


ax || Pea B) Py dya) =P, B), 
对 于 齐 次 链 ，Chapman-Konmoropos 方程 具有 如下 形式 : 
petm (e, B) 一 | Po Ce, dy) P™ (y, B). 
设 Mapkos 链 是 齐 次 的 . (16) 式 表明 
ES 二 1,E 十 2) ECs + n)) 
= En, KEG), EC), ttt (1)), (18) 
其 中 
m,( B ) = Jo, r, s, B )m(dx) = Jee, B)m(ax). 
如 果 对 于 任意 函数 K: ),(18) 式 给 出 的 期 望 值 均 不 依赖 于 s MA 


应 于 给 定 初 始 分 布 m 的 齐 次 MaproB 过 程 称 作 平稳 的 。 为 使 一 过 
程 是 平稳 的 充分 必要 条 件 是 测度 mm 满足 条 件 


m(B) = (PCx, B)m (dx), (19) 
这 条 件 等 价 于 较 简单 的 条 件 | | 
m(B) = je, B)m(ax). (20) 


事实 上 ,(20) 式 是 (19) 式 的 特殊 情形 。 然 而 若 (20) 式 成 立 , 则 
m(B) = =c, 3)|PCy， dx) m(dy) 


= (Py, B) m(dy) = =+ = jz B)m(dy). 
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满足 (19) 式 的 概率 测度 王 称 作 不 变 的 ,或 者 更 明确 地 说 ,对 应 于 给 
定 随 机 核 的 不 变 测度 ， 

因此 , 若 对 应 于 给 定 的 随机 核 存 在 不 变 的 概率 测度 , 则 存在 齐 
次 Mapko8s 链 的 一 个 初始 分 布 , 使 得 对 应 于 它 的 _NMaproB 过 程 是 
平稳 的 ， 而 给 定 的 核 是 这 过 程 的 一 步 转移 概率 ， 

如 果 不 变 测度 是 唯一 的 , 则 对 于 给 定 的 链 , 存 在 唯一 的 平稳 过 
程 . 

设 S, 表示 使 得 变量 EO), EC), EGU = 0,1,2,1) 
为 可 测 的 最 小 5 代数 ,z 是 {3,; 0, 1,……} 上 的 随机 时 间 ，9。 
是 z 的 定义 区 域 .我 们 车 感 下 述 问 题 : 设 5(z) 是 齐 次 Mapxos 链 ， 
在 9, 上 过 程 EO = £G + v) 的 特性 如 何 ? 人 们 自然 会 期 待 ， 
在 假设 EC) 一 * 之 下 的 随机 过 程 5.(z) 和 在 假设 EO =r 之 
下 的 MapgoB 夫 过 程 G) 有 完全 一 样 的 特性 ， 现 在 我 们 把 这 论 
断 叙 述 得 更 为 确切 并 给 予 证 明 ( 这 个 性 质 称 做 强 Mapgoa 性 ). 

RAR, ¿G + z) 是 定义 在 9, 上 的 ,由 第 1 章 $1 的 引 理 5 得 
A, SG + r)G > 0) 是 8 可 测 的 ,假设 POG, A) = PHN 
CECr)E A)), MUJ POG, A) £ 42, B) 上 的 半 随 机 核 。 事实 
上 ， 


Px, 4) 一 > Poffz 一 JJnISC)e Al). 


由 此 马上 得 到 PO, A) 是 3. 上 的 测度 ,而 且 
Pr, K) = P'2(Qo.) < 1. 

另 一 方面 ， 存 在 集合 BOLO, EERE {z 一 J 等 价 于 事件 
{500), 二 1 (5 E BO. Wit 

Po{Ir = +I [šG2) e Al} = PO{CECO0), EC), 

#(s))€ Be n A), 

这 里 A) = Q KEX XAXA (其 中 :一 1 个 因子 
等 于 有 )， 又 由 半 随 机 核 的 性 质 得 出 这 个 概率 和 Pa, A) 部 
Æ S MAA. 

以 S, 表示 由 随机 时 间 7 产生 的 o 代数 ， 
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定理 5 # DES, 和 DC9., 则 P 
PLDA (NEEC + re AD} 


k=1 
= | po (N LEC) E Ail JPC, D, dy), (21) 
x k=1 


这 里 Pr, D, A) = PeXDn [¿£(z)6€ Al). 
证 。 因 为 DC9,, 故 


PIDA ( N [El + +)€ a)i 
k=1 


= pe p,n (f) Ba toea )| 


其 中 p.= pri [zr = +]. 设 x(D,) 是 事件 D; 的 示 性 函数 , 考虑 
到 Mapkos 链 的 条 件 概率 之 性 质 (定理 4), 我 们 有 


PetDII N IEC + r)€ 441)} 
=E, po) pe 人 [Gw + s) € Ar] ls 小 


-Expopeo(nEseoed 站 
由 链 的 齐 次 性 推 得 ,最 后 一 等 式 的 右 汕 等 于 
|, Pe l A LEC) E A] la p: 
s k=1 


- | Po {n [Ce Arl PGs, v, D, dy)s G2) 


这 里 Pls, Ty D,:) E LE, 8) 上 由 公式 
Fls, x, D, A) = PDN [r = s] N LEC) Ee 4A)} 
定义 的 测度 ， 如 果 再 引 人 测 度 


P(x, D, d) = P? [D [£G)68 4]] = > s, z, D, A) 
. s=] 
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并 将 等 式 (22) 对 “ 求 和 ,我 们 就 得 到 欲 证 的 论断 。 


$5. 可 数 状 态 MapKoB 链 


可 约 性 和 不 可 约 性 ” 设 X 是 可 数 或 有 限 集合 ， 这 时 我 们 恒 约 
定 把 X 的 可 测 集 o 代 数 了 解 为 X 的 所 有 子 集 的 总 休 ， 于 是 X 上 的 
任意 函数 都 是 可 测 的 ， 

空间 X 的 点 用 字母 i, i," 表示。 我 们 讨论 取 值 于 X 的 齐 次 
MaproB 链 , 它 由 到 单 点 集 {让 的 一 步 转移 概率 pG, j) (i, jE X) 
给 定 。 到 任意 集合 8 的 一 步 转 移 概率 可 通过 pli, j) 用 公式 


PCi, B) 一 > pCi, i) 
表示 ,而 对 相应 于 随机 核 P(i, B) 的 测度 的 积分 就 变 为 求 和 
DPG aD = Dis D K. 
到 单 点 集 (;) 的 n 步 转移 概率 的 表示 式 变 为 
POG = 2 a PG, i) PO b)" PGaas D. (1) 


FIARE P"( 行 数 是 有 限 或 无 限 ), 它 的 元 素 是 + 步 转移 概率 ， 
即 PO — {pm(i, hie ME ORE 
pm = P”, 
这 里 P EERE P = Po Ün KM, PO 则 是 一 步 转移 概率 矩阵 。 
和 矩阵 P= (pG, D) 具有 性 质 : 
a) p20; b) DG =L, (2) 


具有 性 质 a) 和 b) KERERE. 
从 等 式 prt” == P"P” 得 


pai, j) = > PCi, Dp Ck, i), (3) 
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另 一 方面 ,公式 (3) 是 在 我 们 所 讨论 的 畦 殊 情 形 中 的 Chapman-Ko- 
AMOropos 方程 ($4,(15)). 

定义 1 状态 7 《YX 是 从 状态 i 可 达 的 ， 如 果 从 i 经 若干 步 
后 转移 到 j 的 概率 是 正 的 。 如 果 7 是 从 i 可 达 的 ， 而 i 又 是 从 
可 达 的 , 则 称 状态 i 和 i 是 连通 的 。 按 照 定 义 , 状 态 i 和 i 一 定 是 

我 们 约定 , 把 i 和 ji 是 连通 状态 这 一 事实 记 为 ij. WR 
i 是 从 i 可 达 的 ,而 《是 从 j 可 达 的 , 则 是 从 i 可 达 的 。 这 易 由 
REA PG, k) 之 pi, D G, k) 推出 。 

关系 < 一 是 等 价 关 系 : 

a) i—i; | 

b) Æ iej, il] ji; 

c) 若 ;—j 和 jek i] ierk, 

事实 上 ，a) 从 pG, i) =1 4H. b) 从 连通 状态 的 定义 
中 i 和 ji 的 对 称 性 得 出 。 最 后 ,，c) 可 从 以 下 事实 得 出 : 若 po 
Cis jD > 0, p(s i> 0, PG, k) > 0, pk, 7 >0，、 则 

pCi, kR) S PPCG j) pj, k) > 0, 
OA i) > pk, Dp "(j,i) > 0. 

任 一 MapxoB8 链 都 能 够 分 解 为 不 相交 的 连通 状态 类 X.. 这 
种 分 解 可 用 下 述 方式 实现 ,选取 任 一 状态 i, 并 以 Xi, 表示 所 有 与 
i 连通 的 状态 的 总 体 。， 根 据 关 系 《<>》 的 性 质 c) 知 , X, 中 任意 
状态 对 都 是 连通 的 . 若 X; 不 包含 整个 X， 则 选取 一 状态 LEX» 
并 仿照 上 述 构造 类 X; . AA i M K3E38, 故 类 X, 和 Xi 没有 
ARR. ERABI XARA Wk £ A 8 E S Xi。 
这 样 构造 的 类 X, 具有 下 列 性 质 : 

D 类 X, 的 数目 最 多 是 可 数 ; 

2) X 的 每 一 个 元 素 属 于 且 只 属于 其 中 的 一 类 Xa 

3) X, 中 的 任 一 状态 对 是 连通 的 ; 

4) 分 属 不 同类 的 任 一 状态 对 是 不 连通 的 ， 

最 后 两 个 性 质 也 可 以 这 样 叙 述 ， 从 给 定 类 X。 中 的 任 一 状态 
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三 能 以 正 的 概率 经 若干 步 后 到 达 这 类 中 的 任 一 其 它 状 态 。 这 时 ， 
并 不 排除 处 于 给 定 状 态 类 的 系统 在 某 个 时 刻 离开 这 状态 类 的 可 能 
性 ,但 是 ,系统 离开 给 定 状态 类 后 又 返回 这 类 中 的 概率 等 于 零 ， 

定义 2 Mapon 链 称 作 不 可 约 的 ,如 果 它 由 一 个 连通 的 状态 
类 组 成 .如 果 任 一 从 ; 可 达 的 状态 j 都 和 i 连通 , 则 状态 i RER 
质 的 ,否则 称 作 非 本 质 的 . 

容易 看 出 ,只 有 本 质 状 态 才 是 从 本 质 状 态 可 达 的 . 事实 上 , 设 
i 是 本 质 的 ,而 7 EA i TER. ERMIT, MRA TRK, 
义 因 为 状态 i 是 本 质 的 , 故 ; 从 可 达 , 从 而 7 了 是 从 不 可 达 的 , 亦 
PI ; 是 本 质 的 . 

于 是 下 述 推论 成 立 : 在 连通 状态 类 中 ， 或 者 所 有 状态 都 是 
本 质 的 ,或 者 都 是 非 本 质 的 . 

常 返 性 j iG) Æ Maxe 系统 在 时 刻 # 的 状态 ， 以 r= 
tiln) 表示 从 时 刻 » Fi, Maps 系统 首次 到 达 状 态 i 所 需要 
的 步 数 。 TE, (n) 由 一 串 关系 式 确定 : 

Elan + 1) >= ji ntti 1) *< j; Ela + zi) = i, 
RIISA o RR Sra = 0s 1,-…}, 其 中 S11, , EE EC) 
Eln 十 1) Eln + r) 可 测 的 最 小 9 代数 . 

变量 ra) 是 对 于 这 族 o 代数 的 随机 时 间 ， 令 

JG, j) = P(ri(n) = |ë) = i}, s = 1, 23+ 
G, D = 0. 
这 时 
PCG j) = pP j) = pC, j). 
由 链 的 齐 次 性 知 ， 概率 Gs D5 a i 无 关 . 当 3 ji 时 这 些 概率 
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FG, j)= XG, J) i> i 
sal 
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是 系统 从 状态 i 出 发 ， 或 迟 或 早 到 达 状 态 i 的 概率 。 RUL F 
G D ERB MAR i 出 发 ,经 过 有 限 多 步 后 返回 状态 i 的 概率 . 
当 FG, j) < 1 时 随机 变量 ;是非 正 常 的 

定义 3 当 FG, i) 一 1 时 状态 i 称 作 常 返 的 ， 当 F Cii) 
<1 时 状态 i 称 作 非 常 返 的 . 

不 难 建立 转移 概率 和 首次 到 达 概率 之 间 的 关系 。 这 就 是 


n 


PPG = D EG DTG, n> G) 


其 中 paG, D = 6;;。 事 实 上 , 设 是 首次 到 达 i 的 时 刻 ( 从 初始 
时 刻 算 起 ), 则 


PGG, j) = Po{U [i= INLE) = ñ | 
_ Po NEG) = 0) 
= $ Pf = e) POE) = jiy =s) 
= $ PG, DPG, D. 
AMENTO. 注意 它 的 一 种 特殊 情形 是 


pi i) = J G, i) pG, 7), (5) 
它 还 可 以 改写 为 
FG, i) = PG, iy — 2) FG, i) pG, D. 


这 公式 使 我 们 能 够 在 已 知 转移 概率 时 依次 计算 返回 概率 。 应 当 指 
出 ,为 了 计算 返回 状态 i 的 概率 ， 我 们 只 须知 道 续 移 到 这 状态 的 
概率 . 

我 们 引进 序列 {pCi, j); a= 0, 1325 J ÁG, D; s = 
0,1,2,:- JARAK P; (e), Fiil): ` 
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P;; (z) = > tli, j)z", F; (e) = > fi, DEHE 
n=0 n=0 
H (5) 式 得 
Pi(z) = pO(i, i) + > > FPC, zk pr Oi i 


n=1 k=1 


—1+ >) D PG, ist pE, zna 
&=1 =k 


= ] + 5 eCG, i )z* P; (z) 
k=1 
或 
P;; (z) = ] + P;; (z) F;; (z). 
因为 上 面 考 虑 的 级 数 当 |z] < 1 WBHE28XrW Skñg Br) RATE 5 
改变 求 和 的 次 序 。 后 一 式 子 也 可 改写 为 


. — 1 
P;; (2) IE: (6) 
类 伏地 ,从 (4) 式 可 得 ' 
Pal) = Pale) Fili Fj (7) 


现在 设 z 是 实数 并 令 ztfl1。 函数 P; (z) 和 Fu) ERARA 
数 , 而 且 根 据 Abel 定理 知 lim F;; (z) 存在 且 lim F;; (z) = F; (1) 


= FGi,i), < limP;; (=) = G(i,i) = Pi(1)， 根 据 (6) 式 得 到 
定理 1 若 GG,:)= > pCi) = 0, WRS i ERB 


的 ; 若 GG, i) = >p, i) < 00, 则 状态 i 是 非常 返 的 。 当 
i 是 非常 返 时 有 
. 1 
GCi, i) = IFG, iy 
定理 2 若 状态 i 和 i 是 连通 的 ， 则 它们 同 是 常 返 的 或 同 是 
非常 返 的 。 
证 。 因 为 i— j, 故 可 找到 m, 和 m» 使 得 por, j) > 0, 
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pG, i) > 0。 又 因 
premtoj, j) > pG, i) pCi, i) p™Ci, j) 
a | 


2, Gb D pj DD pG, D) 218 D, 
若 级 数 CG, i) REMAR CG.) 也 发 散 。 互 换 i 和 i 的 位 
置 , 我 们 就 得 到 G(j, DA GG, i) 同 是 有 限 的 或 同 是 无 穷 的 . 

于 是 ,Mapkoe 链 的 常 返 性 与 其 说 是 状态 的 性 质 , 倒 不 如 说 是 
连通 状态 类 的 性 质 . 

直观 的 考虑 启示 我 们 ， 在 无 限 的 时 间 区 间 内 返回 常 返 状态 的 
次 数 是 无 穷 的 ,而 返回 非常 返 状态 的 次 数 则 只 能 是 有 限 的 ,这 一 事 
实 是 不 难 证 明 的 . 

设 O (m) 是 系统 至 少 有 mm 次 处 于 状态 i 的 事件 ， 而 ri 是 首 
次 到 达 状态 i 之 前 的 步 数 , 则 


0 (m) = U Om)N {Ti =n}. 
设 galm) 是 给 定 5(0) 二 i 时 事件 0;(m) 的 概率 。 我 们 


有 

qalm) 一 > PCOiCm)N [ri = s]|£(0) = i) 
= > P'o(Q (m)|z; = n) PPC = alEO) = i) 
= G, POOAm) Ns = n). 

不 难 验 证 f . 


POCO;Cm)\ ri = n) = PAO(m — 1)) = gm — 1), 
于 是 | 
qalm) = Fli, j) qu(m — 1). (8) 
设 q; = guil) 是 系统 从 状态 i HS JS IR2 ZIA RA ; 89 


* 95 > 


概率 ,因为 qá = limgii(m), 帮 由 (8) 式 得 
qi; = Fli, j)gii. (9) 

定理 3 若 j 是 常 返 状态 ,; 则 4;; 二 fF(i, 门 ,特别 地 ,这 时 q; —= 
LË i 是 非常 返 状 态 , 则 对 于 任意 ; 均 有 q; = 0。 

证 . 若 F(j, 门生 1， 则 在 (9) 式 中 令 守 一 了 可 得 q; = 0, 
从 同一 等 式 又 可 推 得 g;; 一 0， 若 FG, jD = 1, WAG) 式 得 
qm) = [FG, j)]%”!= 1. mm g= 1. 于 是 从 (9) AB g; 
一 F(i, j). 

设 F(i,7) = 1. HE Mapo 性 (参看 $4, 定 理 5) 得 , 对 任 
E BES, 有 


Poe(Bn (N (Gri + 5) = ñ))) 
= POB) PP Í N (G) = io). 


根据 这 一 关系 式 可 得 

定理 4 若 F(Gi 力 一 1， 则 随机 过 程 EO = El te) 
(0) = i) 随机 等 价 于 初始 状态 为 EO = ; 的 过 程 EO, 而 且 
与 9 代数 5 无关， | 

推论 设 5(0) 二 i, i 是 常 返 状态 ,5 是 首次 返回 i 前 的 步 
数 ，5， 是 首次 和 第 二 次 返回 i 之 间 的 步 数 ,等 等 . 则 随机 变量 5， 
Ë ,5。 是 同 分 布 和 独立 的 ， 

定理 5 若 状 态 i 是 常 返 的 ,而 且 FCG, 4) > 0, 则 系统 从 状 
态 i 出 发 后 将 会 无 穷 多 次 到 达 状 态 i (Bl 4; 一 .1), 且 有 FG, i)> 
0. 特别 ,这 时 有 F(i, j) = 1. 

从 定理 3 得 知 ,返回 状态 i 的 次 数 为 无 穷 . 以 C, 表示 系统 在 
第 外 一 1 次 与 第 次 返回 状态 i 之 间 将 到 达 状 态 i 这 一 事件 。 由 
过 程 的 强 Mapxos 性 ,事件 C, 相互 独立 且 有 相同 的 概率 . 因为 P 


(U C4 ) 是 系统 总 会 在 某 一 时 刻 到 达 ; 的 概率 。 故 P(C.)> 0 
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E5 P(C) = co .根据 Borel-Cantelli 定理 得 到 ,以 概率 1 AES 


£ C, 发 生 。 而 且 系统 若 到 达 状 态 )， 则 以 后 它 还 会 无 穷 多 次 到 
ERE. 

Htl 从 常 返 状态 只 能 到 达 沼 返 状态 。 而 且 常 返 状态 是 本 
H. 

这 推论 使 早先 利用 母 函 数 方法 得 到 的 定理 2 更 为 精确 ， 

推论 2 在 包含 一 常 返 状态 的 连通 状态 类 中 ， 所 有 其 它 的 状 
态 也 是 常 返 的 . 若 系统 处 于 这 个 类 中 的 一 点 , 则 它 以 概率 1 经 过 某 
一 段 时 间 后 到 达 该 类 中 的 任何 其 它 状态 ,而 且 这 将 发 生 无 穷 多 次 ， 

常 返 的 连通 状态 类 称 做 常 返 类 . 

令 


GG, j) = Dp™i, D 
当 i = ;时 这 级 数 的 意义 已 被 前 明 ,. 现 在 建立 下 面 的 关系 式 ; 


N 

53G, j) 
lm Si = FG, j), (10) 
N0 

> Gi, i) 

n= 0 


证 明 是 基于 (4) 式 ， 在 (4) 式 中 令 2 一 1,2,..., N HERRER 
加 起 来 ,我 们 就 得 到 


Sm j) 一 > Fp CG, jD pj, j) 


n=] s=û 


N~1 N N- 


=> Sy CG, jD pG, i= 5G, j) Fy- 


s=0 n=s+1 
N= 


这 里 Fy = 2 PG j) 而 且 当 N>% 时 Fx — FG, D, N 
此 
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Sm i) N a ;Š 
-一 一 SF ep 


= N 
> pG i ” Dy) pGr) 
现在 由 下 述 引 理 即 可 得 到 (10) 式 的 真确 性 . 
引 理 1 £ {bn n =Q, 1,...,N} 是 非 负数 列 ， mE. byl 
Sé, 一 0; 则 对 任意 收敛 序 列 {cn n 一 1， 23} 均 有 


:=0 
N 
D br cna 
` k=0 — . 
lim *5%2—— = lime, 
N= L K 
>b 
k=0 





N Non 
S) brena D, éen — e) 
k=0 — em k=0 
N 
>> >; 
k=0 k=0 
N N 
Ë, D) brena 
— c Nt 十 anoni 1 . ( 1 1) 
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若 选 取 附 标 = 使 得 当 n 2 s 时 有 |c 一 cw| <8, KEE > 0E 
任意 的 , 则 等 式 (11) 后 边 第 一 项 小 于 6. 因为 c, 是 有 界 的 , 故 对 于 
HER ”, 当 一 cc 时 第 二 项 和 第 三 项 也 趋 于 零 。 引 理 证 毕 . 

因为 POG DAR, 改 在 我 们 所 考虑 的 情形 中 恒 满 足 引 理 的 
条 件 ,于 是 等 式 (10) 也 就 得 证 ， 

从 (10) 式 得 

定理 6 在 常 返 类 中 G(i,7) = 十 co; 但 若 7 是 非常 返 的 , HI 
对 所 有 i 均 有 GG, j) < s, 
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HEEE i 是 非常 返 状 态 , 风 (10) 式 左边 的 分 母 趋 于 一 个 有 
限 的 极限 ,因而 分 子 的 极限 为 有 限 . 若 i 是 常 返 的 , 则 分 尽 的 极限 
等 于 co kE FCG, 7) > 0, 则 分 子 的 极限 也 是 co。 

周期 性 “注意 , 若 pG, i) > 0, 则 也 有 pG, i) > 0, 事 
XE, pC, i) > pG, i) pG, 站 po i), D1dGi) 表示 
MAE PG, i) > 0 的 那些 ”的 最 大 公约 数 。 若 对 所 有 n > 
1 均 有 pPG,i) 一 0, 则 假定 dli) = co, 

定理 7 若 ij N 4G) = dC). 

证 .首先 , 若 ij Nj aC) 和 aG) 是 有 限 的 . 设 PG, 
i) > 0， 我 们 可 以 找到 # > 0 和 和 > 0 使 >G, j> 0 和 pm 
(可 >>0， 因 而 pG j) 2 pG i) POG, i) pG 
j) > 0, 类似 地 有 pG, j) > 0, 所 以 aG) 能 整除 (2 十 
m + 2s) — (n + m + š) = s. HEEE aG) < aG). XH š Wl 
i 的 对 称 性 得 d(O) < GRI aG) = dCi), 

推论 ”在任 一 连通 状态 类 中 dG) 是 常数 。 

特别 ,对 不 可 约 Mapkos 链 d 一 d(i) 与 状态 无 关 ， 

”定义 4 车 在 一 不 可 约 链 中 4d 一 1， 则 这 个 Mapkos 链 称 作 

非 轴 期 的 ; 若 d> 1, 则 这 链 称 作 霹 期 的 ， 而 数 d 是 它 的 周期 。 

下 面 的 引 理 是 一 个 数论 的 结果 : ' 

引 理 2 id 是 正 整数 序列 moms ton 的 最 大 公约 数 ， 则 
存在 数 m > 0, 使 得 对 所 有 整数 m> m, REHE 

md 一 > cj ni 
j=1 


有 非 负 整数 解 ci, 


UE. 设 4 是 所 有 能 表 为 x 一 D) an 的 数 * 的 集合 ,其 中 a; 
是 整数 ( 正 的 , 负 的 或 0 ). 每 一 x* 可 被 4 整除 ， 设 四 是 4 中 的 最 
小 正 数 。 因 为 对 任意 整数 名 有 z 一 kdy € 4, 故 对 任意 * 总 能 找到 
一 个 ,使 得 x = ka, (否则 可 以 找到 一 个 所, 使 得 r. = x — kido 
HAREDER 0 < x < dy， 这 与 à 的 定义 矛盾 )。 因此 加 是 
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4 中 的 最 大 公约 数 。 现 在, 令 B= | :xz 一 “中 spa 


非 负 整 数 ， 再 令 di = > KEP 数 don :可 表 为 do = N, — N3, 这 里 


NieB. i& c Es N, 的 表示 式 中 n 的 整数 系数 的 最 大 者 。 对 于 任 
BER m > 0, m = kd, + m. ÈP 0 < m, Sd. 则 若 ka > 

mic 时 有 mdo 一 kdd, 十 mido € B, WA k > dicto 或 m > 
ie + à 时 更 应 该 有 这 结论 。 引 理 证 毕 ， | 


定理 8 若 dG) < oo, 则 可 找到 和 ,使 当 n> 时 有 
. W i) > 0. 
证 . 设 n (Á = ,2,:" °, s) 是 使 得 pCi, i) >0 的 数列 ， 
又 no mtron 的 最 大 公约 数 等 于 dU). 根据 上 述 引 理 ,我 们 


可 以 找到 nos 使 当 n > no 时 有 nd(i) = = > Ck nk. 因此 po 


Ci, i) > [pG i)a, i)e LG, iJe > 0. 

推论 车 p™G, i) > 0, 则 对 所 有 充分 大 的 = 有 

pPI, i) > 0. 
事实 上 
p+r, j) > paG, i) pG, i). 

在 研究 Mapo 链 时 , 在 很 多 情况 下 ， 更 为 方便 的 是 首先 讨 
论 非 周期 链 ， 然 后 把 所 得 的 结果 推广 到 周期 链 的 方法 . 

我 们 还 要 证 明 ， 状 态 的 局 期 可 以 根据 首次 返回 概率 算出 ， 

引 理 3 状态 i 的 周期 等 于 使 得 "(i, i> 0 的 那些 = 的 
最 大 公约 数 ， 

证 . 设 Zn 和 Zw 分 别 是 使 得 PG, i)> 0 和 mG, D) > 
0 的 那些 # < N 的 集合 ,dn Mde 是 它们 的 最 大 公约 数 ， 显 然 有 
ZiC Ze IN dp > dy ME d = d. 假设 存在 这 样 的 入 , 使 当 
n < N Bj d; = d, R din > duas WA JOG, iy = 0 R pN 


G i> 0. HSA PG, D = GDA >) G, O 
. k= 
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XpNHOG, i) 推 得 ,对 某 (0< <N) OG, i) pot, i) 
>0 即 和 NT+1I 一 能 被 dv 整除 ,因而 N 十 1 能 被 dy 整除 ,这 
与 不 等 式 daa < dyn = dw FIE. 引 理 证 毕 . 

定理 9 每 一 周期 为 ¿(d < co) 的 连通 状态 类 KK 可 以 分 为 
d 个 两 两 不 相交 的 子 类 Kos K. Kz; 使 得 从 K,G < q — 1) 
只 能 转移 到 Kw, 而 从 Kai 只 能 转移 到 Ko 并且， 如 果 € K,, 
JE 民风 可 找到 N = N(i, j), 84833 n > N BJ pyar, >o, 

证 ， 设 Ko 是 所 有 这 样 的 状态 7 的 集合 ,对 于 这 集合 中 的 每 一 
状态 六 至 少 存在 一 整数 外 ,使 有 pG) > 0, 这 里 ; 是 任 一 个 从 
K 中 选取 的 状态 .于 是 i€ Ko。。 因 为 i 和 + 了 是 连通 的 , 故 可 找到 使 
得 PGi > 0 的 数 m, 它 是 的 倍数 .事实 上 , p% 人 (i, 让 之 
peL) X p”(j, i) 之 0, Nm kd + m fbt ad 整除。 因为 mw 能 
被 4 ER REE Ko 的 定义 中 了 到 任 一 使 得 对 某 丰 有 PPG, j> 
的 状态 i 来 代替 i， 集合 Ko 仍 保持 不 变 ， 我 们 现在 定义 集合 Ki 


它 由 那些 使 得 i eK 和 È pG i) > 0 的 状态 i 组 成 ,集合 K 


是 由 那些 使 得 ; € KA 22 pG, D > 0 的 状态 i 组 成 ,等 等 。 从 
集合 K, 的 定义 推 得 ,对 任意 + Ms 有 Karn CKs。 男 一 方面 ， 若 
jE K,, 则 可 以 找到 这 样 的 Jos jis ' sj = j 5 45 J, € K,(r < +)#l 
Pii j) > OBR pC jD > 0. 相反 的 论断 也 成 立 : 若 加 7 
hs j) >0, EK, j€ K, 则 ;€ K, 《因为 从 i> Jan bau i 
和 j —j 得 hni) WARK K, 和 天 (0 < r < :;<4) 
没有 公共 元 素 . 事实 上 , 设 ie K,, j€ K,, 则 可 以 找到 i iE K 
使 得 po 力 >0 和 za 人 (py i) > 0, AX hM i 是 连通 的 : 故 
对 某 w 有 pG, b) > 0， 因 而 p” G 5) 2 pG, j) pG, 
i) 之 0, 所 以 2 十 $s 能 被 4 整除, 即 m = kd — s, s dt — 5 9, 
但 这 时 有 
0 一 pi DPG, a) < penn i), 
这 是 不 可 能 的 ， 因 为 如 前 面 所 证 明 的 那样 ， 从 i 转移 到 jCii， 
hE Ko) 仅 当 所 经 的 步 数 为 4 的 倍数 时 才 有 可 能 ， 其 次 , 设 i€ K, 
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和 ;e K,， 则 可 以 找到 m 使 得 pCi, 门 > 0， 这 时 加 形 如 m = 
kd + (s— r). 另 一 方面 , 根据 定理 8 知 ， 对 所 有 n> m(i) 有 
pei I) > 0。 因 此 ,对 所 有 2 > m(i) 有 eG, ;) > 
pD, i) pto, D> 0. 定理 证 毕 ， 

我 们 约定 ,把 Ki Kitita Kaai 称 为 周期 连通 状态 关 的 子 类 ， 

更 新 理论 的 基本 定理 为 了 研究 转移 概率 pj i) 4 n — 
co 时 的 渐 近 性 态 ,我 们 需要 一 个 定理 ,人 们 常常 把 它 称 为 更 新 理论 
的 基本 定理 ， 但 是 ,我 们 在 此 讨论 的 基本 定理 只 是 后 面 所 必需 的 ， 
而 不 是 最 一 般 的 形式 、 为 了 阐明 术语 ,我 们 设想 ,对 菜 设 备 的 工作 
进行 观察 。 设 备 有 时 会 损坏 (发 生 故 障 )。 设 备 发 生 故 障 时 马上 用 

一 台新 的 去 蔡 换 。 第 n 台 (替换 ) 设备 的 正常 工作 时 间 z, 是 一 随 

机 变量 , 它 取 值 1,2,…, 而 且 rz 一 0, 1, 2,…) 是 相互 独立 同 
分 布 的 。 令 


p = Pir,= k} k=l, 2ye D P= 1. 
k=1 


和 ro tr + 十 To 称 作 第 z 次 更 新 时 刻 , 而 变量 r, 称 作 第 
n 次 更 新 的 时 间 间 隔 。 以 G(x) 表示 二 是 更 新 时 刻 这 一 事件 的 概 
率 。 事件 
{ro = n}, {To 
是 两 两 不 相交 的 ,因此 

G(n) 一 Plr 一 好 十 Plr + +, =n} + 

+e + Pirtti t eee t tamne 

而 且 当 n>1 时 G(z) < 1. 假设 6(0) 一 1。 函数 Gle) 称 作 
EFRR. 

描述 当 = 一 co 时 G(n) 的 渐 近 性 态 的 定理 称 作 更 新 理论 的 基 
KEH, 

我 们 用 a 表示 使 得 p, > 0 的 那些 = 的 最 大 公约 数 ， 当 了 一 
1 时 更 新 过 程 称 作 非 周 期 的 , 当 4 > 1 时 称 作 周 期 的 ,而 d 则 称 作 
更 新 周期 。 不 难 证 明 ， 在 非 周 期 更 新 的 情形 中 ， 对 于 所 有 从 某 个 
m 开始 的 n OIRE w 之 mw) 有 G(sn) > 0, WR ¿> 1, 则 对 所 
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EREK k (Bl k> k) A Gik) > 0。 这 些 论断 可 从 引 理 2 
推出 ， 如 果 更 新 是 非 周期 的 , 则 G 一 tm G(z) 一 二 ,其 中 一 
Er, (4 Er, = 00 时 Go 一 0). 

我 们 首先 证 明 极限 G 存在 ,然后 求 出 它 的 值 . 

引 理 4 É 7 是 随机 变量 , 它 取 值 n(n 一 0,+1, +2,- D 的 
概率 是 pa J(u) 是 变量 的 特征 函数 . 若 4 一 1, 则 当 || < 
2r H s= 0 时 J(u) = 1, 

证 .我们 有 

Jla) = E ¿i = 5 Pn e 
设 J(ua) 一 1, | uol < 2x sto = 0, 则 有 
0 = 1 — Re J(u) = > (1 — cosnw)p,, 


因此 对 于 所 有 使 得 pe > 0 BJ 2 8 cosnu,= 1 或 nu = 2Km=. f 
取 这 样 的 整数 序列 nis 129°**, Rss 使 得 Px, > 0 而 且 它 们 的 最 大 
公约 数 是 1， 于 是 ww 一 2=k,.( r = 1,2,1,3 s) 另 一 方面 ， 方 


程 >, wm = 1 有 整数 解 ,, 故 


to 一 >; a, n, th = 2x 2) ask, = 2xh, 


r=1 +=1 


其 中 如 是 整数 ,这 与 条 件 ml < 2x FE. 
引 理 S 如 果 更 新 是 非 周 期 的 , 则 极限 G. 一 lim G(n) FE. 


W. š 
G(z, n) = > z' p (s),n > 0,0=< z< 1, 
£= 0 


其 中 Pals) = P{y， 一 n), m, = T + z, + :: ° + Tis 对 于 5 之 1 
和 p,G0) 一 0。 由 朝 级 数理 论 的 Abel 定理 得 
G(s) 一 lim G(z, n), 
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因为 随机 变量 的 特征 函数 等 于 [7Cw)]', 妈 
OO = S (e, 
其 中 JON 是 随 讽 变 量 忆 的 特征 函数 ， 由 此 得 
Pas) 一 十 | em" {J(u)] du, 


办 此 
a m, 
G(z, n) = 二 — aJa y > 0. 
4a <0 时 上 式 右边 的 积分 等 于 零 . 所 以 


_ 1 ” cosnudu_ 
G(z, n) = - | zu 


令 Karu) 一 ÈRC 一 zj) 因为 GC, n) RKRN M 


G(z, n) = | b(z,u)cospudu, 


由 更 新 的 非 周期 性 和 引 理 4 知 , 核 AC, u) Ce E [0,1], 0 一 lz 天 
2r) 是 正 的 和 连续 的 。 因 而 对 任意 6 > 0 
G(n) = im 人 À(z, u)cosnudu + | h(l, u)cosnudu. 
atil-e s<iul<x 
(12) 
在 此 令 n= 0, 我 们 就 看 到 极限 
h= lim | aG, udu 
存在 且 有 h < G0). 因为 当 6 | 0 时 4 是 递减 的 , 故 极限 lim 
h, = h 也 存在 ,从 而 二 重 极 限 
tim lim |° hl(z, u)cosnu du = h 
也 存在 。 现 在 回 到 公式 (12), 我 们 看 出 多 1, u) 是 区 间 (—=, x) 
上 (在 Cauchy 意义 下 ) 的 可 积 函数 ,而 且 


G(n) = h + j h(i, a)cosnudu, 
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因为 ACI, u) 是 可 积 的 , 故 由 Riemann-Lebesgue 定理 有 
lm| 40, u)cosnudu = 0, 
这 就 证 明了 lim G(z) =} 存在 。 
定理 10 若 更 新 是 非 周 期 的 , 则 
lm G(n) = = m= Er, 
ii B E r, = oo, Mlm GC) = 0. 
HE. 由 上 述 引 理 知 ,极限 lHmG(n)= A FE, KAARTE 
级 数 的 Abe 定理 可 得 
4 一 im 人 1 十 HCO — G(n 一 1)1) 


= lim el — z)G(n) = lim(1 一 z) 浆 (>z)， 


其 中 oa) = > z" G(n) 是 序列 {GCa); s = 0, 1,: JAURE 
。 因 为 变量 z, 是 独立 同 分 布 的 ， 故 Gle) 满足 方程 
Gn) = Da) + 31 GG — Dp n > 0 (13) 


Cln) = 0 23 n>0, 80) =1). A z" 乘 这 等 式 并 对 所 有 s 2 
0 求 和 ,我 们 就 得 到 

Plz) = 1 + FCC), lel, 
其 中 Fle) 一 > pn z". TE 


Pz) = [1 — F(z)], 
i- pj T, 


zt1 1— z 


# m 一 oo, 则 对 任意 六 > 0 有 
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由 此 可 得 四 一 0. 但 若 m <o}, 则 考虑 到 当 |s| < 1 时 | 二 i 


到 2 我 们 就 得 到 
. 1— FCs . < 1-— z z 
im 一 imb p oy T 2) PI n = m. 
定理 证 毕 ， 
推论 ” 若 更 新 有 周期 a, 则 
lim G(nd) = È, m— Er. (14) 


事实 上 , 若 给 定 的 更 新 是 周期 的 ， 它 的 周期 是 4, 则 更 新 时 间 
BRA z, — = 的 新 的 更 新 是 非 周期 的 。 #G'(n) 是 这 个 新 的 更 
MERES CCo) 一 Clm). -HT Er, 一 Eru 
村 , 故 由 刚才 证 明 的 定理 可 得 (14) 式 。 


转移 概率 的 极限 定理 
定理 11 设 pCi, 站 是 不 可 约 的 常 返 非 周期 Mapkos 链 的 
转移 概率 ， 以 m; 表示 普 次 返回 状态 i 之 前 的 平均 步 数 ， 


m; 一 > af” Ci, ih 





则 对 任意 7 有 
lm p”G, Ð = 1. (15) 
n>n m: 


证 。 设 是 首次 返回 状态 i 之 前 的 步 数 ,zt 是 首次 返回 和 第 
二 次 返回 这 状态 之 间 的 步 数 等 等 ， 根 据 定理 4 的 推论 ， 变 量 r, 
rro 是 相互 独立 同 分 布 的 且 取 不 小 子 工 的 整数 值 ， 此 外 
还 有 
P(z, = s) = f”, i), 2 G, i) = 1. 
变量 rz。 的 数学 期 望 等 于 mi。 我 们 考虑 这 样 的 一 个 更 新 过 程 。r。 
是 它 的 更 新 时 间 阐 卫 。 在 这 里 fCi, i) 和 PG i) 分 别 起 着 
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Pa 和 G(n) 的 作用 。 因 为 链 是 非 周 期 的 , 故 由 引 吾 3 知 ,更 新 也 是 
非 局 期 的 。 
从 定理 10 得 等 式 
lim p”CG, i) = +, 
它 是 (15) 式 在 7 = i 时 的 特殊 情形 。 现 在 不 难过 渡 到 一 般 情 形 ， 
利用 (4) 式 可 得 


OD Tp, i) pG, i), 
Oli. j; t=1 
>! (7, i) 


7G, i) = Gi 
50G, i) 


k=1 


EEA n —co 时 有 G, 门 一 0 AAG, D — 1 GRRE 
k=1 


不 可 约 性 和 常 返 性 ) ,再 应 用 引 理 1 就 得 到 一 般 情 形 的 (15 ) 式 ， 
常常 把 刚才 证 明 的 定理 称 为 “Mapxog 链 的 遍历 定理 。 有 关 
遍历 定理 的 进一步 论述 可 参看 $ 8. 
定理 12 车 不 可 约 的 常 返 Mapkos 链 是 周期 的 ， 它 的 周期 
是 4, 则 


limp"®G, i) = Å, (16) 
n> mi 


若 玉 ,是 定理 9 中 引信 的 子 类 :而且 16 K,, je K,,WJ 
d 1 = s — r(mod a), 
lim pato, j) = 4m; (17) 
0, ¿= s— r(moda), 
证 。 从 引 理 3 得 知 ， 不 可 约 Mapkos 链 和 证 明 前 面 的 定理 时 


引入 的 更 新 过 程 有 相同 的 周期 , 故 等 式 (16) 可 直接 由 定理 10 的 推 
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论 得 到 ， 根 据 定理 9 有 : | 
p" (i, I) = 0 对 于 i€ K,, j€ K, 和 1> + — r(mod 4), 
因此 ,例如 车 + < s, Wj 


prti, j) = > prito, j) pre, j). 
k=0 


正如 定理 11 的 证 明 一 样 ,利用 引 理 1 即 可 完成 17) 式 的 证 明 。 

定义 5 常 返 状态 i REFERER WMR limp PG, i) = 0; 称 
做 正 状 态 , 如 果 limp PG, j) > 0. 

在 一 常 返 状态 类 中 所 有 状态 或 者 同 是 正 的 ,或 者 同 是 零 的 . 事 
实 上 ,如 果 :< 一 "1, 则 由 不 等 式 

pG, i) S pG, i) PPG, i) POG, i) 
推 得 
limp”?(Çi, i) > limp"?(j, J), d =d; =d;, 

这 里 mw 和 s 是 使 得 pG, > 0 和 p OG, i) > 0 的 数 。 交换 
i 和 的 位 置 ， 我 们 就 得 到 欲 证 的 论断 . 

我 们 把 得 到 的 结果 归纳 如 下 : 

定理 13 a) 状态 i 为 非常 返 的 充分 必要 条 件 是 G; = 


S aG) < oo， 这 时 对 所 有 š 


G; = DJ p”G, j) < G; < co ,lim pG, j) = 0. 
n=1 


b) 设 7 是 常 返 状态 , 它 的 周期 是 4, 而 平均 返回 时 间 是 m; 35 
i 是 从 7 可 达 的 , 则 i 也 是 具有 相同 周期 4 的 常 返 状态 , 它 和 了 同 
时 是 零 状 态 或 正 状态 ,而 且 存 在 只 依赖 于 i 和 了 的 人 ,0 < k <a, 
使 得 
d 
lim pitoi, j) = 4; (18) 
0, r = Kk(mod a), 
c) Ai j 属于 同一 常 返 类 , 则 
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1 1 - 
li + (n) P ; = 一 。 19 
lm? (i, j) m, (19) 


论断 c) 是 b) 的 直接 推论 ， 另 一 方面 , (19) 式 不 像 论断 b) 
那样 , 它 没有 反映 周期 的 与 非 周 期 的 状态 类 之 间 的 区 别 . 

如 果 一 不 可 约 常 返 MaproB 链 的 状态 是 正 的 ( 零 的 ), 我 们 就 
把 这 链 称 做 正 的 ( 零 的 )， 


TEEARU, FESE Maxo 链 是 常 返 的 ( 正 的 或 堆 
的 ) 性 质 与 线性 方程 组 


>; G, ijti = x; š € ], u QV 
和 它 的 转 置 方 程 组 otp | 

È eC, i) = xj iel . (21) 
的 非 平凡 解 有 密切 的 联系 。 


如 果 方 程 组 (20) 有 非 负 的 可 和 解 , 即 x; > 0, Sr; < o0, 则 可 
以 认为 Zx; 一 1, 而且 这 样 的 解 可 以 看 作 是 一 个 产生 平稳 Mapxoa 
过 程 的 不 变 初始 分 布 x; = P(¿(0) = i} = P{E(1) 一 让 一 …， 
另 一 方面 , 存在 具有 给 定 转移 概率 的 平稳 Mae 过 程 等 价 于 方 
程 组 (20) 存 在 非 负 可 和 解 。 

就 转 置 方程 组 (21) 来 说 。 存 在 非 平凡 解 x; 一 。 这 一 事实 是 
显然 的 。 常 返 Make 链 的 一 个 特点 是 对 应 于 它 的 方程 组 (21) 
没有 其 它 的 非 平 凡 非 负 解 。 而 且 我 们 还 有 下 面 的 定理 。 

定理 14 不 可 约 Make 链 是 常 返 的 ， 当 且 仅 当 不 等 式 组 


> pG, Dri xi, i € 1, (22) 
7 ET 


除了 形 如 x; = c G € I) 的 解 外 没有 其 它 非 负 解 。 

证 .假设 链 是 常 返 的 ,而 且 < 之 0 (i€ 1) 是 方程 组 (22 ) 的 
一 个 解 ,我 们 选取 任 一 所 > 0 《车 这 样 的 n REE WIS x= 
0)， 由 (22) 式 得 
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x; 之 > pli, D2, pCi, k) z, = > pCi, k)xra 
再 由 归纳 法 可 得 I 
r> 21 pG, Oa, | 
对 于 每 一 i, 可 以 找到 使 得 po( 1) > 0 的 n, 因而 x > >G, 
Dx: > 0. 于 是 对 所 有 i EISA <; > 0. Qsim Rh 是 


一 任意 选取 的 状态 。 我 们 有 y> > pG, Dy pi, DD + >; 


i+i 


.p(i, j)y;。 将 这 不 等 式 应 用 于 在 它 右 端 出 现 的 y;, 我 们 就 得 到 
y; Z pCi, I) + 5 pli,1) pli, I) 十 22 pCi, i) pli, k)yr 
il FU RE 1 


= JG, 1) + JG, 1) + > PPCG, k)yrs 


式 中 pP, k) = > PCi jD PG, k) 是 从 状态 i 出 发 ,经 两 步 到 


KRE K 而 中 间 没 有 经 过 状态 L 的 概率 。 反复 使 用 这 方法 可 推 得 
不 等 式 


y; 之 = > JG, 1) + > mpi, kyr» 


这 里 PTG, k) 是 从 状态 i AR E Np e EJ k 而 中 间 没 
有 经 过 状态 1 的 概率 。 在 上 式 中 令 N 一 co 就 得 到 


> >) FG, 1) = 1, 

即 x; > x. 

因为 i 和 ?1 是 任意 的 , 放 x; = x, = 常数 , 即 不 等 式 组 (22) 除 
T x= c, icl Gi (22) 的 所 有 式 子 均 变 成 等 式 ) 外 没有 其 它 
的 非 负 解 。 

现在 设 链 至 少 有 一 个 非常 返 状 态 (这 时 没有 用 到 链 的 不 可 约 
BE). 设 a= l; x; = FG, I) 当 i 天 1, 这 里 /是 任 一 非常 返 状 
E. 注意 不 会 对 所 有 i(i 关 1) 均 有 FG, D 一 1， 事实 上 ,假若 
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不 然 ， 我 们 就 有 FUL，1) = Slpü, DF(k, DD + pli, D = 
k= t 
> p(1, k) = 1, 这 与 状态 ! 的 非常 返 性 相 矛 盾 。 于是, 上面 定义 


的 此 负数 «不 全 相等 。 对 于 il, ROA 
x; = FCi, l) = > pli, k) F(k, 1) + pli, 21) 一 > bt, K)xk 
和 
x= 1> F(l, l) 一 > PCi, Kxes 
kE! 


即 (z; ie 是 不 等 式 组 (22) 的 不 全 等 于 一 常数 的 非 负 解 。 定理 
证 毕 ， 
现在 , 我 们 研究 不 变 初 始 分 布 的 存在 性 与 Mapkos 链 的 常 返 
性 之 间 的 关系 问题 , 亦 即 关于 常 返 链 的 方程 组 (20) 的 可 解 性 问题 。 
定理 15 iZ Mapo 链 是 不 可 约 的 和 和 常 返 的 , 则 方程 组 (20) 
不 可 能 有 多 于 一 个 满足 条 件 


> ll < @%,> 好 一 1 (23) 
的 解 。 如 果 链 是 正常 返 的 ， 则 方程 组 (20) 的 满足 (23) 式 的 解 形 如 
ml pms 


如 果 链 是 零 常 返 的 ， 则 方程 组 (20) 的 唯一 绝对 可 和 解 是 平凡 的 
(x; = 0). 

证 .首先 证 明 , 在 条 件 (23) 之 下 方程 组 (20) 的 解 的 唯一 性 , 设 
存在 这 样 的 一 个 解 , 用 pG, k) 38 (20) 式 并 对 所 有 i 求 和 就 得 到 


MK = 之 x; pli, k) = >> xipi» i) pli, k) 
= Dy xD) pG i) pG, k) = > rip0G;, kD. 


因为 上 式 中 的 二 重 级 数 绝对 收敛 , 夏 可 以 交换 求 和 次 序 。 类似 地 ， 
我 们 可 得 
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x, = D>; xi G, k). (25) 


Sw(j, k) 一 SÈ PG, k), 
则 
= > x; Svw(7， k). 


考虑 到 S.G, k) —> mt 以 及 级 数 》) z 的 绝对 收 伍 性 ， 在 上 式 
中 取 极 限 就 得 到 | 
a= D zi mi = m, (26) 


这 就 证 明了 方程 组 (20),(23) 的 解 的 唯一 性 ， 由 此 还 可 推 得 ,如 果 
链 是 零 常 返 的 , 则 对 所 有 kel 均 有 x, = 0. 

现在 证 明 对 于 正常 返 链 ，(24) 是 我 们 所 要 求 的 方程 组 (20) 的 

解 ， 设 了 是 工 的 任意 有 限 子 集 ， 由 不 等 式 pHa D> 2 P 


(k, j) pj, i) 得 


Snak, i) 一 ET pCk, D> y 


取 N 一 colf Bg R ,我 们 就 得 到 
vi 之 > vi pCi, i). 





js i). 


现 设 了 一 71， 于 是 有 n> arD. MG, DRITE 
并 对 不 求 和 就 得 到 不 等 式 
v> D vi PG, k) 2 2) vi pC, L), 
继续 这 一 程序 可 得 
v = > vi pCi, k) HER n> 1. 
MR 2 Eskih3E pi 3t— 4 2 shu KS ka? WA 
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> > DrD, pG, k) = D vs 
€l igl ket iel 
这 是 不 可 能 的 。 因 此 


n= 2; v p”G, k), k€l,n=1,2,: °, (27) 
特别 , v; 构成 方程 组 (20) 的 解 ， 由 (27) 式 得 
一 之 vi SnG, k). o G) 


我 们 指出 ,由 不 等 式 2 p”C, D< aoD< ia 
> vi 万 1 对 任意 有 限 的 ICL 因此 这 n< 于 是 我 们 可 以 


ker 


在 (28) 式 中 取 N — co 的 极限 ,这 就 产生 等 式 n= 21 vi vi， 


而 >) vi 一 1， 故 方程 组 (20) 的 解 ”满足 条 件 (23)， 定 理 证 毕 。 

注 . # Mape 链 是 任意 的 ，{zi; ¿€ 1) 是 方程 组 (20) 的 绝 
对 可 和 解 ,& 是 非常 返 状 态 , 则 xx = 0, 

这 论断 可 从 以 下 事实 推出 : 可 以 在 等 式 (25) 中 取 n— co 的 
极限 ,而 且 对 于 任意 非常 返 状态 《都 有 limp"(j, k) = 0, 

推论 

` 1. 不 可 约 Mapkos 链 是 正常 返 的 , 当 且 仅 当 方程 组 (20) 有 非 

平凡 绝对 可 和 解 (x; ie TY z = cvis 这 里 < 是 常数 ,vi 二 0， 

2. 不 可 约 Mapkos 链 有 不 变 的 初始 分 布 , 当 且 只 当 它 是 正常 
返 的 . 
3。 若 链 是 正常 返 和 非 周 期 的 , 则 方程 组 (20) 的 满足 (23) 的 唯 
一 解 形 如 E 
z; = v; = lim p”, i). (29) 
最 后 一 论断 由 以 下 事实 推出 ， 对 于 正 的 非 周期 链 ， 极 限 lim 
pG, 1) 存在 , 故 由 (24) 式 可 推出 (29) 式 ， 

从 上 面 的 定理 知 ， 对 于 零 常 返 链 方程 组 (20) 不 可 能 有 非 平凡 
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的 绝对 可 和 解 。 但 是 ， 它 有 一 个 重要 的 非 平 凡 不 可 和 解 。 为 了 获 
得 这 个 解 ,我 们 引入 有 禁区 的 转移 概率 (简称 禁区 概率 ), 它 是 首 达 
概率 这 一 概念 的 推广 ,我 们 在 证 明定 理 14 时 已 遇见 过 。 禁 区 概率 
PPG, D 是 从 初始 状态 出 发 后 第 # 步 到 达 状 态 i 而 且 在 时 刻 1， 
2," n 一 1 没有 到 过 状态 ! 的 概率 ， 于 是 

PPG D= 2 G iD Go h) pO, j), n > 1, 


irii jt 
itli rals n=l 


PPC j) = plis J), pG, D = fPG, 12. 
我 们 又 设 
za J) = 8G, j). 
类 似 地 可 引入 禁区 概率 ua 久 22， 这 时 禁区 是 某 一 状态 集合 H, w 
果 有 两 个 状态 L i 被 禁止 到 达 ， 则 禁区 概率 up pG, i) 可 以 
合乎 逻辑 地 用 1f""(i, i) 来 表示 ， 这 是 从 初始 状态 i 出 发 后 第 ?= 
步 首 达 状 态 j, 而 中 间 没 有 到 过 状态 i 的 概率 ， 


我 们 指出 下 面 两 个 等 式 : 
PPC, = DY oG, D PG, D, (30) 
k=i 
PPC i) = DY pG, iDan pG, DD. .. (31) 
k=1 


公式 (30) 右 端的 每 一 项 给 出 从 初始 状态 i BREER b (k < n) 
首次 到 达 状 态 j, 然 后 在 第 步 又 到 达 状 态 记 而 在 这 步 中 没有 到 
过 状态 1 的 概率 .将 这 些 概率 对 求 和 就 给 出 (30) 式 的 左 端 .(31) 
式 右 端的 每 一 项 有 如 下 的 意义 ， 它 等 于 从 初始 状态 ; 出 发 后 第 不 
步 (k < n) 到 达 状 态 i (这 是 第 # 步 之 前 的 最 后 一 次 )， 然 后 在 第 
n 步 到 达 状 态 p MENA. 之 前 没有 到 过 状态 1 的 概率 。 特别 
地 ,由 (31) 式 得 ( 当 1 — ; 时) 
1G, i) = > PH, iy CG, i), (32) 
k=1 
我 们 引入 如 下 的 母 函 数 
4: 


Pil) = > (pG, j)z°, 
n=0 


Fiale) = 5 TG, jz", T(G, i) = 0, 


. 等 式 (30) 和 (32) 的 右 端 是 两 个 序列 的 卷 积 ,因此 
Piila) = F al) Phl), Fil) = Piha. (33) 
注意 级 数 ,Fi(z) 当 z 一 1 时 收敛 ， 而 且 若 状态 上 和 i 连通 ， 则 
iFa) > 0， 在 这 假设 下 ,(33) 中 的 第 二 个 式 子 表明 , 当 z 一 1 时 
让 ii(z) 存 在 有 限 的 极限 ,因而 jPi(1) < co. š 





(GG, j) = > apC, iD. (34) 
， n=0 š 

FÆRRE: Ti 连通 , 则 | 
GG. i = EuQ) 
iG(i, i) FD < co, (35) 


另 一 方面 ，(33) 中 的 第 一 个 式 子 给 出 
¡C(s 力 一 ;FLDGGO， 力 。 
因此 
GG, j) < ;GGji, j) < %, (36) 
间 过 头 来 讨论 方程 组 (20) 的 解 ,我 们 证 明 下 述 定理 。 
定理 16 设 /是 不 可 约 常 返 Mapo 链 的 任意 状态 , 则 方程 


组 (20) 有 非 负 解 
r= 1, x; = G0, i jG), icl, 
证 ， 设 
u= l; x; = ,G(1, i) (š = ID. (37) 
当 £= 1 时 有 ` | 
> uipCis i) = pCI, i) + > iG(1, j) pCi, i) 


= ü, ) + 5131 G, i) pG, D 


i#ls=1 
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= p(l, i) + > pV, i) = GC, i) = u;, 
n=1 
如 果 i= 1N] 
D uG, D) = p0, D+ DO, D 
、 s= 1 


jel 


= > fQq, 1) = u. 


定理 证 毕 . 
现在 讨论 方程 组 《20) 满足 条 件 a= 1，w; 之 0 的 解 的 唯一 
性 问题 ， 为 此 我 们 利用 连 系 于 引入 逆转 Mapo 链 的 方法 . 
首先 假设 链 是 正常 返 的 ,而 {vj; JEL) 是 不 变 的 初始 分 布 。 
考虑 一 对 应 于 初始 分 布 {v 7j6 1} 的 平稳 Mapkoe 过 程 ， 以 
PO 表示 对 应 于 这 过 程 的 概率 测度 。 我 们 引入 条 件 概 率 
qi(jis js, ia) = POE — 1) = j, ¿(z — 2) 
= hytte EG — n) = hal SG) = ii), 
其 中 :> w; 我 们 有 ` 


dilis jast, ja) = ie Panjos) PUn- ja-2)* POs £) 


t; 





= Cis h) Ihis a) tta in-is Ja) 
其 中 aG, i) = pG DE , 
于 是 在 一 平稳 正常 返 MaproB 链 中 ， 通 过 改变 计算 时 间 的 方 
向 (从 现在 到 过 去 ) 而 得 到 的 条 件 转移 概率 也 对 应 基 一 Maps 链 ， 
应 当 注意 ,所 有 > 0, 因而 4G, i) 20,>1 4G, = T > 


vi EZI 


5 氏 j， 巧 一 十 一 1。 上 述 构造 不 仅 可 应 用 于 正常 返 Mapkos $£, 


而 且 世 可 应 用 于 任意 的 常 返 ( 即 也 包括 零 常 反 ) Mapkos 链 。 为 此 
目的 , 我 们 考虑 方程 组 (20) 的 任 一 正解 (x; je I) 《下面 将 要 证 
明 这 样 的 解 存在 ) 并 设 


*116* 


| aCi, i) = pC, š) ° =. . (38) 
如 同 前 面 一 样 , 这 时 有 
4G, i) 2 0,24G, i) = 1. 


我 们 指出 p n 步 转移 概率 有 
qi, = > G, h) gj, h) :gjss i) 


jl," In 


一 5 Pho i) pO h. h): “ "PCi, in), 
DE x; 


Bp 
qi, j) = FE pi, i). (39) 


x; 


后 此 可 得 以 下 推论 : 

如 果 原 有 链 是 不 可 约 的 , 常 返 的 , 正 的 或 零 的 , 则 逆 链 也 具有 
同样 的 性 质 . 

根据 比 的 极限 定理 推 得 ， 当 链 是 常 返 时 有 


SG, D 
tn BEI = 
lm =l, 
$4”, i) 
n=0 


利用 (39) 式 可 得 
> p”G, i) 
一 一 
> pG, i) 


下 述 定理 是 上 面 得 到 的 关系 的 一 个 推论 : 
定理 17 对 于 不 可 约 常 返 链 , 方程 组 (20) 满 足 条 件 n=] 


的 非 负 解 是 唯一 的 。 这 时 x; = ,G(¿, i) H. 


=", (40) 
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5 pG, i) 


i iG iD, (41) 
“G, D) 

《41) 式 可 从 方程 组 (20) 的 解 的 唯一 性 和 定理 16 推 得 ,而 唯一 

性 则 由 在 对 所 有 i 均 有 xi 二 0 的 假设 下 的 (40) 式 推出 ， 于 是 ， 

根据 定理 16 我 们 只 须 证 明 , 若 {x;; 7€ 1} 是 方程 组 (20) 的 非 负 非 

平凡 解 , 则 xj > 0。 这 论断 的 推导 如 下 : 对 于 (20) 的 非 平 凡 解 我 
们 有 

+£; = >; xpi, i) = >; > xr plR, 1) pG i) 


了 


~ 之 xk > Pk, i) pO, i) = > Fk p(k, i) 


由 归纳 法 易 得 x; 一 D apk i). 设 x 之 0; 对 于 任意 i, 可 以 
ket 

找到 # 使 得 p”, i) > 0, 因此 x; = x; p”, i) > 0, 对 于 方 
程 组 (20) 的 这 个 给 定 解 , 我 们 构造 相应 的 逆 链 并 令 x = 1， 则 由 
(40) 式 就 可 得 到 <; (ie ID 的 唯一 性 . 根据 定理 16 我 们 有 y= 
GU, i), 

注 ， (40) 式 是 关系 式 EaN- p”G, i) = v; 《对 正常 返 链 
此 式 成 立 ) 的 推广 ， 这 里 {v;} 是 不 变 的 初始 分 布 ， 


定理 17 可 以 加 强 为 
定理 18 对 于 不 可 约 常 运 Mapxos 链 ,不 等 式 组 . 
a> D gp ihai, r= 1 (42) 


有 唯一 解 ,而 有 r= 2 x; pO i i€ 1, 
根据 定理 16 ,我 们 只 须 证 明 (42) 的 解 的 唯一 性 。 引信 带 有 转 


BHE CG, j) = pG iy #L 的 逆转 Mapxkos 链 , 这 里 u 是 方程 组 
《20) 的 正解 。 逆 链 是 不 可 约 的 和 常 返 的 ， 我 们 有 
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ai, i) = PG, i) < S., = I, 
> £ p” Wi uj m 
但 由 定理 14 知 ,不 等 式 组 
I DG, j)y; < Yis yi = I 
i 


有 唯一 的 非 负 解 y; = 1， 因 此 % = ú; 对 所 有 € 1， 定 理 证 毕 ， 


$ 6. 格子 上 的 随机 游 动 


不 可 约 性 

定义 1 向 量 z 一 2，oei 的 集合 Z 称 作 格子 , 这 里 e (G= 
1, `... s) 是 弦 ” 中 的 线性 无 关 向 量 ，a; 是 整数 (a= 0, +1, 
+2,: …)， 

显然 ，Z 是 包含 向 量 et， c， es 的 最 小 加 法 群 。 数 * 称 
做 这 格子 的 维 ， 而 向 量 e, os, é, 是 它 的 基 。 如 果 í< m, 
格子 称 作 退 化 的 ; 当 s= m 时 是 非 退化 的 . 

在 格子 Z 上 的 随机 游 动 (¿(a); 2 一 0，1，2,*…*} 由 公式 
Cn) 一 x+ 十 三 十 … 十 (4 守 1) 和 250) 一 x 定义， 其 中 x 是 
一 非 随 机 向 量 , 它 表 示 随 机 游 动 的 初始 位 置 ，x€ Zi b, Fu, 
io 是 取 值 于 Z 的 独立 同 分 布 随机 向 量 . 假设 pe) = Plis 
x} z€ Z. # x€ Z (% 一 0,1,:…,#), 则 由 随机 洲 动 的 定义 有 

P 人 (0) = x,¿(1)= x... bn) = xa} 


= (n — x) H X — xO. 


因此 格子 上 的 随机 游 动 就 是 可 数 状态 齐 次 Maproa 链 的 一 种 特殊 
情形 ， 它 的 一 步 转移 概率 是 pray) 一 p(y 一 *)。 随 机 游 动 与 一 
般 的 可 数 状态 齐 次 Mapo 链 的 区 别 在 于 它 的 转移 概率 具有 空间 
齐 次 性 这 一 基本 特征 ， 

plx + z, y + z) = p(x, y) = phy — z). 
这 个 性 质 只 不 过 是 游 动 的 位 移 向 量 Ena = ¿(n + 1) — ila) 对 
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游 动 在 给 定时 刻 的 位 置 的 独立 性 的 另 一 种 表示 。 WA, n 步 转移 
概率 也 具有 空间 齐 次 性 ; 

pC + z, y + 2) = P(¿(n) = y + z|£(0) = z + z) 

= P(¿(s) — 0) = y — x| (0) = xy = p(y — x), 

这 里 pP) = P(E, + E, + e + Ë, = xY PE n 48 SR A 2y f: 
随机 向 量 之 和 取 值 * 的 概率 . 

根据 游 动 的 空间 齐 次 性 推 得 。 若 Z HAAA EA x 可 达 的 
点 组 成 集合 Ka, W) K, 可 表 为 Ko, 十 x WER, RE K, ÆA O 
OE K) 可 达 的 点 集 。 为 了 描述 集合 K,, 我 们 引入 集合 D, 它 由 所 
有 使 得 p(x) > 0 的 点 z€ Z 组 成 。 集合 DD 称 作 随机 向 量 š, 的 
分 布 的 支承 。 从 0 经 一 步 只 能 到 达 DD 中 的 点 , 从 0 经 两 步 能 够 而 
且 只 能 到 Z 中 那些 可 以 写成 x= x, + x 的 点 ,这 里 z;€ D G= 
1, 2)。 令 HH 表示 A” ARAWN x 一 me + + + nz, RA 
其 中 20, n(k 一 1,'…*,s) 是 任意 正 整数 和 ré D， 显 然 

Ko = H4, 

BU H, 是 所 有 那些 从 0 可 达 的 点 集 . 

Zz 中 的 两 点 x 和 y 称 作 连 通 的 , 如 果 r yeH, 和 y 一 x 
€ H.. 设 i 

H, = H N {H}. 

$ 5 中 所 描述 的 关于 连通 状态 类 的 分 解 现在 变 成 : H, 是 包含 
零点 的 状态 类 , 其 余 所 有 的 连通 状态 类 均 形 如 H, = x, + Hys Ë 
E n EZ hE IE r — x;€H,(k = j) 的 序列 ， 

从 随机 游 动 的 空间 齐 次 性 推 得 ， 不 同 的 连通 状态 类 或 者 同 是 
本 质 的 ,或 者 同 是 非 本 质 的 ,因此 本 质 性 或 非 本 质 性 是 随机 游 动 的 
整体 属性 . 

本 质 性 条 件 等 价 于 要 求 H, 一 {一 Hi}， 这 意味 着 日 ; ER. 

于 是 ， 为 使 随机 游 动 的 状态 是 本 质 的 ， 必 须 且 只 须 民 的 子 集 
H. ER. 

应 当 指 出 ,对 于 随机 游 动 的 研究 来 说 ,连通 状态 类 的 划分 和 在 
这 些 状态 类 内 游 动 性 坊 的 研究 并 不 能 反映 其 特性 ， 
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现在 引信 能 表 为 x 二 x 一 y 的 点 ?之 集合 恕 ,这 里 r yeH. 
五 是 包含 从 0 可 达 的 点 z€ Z ORDNE, RRR EH, H 是 
弦 " 中 的 一 个 格子 (其 维 数 可 能 较 低 )， 由 此 推 得 , 在 研究 随机 游 
动 时 可 以 限于 讨论 这 样 的 情形 , 即 假定 五 就 是 空间 缀 ”中 所 有 只 
有 整数 值 坐标 的 向 量 组 成 的 格子 Zz。 我 们 用 Z” 表 示 空 间 A” rh 
所 有 整数 值 向 量 的 烙 子 . 

下 述 定 理 带 有 纯 代 数 的 性 质 , 

定理 1 线性 空间 A” ARN r EMER H (HC Z”) E: 
一 7 ERT. 

UE, 设 ”* 是 互 中 线性 无 关 向 量 的 最 大 数目 ， 我 们 证 明 存 在 * 
个 这 样 的 线性 无 关 向 量 x € 曰 ,使 得 日 就 是 形 如 ar + ax 十 - ° 
十 ar, 的 向 量 集合 ， 这 里 a, 是 任意 整数 (at 一 0, 土 1, 土 2,-…， 
太一 1,2 r). Uk zf, zF, ,x 是 是 中 任 一 最 大 线性 无 关 向 
量 组 ， 则 每 一 向 量 +€ H 可 表 为 


r= D bra, (1) 
E ` | 





其 中 愉 是 实数 ， 另 一 方面 大 一 > cu ci 这 里 cu 是 整数 征 条 


阵 (cal 的 秩 等 于 r .(1) 等 价 于 线性 方程 组 >，Ahict = as j= 
k=1 
1， 2 …， mn, 其 中 oj 是 x 在 基 (e; i= l,e m} 中 的 整数 值 坐 
标 . 由 此 可 得 , 当 0<¿, < 工时 只 能 存在 有 限 多 个 形 如 (1) 的 向 量 ， 
mE b 是 有 理 数 ， 因 此 , 若 B 是 所 有 hahana, WA) 式 
可 写成 
t= D ca ys y = Ë, 
` k=1 I 

其 中 ex 是 整数 ， 现在 考虑 任 一 带 有 整数 值 坐标 的 线性 变换 x 一 
> nki Yi (k=1,* `". r), ARHAR Sri" Zy 在 基 {y= l, 
r} 中 的 坐标 组 成 的 行列 式 
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nu’ * hirr (2) 


**<a... 


V(z, R29'*", z,) 一 


当 且 仅 当 向 量 组 xz， z, 是 线性 元 关 时 这 行列 式 取 异 于 零 的 整 
数值 .我 们 选取 一 向 量 组 s， …，s， 使 得 REH 且 行 列 式 Q) 
取 最 小 正 值 。 这 样 的 向 量 组 是 存在 的 。 以 4,"'* ,1; 表示 对 应 的 


商量 。 如 果 对 某 z€ HER x = Ddr h 中 的 di 不 全 为 整数 , 则 
k=1 


存在 向 量 LE H, 使 得 上 一 Bdk, 0 < d, < 1 BEHRA i £ d; 
>0, WJ 
VL, etra lias la last" s1.) 
= V(l,``*, ljas dili, listes l) 
一 dV (ls, liis lis Das" to 1,), 
XSI Vte 1,) 的 最 小 性 相 矛 盾 ， 
因此 ,以 向 量 组 {tet L) 为 基 的 格子 和 瑟 是 一 致 的 ， 定 悍 
证 毕 . 
定义 2 给 定 在 整数 格子 Z” 上 的 随机 游 动 称 做 不 可 约 的 ， 
如 果 H = Z”; 称 做 可 约 的 ,如 果 H = Z”, 
应 当 注 意 ,刚才 引入 的 随机 游 动 不 可 约 性 这 一 概念 和 Mapkos 
链 的 不 可 约 性 定义 并 没有 联系 ， 
上 面 的 定理 表明 ,借助 空间 的 仿 射 变换 恒 能 使 m 维 随机 游 动 
成 为 mr 维 不 可 约 的 ， | 
利用 特征 函数 可 以 给 出 如 下 关于 随机 游 动 不 可 约 性 的 判别 准 
则 。 设 





J(a) 一 下 or 一 > px) ei (3) 
x€Zm 


是 向 量 # = 5(1) — t(0) 的 特征 函数 ， 这 里 总 是 随机 游 动 的 一 
F, 
定理 2 为 使 随机 游 动 是 不 可 约 的 ,必须 且 只 须 对 w lme, 
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ré Z” 有 J(a) = 1, 

证 。 充 分 性 。 设 随机 游 动 是 可 约 的 。 如 果 互 的 维 数 小 于 m, 
则 存在 正 交 于 瑟 的 向 量 。, 因此 以 概率 1 有 (ce, E) 一 0 对 任意 
<, 故 定理 的 条 件 不 成 立 ， 现 设 互 的 维 数 等 于 m. RIE H hE 
基 hottes m ORT ERE {e k= 1, om} ÆA (L; k= 
1,.…, m) 的 线性 变换 : = Te. 基 {cx 一 1,…, m) AR 
Ya EE T HAE 的 坐标 组 成 , 因而 它 的 元 索 有 整数 值 。 但 它 的 
行列 式 不 等 于 土 ]， 事 实 上 , 假若 不 是 这 样 , 则 逆 变 换 T 也 是 其 
有 整数 值 元 素 的 ,因而 Z” 中 的 每 一 点 都 是 互 中 的 点 , 这 与 游 动 的 
可 约 性 相 巴 盾 。 我 们 考虑 所 有 使 得 T*vé Z” 的 向 量 se 统 ” 组 
成 的 集合 Z', 这 里 T* ETRA. BA Z 是 一 加 法 群 , 而 
B Z"CZ′ . 另 一 方面 ，Z' = Z”, 因为 否则 整数 变换 T* 就 有 一 
整数 逆 变 换 , 这 与 关系 式 

1 = Det (T*T* >) = Det (TY Det ( T*—-1) 

相 和 矛盾 (因为 Ds (T) = 士 1)。 所 以 存在 一 向 量 z, 使 得 v€ Z', 
2zEZ” 和 T*zE Z”, AMAER k, (e. l) = (s, Ter) = (T*v, 
cx) 是 整数 ; 故 (e, E) 以 概率 1 是 整数 , 因此 对 Ez” E J(2xv) 
一 下 expf2rix(z。 51)} 一 1， 定理 条 件 的 充分 性 得 证 ， 

LE ” 设 游 动 是 不 可 约 的 ,而且 J(2zz) 一 1, 则 仅 当 (zy 5) 
以 概率 1 是 整数 才 可 能 有 EL 一 expí2=i(v, 5)}] 一 0， 从 游 动 
的 不 可 约 性 推 得 (v, h) 是 整数 (k = 1,2,11, m), BN ve Z”. 
理 证 毕 ， 

常 返 游 动 设 OC, y) 是 初始 状态 为 * 的 随机 游 动 在 时 刻 


s 首次 处 于 状态 y 的 概率 ,又 令 Flr, y) = D Ce, y). 
s=} 
由 $5 的 (4) 式 得 


n—1 


f(x, y) = pz, y) — Sy, y) pO, y), 


又 由 随机 游 动 的 空间 齐 次 性 得 
f”, y) = (0, y — z) = (y — z). 
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前 -个 等 式 可 以 改写 为 
mG) = yG) 一 DO pO), 


了 一 全 


函数 F(z,y) 也 只 依赖 于 差 y 一 r, RITAS Fly, y + 了) 一 
F(=). a, Fe, +) 二 F(0, 0)， 因 此 随机 游 动 的 所 有 状态 
或 者 同时 是 常 返 的 ,或 者 同时 是 非常 返 的 。 所 以 ,今后 我 们 将 要 讨 
论 常 返 的 或 非常 返 的 随机 游 动 。 

设 | 

FD) = X G), PD = D) Go. 

函数 F,(z) 和 P;(z) 之 间 有 下 面 的 关系 (参看 $5 ,(6)); 

P,(z) = (1 一 F(z))™, Pila) = Plz) F(z), (z == 0), 
于 是 我 们 得 到 如 下 论断 : 

为 使 随机 游 动 是 常 返 的 , 必须 且 只 须 G(0) 一 2 (0) = 
co, 

我 们 回想 一 下 ， 由 于 $5 的 结果 , 若 游 动 是 常 返 的 , 则 在 无 限 
的 时 间 区 间 内 以 概率 1 返回 初始 状态 无 穷 多 次 ,$5 的 (10) 式 这 
时 变 为 


N 
> pæ) 
`> p” ) 


因此 ,如 果 状 态 x 是 从 0 可 达 的 ,而 游 动 又 是 常 返 的 , 则 GO) = 
cc, 这 里 


F(x) = lm (4). 





GG) = Sp. 


如 果 游 动 不 是 常 返 的 , 则 
GC) < G(0) < œ. 
函数 G(x) 有 如 下 的 概率 意义 。 它 等 于 从 0 点 开始 的 随机 游 动 在 
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时 间 区 间 (0, oo) 内 到 达 状 态 x 的 次 数 之 平均 值 (数学 期 望 )， 对 
于 常 返 的 游 动 ，G(x) 等 于 0 或 co。 在 非常 返 的 情形 中 ，G(x) 称 
为 随机 游 动 的 Green 函数 . 

下 面 的 随机 游 动 非常 返 竹 判别 准则 是 强大 数 定律 〈$ 3) 的 一 
个 简单 推论 . 

设 随 机 游 动 的 一 步 具 有 有 限 的 非 零 数学 期 望 ， 则 该 游 动 是 非 
常 返 的 . | 

事实 上 ,以 概率 1 有 

. lim E) _ Ez, — m > 0, 


fi = co # 


因此 对 几乎 所 有 的 os 可 以 找到 n=n Ca), 使 当 n 之 no 时 |zCn)| 
> ,地 从 时 刻 加 开始 不 可 能 返回 0 点 . 

利用 随机 游 动 一 步 的 特征 函数 J) 可 以 得 到 一 些 其 它 的 常 
返 性 和 非常 返 性 判别 准则 ， 不 难看 出 ， 


G(0) = imay h Re(1 — 1J] (u) ) du, (5) 


其 中 尺 是 格子 的 维 数 ，C 是 R” 中 的 一 个 方 体 ，C = {x: || < 
z, = ],: …， n), 0 << 1. 事实 上 ,首先 
G(0) — lim D> PPO), 


另 一 方面 , 随机 游 动 的 特征 函数 的 表达 式 (3) 表明 ，p(*) 是 Cau) 
的 Fourier 级 数 展 式 中 的 Fourier 系数 。 因 此 


p(x) 一 Ca ay J(u) e i) du 
和 

px) 一 O cl Jo2(a) ein) du. (6) 
故 当 0<: < 1 Bf 

Pt) = Ta ak (1 — J(u) y` du. 


因为 PCz) 是 实 的 , 故 在 最 后 一 个 积分 中 被 积 函数 可 用 它 的 实 部 来 
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RE. 取 :一 1 时 的 极限 就 得 到 (5) 式 ， 令 jw) 一 Re J(u) 时 
(5) 式 可 改写 成 


(ly), 
cC) = lim G|. IL =G): 


利用 这 个 公式 ,我 们 可 以 得 到 一 些 特殊 的 常 运 性 判别 准则 . 例如 ， 
可 以 证 明 m — E š, — 0 的 一 维 随机 游 动 是 常 返 的 ， 
事实 上 ， 





1 一 L=) 


— m= 0,4 #— 0. 


因此 ,对 于 任意 。 > OTURA 6 二 0， 使 当 lx| < 8 时 有 11 一 
J(a)|] < sx。 因而 


I 1 [š 1—: 
G(0) > imt 二 | — l-t 
OS ln) Gy OPY 
=— 1 1 一 上 1 E€ ó 1 
im |, Qe Tmp 8] T 一 7 4 





由 此 得 欲 证 的 G(0) = co, 
为 了 得 到 多 维 游 动 的 类 似 结 果 ， 我 们 需要 特征 函数 的 某 些 估 
计 . 
引 理 1 对 于 维 数 2 的 不 可 约 随 机 游 动 ， 存 在 这 样 的 常数 
KK, 使 得 
1 — Ju) > klu, s€ C, 
这 里 C 是 mw 维 方 体 {wu: max lu | <=). 


证 。 因为 
1 — J.G) = X, [1l— cos(u, x)]p(x) 


HE LH ICu, 2231 <= 有 
1 (1, xz) ~ 2 (z Go) 
2 w 2 


1 — cos (u, x) = 2 sin 


故 


2 ` 
= (u, P, 
sr 


1 — J(u) > $E, x) p), 
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这 里 之 ' 表示 对 满足 条 件 |(w, x)| <= RJ z€ 2” 求 和 ， 因 为 游 动 

是 不 可 约 的 ， 所 以 在 集合 {x: p(x) > 0} 中 可 选 出 鹏 ”中 的 一 组 

基 , 设 Lettes em) 是 这 组 基 的 向 量 , N 一 max{jet| ,大 一 1，2， 
tom}, AZ lx| < aN, M 


1 — J(u) > š Sl Cu, e pler). 
k=1l 


上 式 有 端的 二 次 型 是 正定 的 ,因此 存在 常数 名, 使 得 > G, ex 
Ke) > klal’. 于 是 m 

L= J(u) S È kalu’, 3t uel < aN". 
根据 $ 1 的 定理 2 知 ,在 区 域 C, = CMu: u) < aN) h Jo) 不 
等 于 1, 因而 minf1 一 Jw)] = 心 > 0， 但 这 时 对 于 la] > =N"! 
和 “€ C # 1—J.u) 之 (CV m=) ul. 论断 得 证 . 


现在 我 们 来 卷 感 随机 游 动 的 常 返 性 问题 ， 我 们 假设 二 维 随机 
游 动 是 不 可 约 的 ，E5, 一 0 和 E|, < ce， 根据 Fatou 引 理 有 


Lola) gu Ju) 4 
imf = >| s y ° “ (7) 


由 引 理 1 得 知 , 当 ue C 时 1 一 J(u) > klal’. B-m AA 
E 有 有 限 的 二 阶 矩 ， | 
JG) = 1— + Elh, a) + oC lul?) E 


因而 在 点 u 一 0 的 某 个 邻 域 中 有 11 — JU) < klel. 故 不 等 


式 (7) 右 端的 被 积 函 数 在 点 x 一 0 的 某 个 邻 域 中 不 小 于 Hea ~ 


P T 一 ;从 而 对 应 的 积分 发 散 .因此 ， 所 考虑 的 随机 游 动 是 常 返 的 .至 
于 维 数 之 3 的 随机 游 动 则 答 是 非常 返 的 。 事 实 上 ,因为 


= fim( l — JG). im| -一 经 -一些 一 
I imf, |1—z] Ca) |? wi mj. EOM ETO 


于 是 ,利用 引 理 1 就 得 到 
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du 
T< ua 
如 果 空 间 的 维 数 m > 3, 上 面 的 积分 是 收敛 的 。 我 们 可 以 把 所 得 
的 结果 归 纺 如 下 : 

定理 3 维 数 m 之 3 的 随机 游 动 一 定 是 非常 返 的 。 对 于 一 
维和 二 维 的 随机 游 动 ， 若 E z, FEE E z, = 0, 则 它 也 是 非常 返 
的 . 另 一 方面 ,在 一 维 的 情形 , A E £, = 0 时, 它 是 常 返 的 ; 在 二 
维 的 情形 若 再 补充 假设 E51 < co , 则 它 也 是 常 返 的 。 


$7. 格子 游 动 的 局 部 极限 定理 


在 这 一 节 中 讨论 随机 游 动 经 n 步 落 在 格子 点 x 的 概率 p(x) 
当 wn 一 co 时 的 渐 近 性 态 。 从 分 析 的 观点 来 看 , 问题 是 研究 积分 
G) = — cl [J (a) re du (1) 
当 ”一 co 时 的 渐 近 性 态 (参看 s 6(6))， 我 们 只 考虑 不 可 约 的 随 
机 游 动 ,而 且 还 进一步 假设 随机 游 动 具有 所 谓 完全 不 可 约 的 性 质 . 
定义 1 不 可 约 游 动 称 作 完 全 不 可 约 的 ， 如 果 对 于 任 一 点 
x € D,—2P2J m = Ë, ro 的 随机 游 动 也 是 不 可 约 的 。 
借助 $6 的 定理 2 容易 给 出 随机 游 动 的 完全 不 可 约 性 的 判别 
准则 . 
定理 1 为 使 游 动 是 完全 不 可 约 的 ,必须 且 只 须 
JCal] 关 1， 当 u 2 2mz, x€ Z”, 
证 ， 设 游 动 是 完全 不 可 约 的 ,又 设 J(u) = e”, + 是 实数 。 从 
等 式 
f 5 ei pls) = et, 2: pz) = 1 


ze zm 


推 得 ,对 于 每 一 个 使 得 p(x) > 0(z€ D) ËJ z H Ceru) = rtan, 
n = n(x), 8 x € D, FE 


1 = >` p(z)e; xg ry 


s€ Zm 
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其 中 9(x) 是 随机 向 量 2 = E, — xo 的 分 布 ， 从 游 动 一 步 为 和 1 的 
随机 游 动 的 不 可 约 性 和 $6 定理 2 推 得 , 仅 当 u= 2xx，x€ Z" 
A *)， 另 一 方面 ， 若 对 某 x€ D， 游 动 一 步 为 
= š, — x, 的 随机 游 动 是 可 约 的 , 则 由 $6 定理 2 推 得 , 存在 某 

| —u, u £ ?xx x € Z”, 使 得 


FT pe = 1, 


z 62 


== 5 plx 十 topei = 5 qlee n, 
z 6 Zm 


因此 . 
J(u) = > pCx) ex) — > pG) ez) irow) 
z€ Z” aez” 
= eio 
定理 证 毕 . 
现在 转 到 估计 积分 (1), 首 先 对 它 作 变换 , 令 
x = za + px， a = Et, re Z”, 


PO asa (A) | Cao GO 
这 里 Vn C 表示 mw 维 方 体 {4: lwi| < Vn zj 一 1,2,…,m}。 假 
设 有 有 限 的 + 十 2(+ > 0) 阶 矩 .按照 Tayor 公式 将 er 
晨 开 ,我 们 就 得 到 JG) 的 如 下 表示 式 : 

J(u) = 1 + idilu) + PALU) t e t PAU) 

+ ollu), G) 
式 中 AG) 是 x 的 & 阶 齐 次 型 ;而且 


Au) = Elu, 5),Ax(u) = + E(u, £Y. 
由 此 得 知 ， 在 点 # 一 0 的 某 个 邻 域内 ， 可 以 定义 单 值 连续 函数 


lnJ(w) 使 有 
In J(u) = iSu) + ËSKU) + -- + ESaC) + ol ||), 


则 





P 原 书 实际 上 未 证 明 条 件 的 充分 性 ,下 面 的 证 明 是 详 者 加 的 。 一 一 译 首 注 


。 ]?9 。 


其 中 Su) 也 是 zx 的 和 阶 齐 次 型 。 
SClu) = AKu) = E(u, E) = (u, a), 


| SA) = + DG. $) = (Bu, u)s 


这 里 了 是 向 量 ¿, 的 协 方差 矩阵 , 
于 是 , 令 ja = Juje ,就 得 到 











m (Z) = ETSA ta, 
其 中 
1, 一 bi = Skalu) + BE). 
因为 
c's = > in + o) 
且 在 区 域 lv| < khas 中 有 Tn 一 co 人 区 党) 
BG _ e hoo ( 方 (x) 十 Žu) pere 
+ 万 1,(u) + ==) +0 (== me), (4) 


式 中 Oklu) 是 x 的 阶 数 为 固定 的 多 项 式 , 它 的 系数 当 s — co 时 
仍 是 有 界 的 ,而 (e) 是 zx 的 3i 阶 多 项 式 。 
以 D: 表示 对 wi 求 训 次 偏 微 商 ,注意 (3) 式 至 少 可 以 求 + 十 2 
次 微 商 , 即 有 
DEDY- .DICu) 


r+2 
= DEDE Dh (DS P AG) )+ olal, 
k=0 


Ep p =k to 十 克 ， 由 此 推 得 类 似 的 论断 对 于 aJl) 
也 成 立 。 从 这 一 事实 出 发 就 能 金 证 明 (4) 式 允许 对 。 u 逐 项 微分 , 因 
而 有 
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pen( = )- = De kaw, a(i + >= llu) 十 。 
n 





0$, u in ty 
i uos oB) (5) 
式 中 


DP = DEDY DE, 下 十 下 十 十 天 < 委 7 十 2。 
转 而 估计 积分 


r=]. Do J? 5 (7 于) Di) e“ kawa 


1 + L na) + :十 一 一 jia 
darz 7 

为 此 我 们 需要 某 些 关于 函数 Ju) 的 不 等 式 ， 从 游 动 的 不 可 约 性 
和 二 阶 矩 的 有 限 性 推 得 (参看 $6), 存在 5 > 0, 使 当 |a] < 8 W 
有 | 


KOES — $ (Bu, u), 


又 因为 的 分 布 是 非 退 化 的 , 故 对 lul 二 5, 有 [Ju < 1 — 
clup < ei, 这 里 < 是 某 一 常数 。 另 一 方面 ， 从 游 动 的 完全 不 
可 约 性 推 得 ,对 lu] 226, s€ C 有 |JGa)| < 1— p, 这 里 0 二 
P < 1。 这 两 个 关于 J(w) 的 估计 可 以 结合 为 
[JG] S pe t+1—p, u€ C, (6) 

同样 的 估计 也 可 以 应 用 于 J (a), 

现在 回 过 头 来 考虑 积分 7。 我 们 有 

I< 1, + L + 1,, 

这 里 | 

l= N DPJ" ( 方 -)- DP eiw > n74], (u) 


n= fas pon) 


1; = | Di -ix Sy Pa Ca) 
k=0 





du, 


dú, 








du, 
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B, = {ulal < Vilan} NGCVTc)， 
Br = (s; |u] >Y klani NC z C)... 





由 (5) 式 得 
s)he 


n 


考虑 到 多 项 式 0%,(x) 的 系数 作为 = 的 函数 是 一 致 有 界 的 ,以 及 对 
于 任意 多 项 式 PG), PA | „Pei du ie, RREA 


L= of _ :一 +0 (3= 2) OCV klony” = on™), 


其 次 


n 
I, = |as 


D H G>) 
表示 式 DOJ u) 是 e) 及 其 偏 导数 的 一 个 多 项 式 , 而 且 在 这 
多 项 式 中 Ma) 的 蹇 次 不 低 于 n— P, Ma) 的 偏 导 数 之 阶 数 不 
高 于 和 7 十 2， REKKET P. 最 后 ， 这 多 项 式 的 系数 是 
n” 阶 的， 因此 





Va 





du = n” aa p esa z) 1De (a)| da, 











[DP JEG] < An) Ju), 
其 中 4 与? 无关。 wh (ORA 


— eRinn 


m np m 
L, < 4or3(1 十 of e n — 1)) | du < (x) An ty 
c 


pn- -aln _ _ 1 ` 
x er "í 1) = 0 (<). 
因此 ， 可 以 选 出 一 个 与 地 无 关 的 常数 k, (G S 
ned) 
余下 是 估计 I;， 我 们 有 
pa E 30, | Q, (au)1au 











< e aa ete] Oy (u)l|as, 
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其 中 0, 是 某 一 个 多 项 式 , 它 的 宕 次 只 依赖 于 > 和 ,而 系数 则 还 
依赖 于 n, EH n — co 时 仍然 是 有 界 的 。 根据 上 式 右 端的 积分 之 
收 铬 性 再 次 推 知 ,我 们 可 以 选取 使 得 

I, = o( 二) 


于 是 就 证 明了 对 于 适当 选取 的 下 有 


1 
l= (2). 


L = [| em Di eT > pA, (wau. 
k=0 


现在 讨论 积分 


当 * 一 0 和 请 一 0 了 时， 这 积分 是 六 维 正 态 分 布 的 特征 函数 的 
Fourier 变换 ， 于 是 

Í Le du 一 (232 [B eB, 
AR |B| EERE BTI, B EBNER, 在 这 公式 中 
可 以 对 x 求 无 限 多 次 微 商 ， 而 县 在 这 等 式 左边 求 徽 商 可 在 积分 号 
下 进行 。 因 此 对 任意 多 项 式 P) 有 


, | „Puei iB dy = (2w) | B [ie TEB ra) O (x), 
I # 


RH Ol) 是 * 的 一 个 多 项 式 ， 它 与 多 项 式 P 有 相同 的 蹇 次 ， 其 
次 ， 利 用 分 部 积分 法 可 得 


| a eT PN e73 Bum) P(u)) du 
R 
= (ixt): (ix) . | P(u) du, 


Ma a 
式 中 D° CB CB Co IA 于 是 


L = (iÇi). .Cizm)tm(2z) 
Xv | B| 2 | 0" ,x) ~ OCx) 
V |B| > S 


n$” 
2 
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这 里 0,G) 是 和 u) ARAR (EI 的 次 ) 的 多 项 式 ， 而 且 
OW) = 1, 
到 现在 为 止 ,我 们 已 经 差不多 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 2 设 ia) 是 完全 不 可 约 的 随机 游 动 ，t(n) 一 š, 十 
Ë, + oe + 84, 这 里 4 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 向 量 ,， 它们 到 值 
于 Z” HABRA r + 2(r > 0) 阶 矩 , 则 
seo == ya + a/n xn} 
— l Ooae] Sr). gs 
~ "\( + > ) + 
这 里 对 xz, 一 致 地 有 
` 1 1 
eam E an G=) 
而 «是 随机 游 动 一 步 的 平均 值 向 量 , B 是 相关 矩阵， 
事实 上 ,我 们 有 
(2zV n JOCA) Cir™) tm pt) (a) 
一 e en DN ye 


VHC 
一 j, ei) pi s> B) Jay L+ I, 
k=0 7 
其 中 
I, = | _ eso po (=) — e -$CBu, u) llu Jaw 
Vac yh n 


er nt” 


— a EROR -4 (Buu) lu) 
但 从 不 等 式 (7) 得 
1 
EA < ] = , (>). 
此 外 ， 


du 





I1 < fyre | pe[ ae P| 


£= nt 
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< et ete RO) du, 
RP R(w) 是 一 多 项 式 ,因此 对 任意 有 |I) = 0(p") 一 on 
(这 里 p = 3), 于 是 对 短 次 不 高 于 + + 2 的 任意 多 项 式 P(x) 有 
Qa n)” PCen) pI) 
= Pt, Or N] B|“ e BTE ptg) 5 Qen) + (4) 
k=0 n 


PEE 
显然 ， 上 式 右 端 第 二 项 依赖 于 Pl) 的 选取 ， 设 PCz) = 1 + m” 
x 2 1z| 考虑 到 PCx) 可 以 用 一 取 较 小 值 的 函数 代 蔡 以 及 


m" D || > 1x1 我们 就 得 到 所 需要 的 结果 ， 


j=l 


58. 遍历 定理 


保 测 变 换 

定义 1 取 值 于 可 测 空间 12, B) 的 随机 过 程 EET} 
称 作 平稳 的 ,如 果 对 任意 使 得 e T= 1, t, n) 的 nno 
bs °, 1 R z, 序列 

Ela + t), Eh + 2). SG, + 20) 

ELR”, B") 中 的 联合 分 布 不 依赖 于 1。 

平稳 过 程 的 定义 等 价 于 : 对 任意 有 界 8 uj wA 人 x， 
Xas tts kz), E RX RUER n, 和 (大 十 4E 了 )， 数 学 
期 望 

E ACEC + 2), EC + 2), Eis + 22) 

不 依赖 于 上. 由 此 得 到 ,车 (a, z.) E LR, 9°) VE) 
的 一 个 可 测 映 象 , 则 za = ACEC + 2), EG, 十 地) 是 在 mt) 
有 定义 的 : 值 集 上 的 平稳 过 程 . 

本 节 讨 论 平 稳 序 列 ， 即 定义 在 集合 T =< (r: (=), +I, 
士 2,…… 上 上 而 取 值 于 {2 8) 的 平稳 过 程 , f 

令 灾 ”表示 所 有 序列 u= {ere Xos fatt s o Zi" * "5 
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o I 组 成 的 空间 ,是 2T 中 包含 所 有 柱 集 的 最 小 代数 ， 
P, 是 《上 由 序列 (GO), c Ty 诱导 的 测度 于是， 概率 空间 
{23 ,EC, Pe} 就 是 过 程 (G), € T) 的 一 种 自然 的 表示 。 我 们 
HLT, G, BPs) 表示 带 有 完备 测度 的 空间 。 在 T 中 引 人 时 间 
平移 算 子 S: u 一 Su， 如果 r, = rs nET, ZE u= {x5 
n€ Ty, = (xs;n€ T), SS 有 道 算 子 3 ， 而 且 若 u” = S ''u, M 
u” = {xas n€ T}, xn = xna 序列 EG) 的 平稳 性 条 件 意味 着 对 
任意 柱 集 C 有 
Ps(C) = Ps(SC). (1) 
因为 在 柱 集 上 的 测度 唯一 地 确定 在 € 《从 而 在 它 的 完备 化 ) 上 
的 测度 , 故 (1) 式 对 任意 4€ & 仍 成 立 , 即 有 
P:( A) = PS4), AE Ĉ, (2) 
定义 2 RK, T, u) 是 基 一 测度 空间 , SEA, Sy 到 
LY, S) 中 的 可 测 映 象 . 
变换 s 称 做 保 测 的 ,如 果 对 任意 À € S 
uCSA) = (A), 
其 中 sia 是 集 4 的 全 原 人 象 ， 
映 象 5 称 做 可 逆 的 ， 如 果 存 在 可 测 变换 S-:， 使 得 ss 
一 49 一 1, 这 里 了 是 恒 等 映 象 。 这 时 把 映 象 $ #R20 S BU P pk 
象 .显然 ,平稳 序列 的 定义 等 价 于 :序列 EG), z€ T) 是 平稳 的 ,如 
R 22 中 的 时间 平 移 算 子 s 对 测度 Ps 是 保 测 的 . 
因此 ， 研 究 平稳 序列 的 问题 是 研究 某 测 度 空 间 的 保 测 可 逆 变 ， 
换 ( 自 同 构 ) 问 题 的 一 种 特殊 情形 。 我们 考虑 平均 值 
1 Y sty, n — oo (3) 
k=0 ` 
的 浙 近 性 态 问题 ， 其 中 st E deh SH k Kik, Ku) RERS 
WAR, (1S, o 是 某 一 带 有 测度 5 的 空间 , 而 且 KKS 
> 为 了 了 解 这 一 问题 的 意义 ， 我 们 考虑 当 X, S, z) 就 是 
LÆT, È, P) 和 5 是 时 间 平 移 算 子 的 情形 ， 设 Erm Elk, u) 一 
ars ICu) 一 Xp(xo), 这 里 Xslx) 是 集合 BE $ 的 示 性 水 数 , 则 
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HStu) = Xy (Sta) = XaCECR)) ` 


LS gu 一 eD, (4) 


这 里 mB, u) 是 序列 EO), EC), +, EG 一 1) 中 其 值 落 在 
集合 8 中 的 项 数 , 即 w(B，, u) 是 这 序列 的 前 # 项 EG) G = 0, 1, 
-n 一 1) 沙 在 集合 8 中 的 频数 。 因 此 ,上 面 提出 的 问题 是 有 关 
随机 变量 #(z) 的 值 落 在 任意 集合 3 中 的 频率 性 态 问题 的 一 种 特 
殊 情 形 ， 首 先 ,我 们 证 明 , 当 s — co 时 平均 值 (3) 的 极限 以 概率 1 
存在 ,这 命题 就 是 著名 的 Birkhoff-Xunum Æ. 

引 理 1 # S 是 对 测度 4 保 测 的 ， DE 仿 ,， MAESA 
TEH Ce 可 积 ) 函 数 , 则 


| i, KSu) adu) = | IG) udu), 65) 


HE. WRA fw) = Xs(w), 则 (5) 式 变 为 等 式 KSND) 
一 u AND), 这 对 任意 4 和 De 3 真确 ,因此 (5) 式 对 任意 3 可 
测 非 负 函数 和 A 可 积 函 数 真 确 . 

下 面 的 引 理 带 有 初等 算术 的 性 质 。 设 a, s'ta an 是 实数 
序列 , p 是 整数 。 我 们 称 序列 的 项 ak 为 鱼 标 记 的 ， 如 果 在 下 面 的 
和 数 序列 

aks ak + arkisto ak E agp P *tt + akepa 
中 最 少 有 一 个 是 非 负 的 ( 当 且 只 当 a 是 非 负 时 它 是 工 标记 的 )， 

引 理 2 所 有 标记 的 元 类 之 和 是 非 负 的 . 

WE. 设 oa4 是 序列 中 带 有 最 小 附 标的 p 标记 元 素 , 而 ox 十 
arn 十 … + ak (r < p — 1) 是 求 和 项 数 最 少 的 非 负 和 数 ， 对 
于 hr 有 apt agyu t'et E apy < 0, 因而 artn + (° 
十 akr 之 0， 即 序列 Gks Gk.+1s ”3 Okitr 的 所 有 项 都 是 p 标记 
的 ,而 且 它们 的 和 数 是 非 负 的 。 对 从 arere 开始 的 序列 应 用 同样 
的 推理 。 于 是 整个 序列 可 以 分 为 许多 部 分 , 其 中 每 一 部 分 以 一 组 
b 标记 的 项 结尾 , 而 且 每 一 部 分 的 ?标记 元 素 之 和 是 非 负 的 。 整 
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个 序列 的 标记 元 案 集合 等 王 它 的 各 个 部 分 的 标记 元 素 集合 之 
并 。 引 理 得 证 ， 

下 面 的 引 理 是 Birkhoff-Xnaqng 定理 的 证 明 中 最 基本 的 一 
F, 

引 理 3 设 Kz) 是 上 可 积 函数 ，$ 是 从 US) 到 i, 
5) 中 对 4 保 测 的 可 测 映 象 ,又 设 


EU 人 :Pfs 1 J> 
则 | 
| IG) mao) > 0, (6) 


iF. 考察 序列 Ku), (Su), t, KETU), FACU) 表示 

这 序列 中 所 有 标记 元 素 之 和 ,根据 引 理 2A (u) 2 0, 8 D,= 

(u: (Stu) E p PR13638), Klu) 是 集合 D, 的 示 性 函数 。 注 意 
n= feng SM) >] 


和 
D; = SDr- 对 于 k <N, 
因而 D, = S Dk < N)， 由 此 得 


<| Ga) = |. $ sta) AGO mldu) 


N+p—1 
= >| KS) Kau), 
k=0 k 
由 引 理 1 有 
| KS an) 一 (a, KSu) Cu) 
= È Kudu), kN. 


N+p-—1 


nf KAD) + D | 600020. D 
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因为 

||, s) Kan) 

= È UG) Gae) < o， 
故 用 入 除 不 等 式 (7) 并 令 N 驳 于 oo 时 ,我 们 就 得 到 
|, tC) lan) > 0, (8) 
集合 D, = D(b) (p= 1,2,::-) 形成 单调 上 升序 列 , 而 且 
HmDu(p) 一 Ú DP) = E. 

在 (8) 式 取 p — co 时 的 极限 即 得 (6) 式 . 


引 理 4 〈 极 大 遍历 定理 ) 若 Ku) 是 上 “可 积 的 , 4 是 实数 ， 
而 





<| 1KS) Kan) 


SS KSu) > a}, 


k=1 


E, = Ü [a+ 
则 
| I au) > CE), (9) 


把 引 理 3 应 用 于 函数 fw) Xel) 就 得 到 本 引 理 的 证 明 。 

定理 1 〈Birkhoff-Xnaaaa 定理 ) 设 (2Z, S, z) 是 测度 
空间 ，5 是 从 (2z7, S) 到 (27, S) 中 对 w 保 测 的 可 测 映 像 ， 又 
fw) 是 任意 的 上 可 积 函数 ， 则 在 2 中 4 几乎 处 处 存在 极限 


lm SKS) ~ PG) (moda), (10) 
k=0 ` 
函数 u) 是 s 不 变 的 , 即 
FCSu) 一 f*(u) (moda) (11) 
POD 还 是 可 积 的 ,而 且 若 K2) < co , 则 
1 fC) ar) = | K Gae), (12) 


证 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 函数 Ku) 是 有 限 的 和 非 负 
的 ， 设 
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glu) = mL S KSu), galu) = imt S3 Stu), 
-A k=0 fi k=0 
需要 证 明 g*(w) = gC“) (moda). & 
Kas = lu: g*(u) >B, gu) < a), 0 < o < 0. 
我 们 只 须 证 明 (Ke) 一 0 (PRE, {u; gu) > gau)} 一 
Kw， 这 里 R 是非 负 有 理 数 集 )， 注 意 到 


a,B€éR 

g*(Su) = - Tm [H zti 1 -一 i > fCStu) 一 {| 一 EAN 
以 及 类 似 的 关系 式 z. (Su) = g (6). 特别 地 , 这 表示 5 Ka 一 
Koe， 故 可 把 引 理 4 应 用 于 测度 空间 {Kass SN Kaps 4}。 于 是 有 


| ID Mu) > PaKa). (13) 
又 把 引 理 4 AFEN) 可 得 
| IG) (ae) < aKus). (14) 


因为 8 > 0, 故 由 (13) 式 得 pCKsp) < oo， 但 这 仅 当 Kap) = 0 
时 (14) 才能 成 立 。 于 是 证 明了 极限 (10) 的 存在 性 (moda), + 
f#(z) = g*Cw), 则 (10) 式 成 立 且 函 数 Cu) 是 S 不 变 的 ， 

k+ tri 


为 了 证 明 (12) 式 ,我 们 令 4 = |a: k < Ga) < k 


这 时 有 2 一 U 4 Sa = [ek < nae < 和 本- 
Aa ESIR 乱用 于 集合 Ao MAHER e> 0 有 
|, fe) a) > (去 一 ed 
令 8 一 0 即 得 不 等 式 
|, Hw) Ken) > 二 wd 
kn 2 


类 似 地 ,我 们 有 |. IGO (ae) tE 





由 此 得 





b 
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||, Koa) = |, PA | <a. 
把 这 些 不 等 式 对 所 有 不 求 和 就 得 到 
| 人 Ke) wa) h, GO Cau) 


注意 到 当 Mr) < co 时 ”的 任意 性 , 即 得 (12) 式 。 定 理 证 毕 。 
Birkhoff-Xnnann 定理 的 某 些 推论 . 
推论 1 设 A(2Z)< oo1)e L iS, u) MJ 
| |Ë È Ks%) — G) 
k=0 


为 了 证 明 这 一 推论 ,我 们 取 任 一 有 界 函 数 Wa), HR 
lfa) 一 foCu) i 一 5, 其 中 ll, 是 L, [H , s, u} 中 元 素 f 的 范 
数 ， 则 


EE 于 Kew) -pcw) 
7 k=0 








SMK). 


?du) >0, n>, (15) 











, <| E eto = acson, 





+E Ssn- meo) 
根据 Jensen 不 等 式 和 引 理 1 有 
E> [f(sta) — M(st)1 | 


= iS bÈ SICS] pdu) y 


| + IGO = FD. 


< l. i5 (Stu) 一 foCS*u) 1? pda)” 


k= 


n=l 


JASS HO HP aG) =a. 


“x k=0 


利用 Fatou 引 理 得 
RG) PCO = [| sim ES Hs) Rs) we 
q n £= 
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s-i I 
< lim ES Stw) — SIl <. 


其 次 ,因为 函数 Cu) EARR, WERNA PERU RR A 
数 为 界 ， 因 此 根据 Lebesgue 定理 知 ,在 表示 式 


ES (sta) — El, 








-|| EE o- no a” 


中 取 ”~> co 的 极限 时 可 把 极限 搬 进 积分 号 内 ， 故 这 表示 式 趋 于 
零 ,从 而 当 # 足够 大 时 变 得 小 于 8。 因 此 


ES fCStu) 一 KOJI < 38, n> n, = 8), 


这 里 的 数 ó 可 以 选 得 任意 小 ,于 是 (15) 式 得 证 . 

定义 3 RA AES 称 作 s PERME KCS-4)A4) = 
0, 这 里 人 是 集合 对 称 差 的 符号 . 

容易 验证 ， 所 有 s 不 变 集 构成 3 可 测 集 的 一 个 " 代数 ， 其 
次 ; 若 gu) 是 5 不 变 函数 , 则 集合 (e: gu) > ch (z: z(a) = aà 
是 $ 不 变 的 ， 另 一 方面 ， 若 4 是 3 RER, N Z Ca) 是 S RER 
数 . 以 工 表示 S RER RA. 设 A 人 2U ) = 一 1， 我 们 把 1 
多 ， 作 看 作 是 一 个 慨 率 空间 ， 并 以 符号 E 表示 对 测度 + 的 积分 
(数学 期 望 ). 

推论 2 f*(w) = ELUI} (moda), 

BA EUO 是 s 不 变 函数 ， 因 此 为 了 证 明 推 论 2， 只 
须 验证 ,对 任意 有 办 s 不 变 函 数 gCx) 有 

Eglu) U) — EID = 0 

或 ECz(w)f*(4) 一 gU) = 0， 然 而 后 者 可 由 《12) 式 推出 ， 
这 是 因为 
Ce KY = 加 二 ES (Sta) = g(a) 六 Co (moda), 


遍历 的 平稳 序列 ”现在 我 们 回来 讨论 平稳 序列 ， 
，142 ° 





设 LEG), e€ T) 是 平稳 序列 ，{ 有 27，E，P} 是 它 的 自然 表 
F. 
推论 3 fE {2", 8") 中 的 可 测 函 数 ， 而 ECO), 


ECI), ,Cm 一 1)) = co, 则 当 ”一 co 时 以 概率 1 有 
TAIE SCR+ D, Ek + m — D) > 


—E(K8(0), EA), +, Em — 1))17}, 
这 里 了 是 和 中 对 时 间 平 移 不 变 的 事件 组 成 的 o 代数 ， 
我 们 考虑 事件 4e Š 和 由 对 4 作 《 时 间 平 移 》 而 得 到 的 事件 
序列 : A, SHA, SPA, e, WR Xn E R PE SA BJ ZÉ PE K 3k, 


则 z,G = 0, +1, .…) 构成 一 平稳 随机 变量 序列 ， 而 L Y! x 
fl k=0 


是 事件 4 发 生 的 频率 ,这 时 是 根据 序列 {8(2D); 1 一 0, 1,2,……} 
的 一 个 现实 并 对 时 间 原 点 的 x 一 1 个 顺 次 平移 来 计算 的 ， 


一 1 
1 s vA) 
— x = — — —— 
n k= k n ° 


根据 Birkhoff-XuHun8a 定理 知 ,以 概率 1 存在 极限 
lim ?4) 4) = Etx,|) 和 Ex(4) = P(A). 


可 以 把 x(4) 称 为 事件 4 的 经 验 概率 ， 它 是 一 个 随机 变量 并 按 无 
穷 序列 人 (有 D, 一 0，1， 2,…}) 的 一 个 现实 来 确定 ， 人 们 自然 会 
提出 这 样 的 问题 : 什么 时 候 经 验 概 率 (4) 与 偶然 性 无 关 而 且 就 
等 于 P(4)? 

具有 这 种 性 质 的 平稳 序列 称 作 遍 历 的 . 

定义 4 W {3, F, u) 是 概率 空间 ，S$ 是 从 2 到 其 自身 
的 保 测 变换 ，p.(A) = r(A, a) 是 序列 (u, Sutt, S'u} $ 
在 集合 4 中 的 项 数 。 变 换 s 称 作 遍 历 的 ,如 果 对 任意 4e 3 

lm2( A.) 一 K4) (moda), 


h -+o n 


6 o è % è 
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定理 2 为 使 概率 空间 (2⁄Z/,%, u) 中 的 变换 5 是 遍历 的 ， 
下 列 每 一 条 件 都 是 充分 必要 条 件 : 

a) S 是 度量 传递 的 ; 

b) HHE S TJA e RAR Cu), 函数 


Cu) = imt S {CS*u) 


以 概率 工 是 常数 。 
证 . 设 4 是 5 不 变 集 ， 0 < (A) < 1. 集合 A, SA, SA,” 
相互 闻 只 差 一 个 零 测 集 ， 而 且 r4) = nX,(u) (mode), 因 


而 iim 4》 不 可 能 是 常数 《modk)， 因 此 从 遍历 性 可 推出 度量 
传递 性 ， 现 设 $ 是 度量 传递 的 ,因为 函数 "G 是 5 不 变 的 , 故 集 


合 


SHu: f lu) < +z) = (u: f*(Su) < z) 

Ffu: Ca) < z) 的 对 称 差 之 4 测度 为 0， 由 此 推 得 ,对 任意 实数 
x, ufu; Cu) <x} =08 1, R f" Cu) = 常数 (modw), 于 是 就 从 
a) 推出 b)， 最 后 ,遍历 性 条 件 是 条 件 b) 当 f(x) 是 某 一 事件 的 示 
性 函数 时 的 一 种 特殊 情形 . 

我 们 现在 给 出 遍历 性 的 一 些 推论 ， 

LRT, C, P) 是 平稳 序列 5(z) 的 自然 表示 ，S 是 这 ?中 
的 时 间 平 移 变换 ， SG Š, P;. 

由 定理 1 的 推论 1 得到， 对 S, 中 的 任意 函数 Kw) 和 z(a) 
有 


imf 二 i5 fCStu) g(u) PCau) 


— | Fe) gu) P(ae), (16) 


WRAK S 是 遍历 的 ,我 们 就 说 序列 {5Cn),n 一 0., 士 1 -} 是 遍 
历 的 。 令 gz) =n KS) 一 to 又 设 原来 的 平稳 序列 (EG), 
一 0, 土 1,…'} 是 遍历 的 , 则 (16) 式 变 成 
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n=1 
imE L 35 gan = E t, En, A7) 
k=0 


n>o A 
设 glu) = Xala), Ku) = Xau), AM BE č 由 (17) 式 得 
| limt 5 p(s-*An B) = P( A) PCB) (18) 
n> f k=0 
或 ( 当 P(B) = 0 H) 
im S P(s-*4| B) = P(A), (19) 
xm P(S-tA| B) 是 当 给 定 B 时 事件 S tA 的 条 件 概率 
引 理 5 对 于 任意 A, B € E 的 等 式 (18) (或 (19)) 等 价 于 
遍历 性 . | 
只 须 证 明 (18) 式 蕴涵 遍历 性 ， 设 C 蚌 任 一 5 不 变 事 件 ， 在 
(18) 中 令 A= B= C, 则 (18) 式 变 为 P( C) 一 P(c), Aik 
P(c) 一 0 或 1. 根据 定理 2 EKIN, 
等 式 (19) 有 如 下 的 概率 意义 ， 设 4 和 是 人 中 两 事件 , 车 在 
时 间 上 将 事件 4 无 限 地 平移 , 则 按 平均 来 说 ， 事件 5 "4 和 任意 事 
件 BCe Č) 都 是 独立 的 . 条 件 (19) 可 以 用 更 严 的 要 求 


limP(S "41B) = P(A) (20) 
来 代替 ， 条 件 (20) 称 作 混合 条 件 , 它 是 等 式 
' lim E tan = Eto En (21) 


GEREK SE D=), a= z(a), Go) MOES 
中 任意 函数 . 另 一 方面 ,从 (20) 式 可 推出 对 于 简单 函数 1 和 # 的 
(21) 式 ， 当 用 s, HKT Ka) 和 g) 的 简单 函数 序列 fau) 
和 gala) 分 别 逼 近 Ke) 和 gO 《它们 是 经 ,中 任意 两 个 函数 ) 
时 , 我 们 不 难看 出 ， 混合 条 件 等 价 于 条 件 COD. 另 一 方面 ， 条件 
(21) 只 须 对 某 函 数 集合 进行 验证 ， 这 集合 的 函数 所 张 成 的 线性 包 
要 在 SZ, 中 处 处 移 密 。 我 们 可 以 选取 所 有 柱 集 的 示 性 函数 作 这 样 
的 函数 集合 . 

考虑 使 得 Elš,| < 的 独立 同 分 布 随机 变量 序列 5，2? 一 
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0, 土 1,.-}， 这 样 的 序列 是 平稳 的 。 根据 Birkhoff-Xaawaa 定理 


n-i . 
lm 一 >， £, = £*(modP), E š* — Es. 
k= 0 


显然 ,随机 变量 5* 独立 于 任意 有 限 多 个 变量 s, Etty Ep 因此 
¿* 是 对 Hi{ 扣 } 可 测 的 ;而 且 由 零 - 吉 律 知 , 它 是 一 常数 , 即 5* 一 
c(modP), c 一 Et， 于 是 我 们 就 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 3 (强大 数 定律 若 (5, + 一 0, 土 1,，…} 是 独立 同 
分 布 的 随机 变量 序列 且 E15,| < %, 则 以 概率 1 有 
imt 5 i = E š, (22) 


n>a n =o 


这 定理 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 的 遍历 性 的 推论 。 但 是 ， 
我 们 能 够 证 明 更 强 的 结果 , 即 多 7 了 中 的 时 间 平移 算 子 是 关于 AT 
中 由 独立 随机 变量 序列 诱导 的 测度 的 混合 。 这 结论 可 从 一 个 更 一 
般 的 论断 推出 设 {s n= 0,1, +2, =} 是 {2 ,8} 中 
随机 元 的 平稳 序列 ，3。 是 随机 元 Ens Ecua, “产生 的 c 代数 ， 
Fo = lF, = jimS,， 如 果 代数 S. 只 含 概 率 为 0 或 1 的 事件 ， 
我 们 就 说 零 -学 律 适用 于 序列 (ë, 一 0, 士 1,*…}. 

定理 4 若 序 列 {is n= 0, 土 1,…} 满足 零 - 壹 律 , 则 时 
间 平 移 变换 是 一 混合 。 ” 。 

令 5 一 P{B|S,}。， 序 列 {tao ,2 一 …， 一 人 一 针 
1, ete, 0) (S_, =S.) 是 靳 (参阅 第 2 章 $2。 定 理 4)， 而 且 
P{B]3w。) 是 它 的 左 封闭 元 素 。 因 为 "代数 So EPA, 
PI8|]S$ ¿) = 常数 一 P(B) (modP)， 根 据 巩 的 收 剑 定理 《〈 第 2 
章 $2， 定 理工 的 推论 ) 知 ， 以 概率 1 有 limP{B]S,} = PCB). 
设 4 是 在 坐标 n = 一 0, 1, 2,… 上 的 柱 集 ， 则 SAES, AES 
n — co 时 

P(BN5-"4) = 人， PI B|S,) P(du) 
~ P(B) P(S-”A) = P(B) P(A), 
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显然 ,上 式 对 任意 柱 集 4 都 成 立 。 如 同 前 面 所 指出 那样 ,由 此 可 得 
(21) 式 .定理 证 毕 . 

相关 系数 趋 于 零 的 平稳 Gas 序列 是 满足 混合 条 件 的 过 程 
的 另 一 个 例子 ， 设 {En # 一 0, 土 1, 土 2, .…} 是 平稳 Gauss 序 
列 , E£, = m, ECE, — m) (Eo — m) = Ra; Ku) = (zo, ts", 
xp) 和 gCua) = gCros ny,"* ,xy) 是 充分 光滑 的 P 十 1 RARA 
数 , 它 们 有 绝对 可 积 的 Fourier 变换 六 (4h,……, 1,230 gCos 
2p)» Mi 

E IEn, Èn "5 Ento) g(&0, Ette’ Ë,) 


p P 
° ~ ; dnt 有 
= Ej ope CE Hant Daid) 


x ICUM ... ,Mp)8*( u, ....5 ud, ` “dhdi ` ` qu, 


p p 
° oo 1 ` 
= ... -这 Rar Ott hs) Do Ratarinrr} 
vo Ed Kk,r=5 k,r=0 


x FO, 2ta 1,) g" Cos `... pp )dho' ° ‘dì duo ° “dlp. 
着 im R= 0, MIZERE n> co 时 的 极限 就 得 到 


limEf$,, atot: "Entp) gE0, TERRES Ep) 


= Ef($,, Eitte’ Ep) z( o, Etetea Ep). (23) 

因为 我 们 已 经 证 明了 使 上 式 成 立 的 函数 G5 g) 类 在 S, 中 处 
处 稠密 , 故 (23) 式 对 Z, HERAA f 15 zg 都 成 立 。 

于 是 我 们 就 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 5 相关 系数 R,— 0 (3 nœ) 的 平稳 Gaus JF 
列 满足 混合 条 件 . 

现在 给 出 有 关 Mapo 链 遍 历 性 的 某 些 推论 和 注 记 . Map- 
Koe 链 饥 历 性 的 一 般 理 论 将 在 第 开卷 中 讨论 ， 

我 们 讨论 具有 可 数 状态 的 不 可 约 Mapo 链 。 当 且 仅 当 这 样 
的 链 是 正常 返 时 它 有 不 变 的 初始 分 布 (55 定理 15 的 推论 2), 但 这 
又 等 价 于 方程 组 
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> = PG, j) = Xj 


有 非 平凡 的 绝对 可 和 解 . 六 这 方程 组 存在 请 尽 条件 令 x, = 1 ÉS 
解 , 则 这 个 解 有 如 下 形式 : 


= = n = lime i3 pC, k). (24) 


如 果 这 和 链 是 非 局 期 的 , 则 

rk 一 u, = lmp™(i, k) 
($5 定理 15)。 假 设 链 是 不 可 约 的 和 正常 返 的 ,这 种 链 的 不 变 初 始 
分 布 是 唯一 的 ， 对 应 于 它 的 平稳 Maps 过 程 是 (SG), = 0, 
土 1,*…}, 这 过 程 的 遍历 性 条 件 可 以 表 为 


. | 
im 二 > P(C) = hs (2) = a: s, EC) = ins Sn + 1) 
N->% V çZ=1 


= jtt, Eln + r) = B; 一 P{#(1) = åtta 
Els) = i}P{5(1) 一 hatte Er) = jh (25) 
事实 上 ,一 方面 这 条 件 是 (18) 式 的 一 种 特殊 情形 。 另 一 方面 ,容易 
看 出 ,从 (25) 式 可 推出 对 于 2T 中 任意 柱 集 么 和 如 的 (18) 式 。 其 
次 ,条 件 (25) 等 价 于 
limy; 15 PPC, J) = vivis 
这 就 是 等 式 (24). 
于 是 有 如 下 的 定理 . 
定理 6 对 应 于 不 可 约 正常 返 Mapo 链 的 不 变 初 始 分 布 
的 平稳 过 程 是 遍历 的 。 
注 。 类 似 地 可 看 出 , 平稳 Mapo 过 程 的 混合 条 件 归 结 为 要 
求 limp (7， k) 一 vx。 因 此 对 应 于 非 周 期 正常 运 Mapko 链 的 平 
稳 过 程 共 有 混合 性 质 。 
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第 三 章 随机 函数 


$ 1. 某 些 随机 函数 类 


Gauss 随机 函数 


定义 1 实 随机 函数 Ele X) 称 作 Gauss 随机 函数 ， 如 
果 对 于 任意 整数 4 之 1 和 任意 n= l, 2, n), EX 
FLEC) EC) ot t Exzo))} RAEDT. 

由 定义 得 知 ,这 分 布 的 特征 函数 形 如 


J(x1s x2, EEEE IET su") 
n n 
= expli > utar 一 去 ， > el, (1) 
k+r=1 


这 里 常数 ar 和 b, 满足 
ak; 一 E¿:(x,), br 一 ECECa) 一 ak)CECxzr) 一 4 r) (2) 

由 此 看 出 ,Gauss 随机 函数 的 所 有 边沿 分 布 由 两 个 实 沙 数 一 一 平均 
值 a (x) 和 相关 函数 x,,x;) 确定 ,这 里 
al) = EE (x); xz) 一 下 (Ex — a(x))($(Çx;) 一 nz))， 

相关 函数 esy) 有 如 下 性 质 : 

1) ¿(z,y) = ¿(y;z), 

2) 对 于 任意 ,任意 实数 u, 和 点 z, € X 


5 DC ars Tr) rte 之 0。 


k,r=1 
RERE HAR KERRE X° 上 的 正定 核 *， 


*) 正定 核 (nonoxuTenpHO onpexeuleHHOe 9npo) 及 非 负 定 核 (HeOTpHLaTentbpHO 
onpexrevteHHOe ALp0》 均 按 原文 译 出 然而, 文中 两 者 常 是 同 义 的 ， 而 此 处 法 
习惯 称 为 非 负 定 核 会 更 合适 ， 一 一 译 者 注 
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这 定义 等 价 于 要 求 对 任意 这 和 r€ XERE lélek lka 
一 1;2,…….,w) 是 实 对 称 的 和 非 负 定 的 ， 

我 们 指出 , TERRA X, KEN a)r e X) 和 X' 上 的 
非 负 定 核 Axim) ,存在 一 Gaus 随机 函数 , 使 得 aC) 是 它 的 平 
BE blon) 是 它 的 相关 函数 ， 为 了 证 明 这 一 论断 ,我 们 考虑 一 
分 布 族 (p... on = 1,2,"… ,xk EX}， 这 些 分 布 的 特征 函数 
由 (1) 式 给 出 。 不 难 验 证 ,这 分 布 族 满足 相 容 性 条 件 ， 余 下 只 须 应 
用 Konmoropos 定理 (第 1 章 $ 4 定理 2). 

可 以 类 似 地 定义 带 有 实 分 量 的 向 量 值 Gaus W. WE) 
(z€ X) 是 取 值 于 二 维 空间 A” HEINA. 它 称 作 Gauss 的 ， 
如 果 对 任意 n> 1 和 任意 vE X, ïI] {E(x1) EC)" "ta SCxzn))} 
的 分 量 的 联合 分 布 是 正太 的 相应 的 特征 函数 形 如 


> (1) ‘ (n) _.. (mn) 
HLE ` not) a" `` to ` > ), Um ) 
s= epf: > 5 uan (xy) 
r=1 k=l 


一 一 Ly s b Carya Juttu? |, 


2x, i=l r,s=1 
为 了 简化 这 表示 式 ， 我 们 引 人 取 值 于 A” J P] 8 ¿b = at, 
uP, ui), aC) = (al(z) a”) BERA blese) 
Gs 一 1,2,-…,m) 的 矩阵 5(x,,x;)。 于 是 上 面 的 表示 式 可 改写 
为 . 
ORO S) 


= exp]; > (xyaCxt)) 一 > > (b(x z zy b yut) }. 
R=1 Rol=1 


其 中 向 量 函 数 a(x) BERD, KERR Corse) 应 是 对 称 的 ， 
而 且 要 满足 条 件 ， 对 任意 整数 ”之 1, 任 意 x, € X f tb ç RH 


S letuh, t) > 0, (3) 
逆 命 题 也 是 显然 的 : 对 于 任意 取 值 于 A” 中 的 函数 a(x) 和 
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满足 条 件 (3) 的 矩阵 函数 5b(xi,x,)，、 存 在 一 Gauss 随机 函数 EC) 
=E), EC), 使 得 
a(x) = Est(x), 
bCza) 一 ECE (a) — a (DEC) 一 a'(x)). 

在 某 些 问题 中 ,人 们 有 兴趣 于 Gaus 函数 的 矩 。 这 些 抵 可 以 
根据 特征 函数 的 级 数 展 式 得 到 。 我 们 只 限于 讨论 纯 量 随机 郑 数 的 
poH. it 

a(x) 一 0, u == (ud ,aa 03, 


B= LEFDIP kyr = lytter, 








则 
Jr zxroott) = i (Bu d) 
_ 7 £ Ç 2 ... 
1 z (Bu,s) 十 TE (Bu,u)' + 
— 13 r a ... 
+ (—1) rn (Bu, +, 
出 此 得 
E (> esCxD = (2n — 1)11( Bu,u)” (4) 

k= 

和 | 


E( > WED) = 


我 们 引入 # 点 年 函数 .| 
wi sN29" `° Xa) = ELEC DIELE) .. [Ë(z,) 1in, 
h + jh te + j, BREER. #yaRKDBrB yE bA 3k S j E: 
miay-i Tisas" .. Xn) = 0, 对 > jk 一 2s— 1, 
《4) 式 可 以 写成 如 下 的 形式 : 
fa id 1 ñ 
mjjiy-i (X19 X29 t atn) = “Bolo Ou Zar (Bu,a)". (5) 
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二 阶 姑 函数 就 是 相关 函数 ~ 
mu(ri,x;) = bC xix), m(x) = mu(z,z) = b(x, O. 
四 阶 垂 函 数 有 如 下 的 形式 : 
m,(x) = 3P (z,z), mlxisr) = 2P(x, x2) 
malat) = br sx) bx n), 
mml xs z; J) = PD(xi, zi éC aisr) + 2bCx1sx2)b xi, x3), 
Manlia trst, 7.) 
= b(x,,x;)b(z,,x.) + b(x,,x;)b(x;,x,) 
+ P(x,,r, bCa). 
在 一 般 情 形 中 有 如 下 的 关系 式 
mji (zum: z ) = DMCs xa). (6) 
这 公式 的 结构 可 描述 如 下 : KA asear 依次 写成 一 序列 , 其 
E z, B j WK ( 关 是 闪 的 阶 )。 然 后 把 写 出 来 的 序列 分 划 成 任意 的 
偶 对 .〈6) 式 右 端 的 乘积 是 对 这 分 划 的 所 有 偶 对 取 的 ,而 求 和 是 对 
所 有 分 划 取 的 (只 是 元 素 排 列 不 同 的 偶 对 看 作 是 一 样 的 )。 这 论断 
可 从 (5) 式 直接 推出 . 
在 许多 问题 中 要 考虑 复 值 Gauss 随机 函数 ， 它 们 的 定义 和 一 
般 的 实 向 量 值 Gauss FAASA. 我 们 将 只 讨论 取 值 于 2: 的 
RE C) = (z) 十 inle) XE El) 和 "n(x) 是 实 的 . 
定义 2 随机 函数 {l)re X) 称 作 复 Gauss 随机 项 数 ， 如 
果实 向 量 函 数 (GG2),n(@),r € XY 是 Gauss 的 ， 而 且 对 任意 xy 
y€ X 8 EG) 一 aD) — a(y)) = 0,a(x) 一 Eztx). 
不 失 一 般 性 可 假设 a(x) = 0. 不 难 验证 ， 条 件 E tCx)5(y) 一 
0 等 价 于 条 件 
EENEG) 一 En l)n G), E£(z)n(y) = -EROH G). {7) 
另 一 方面 ,如 果 等 式 (7) 成 立 , 则 
b(x,y) = Ex)ECy) = 2Cbu(x,y) — ibale, y)), (8) 
其 中 bu(x,y) = Es Cx)5(y) ,bu(x,y) = EE Cx)n《y)， 特 别 地 ,出 
条 件 (7) 可 得 balese) 一 EEC) = 0， 又 因为 (8(%) ,n(x)) 
有 联合 Gus 分 布 , 故 变量 (x) 和 ”n(x) 是 独立 的 ， 据 此 不 难 验 
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EES t) 一 pe MJ plx) 和 glx) 是 独立 的 ,p(x) 有 
(一 x,x) 上 的 均匀 分 布 ,而 p(x) 有 由 


u 


a(x) 


在 (8) 式 中 bun(x,y) 是 非 负 定 核 ,而 blr y) 具有 性 质 balx, 
y) = 一 bu(y,x*).。 利用 这 一 事实 不 难 验证 ， 由 (8) 式 定义 的 函数 
bry GER bulay) 和 buler) 是 任意 具有 这 性 质 的 函数 ) 满 
足下 面 的 关系 ; 对 于 任意 2,1€ X 和 任意 复数 Zi 


e zaia), u > 0, rx) = D£(z) = ba(z,z) 





5 blxrsx) ZZ, 之 0。 


具有 这 个 性 质 的 函数 称 作 X 上 的 正定 核 . 

定理 1 对 于 任意 正定 核 &(x:y)KGx,?EX)， 恒 存在 复 Gauss 
随机 函数 5(*) , 使 得 EzG) 一 0 和 EzCx)5Cy) = b(x,y), 

为 了 证 明 这 定理 ， 我 们 引入 实 的 二 阶 答 阵 函数 B, y) = 
bal ,7)) (i, 一 1,2), 其 中 

| ba(z,y) = bx(z,y) 一 “tD ? 


1 pr 
ba(z,y) 一 —bx(z,y) 一 T3 b (z,y), 


这 里 P'(r,y) = Rek(z,y), P”(z,y) 一 JImb(x,y)， 因 为 bley) 
是 正定 核 , 故 5(x,y) =b), Hlb bale, y) = ba Os x), 
bu(z,y) = — baly) 我 们 来 构造 具有 相关 秆 阵 B(z, y) 的 二 
维 Gauss 随机 函数 《5(x), w(x))。 根据 前 面 的 注 记 知 , 5(x) = 
5(x) + iG) 是 复 Gauss 随机 函数 ,而 且 


E EDITED] = 2( b, (= ;7) 一 ibu(z,y)) 
= b'(x,y) + jb”(x,y) = b(xz,y). 
为 什么 Gauss ANLAR E Sc Bz|R] A B SERJ EAE? 对 
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此 我 们 可 以 阐明 如 下 :在 很 一 般 的 条 件 下 ， 大 量 独 立 而 又 是 很 小 
的 (从 量 的 角度 来 说 ) 随机 函数 之 和 近似 地 是 一 Gauss 随机 函数 ， 
这 时 单个 分 量 的 概率 性 质 并 不 起 什么 作用 .这 就 是 所 谓 正 态 相关 
定理 ， 它 是 中 心 极 限定 理 在 多 维 情形 的 推广 。 下面 给 出 这 定理 的 
一 种 表达 方式 . 

设 给 定 了 一 个 二 重 随机 函数 序列 lanl); z€ X), k=l, 
2 m, n 二 1,2,'"。 令 


mG) = > aG). 
. k=1 


考虑 anO BJ“ RE KENEN E 
ORED) = X Cang (x) Janlr), ank (x) = Es, Cx), 
REN ,XT2) = E[e;,(x,) 一 as|(z,)][e5 ( xr, ) 一 ahr) ls 
其 中 s> 0, 而 Xe(x) 是 区 间 ( 一 s:s) 的 示 性 函数 ， 
定理 2 ” 设 对 每 一 ", 函 数 un(y) ,ao(x),.… a, C) 相互 独 
立 并 且 满 足 条 件 : 
1) 对 任意 e>0 ` 


> Pi lanl) >e} > 0, a — oo 
3 k=1 : 


2) 对 某 一 E = e = elr) > 0,4 # — co 时 有 
> am (<) — alx), > BR (Xs z; 一 (uo). (9) 


< 
则 当 5 — co 时 ,随机 函数 z, (x) 的 边沿 分 布 弱 收 敛 于 数学 期 望 为 
a(s) 和 相关 函数 为 &(x za) 的 Gauss 随机 函数 的 对 应 边沿 分 布 ， 
独立 增 量 过 程 ” 设 了 是 有 限 或 无 穷 的 左 闭 区 间 , a = min7 > 
— oo. 
定义 3 取 值 于 级 ”的 随机 过 程 (çG), ¿€ T) 称 作 独 立 增 
量 过 程 ,如 果 对 任意 #4E T, 过 二，… < ta MILE Ela), 
IO) 一 Ea)» ` U, ") 一 Elta) 相互 独立 。 问 量 £(a) 称 作 过 


为 了 给 定 一 广义 的 独立 增 量 过 程 ， 只 须 给 定 初始 分 布 PCB) 
和 分 布 族 P(1,4,B)(1 宇 a, > 0,B EB), 这 里 8"* 是 22% rh 
Borel 集 的 o RRA PC, k, B) 是 向 量 FG + h) EO 的 分 布 。 
事实 上 ,如 果 给 定 了 这 些 分 布 , 则 向 量 E)E) a EC) 的 任 
意 联合 分 布 由 下 式 唯一 地 确定 


P ( Ñ {sve BA) 


= |, Pen | , Pasn—esdy) | 


B,— B,—(y +y, 


， PCer, shamh dy:) 


| Plinion — t-i dy, )., (10) 
Bn YaF EY gama) 


这 里 B 一 z 表示 集合 {x:x = y 一 z,y 6 By. Wiid t P,( B) zJ 
PUES]. 另 一 方面 ,不 能 保证 任 一 给 定 的 分 布 族 PG h, B) 
对 应 一 独立 增 量 过 程 ， 

为 了 使 得 给 定 的 分 布 族 PO, h, B) 对 应 一 独立 增 量 过 程 ， 必 
须 且 只 须 Pl(1,h,B) 有 如 下 的 性 质 : 对 任意 >” 和 任意 a = z < 
A<: <, =:-+ A,PGz,A, B) 是 独立 随机 向 量 Z, p... ..E, 
之 和 的 分 布 ,其 中 S, 有 分 布 P(z st 一 hoB 

事实 上 ， 若 满足 这 条 件 ， 则 分 布 族 (10) 满 足 相 容 性 条 件 。 因 
此 ， 由 KoxMoropos 定理 知 ， 存 在 具有 有 限 维 分 布 (10) 的 随机 过 
程 。 而 这 些 分 布 的 形式 开明 过 程 有 独立 增 量 ， 

利用 特征 函数 来 研究 独立 增 量 是 方便 的 ， 设 


Jb) = | ep kde), 
R 


AR JG k ou) 称 作 独立 增 量 过 程 的 特征 函数 , KARERE 

Ë(a) — Ela) EC) 一 Eat tt Ea) — SG, 3) (11) 
的 联合 分 布 。 事 实 上 ,向 量 序列 (11) 的 联合 分 布 的 特征 函数 JC, 
六 3 `. s sl t, .. -, n) 等 于 


、 8 
2 
(一 开 J(1-1 Antik) 
k=i 
Atk = Pk — fkes fo a, 
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因此 ,为 了 给 定 一 个 广义 独立 增 量 过 程 , 除 了 P.C B) 之 外 , 只 须 给 
E Jspsx)。 上 面 叙 述 的 关于 Pl(1,h,B) 应 满足 的 充分 必要 条 
件 表明 。 特 征 函数 JGA) 作为 区 间 [zs +A) 的 次 数 应 当 是 
可 乘 的 : 
JG:,h, + hayu) = Tf uJ + hh ). 

这 条 件 本 身 是 使 得 J(1,h,u) 为 一 独立 增 量 过 程 的 特征 函数 的 充 
分 必要 条 件 。 

定义 4 独立 增 量 过 程 称 作 齐 次 的 ,如 果 差 EG 十 h) E) 
有 不 依赖 于 z 的 分 布 , 即 PC(1,h,8) 一 PC(4,B)， 章 次 过 程 称 作 随 
机 连续 的 ,如 果 对 任意 。 > 0 和 球 S, 一 (z: |=] < ey 有 

limP(A,S,) = 0. 

关于 随机 连续 性 的 条 件 及 其 意义 可 参看 $2。 如 果 齐 次 过 程 
是 随机 连续 的 , 则 对 任意 1, 差 EG + A) 一 šG) 依 概率 收 钙 于 零 ， 
因此 SG + p) EO 的 分 布 弱 收 敛 于 零 ( 当 hy0 时 )。 根 据 分 布 
和 它们 的 特征 函数 之 间 对 应 的 连续 性 推 知 ， 随 机 连续 性 等 价 于 下 
述 性 质 : 当 440 时 , 在 任意 有 界 区 域 |x| < N rh, -BA JQ, 


u)—1. 
下 面 我 们 指出 随机 连续 的 齐 次 独立 增 量 过 程 的 特征 函数 的 一 
些 性 质 . 
a) 齐 次 独立 增 量 过 程 的 特征 函数 满足 方程 
JCh, + hu) = J(À,,u)J(h; u), (12) 
特别 ,对 任意 整数 #2 有 


J(nh,u) = [ICh u)”. 
b) 齐 次 的 随机 连续 过 程 的 特征 函数 JA u) 处 处 不 等 于 零 ， 
事实 上 ,对 任意 w 人 们 能 够 找到 ,使 得 当 0<4# 志 时 17(%， 


DSL, 将 + 是 任意 的 且 =a 十 9), 这 里 0<0 <, 
J(z,u) = S10n su) (700 ,u) 一 [J(a,u)]" x J(16,u)， 因 此 |JG， 
| > (二 ) ”。 因 为 当 410 时 在 任 一 个 球 lv| <N 中 一 至 地 有 


* 156 ° 


JQ.) 一 1, 故 在 区 域 ¿e [0,4], lul < N,# = A(N) 中 可 定义 
一 单 值 函数 g,(1,w) 一 In J(z,w)，、 而 且 这 函数 是 在 所 讨论 的 区 域 
内 的 二 元 连续 函数 ， 由 (12) 式 推 得 ,g.(:,w) 满足 方程 
C F ta) = gau) + gG.) lul SN, 
z, > 0, z# + 1, < À. 
因此 gaou) = glu) HB JG,a) = ez。 容易 验证 ， 上 式 应 对 
所 有 的 + 和 w 都 成 立 。 事实 上 ， 若 这 等 式 对 给 定 的 x 和 所 有 的 : 
< host > 0 成 立 , 则 对 任意 + 有 
t n £ gmn tgu F 
JG:,#) = |.) = | | = e W, 34 g> ” n 
因此 
JG.) = e”, (13) 
这 里 e(w) 是 一 单 值 连续 函数 。 
这 个 简单 的 结果 完全 刻 划 出 特征 函数 JG.) 对 上 的 依赖 关 
R. 显然， 形 如 (13) 的 特征 函数 满足 条 件 (12)。 科 下 就 是 立 明 阴 
数 elu) 的 结构 。 MERER, g(w) 可 以 是 任 一 使 得 e'* (对 任 
意 人 是 某 一 分 布 的 特征 函数 的 函数 .由 (13) 式 推 得 
Cu) = im DL, (14) 
而 且 在 每 一 个 有 界 球 lu] < N(0 < N < co) 内 收敛 是 一 臻 的， 
定理 3 设 JOu) a > 0,u€ S") 是 一 族 特征 少数 ,使 得 在 
任意 一 个 球 ju] 和 N(N > 0) 内 极限 (14) 一 致 地 存在 。 则 存在 
{ 家" ,中 的 一 个 有 限 调 度 B), A” pTI ERAT b 
MAE CE) 使 得 ， l 


= (a, —4 U u 
glu) = i(a,u) z Ó 2 





+ | aferei- n 上 Cde). (15) 


证 。 设 (OC ),%", 是 对 应 于 特征 前 数 J(1,w) 的 分 布 ， 令 
i »157。 





ifl ， n 
I(B) hre 247， B € @”, 


下 面 我 们 将 证 明 MER C ), (20) 是 弱 紧 的 .我 们 选取 
序列 1,40, 使 得 耳 , AAF D” 上 的 某 一 测度 T. 其次， 


J-l. A Dt H,(4z) 
z z 


= i4) — BG) + | yn Ca), 
(16) 





式 中 


A(#) 一 | en) H,( qz), B :(u) = |, Se N, (dz), 


u.z) = / e tz) — — iuz) 
flesz) \ ! 1+ jz} 
1 (u, z) 1 + lz: 
+ 2 1 十 和 |z]: ` 
如 果 我 们 定义 Au,0) = 0, 则 Ku,z) 是 连续 有 界 函 数 ， 因 此 
im | ç Cusa), (dz) 一 | IG) (aa), 
因为 等 式 (16) 的 左 端 当 z = z, M n — co 时 极限 存在 , 故 极 限 
Him4 (ze) = a(u), limB, (au) = B(u) 
也 存在 , MA alu) 是 线性 函数 ,B(w) EEE DKE, Ralu) = 
Casu) BCw) 一 (busw), 其 中 2 是 一 正定 对 称 牌子 . 在 (16) 式 
中 党 序列 z, 


g(u) = i(a,u) 一 > (P'u,u) + j, Kuz) (dz). (17) 





设 H(A) 一 (4 — (0)) ({0} 是 由 0 这 一 点 组 成 的 集合 )。 在 
等 式 (17) 右 端的 积分 中 ,可 用 测度 HC，) 代替 测度 开 (. )， 另 一 
方面 ,积分 

1f (us) 

; fa Z (da) 
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存在 ;而 且 是 某 一 个 正定 二 次 型 (vi sg。 不 难 验证 ，(j si > 
(Puya), BUR b — > — P” 是 一 正定 对 称 算 子 ， 于 是 我 们 有 ` 


G) = (a) — Tae) + | (Kune) 





— L Gos nas), 


PRI 
这 就 证 明了 (15). 


现在 验证 族 (H, > 0) 的 弱 紧 性 。 我 们 应 当 证 明 
a) H,(22"”y < C, b) lim lim Il {Sn} = 0, 
， N—>=x 1 40 


其 中 Sy 一 {s:lz| >N}. 
设 la| <N N, 是 任意 的 ， 从 定理 的 条 件 和 (16) 式 推 得 ,对 
于 任意 6 > 0 ,可 以 找到 加 = (N, ,5) ,使 得 l 


—Reg(u) + 6 > |. 上 H,(da), t <t (18) 
1 z 


而 且 对 < 之 1 
—Reg(u) + 5 > Í, [1 一 cos(u,z)]M,Cdz),t < to (19) 


因为 对 所 有 x* 守 1 均 有 1 一 cosx > 一 三 , 故 由 (18) 式 得 





一 Reg(n) + 6 > Í. [e — C] P. (das). (20 ) 


为 了 获得 我 们 所 需要 的 下 界 ,必须 计算 下 列 积分 的 什 : 
Ko) 一 | “2 Io) 一 人 Gontak= 2.4, 


它们 分 别 等 于 
1Co) = (fee) Tonolal), 
poy EER gpn SEM, G21) 
ar (+2 ) ar (Z +3) 
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将 不 等 式 (18) 和 (19) 对 neS, 积分 并 除 以 S, 的 体积 ( 它 等 于 
Qno”, On = =” / r (z + 1 ) ) ,我 们 就 得 到 








g rw |. Reg(«) + Š 
> j. ganl — CD Jaa) (22) 


和 


-| Reg(u)du + 8 
Q np” Sp 


>| [1 - r +g P Tl) onplaD naz). 


(23) 
在 (22) 式 中 根据 条 件 P = 2(m 十 4) 选 定 P 并 取 N > p, 我 们 
就 得 到 


1 ' 
Ir,( S.) < 2|s 一 h, Reg(u)du | 
因为 函数 Two(z) 是 有 界 的 ,所 以 对 任意 。 > 0， 我 们 可 以 根据 条 
件 | 
Coc)m > arar (TE + 1 up| Imao) (24) 


ER e= p.。 FEA 


mG) <2 Ë — -if RegCu)du |. 
Qnpr pl 


这 就 证 明了 DCA") < KK、 最 后 ,注意 到 当 p >0 时 有 
1 


— |, Reg(u)du — gC0) = 0, 
Ome” ISo 


我 们 首先 把 p = o 选 得 如 此 之 小 , 使 得 不 等 式 (23) 的 左 端 不 超过 
23, 然 后 选取 < 一 N = Ne 使 得 (24) 式 成 立 。 于 是 就 得 到 
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IL(Sw,) 48， 
而 且 这 些 不 等 式 的 确立 都 不 依赖 于 ze [0, z] „t = a(N aò). 定 
HFE. 

从 上 面 的 结果 可 得 

定理 4 E EOG > 0) 是 取 值 于 A” RIR E H E E 
程 , 则 差 ECS + r) 一 ECG) 的 特征 函数 Jsz) 形 如 

Jeu) = e”, (25) 
其 中 g(w) 由 (15) 式 给 出 . 

现在 考察 (25) 式 的 某 些 特殊 情形 。 

a) b = 0.1I( B) == 0. 

DP JG) = een, CRMT EREA ta E 统 ” 的 退化 分 
布 的 特征 函数 。 于 是 以 概率 1 有 EG) = (0) + ar, BA EG) 以 
速度 a 作 勾 速 运 动 ， 

b) TH( B) = 0. 

这 时 增 最 ¿G + 5) EG) 有 正 态 分 布 ,其 平均 值 是 a, 相 关 
矩阵 是 多 。 因 此 ,例如 若 ECO) = 0, 则 EG) 是 Gauss 过 程 ， 在 这 
一 章 的 $ 5 rh, 我们 将 要 证 明 。 在 这 种 情形 而 且 只 有 在 这 种 情形 ， 
独立 增 量 过 程 随机 等 价 于 样本 函数 以 概率 1 连续 的 过 程 ， 所 考虑 
的 过 程 称 作 Brown 运动 过 程 . | 

众所周知 ， 如 果 用 高 放大 倍数 的 显微镜 RI K LTE H Pk RRI E 
状 小 微粒 ,人 们 就 可 以 看 到 , 这 微粒 处 于 不 断 运动 的 状态 中 * 而 且 
它 的 运动 路 径 是 很 复杂 有 随机 方向 节 的 折线 ， 这 种 现象 是 由 于 液 
体 分 子 与 胶 状 微粒 相 碰 撞 而 产生 的 。 胶 状 微粒 的 体积 比 起 液体 分 
子 的 体积 要 大 得 多 ， 它 在 一 秒 钟 之 内 受到 液体 分 子 磁 挤 的 次 数 是 
很 大 的 ， 要 把 微粒 和 分 子 的 每 一 次 碰撞 的 后 果 搞 清楚 是 不 可 能 
的 ,我 们 所 看 到 的 微粒 运动 叫做 Brown 运动 。 作 为 粗略 的 近似 ， 
我 们 可 以 认为 ， 在 介质 分 子 碰撞 的 影响 下 微粒 的 位 移 是 相互 独立 
的 ,并 且 可 以 把 Brown 运动 看 作 是 具有 独立 增 量 的 连续 过 程 。 鉴 
于 上 述 情况 ,这样 的 一 种 过 程 是 Gaus 过 程 。 如 果 SG) 是 一 维 的 。 
b = 1 Ñ a = 0, 则 这 样 的 Brown 运动 称 作 Wiener 过 程 。 
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c) a = 0, = 0,W EE H E S rH A zo 的 质量 4 
这 时 特征 函数 (25) 形 如 


J(z,u) = exp [et e Dí gims — — i (26) 


容易 验证 , 增 量 SG) 一 EO 可 表 为 ， 
(0) = a yt) E), 
EA — C0) = a ( 200) — 25) 


其 中 v(x) 是 平均 值 为 Er) = ileb, 的 Poisson 过 程 ， 
Zo 


d) b = 0, WENI RAHE 
| H(dz) < o, (27) 


a” jel? 
这 时 g(w) 可 以 表 为 
Çu) = G.) + |C — Dias), (28) 


其 中 q> 0, 而 三 是 { 弦 ",B8”} 上 的 概率 测度 ， 这 表达 式 的 解释 
如 下 ; 我 们 有 


JG, u) = gim) z. -qs Vd: | p POP) |", 
Ja . 


它 是 和 

že + E t E o t Eo 
的 特征 函数 ,这 里 E.S... ,5;,-……* 是 独立 同 分 布 的 随机 向 量 , 它 
们 取 值 于 A” LST% Ia 是 常 值 向 量 ， 而 xz 是 一 个 整数 值 
随机 变量 , 它 独 立 于 族 IS k = 1,2,"……} 且 有 参数 为 4 的 Poisson 
分 布 : 

PIA = x) = =“ G". 


这 过 程 称 作 A” 中 的 广义 Poison 过 程 . 
应 当 指出 ,不 管 由 (15) 式 确定 的 函数 g(x) 如 何 。 人 们 都 可 以 
构造 收敛 于 它 的 形 如 (28) 的 函数 序列 。 因 为 这 序列 中 的 函数 实际 
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上 确定 某 些 分 布 的 特征 函数 ， 故 e'ew 是 某 一 分 布 的 特征 函数 ,这 
里 glu) 是 任意 形 如 (15) 的 函数 ， 于 是 得 到 

定理 5 过 程 5(z) 是 具有 独立 增 量 的 齐 次 随机 连续 过 程 的 充 
分 必要 条 件 是 , 它 的 特征 函数 由 (25) 和 (15) 式 表 出 ,其 中 “是 任意 
的 向 量 , b 是 任 一 正定 算 子 ,CB) 是 {2",8"}) 上 任 一 使 得 T{z 
= 0) 一 0 的 有 限 测 度 . 

Mapxos 过 程 Mapkos 过 程 在 现代 概率 论 及 其 应 用 中 起 着 
重要 的 作用 ， 在 第 二 卷 中 我 们 将 要 对 它们 作 详 细 的 研究 ， 在 这 里 
我 们 只 给 出 这 类 过 程 的 最 简单 定义 。 离散 时 间 Mapo 过 程 的 概 
念 在 第 2 章 $4 中 已 经 引 人 和 讨论 过 . . 

Mapkos 过 程 (Mapkos 系统 ) 的 概念 是 基于 这 样 一 种 系统 的 
表示 ,该 系统 未 来 的 演变 只 依赖 于 系统 现在 的 状态 ( 即 与 系统 过 去 
的 性 态 无 关 )。 设 EO 是 取 值 于 完备 距离 空间 Gy 的 随机 过 程 ,其 
中 re T, T 是 有 限 或 无 穷 的 时 间 区 闻 , % E: 27 中 Bored RH o 
代数 ， 

空间 多 称 作 系统 的 相 空 间 ,8(z) 是 系统 在 时 刻 z 的 状态 ， 关 
于 “将 来 与 过 去 无 关 ” 或 “无 后 效 ” 的 假设 可 以 很 简单 地 利用 条 件 概 
率 描述 如 下 : 对 于 任意 了 EB 和 4 过 sb 过 … <, < r,# 

PEC € BIEC) EC), (ro 
= P{EC) € B|z(z,))XmodP). (29) 
因为 给 定 一 个 随机 变量 时 的 条 件 概率 可 以 看 作 是 这 个 变量 的 函 
数 , 故 令 | 
PLEC) € ALEC) = PC EC 22, A) G < O). 
HE 1 Ë $ 3 的 (19) 式 得 到 , 对 于 任意 的 #4 < r, < … < n RE 
RAR Borel 函数 ENET . *, r, )( xk EB ,R= 1,2, xn) 下 
面 的 等 式 成 立 : 
Ee CEC) Sa EDN EGD 


= [PCs 51) ,50507) PG, dy,) 
eee [PCanas9n-1stns dya eC Cn) yo CmodP ), (30) 
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特别 地 , 若 令 g= Kln), KE XO) 是 集合 B e 3 的 示 性 

函数 , 则 由 (30) 式 推 得 ,以 概率 1 有 
PGE, B) = |P(%,y; ns BPE), (31) 

我 们 在 第 2 章 $4 中 已 经 碰见 过 这 等 式 ,在 那里 称 之 为 Chapman- 
KoxMoropoa 方程 ， 

定义 5 RÉT Y 的 随机 过 程 cCoO G € T) 称 做 Mapkos 过 
程 ,如 果 

a) 对 于 任意 n < <. < r, <t, n € T(k = sss) 
re T ,(29) 式 成 立 ， 

b) 存在 函数 P(;,y,:,B)， 对 于 固定 的 ;,t;B， 它 是 y 的 ° 


可 测 函 数 ,对 于 固定 的 ;,y,z, 它 是 Š 上 的 概率 测度 ,而且 这 函数 满 
Æ Chapman-KoJtMoropoB 方程 


P(z.,y,n,B) = aaa ` (32) 


并 以 概率 1 等 于 条 件 概率 
PCs, ECs)st,4) 一 P(E) € A[E(O). o 
函数 P(t,y,s;B) 称 作 Mapo 过 程 的 转移 概率 因此 ， 按 
照 定义 ,条 件 概 率 族 (29) 是 正则 的 , 而 且 过 程 EO 与 “过 去 "无关 . 
过 程 由 等 式 (29) 表 示 的 性 质 称 作 Mapkos 性 和 无 后 效 性 ， 
”现在 我 们 证 明 ， 从 MapkoB 性 可 以 推出 某 些 更 强 的 论断 ， 再 
次 应 用 第 1 章 5 3 的 C19) 式 和 这 一 章 的 等 式 (30)， 我 们 就 得 到 ， 对 
于 ns nET = 1,- š. ,n + m) 
有 
Ee EO ma) SG, 42), t Enn DEC šG,)) 


= [Pens Etm) stmt s dy, ) ° `. 


`. |PG,2 uyata dyo)s Cy, ... 5) 


一 Egna) 1. ,E(tn4m)) [ECm) (modP)。 
如 果 令 Eis ertga) = XC yis …，jn)， 这 里 B° 是 ?中 的 
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Bore! 集 , 则 由 此 可 推出 下 面 的 等 式 , 它 推广 了 过 程 的 Mapo 性 ; 
对 于 任意 的 z, < x, < +-- < z,+=( € T) 和 n,m 

PI([£G, +). i ,E(tm4n)) € B |£ 6), rety Elm) } 

= P{ [Emast tE men)] € B [ECm)}CmodP). ` 
我 们 用 S, 表示 由 随机 变量 EGET, s< :) 产生 的 事件 o IÑ 
数 ,3* 表示 由 随机 变量 EGN ETs > r) PER o 代数， 则 对 任 
意 柱 集 CeS fi, < 1, < :* ° < +, <: 有 
P{C IEC), et EG, ,)Y= Píc|šG,))(modP), — (33) 

设 4 是 使 得 (33) 式 成 立 的 事件 类 。 根据 条 件 概率 的 性 质 ( 第 1 章 
$ 3)，4 是 一 个 1 类 ;而且 它 包含 由 S? 中 的 柱 集 组 成 的 类 ,所 以 
A 二 3#， 另 一 方面 , 设 % 是 由 所 有 使 得 对 任意 5€3* 有 


[ Pessoa = | PGP GH 


的 事件 NN 组 成 的 事件 类 ， 根 据 (33) 式 知 ， 针 包含 ,中 所 有 柱 集 ， 
因为 等 式 (34) 的 左 端 和 右 端 都 是 S, 上 的 可 数 可 加 集 函 数 , 故 由 它 
TE 孕 的 柱 集 上 相等 这 一 事实 可 推出 ,它们 在 S, 上 也 相等 。 于 
是 有 

定理 6 对 任意 Se Sr 

P($|%,) = P(S EC) (modP). (35) 

《35) 式 表明 , 当 完 全 给 定 了 Mapo 过 程 的 过去” 时， 由 过 
E 将 来 ”的 性 态 确定 的 任意 事件 S 的 条 件 概 率 只 依赖 于 “现在 ”， 

定义 在 了 一 [0,b] 或 了 = [0,co] 上 的 广义 Mabxoe 过 程 
我 们 把 由 1,8) 上 的 概率 测度 m 和 满足 定义 5 中 条 件 b) 的 转 
移 概率 PG y, B) (< rt € T, BES) 组 成 的 族 称 做 广义 

MapxoB 过 程 ， 

测度 mm 称 做 系统 的 初始 分 布 。 

对 于 任 一 * 4" 3836 yz € 多 的 有 界 Borel RR /(y,,y2s sYa) 
和 任意 n€ T(K = 1,:--,n,0 < 二 一 … <) RTS 


F, 8 Lf] = ace P(0,y., n dy.) X ++ 
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x Í Jy: `. y. JP, y ist dy.) (36) 


和 " 

neral AP) = F, a [29], (37) 
其 中 x e 是 集合 z EB 的 示 性 函数 ，8" 是 @Z" 中 Bored 集 的 
0 代数， 注意 ,对 于 任意 Bord 函数 fy, sY) R 


ACASAN `` sIn) = CORN n. sYa JPG(:,y, u s dy,)(z < s) 


也 是 Bord 函数 ,这 是 因为 式 中 的 积分 是 简单 函数 积分 的 极限 ,而 
后 者 是 变 元 yoya,- y. 的 Bord 函数 . 根据 积分 的 性 质 知 ， 
P, (BP) 是 B37 上 的 测度 。 R, WER P,., (Bi) 满足 相 
容 性 条 件 , 根 据 Korvokopos 定理 (第 1 章 $4 定 理 2) 知 , 若 多 是 可 
分 完备 距离 空间 , 则 容许 某 一 表示 {0,S,P}， 其 中 0 是 由 所 有 取 
值 于 多 的 函数 w(z) G € T) 组 成 的 空间 。 设 EG) 是 任 一 一 随机 等 价 
于 {0,6,P} 的 过 程 ,我 们 可 以 验证 | 

PLEG) E BIEC) EC) tt Eln) = POr ECan) >t, B) (modP), 
BIEG 是 具有 给 定 转移 概率 的 MapkoB 过 程 。 为 此 只 须 验证 等 
式 ， 对 于 任意 BE8",BEB 和 4 之 bh 


|. Plno Yasta BDP, tyop (dy, dy, ... ,dy,) 
一 Porrota B” x B). 
然而 这 等 式 可 直接 由 (36),(37) 式 和 第 2 章 $ 4 的 定理 2 推出 . 


因此 , 若 多 是 可 分 完备 距离 空间 ， 则 任 一 广义 Mapos 过 程 都 
存在 某 一 种 表示 ， 


š 2. 可 分 随机 函数 


基本 定理 ” 设 给 定 了 概率 空间 {0,6,P) 上 的 一 个 取信 于 某 
可 测 空间 {多 ,3} PLR E = gro), rE K, 我们 将 
假设 ，{9:S,P} 是 完备 的 概率 空间 。 

在 许多 问题 中 , 形 如 
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lo:t lD ER 对 所 有 <€ G) f (1) 
的 事件 起 着 重要 的 作用 .遗憾 的 是 , 当 G 是 不 可 数 时 ,一 般 不 能 断 
定 事件 (1) 是 6 可 测 的 。 但 是 ， 我 们 常常 需要 讨论 这 样 的 随机 函 
数 ， 它 使 得 对 于 足够 广泛 的 集合 类 了 和 G 来 说 ， 这 事件 是 S 可 测 
的 . 

.基于 以 下 的 注 记 ， 我 们 有 可 能 克服 由 于 集合 G 的 不 可 数 性 而 
产生 的 困难 . 假设 在 A 中 存在 一 可 数 点 集 7 和 这 样 的 集合 
N ,使 得 P{N} 一 0 县 对 所 有 GeG6 和 PRES, 集 合 (1) 与 集合 

Lot) € F 对 所 有 EGNI} = N te: : G) € P) (2) 

的 对 称 差 被 包含 在 六 中， 于 是 集合 (1) 是 可 测 的 。 满足 上 述 假设 
的 随机 函数 称 作 ( 关 于 集合 类 和 3) 可 分 的 。 从 直观 上 可 以 看 
出 为 使 随机 函数 是 可 分 的 ，@ 中 的 集合 应 该 在 某 种 意义 下 是 “ 充 
实 的 ”， 即 它 要 包含 工 中 充分 多 的 点 ;使 得 人 们 有 理由 认为 ， 集 合 
《1 和 (2) 之 间 没 有 本 质 的 差别 ， 

例如 , 若 . 肥 - 和 细 是 距离 空间 .有 是 可 分 空间 ,人 是 弛 “中 的 开 
集 类 ,S 是 27 中 的 闭 集 类 ,而 函数 L(x) = gleo) 对 几乎 所 有 
是 连续 的 。 如 果 选 取 .经 "中 任 一 处 处 稠密 的 可 数 点 集 作为 7。 则 函 
数 5x) 是 可 分 的 。 这 时 ， 集 合 (1) 和 (2) 在 使 得 《Cr*) 为 连续 的 那 
些 w 处 是 相同 的 . 

在 本 节 中 EREK R Y 分 别 是 共有 了 虑 离 r(e) 和 (yan) 
的 距离 空间 , Z 是 可 分 空间 ,而 随机 函数 的 可 分 性 则 理解 为 关于 
K 中 的 开 集 类 @ 和 名 中 的 闭 集 类 3 的 可 分 性 ， 

定义 1 随机 函数 5(*) 一 g(x,w) 称 作 可 分 的 ， 如 果 存 在 
A 中 处 处 而 密 的 可 数 点 集 了 一 {a} i 一 1,2,…*，、 以 及 Q 中 的 
零 概 率 集合 W， 使 得 对 任意 开 集 GC. 弛 ” 和 任意 闲 集 FCG@ 两 
个 集合 {w:g(x,w@)E F 对 所 有 *cG} 和 {w: zg(xz,o)6€ F 对 所 
有 x+E GN1} 只 能 在 的 子 集 上 不 相 重 合 . 

在 这 定义 中 出 现 的 可 数 点 集 I= {xi} 称 作 随 机 函数 的 可 分 
性 集合 。 对 于 请 机 函数 来 说 、 可 分 性 并 不 是 一 个 严格 的 限制 。 在 
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对 随机 函数 的 定义 域 2” 和 值 域 多 的 性 质 作出 足够 广泛 的 假设 
之 下 ;存在 随机 等 价 于 给 定 随机 函数 的 可 分 随机 函数 ， 然 而 ;应当 
指出 ,在 构造 等 价 的 随机 函数 时 ,有 时 必须 扩大 函数 的 值 域 而 使 它 
变 为 一 个 紧 集 . 

我 们 首先 给 出 一 个 关于 随机 函数 可 分 性 的 判别 准则 设 多 
ERK gCo) 是 取 值 于 V 的 可 分 随机 函数 ， 了 是 可 分 性 集合 ， 
NN 是 相应 的 例外 点 集 . 

以 了 表示 空间 .2 由 所 有 这 样 的 开 球 灿 ， 它们 具有 有 理 半径 ， 
而 且 球 心 是 在 .2 中 一 个 固定 的 处 处 稠密 可 数 集 的 点 上 类 了 是 
可 数 的 ， 另 一 方面 ， 色 7 的 任意 开 集 可 以 表 为 了 中 的 (可 数 多 个 ) 
球 之 并 . 

设 4(c,o) EH z BOB 3E 1 G MER Ceo) DARZ 
闭 包 ; 而 且 

A(x,0) 一 NACS an 

是 当 s 取 遍 所 有 包含 点 * 的 球 的 总 体 时 所 有 4(5,w) 的 交 ， 闭 集 
族 Aor ES) 是 “集中 的 ”, 即 这 族 中 任意 有 限 多 个 集合 必 有 有 
公共 点 ,又 由 Z 的 紧 性 知 ， 它 们 的 交 非 空 。 根 据 函 数 多 xyo) 的 
可 分 性 得 

Elro) € ACx,wm),wEN. : (3) 
反之 , 若 对 任意 wENCP{N} = 0)(3) RRL, Ho) 是 可 分 
随机 函数 。 事 实 上 , 若 对 所 有 xrEINSH #g(z,o)€ F, 这 里 FF 是 
多 中 某 一 闭 集 和 5e V5, 则 对 任意 x*E5 有 A4(x,w)CA(S3,wm)， 因 
而 对 S$ 中 所 有 + 均 有 gz,o)e F. 

设 G 是 K 的 任意 开 集 。 我 们 把 它 表 为 VV 中 集合 之 并 G 一 
U St。 基 于 刚才 所 作 的 注 记 , 由 | 


£(z,o)€ F, 对 所 有 > € I'AG.oŠ € N 
可 推出 
HEF oyeF, 对 任意 ze G. 
我 们 把 已 得 到 的 结 ARIAN 
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引 理 1 为 使 取 值 于 紧 空 间 多 的 随机 函数 E(x) 是 可 分 的 ， 
必须 且 只 须 存 在 P(N) = 0 的 集合 N ,使 当 weEN 时 (3) 式 成 立 。 

因此 ,为 了 构造 随机 等 价 于 g(x,w) 的 可 分 随机 函数 ， 只 须 找 
出 满足 (3) 式 并 以 概率 1 等 价 于 gryo) 的 函数 ro): 

Plg(r,o) > g(z,o)) = 0. 

引 理 2 设 B 是 多 中 任意 的 Bore w, V 是 紧 的 。 则 存在 
有 限 或 可 数 的 点 列 noros WERNER z € T ,集合 N(x,B) 
= {w:gCerso) E B,k = 1,2,.…,8(x,m)EB} 的 概率 等 于 0. 

ME. 设 是 任意 的 。 WE zc z]. 已 经 构造 出 ， 则 令 
m, = sup Plg(m,0) € B,:.., glar) € B.g(z,o)€ B). Ë m, 


= O AROE C AEA. 若 m > 0， 则 令 rrn 为 使 得 
Plg(x1,0)€ B,..*, g(x,0)E€ B,gCxat 0)EB} 之 > ml? 
Raw- 点 。 因 为 集合 
= {wo:g(xis2) EB,i 一 1 2。 … .K.g(zkii s )€ BY 
KEEA o l 


> DPU) > >+ m 


KEH k — oo 时 mx 一 0， 于 是 对 任意 上 有 
Píz(xz,,o)€ Bsk 一 1;2 .58g0xz0)EB S limm = 0, 
这 就 证 明了 引 理 2。 ` 
从 上 面 的 引 理 容易 推出 下 述 论断 ， 
引 理 3 设 MW 是 可 数 的 集合 类 ,对 是 由 M 中 所 有 可 能 的 集 
合 序列 之 交 组 成 的 集合 类 。 则 存在 有 限 或 可 数 的 点 列 roza 
和 集合 NGx)《〈 对 每 一 点 *) ;使 得 
PINC} = 0, 
HHE BENA 
{o:glrn w) E B,n = 1,2, +, g(x w )EBI CNCE), | 
引 理 的 证 明 如 下 : 设 T 是 局 7 中 的 可 数 点 集 ， 它 是 像 在 引 理 
2 中 那样 对 每 一 B6 WM， 构造 出 来 的 序列 {r 2 一 1,2,…)》 之 
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并 , 又 设 N(x) 一 UJ Née, B). 如 果 B'E m E B5ƏB',B eM, 


H€ Tto 


M] {fo: glens) E B', z, € 1, g(r, wo)EB}C{o: g(x,, o)6€ B, 
xo€1,8(x50)EB}CN(x,B)CN(Cx). 此 外 , 若 B' 一 N B, € Dis 
则 
{wg(xn00) € B’, € 1,g(z,o)8B') 
CU {og 0) € B',z, € L.g(z,06)B,) 


(en Ü N(z, B,2CN(a2. 
k=1 


引 理 得 证 ， 

现在 不 难 证 明 下 面 的 定理 : 

定理 1 (J. L. Doob) i£ X 和 是 距离 空间 ,名 是 可 分 
的 ,多 是 紧 的 。 MERRET 多 的 随机 函数 g(x,w) (z € £) 
随机 等 价 于 某 一 可 分 随机 函数 。 

证 ， 我 们 固定 多 中 某 一 个 处 处 稠密 可 数 点 集 L, 又 设 M 是 
由 以 工 的 点 为 球 心 且 具 有 有 理 半径 的 球 之 余 集 所 组 成 的 集合 类 . 
因此 由 ,中 集合 之 交 组 成 的 集合 类 叉 包 含 空间 aman 
R. 其 次 , 对 于 每 一 Se V, RAITEILLA g(x,w) 看 作 是 只 
xze3 定 义 的 ,同时 按照 引 理 3 构造 序列 了 一 IS) 和 集合 NC — = 
Ns(wx). 令 


J= UIC) N,= UNCGD)， 


设 

Elro) = g(x,o), Ži x 《或 weEN;， 
若 w ENz,xE], 则 以 任意 方式 定义 rro RRR Elro) EAL, 
wo))。 因 为 对 于 *Ey 函数 gCo) 和 g(x,w) 有 相同 的 值 , 故 对 冰 
数 多 x,w) 和 g(x,w) 所 构造 的 集合 4(x,w) 也 相同 . 由 号 xyo) 
的 定义 推 得 ,对 任意 * 和 ww 有 - 
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Elro) E Alro). 
因为 {to:g(xryo) = Elro) EN,, 故 Píg(x,o) = g(x,to)] 一 
1 ,这 就 证 明了 定理 ， | 

定理 1 能 够 直接 推广 到 取 值 于 可 分 局 部 紧 空 间 的 随机 函数 的 
情形 . f 

定理 2 RZ 是 可 分 局 部 紧 空 = [B], A 是 任意 的 可 分 距离 空 
E. 对 任意 定义 在 上 取 值 于 @r 中 的 随机 盘 数 g(x+,w)， 存 在 随 
机 等 价 的 可 分 随机 函数 Co), TRETEN 多 的 某 一 个 紧 扩 
充 F GDY. . 

本 定理 的 证 明 可 由 以 下 事实 得 到 : ”任意 可 分 局 部 紧 空间 A 
可 以 看 作 是 某 一 紧 空间 的 子 集 。 例如 , 若 z(z,o) 是 取 值 于 有 
限 维 空间 Z 的 , 则 给 27 添加 一 “无 穷 远 ”点 oo 后 。 我 们 就 容易 得 
HRA AOBA Z =V Ulo}, 使 得 (在 空间 多 的 拓 
扑 中 ) 每 一 闭 集 Fc # # 中 也 是 闭 的 (对 于 新 的 距离 来 说 ) ,在 
构造 随机 函数 的 可 分 现实 时 ， 可 能 必须 给 这 函数 指定 附加 的 《co》 
值 ,但 是 对 于 一 个 固定 的 x 来 说 ,这 样 的 概率 显然 等 于 零 ， 

随机 连续 性 ”在 许多 问题 中 ， 知 道 怎样 的 集合 了 可 以 作为 可 
分 性 集合 是 重要 的 ,在 给 出 这 问题 的 回答 之 前 ， 我 们 引进 一 个 重 
变 的 概念 并 给 出 一 些 与 之 有 关 的 简单 定理 . 

定义 2 我 们 说 取 值 于 V 的 随机 函数 gC, o) 在 点 x(G € 
K) 随机 连续 ,如 果 对 任意 s> 0 

P{p(g(xosi0), gle w))> e}—>0,B rlr) — 0, (4) 
如 果 gleo) EREE BOCA 的 每 一 点 都 随机 连续 ， 我 们 就 说 
TEB LEIES, 

AR BENLE S EOR EER LRA A” 
随机 元 g(x*4,w%) 和 gla) 的 联合 分 布 所 加 的 条 件 , 其 中 ne 
e 2， 特别 地 ,这 概念 可 应 用 于 广义 随机 函数 ， 

在 点 zo 随机 连续 的 要 求 表示 当 x x — xo hf Ú (z) = glers) K 
ERKAT le). 

定义 3 ”如果 存在 点 JE 多， 使 当天 一 co 时 
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supPiplgtr,0),y] > K} > 0, (5) 


则 称 随机 函数 g(x,w) 在 集合 上 随机 有 界 . 

定理 3 在 紧 集 G 上 随机 连续 的 随机 函数 glr o) 也 是 在 
K 上 随机 有 界 的 ， 

证 ， 设 e > 0 是 任意 预先 给 定 的 数 ， 对 于 每 一 *, 我们 构造 以 
点 * 为 心 的 球 S, 使 得 对 任意 zcS: 有 

Pío(zg(z=,o),g(z",o)) > 1} < s[2. 

从 这 些 球 S, 的 总 体 中 选 出 序列 SeSe, t San REIER RK 
的 一 个 有 限 履 盖 ， 因 此 ,对 于 任意 ”有 

plgCx,m0),y) < plg Cri, m0), y) 

+ max  P(g(2 0), g(ziy 622 + oC gleiso) gle, 0)), 


AP x; 是 菜 一 个 包含 x 的 球 Salk = 1 05) 的 球 心 。 不 等 式 
右边 的 各 项 是 有 限 随机 变量 ,因此 对 充分 大 的 NN 有 
Pi{p(gCx1,0),7) + max plg(x1,0),8(xi,0)) > N) < s/2. 


如 果 假 定 N > 1, 则 对 于 任意 rE 有 
Pío(g(x,e),y) > 2N) < P{p(g(x;,0), g(x,0)) > 1) 
+ Pi{p(g(x1, 0),y) + max p(g(z o), g(xi, 9)) 
> N) < s. | 
由 此 得 
S supPi{p(g(*,0),y)> 2N} <s, ` 


定理 证 毕 。 

定义 4 随机 函数 eCe o) 称 作 在 2- 上 一 至 随机 连续 的 ， 如 
果 对 任意 小 的 正 数 8 和 st; 可 以 找到 5 > 0， 使 当 r) < 5 时 
有 ' 

Pío(g(zr,o),g(z',o)) > 8} < E (6) 

定理 4 若 g(x,o) 在 紧 空间 A 上 随机 连续 , 则 g(x,w) 是 
一 致 随机 连续 的 ， 

事实 上 ,假若 不 然 , 则 可 以 找到 一 对 正 数 € 和 st 对 于 任意 ó, 
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> 0, 存 在 一 对 点 z. fi rn E r(x,,=,) < òn A 
Plo(g(x,,o),g(x,,o)) > sy > so 
我 们 可 以 假设 5, 一 0 R z, > xo FIE x 一 xo 和 
e, < P{plglrn o) grs,0)) > e} 
< P{olgCr, w) gCros 0)) > 8/2} 
+ Pí(o(g(xzo,o),g(x,;o)) > 8/2}. 
这 不 等 式 与 随机 连续 性 条 件 相 矛盾 , 
定理 5 |. 是 可 分 空间 ,Gy 是 任意 的 距离 空间 , 而 g(x， 
o) RERET 多 的 随机 连续 可 分 随机 函数 。 则 2 的 在 一 处 处 称 
密 可 数 点 集 都 可 作为 随机 函数 g(x,w) 的 可 分 性 集合 ， 
HE. 设 V — ($) 是 前 面 引入 的 由 经 ” 中 可 数 多 个 球 组 成 的 
集合 ;7 = {r} K= 1,2,-…,n，"…} 是 随机 函数 g(x,w) 的 可 分 
性 集合 ,入 是 在 可 分 姓 定 义 中 出 现 的 w 例 外 集 , 而 J E RE 
个 处 处 称 密 的 点 集 。 以 B(S,o) 表示 当 z BOB J YS 时 g(x,0) 
的 值 集 之 闭 包 ，N(5,) 一 {o:g(ztywo)EB(S,w) 车 z € S). $ 
件 NC5,) 的 概率 为 零 . 事实 上 ， 设 el 一 2， 0》 是 
JAS PEKAT <, 的 点 列 。 则 l 
P(z(zoe) £ B(S,e)) < Pf imole o), gC w)) > 0) 


< limP {lim pCg(x1,0),8(%,0)) > +L] 
. Ji f , 1 
< lim jim P o(g(z.,0),g(x;,o)) > J. 


N= U U NGK; D P(N) 一 0， 如 果 woENUN' 且 对 


所 有 z€ JNG 有 g(x,wm) EF, 这 里 G 是 某 一 开 集 ，FCe 多 是 一 闭 
集 , 则 对 于 每 一 x* € G 和 使 得 x, € SC G 的 5, 我们 有 

g(x*,,@) € B(S,o)C F, 
H EAr, JELE FT BCS x € G 和 ENUN 有 teo) € 
F, RRRA J 满足 随机 函数 的 可 分 性 集合 定义 中 的 条 件 ， 
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53. 可 测 随机 函数 


设 2 和 多 像 前 面 那样 分 别 表 示 有 距离 r(x;, z) 和 p(y 
y.) 的 距离 空间 ，g(x,w) 是 定义 在 党 上 而 取 值 于 多 中 的 随机 机 
数 ,又 设 是 概率 空间 {0,6,P} 中 的 基本 事件 . 

假设 在 X 上 定义 一 个 集 含 代数 N, 它 包 售 所 有 Bord 集 ， 
又 在 六 上 定义 一 完备 测度 a pl oí xS ERA x Q rh c 
代数 久生 的 乘积 产生 的 最 小 0 代数， 而 站 MX 5} 则 表示 这 5 
代数 对 于 测度 z x P 的 完备 化 。 

定义 1 ILAR g(x, o) 称 作 可 测 的 ,如 果 它 对 于 5{SXS} 
是 可 测 的 . 

我 们 用 B 表示 空间 V 的 Borel 集 o 代数 。 回忆 在 一 般 情 形 
中 我 们 根据 随机 函数 的 定义 推 得 ,对 任意 B c 8 和 轿 定 的 x 有 

{o:g(x, w) E B) €G. . 
然而 ;如果 随机 函数 g(x,w) 可 测 , 则 
ÍGz,o):ig(z,o)€ BZ EELA x S}. 
因此 由 Fubini 定理 得 知 ， Ge) 作为 * 的 函数 以 概率 1 是 和 可 
测 的 。 

现在 讨论 随机 等 价 于 给 定 随机 函数 的 可 测 可 分 随机 函数 的 存 
在 性 问题 . 

定理 1 设 A 是 可 分 完备 距离 空间 ,2 是 可 分 局 部 紧 的 ,又 
设 测度 “是 z 有 限 的 ,如 果 对 于 4 几乎 所 有 的 *, 随 机 函数 g(x,w%) 
是 随机 连续 的 . 则 存在 随机 等 价 于 函数 g(z, o) 的 可 测 可 分 随机 
函数 g*(x,@)， 

UE. 首先 假设 A 和 多 RERU, MELZ) <, 由 
$2 定理 1 得 知 ， 存 在 随机 等 价 于 g(x, o) 的 可 分 随机 函数 Ex， 
wow)。 设 工 是 函数 g(z,o) 的 可 分 性 集合 , 它 在 . 肥 - 中 处 处 稠密 。 我 
们 把 了 的 点 排 成 某 一 序列 {rs to ttt’ tw O HR r, = 
min{r (xr x) ks = 1," * ni, 
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对 于 每 一 ", 我 们 构造 A 的 一 个 有 限 覆 盖 , 它 由 以 点 ze I 
为 中 心 和 半径 等 于 六 /2 的 球 5 站,… SR 组 成 。 在 此 假设 P 
== xi (HF j 一 1, 7， n), MECRA PO 一 和 十 二 7) 
则 可 以 任意 方式 从 I ph, MERR SP 一 2 十 1 m,) 
k. 的 覆盖 集合 . 令 En(x, 0) = (r0), 车 xE s”, k = 1, 
2,… .wm《{【 这 些 球 是 互 不 相交 的 ,因而 这 样 定义 是 适 切 的 )j5o(xzyo) 


;-1 
一 Elro), # x € spPN UJ se, j=n+ l, mo 这 里 sf) 是 
t=1 


球 5 站 的 中 心 ， 
注意 , 对 于 固定 的 o, ZC o) 是 变 元 x 的 Borel 函数 ， 而 
且 Ee w) EXX Cr, o) HRR of x S} 可 测 的 。 此 外 ， 
,->0 且 
p[5,(z, ong w)] = elglP o), EC 0)] 
| rz 名 xz) < rale (1) 
如 果 令 ， 
Gow(z) = Piw:p[gs(x,0), 8atm(ts0)] > ey, 
则 根据 定理 条 件 推 知 ;对 于 产 几乎 所 有 r n — co 时 Gonl*) 一 
0, 故 当 = 一 oo 时 
(w x PH Cro): Playa) taa.) > s) 


一 |. Ganz) uldx) 一 0， 


即 序列 g(r, o) 依 测 度 < x P 是 基本 的 。 故 可 从 这 序列 中 选 
出 一 子 序列 glr) ATA u x P 几乎 处 处 收 争 于 某 一 of x 
S} 可 测 函 数 gx*,o)。 以 天 表示 这 收敛 不 成 立 的 《x, wo) AR, A 
为 KK 的 测度 为 0 ,所 以 它 * 几 乎 所 有 的 截 品 有 P 测度 0 。 我 们 用 
X, 表示 使 这 测度 大 于 0 的 * 点 集 , 根 据 上 面 的 构造 可 以 认为 XN 
1 二 名 和 glena) = Elro) Kl X, 表示 在 其 上 不 随机 连续 的 
点 * 的 集合 。 由 (1) 式 得 | 
P{g(x,0) Z g(z,o))y = 0, # EX UX. 
现在 令 
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g*(z,o) ~ ee) 若 (x,o)€K 和 êX, UX; 

K g(x,0) 若 (x,wm) EK 或 x € X, UX. 
于 是 Plg*(x,wm) 天 区 xyo 信 一 0 对 所 有 *， 因 而 gCo) 随机 
等 价 于 Elro). 

因为 g*(x,w) 只 能 在 一 pj x P 零 测 集 上 与 (Ax S) 可 测 
函数 总 x,w) 不 相同 , 故 这 函数 是 5tat x 6} 可 测 的 。 余 下 只 须 证 
BH g*(x,wm) 是 可 分 的 。 令 4(G,wm) 表示 ( 像 在 $2 中 那样 ) 当 * 取 
遍 集 合 GI 时 Eo) 的 值 集 之 闭 包 , 4(x,w) 是 所 有 集合 4(5， 
o) 之 交 ， 这 里 5 是 任意 包含 点 * 的 球 。 冰 数 gCo) 的 可 分 性 等 
价 于 条 件 g(z,o)€ A(x,w)。 WHH z€ IBJ g*(x, o) = g(x, 
o) IT g*(x,w) 构造 的 集合 4*(x,w) 和 ACx,w) 是 相同 的 . 其 
Ko H 本 (*，o) 的 定义 得 知 ， 对 任意 EX UXT (r, oE 有 ` 
g*(xz,o) = B(x,0) = Emp,(z,o) € A(x, w), 而 且 按 定义 知 对 任 
意 xeEXUX: 或 (ro)eEK 有 gz(xyo) 一 Exro)ed(ryo). A 
此 g*《x, o) 是 可 分 的 随机 毅 数 ,这 就 对 我 们 所 考虑 的 特殊 情形 证 
明了 定理 。 现 在 不 难得 到 一 般 情形 的 证 明 。 对 空间 多 所 加 的 紧 任 
要 求 可 以 用 局 部 紧 性 和 可 分 性 的 要 求 来 代替 。 事 实 上 ， 空 间 的 紧 
性 仅仅 是 为 了 引用 $ 2 定理 1 的 需要 。 然而 ， 我 们 现在 可 以 援引 
$2 定理 2, 这 时 函数 g(x,w) 的 可 分 可 测 表示 g*(x,w) 一 般 是 取 
值 于 空间 多 的 某 个 紧 的 拓扑 扩充 其次, 如果 多 ”是 可 分 完备 空 
间 , 而 测度 4 是 有 限 的 , 于 是 .2 就 可 表 为 可 数 多 个 具有 有 限 测 
度 的 紧 集 (Kan 一 1;2……} 和 一 个 上“ 零 测 集 广 之 并 , 这 论断 可 
由 以 下 事实 推出 : 在 可 分 完备 距离 空间 中 。 每 一 具有 有 限 测度 的 
可 测 集 4 可 以 依 概率 用 紧 集 C4 作 随 意 的 逼近 。 对 每 一 个 紧 集 
K。 作 如 上 的 推理 ,由 此 易 得 定理 的 一 般 论 断 . 

注 工 特别 ; 当 X AA 是 Eudid 空间 而 4 是 有 -上 的 Lebe- 
sgue 测度 时 ,定理 1 成 立 ， 

' 注 2. 如 果 不 要 求 已 给 函数 的 可 测 表示 是 可 分 的 , 定理 1 的 证 

明 就 更 简单 些 。 这 时 不 必 考 虑 集合 1, 点 x 能 以 任意 的 方式 从 相 
应 的 集合 中 选 出 ， 而 且 仅 要 用 到 空间 Z 的 完备 性 。 因此 ， 若 多 
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是 完备 的 ， 绝 是 可 分 完备 距离 空间 ,而 上 是 oc 有限 测度 , 则 当 取 
EF Y 的 随机 函数 g(x=,o)(z € 2, o€ Q) 对 于 4 几乎 所 有 的 
“是 随机 连续 时 , 它 必 随机 等 价 于 一 可 测 随 机 函数 ， 

根据 Fubini 定理 可 直接 推出 下 面 的 重要 结果 . 

定理 2 k 58(x) 一 g(x, o) 是 一 取 实 或 复 值 的 可 测 随机 PS 
数 , 如 果 


(EIG) lalar) < oo， 
则 对 任意 集合 4 t 全 
| EECa) = E | Eada). 


上 面 的 等 式 表示 随机 变量 的 取 数 学 期 望 运算 和 对 参数 * 的 积分 运 
算 可 以 交换 次 序 . 


$4. 没有 第 二 类 间断 点 的 判别 准则 


没有 第 二 类 间断 点 的 函数 设 EOC E [a, 5]) 是 取 值 于 完 
备 距离 空间 ZZ 的 随机 过 程 . 

定义 1 如 果 以 概率 1 过 程 的 样本 函数 在 每 一 点 :€ (a,5) 有 
左 极 限 和 右 极限 ,而 在 点 a (0) 有 右 ( 左 ) 极 限 ， 我 们 就 说 过 程 在 区 
H Cab) 上 没有 第 二 类 间断 点 。 

在 这 一 节 中 , 我 们 恒 设 过 程 EG) 是 可 分 的 ， 并 以 了 表示 过 程 
的 可 分 性 集合 . 

定义 2 函数 y = AGER) EKN [a,8] 上 有 不 少 于 
个 es 振幅 (e > 0) ,如 果 存 在 点 n. sa S h < à < - - ` < #, 
< b, ER ' 

e (nz 2)f()) > esk = 1,2, 

引 理 1 为 使 函数 y == jG) EKW Lab] 上 没有 第 二 eak 
点 ， 必 须 且 只 须 对 任意 e > 0, CE [a;b] 上 只 有 有 限 多 个 。 振 
幅 ， 
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证 ， 必 要 性 . 设 s RENREXEA, 于 是 可 以 找到 序列 5, 
hst''5f tto IER i, l n BR ind a, ME POHG) I(,.a)) > s, 
但 这 表示 fo 一 0) 或 Kw + 0) 不 存在 。 

充分 性 . 设 在 基点 不 存在 单 边 极限 (区 如 说 , 左 极限 )。 于 是 
可 以 找到 序列 1 人 4, 使 得 对 任意 n 有 sup oe G.) FCn) ) > s, B 
e 振幅 的 数目 为 无 穷 . 

应 当 指 出 ， 定 义 2 可 以 平凡 地 搬 到 定义 在 任意 实数 : 的 集合 
上 的 随机 函数 。 

今后 在 讨论 没有 第 二 类 间断 点 的 函数 时 ， 我 们 将 把 两 个 在 每 
— Elab] 有 相同 的 左 极 限 和 右 极限 的 函数 看 作 是 一 样 的 . 
因 紫 ， 自 然 要 选取 某 一 准则 来 规定 这 些 函 数 在 间断 点 的 值 。 我 们 
用 Dla,6] = Dla, 2; Y] 表示 定义 在 [a, b] EMRET V 的 
没有 第 二 类 间断 点 ,并 且 在 每 一 点 上 6 [a , b] 是 左 或 右 连续 的 函数 
ZE. $ 

A,(J) = sup{minleG C): 1G) PGG") 4E); 

tece LELLE St te, t,t” € [a,b]) 

+ supÍP (JG) ,1(a));a <t <a + c) 


+ suplP(/G@0),J(00));5 — c < 1 < b). (1) 
引 理 2 为 使 函数 y 一 1(z) 没有 第 二 类 间断 点 ， 必 须 且 只 须 
lim A,(J) = = 0, (2) 


证 。 必 要 性 . 由 定义 得 知 、 对 每 一 函数 ED[a,b]， 当 c 一 0 
时 ,(1) 式 右 端的 后 两 项 均 趋 于 零 。 

假设 不 满足 条 件 (2), 于 是 可 以 找到 序列 和 tt ,使 得 总 < 
ta <, — ñ — 0, 而 且 对 某 一 8 > 0 8 eka), 大) >ê, 
P), JG,)) > E。 我 们 可 以 假设 ss KATR o RETA 
则 可 用 和 的 某 一 收敛 子 列 代 硅 m)。 三 个 序列 (1.10, {is} 之 
中 至 少 有 两 个 有 无 穷 多 个 点 位 于 的 一 侧 。 譬如 说 ， 若 U) 和 
t, E a ZEW Fa) — JG 一 03,JG,) 一 太一 0)， 这 与 条 
件 G), JG.) > 8 BFA. 当 U) 和 lz) 有 无 穷 多 个 点 在 
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n 之 右 侧 时 情况 是 类 似 的 。 其 余 的 情形 可 以 归结 为 这 两 种 情形 。 
充分 性 .从 条 件 (2) 推 得 f(x) 在 点 < 右 连 续 和 在 点 5 左 连 
续 。 如 果 对 某 个 s€ (a,5),f(w + 0) 不 存在 ， 则 可 以 找到 序列 
ta Y: fs > 0,88 Gr) > s， 这 与 条 件 (2) 相 矛盾 。 
因此 对 任意 nE lab) fC 十 0) 必 存 在 . 类 似 地 可 得 f(w 一 0) 
的 存在 性 。 根 据 (2 ) 还 能 推 得 Kw) 一 jn 一 0) 或 fw) = fw 十 
0)。 引 理 证 毕 。 
某 些 不 等 式 o 
引 理 3 ik E(OG € [0,7]) 是 取 值 于 Y 的 可 分 随机 连续 过 
程 ,而 且 存在 非 负 单调 递增 函数 g&(4) 和 函数 a (C, 之 0,h > 0, 
使 得 
 P([eGG),EG — A)) > ChI Y LEC + A), EG) 
> Cg(1)]} < 9(C,h) (3) 
和 


G = 5 (T2 ")< ©, OQ(C)= s 2"q( C, TI") < co, 
(4) 
则 


P | mp osC), 57°) > N) < Plo(8C0),5C7)) 
>36] + 9 Qe), 


A = [ols( ŻA r) (E r) < cerz}, 


k =0,1,2,--.,22— 1, n=0,1,2,---, 


æ X'i 


Bak = Anka U Arks D, = N (NN Bune (n> 1), 


mæn k=1 
D, = Ao ND.. f 
由 于 随机 连续 性 , 可 以 假设 过 程 FG) 的 可 分 性 集合 J 是 形 如 
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422 大 二 0,1. ein = 0,1,251) 的 数 集 ( 参 看 $2 定理 5). 
我 们 有 


P(B.) < 5 DP{Bm)} < P24(C,72") = Qn, C), 


式 中 Oa, C) = DPC, TI”). 


从 D, 可 得 CECT), #(0)) < Ce (T), 而 且 eC (T/2), 
ECOJ) < Cg(72-0 和 CECT) ECT/2)) < CeCT2™) 这 两 事件 
中 有 一 个 发 生 。 在 这 两 种 情形 中 都 有 

e(E(0).#(T/2)) Ce(T) + Cgl7T27), 

pCECTI2),8(T)) < Cg(T) + Cg(T2 D. 
现在 我 们 应 用 归纳 法 。 假定 在 D HURI F, *Fm>= n 和 
ki = 0,1,1,2" 已 经 证 明了 不 等 式 


(nan) <a Ba) o 
下 面 要 证 明 , 对 于 m = n + 1 类 似 的 不 等 式 也 成 立 。 设 和 i 是 
奇数 二 2 十 1,7 = 2) — 1, 因为 由 Den 可 得 不 等 式 


(y 2 r) < el). 
(EF AE) a(i) 
中 至 少 有 一 个 成 立 , 故 得 | 
TERT r) < ames, 
h k RF k sk k + 1. 类似 地 ,可 以 找到 整数 了, 使 得 
ey 


著 蕊 到 归纳 法 的 假设 ,我们 就 得 到 
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p ces r)i r))< < Cg(Z) + 2C S CT, 


sal 


当 A 或 了 是 偶数 的 情形 可 以 类 似 地 处 理 . 因此 我 们 对 于 所 有 
> 1 证 明了 不 等 式 (5)。 由 过 程 的 可 分 性 推 得 , 若 事件 D, 发 生 ， 
则 以 概率 1 有 
sup{eCEC) EG), 7, € [07] < 2CG, 
由 此 得 


PÍ =p ooGC5OD>w <o (A ) 


P {osC0), ECT)) > I, 


于 是 引 理 得 证 
引 理 4 设 引 理 3 的 条 件 成 立 , 则 


P ja. > co( [s 工 |) < 0 (| z] ,5 ) ， (6 
这 里 | | 
Gln) = S Cram, Q(z,C) = > 2”4(C,T2”), 


证 ， 我 们 继续 作 上 述 引 理 的 推理 。 设 事件 D。 发 生 ， 我 们 将 
要 利用 归纳 法 证 明 ， 对 于 任意 的 和 m， 可 以 找到 整数 innl < 
jom 二 2"), 使 得 


二 


n +m 














< c > g(T2-"), (7) 
EP (| > - + a T) : > = r)) 
<c s g(T2 1) c8) 
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而 且 量 ju2-o+m 作为 玫 的 函数 (对 固定 的 z 和 人 是 单调 不 减 的 . 
— ⁄ k k+1 -a IND O 
u m = 0 时, 如果 h(E) < cg(72-") 我 们 就 选取 


m 





jn 一 0; 如 果 p (sr) s(2:)) < CECT) 则 选取 各 一 


L 在 假设 D, 之 下 这 两 个 不 等 式 中 必 有 一 个 成 立 . 设 jsw 已 选 好 ， 
则 当 


ER 
< Cg(T2 Otat) 
时 定义 famn 一 Pinn H 
的] 用 
< Cg(T2 "tmty) 
时 定义 jomn 一 2jnm + 1。 这 样 的 选择 是 可 能 的 ,因为 车 D, 发 生 ， 
则 这 两 个 不 等 式 中 必 有 一 个 成 立 ; 当 两 个 不 等 式 都 成 立时 可 在 上 
面 指出 的 值 中 间 任 意 选 取 ， 
在 (7) 和 (8) 式 中 取 m 一 co 时 的 极限 ,我 们 就 得 知 ， 对 于 每 一 
个 使 D, 发 生 的 样本 冰 数 ,可 以 找 出 了 一 Te)0< 委 7 安 72 "D, 


使 得 
器 人 去 中外 二 + jj<ceo | 








和 
ec) 
r€ J 

设 se [2-@+5T,2”T] 和 0 过 7 一 + 之 se， 则 可 以 找到 一 个 
EE — 122 2T < Z < ' < (k + 12 T. WR € [vv 1, 则 
或 有 (DC[( — 2T k — 12T +r RA CCEC 
—1)2T + r,Ck 十 1)2-*T]。 此 外 ,车 ,tz* 是 从 了 中 选取 , 则 
不 等 式 
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PLECY ECD) < 2CG(a), CECY EG) < 2CG(n) 
中 至 少 有 一 个 成 立 ， 根 据 过 程 的 可 分 福 推 得 ， 对 于 过 程 的 任 一 个 
样本 函数 ,这 些 不 等 式 中 的 一 个 以 概率 1 成立， 因此 由 D, 推 得 以 
概率 1 有 
ALE) < 2CGCr). 
根据 不 等 式 (5) 有 
P{A.(E) > 2CG(a)} < P(D,) < 0C), 
或 者 若 虑 到 s > 2-”“+97 及 函数 gA) 和 9(%) 的 单调 性 ,我 们 最 
终 就 得 到 


P {a0 > co (|w) < o (lal e), 
DIRE, 
基于 过 程 之 边沿 分 布 的 没有 第 二 类 间断 点 的 条 件 RPE 
的 引 理 可 立刻 推 得 下 述 定理 ， 
定理 1 ZEO ,te [0,7] 是 取 值 于 允 的 可 分 随机 连续 过 程 ， 
CHERE . . 
PLLC EC — )) > Ce(A)] n CEU + h) EC) 


> Ceh) < 4(C h), (9) 
这 里 
Ye(T2-9 < co, 5 2"4a( C T27") < co, (10) 


MI EO 以 概率 1 没有 第 二 类 间断 点 ， 如 果 除 此 之 外 , 对 某 个 =” 和 
C 一 co 有 

O(n,C) = 2; 2"g(C ,T2””)— 0, Gi) 
则 对 于 这 过 程 的 每 一 个 样本 函数 以 概率 1 能 够 找到 一 常数 a, (E 
得 


ACE) <a [| a, Z|), 对 于 0 一 se 一 so， 
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Gl) = Be(72-"), 


证 ， 在 不 等 式 (6) 中 令 C = 1， 我 们 就 看 到 ,在 定理 的 条 件 下 
当 E 一 0 时 As(5) 依 概 率 趋 于 零 。 但 是 ACE) 作为 。 的 函数 当 
s | 0 时 是 单调 递减 的 ， 因 此 当 e 一 0 时 imAe() 以 概率 1 存 
在 且 等 于 零 ,这 就 是 定理 的 第 一 个 论断 ，。 第 二 个 论断 也 可 由 条 作 
CGIAR 4 推出 ， 
作为 定理 1 的 一 种 特殊 情形 ,我 们 讨论 满足 条 件 
El oCEC + AEE EG — ADP < KEY (12) 
的 可 分 随机 连续 的 随机 过 程 ,这 里 p> 0r 0。 如 果 令 aA) 一 
Aer 并 利用 Yenme 不 等 式 , 我 们 就 看 到 (9),《10) 和 (11) 式 对 


FCA) = — tr” 3 0 < r < r 成立. 于 是 我 们 得 到 


推论 1 着 可 分 随机 庄 续 的 随机 过 程 满足 条 人 《12)，、 则 它 的 

样本 函数 以 概率 1 满足 下 式 : 
ALE) < as”, 

式 中 e= alu) 是 一 常数 ,r 是 (0,r) 中 的 任 一 数 . 

我 们 还 要 提出 定理 1 的 如 下 推论 ， 

推论 2 设 给 定 在 10,T] 上 的 一 个 2 随机 连续 的 广义 随机 过 
程 , 这 过 程 取 值 于 可 分 完备 的 局 部 紧 空 间 多 ， 它 的 三维" 边沿 分 
布 满足 条 件 (9) 和 (10)、 则 存在 这 过 程 的 一 个 没有 第 二 类 间断 点 
的 表示 。 

基于 条 件 概率 的 没有 第 二 类 间断 点 的 条 件 在 前 面 的 定理 
中 ， 没 有 第 二 类 间 晰 点 的 条 件 是 通过 随机 过 程 的 边沿 ( 三 维 ”) 分 
布 来 表示 的 。 我 们 现在 给 出 一 些 性 质 上 有 些 不 同 的 结果 。 它们 是 
利用 有 关 条 件 概 率 的 假设 ， 当 人 们 掌握 了 过 程 的 条 件 分 布 的 重要 
知识 时 就 可 以 应 用 这 些 结果 . 

设 {SE [OT] 是 一 5 代数 流 。 我 们 约定 ， 过 程 5(#) 适 
应 于 o 代数 流 {3E LOTI ,如 果 对 每 一 ¿€ [0,T] ;随机 元 Ë G) 
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E S, 可 测 的 . 

我 们 引入 如 下 的 量 

a(8,6) = inf sup[P{ CEC) E0) > ejs} 
0 扫 <<, + < T,o€ g], (13) 

这 里 inf 是 对 所 有 概率 为 1 的 子 集 O'(Q' e 6) 取 的 ， 不 难 验 证 , 存 
在 一 2, ,使 得 PCO') 一 1,90e S, 而 且 下 确 界 在 这 集合 上 达到 ,于 
是 

a(E,6) = sup{P{p(E(s) 80)) > s|%,);0 < << / < + 

+ ó <T wE Q”. 

我 们 要 证 明 条 件 ea(s,6) ~>0 《对 于 5 一 0 和 任意 £ > 0) 能 保证 
可 分 过 程 没 有 第 二 类 间断 点 ， 设 区 间 [c, 4] C[0, T] EREK., 
I 是 任意 有 限 的 时 刻 序 列 tst 4 8 SESUL 
to <d. RNM AZ) 表示 如 下 的 事件 : ”随机 过 程 的 样本 函 
数 EOE [c,4] nZ 上 至 少 有 一 个 8 振幅 . 

引 理 5 以 概率 1 有 


P{A(Ce,1)|S,} < 2¢ (£24-c). (14) 





证 ， 首 先 要 指出 ,因为 当 * < 上 有 SC$, 故 由 条 件数 学 期 望 
的 性 质 得 到 对 于 ¿< < 有 
PLCE) ,5(u)) > s|3,) 
= E(P(o(¿G2),t(6)) 2 s|S$,1|S,] Sales — s). (15) 
我 们 现在 引入 事件 


ACCON OESTE 
PEC) EaD > 二 | ， 
= [AED ED > 二 De BaN Cas kelam 


‘~ peo 5(d)) 之 + 
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事件 B 是 互 不 相交 的 ,而 且 着 令 D = U D, W 4(e,DCcCoU 
k=1 


D, 事实 上 , 若 4(s,1) RÆ, 则 对 某 个 多 不 等 式 ECE) 
之 8/2 首次 被 满足 , 即 事件 B 一 1,… ,wn) 中 有 一 个 发 生 ， 而 


且 荐 这 时 D 不 发 生 , 即 车 (EG), 8(4)) < — Ml CECE 


> PELDE) — PEGO EUD > 村: 即 事件 CRE, TË 


A(s,1)CCCoUD， 我 们 现在 以 概率 1 有 
P[D,|S,) = Elx;,|S,) = E(E(xs Xala S 
= E{X aP {Cl Sa) IS} 


< ($4 _ c JEX lS} 
XE Xa 像 通 常 那样 表示 事件 4 的 示人 性 函数 ， 由 此 得 
P{D1s} = > P{D, |3,} <. [£ „d 一 c)E {> Xa lS} 
k=1 


< a(d — c \(modP). 


根据 (15) 式 有 P{CSJ < [= ,4 一 路 因此 
P[A(e,1)1S,) < PID|S,) + P[C,|S,) 
< 2a( od 一 Jes, 


这 就 证 明了 引 理 。 


引 理 6 设 AtGe,1) 表示 事件 : ¿GO 在 I 上 至 少 有 《个 8 
Wi. 


P(At(e,1)|S,) < KEZ — | (modP). 
证 。 令 B,(s, 1) 表示 事件 : 过程 的 样本 函数 EO 在 集合 
(4 ,1;) 上 至 少 有 一 1 个 & 振幅 ， 但 在 集合 (OTER aia) 上 
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的 e 振幅 数 少 于 不 一 在 事件 BCs,1) G: = 1 n) 是 不 相交 
的 ,而 且 U BCe D = Ae, DDED. 另 一 方面 ， 从 


Are, 1)CB, (e, 1) 可 推 得 ， KA Cot lyi" i 上 至 少 有 一 个 
e 振幅 。 因 而 | 


Ar(g,1)C Č (B(8,1) NC,Ce,1))s 


其 中 C,Ge, I) RREO 在 Go tuon) 上 至 少 有 一 个 所 
幅 ， 所 以 | 


P{4Ce, IS} < SIP(B es DN C,Ce,1)|S)(modP); (16) 


利用 条 件数 学 期 望 的 性 质 ,我 们 就 得 到 , 
Pi{B,(e >l) n C,(& sl) |$,) = E{E{Xs,,nXexe,n |5,,} |3,} ` 
< E{X sP C,(e >l) | 3,,} | 5) 


< 2 [4 — c) P{B,Ce,1)|S,} (modP), 
根据 已 得 的 不 等 式 和 (16) 式 推出 
PLA, DIS) <20 (5.2 — c) $ PIB, DS 
—2a( $d — €) POOR 六 


由 此 即 得 所 欲 证 . ` 
定理 2 £ EG) 是 可 分 过 程 ， 又 对 任意 s 之 0 有 
lima(e 36) = 0, ~ (17) 


则 过 程 没有 第 二 类 间断 点 . 
只 须 证 明 以 概率 工 每 个 样本 函数 ¿(a 只 有 有 限 多 个 s 振幅 ， 


设 J EAE EO 的 可 分 性 集合 ,我 们 把 它 表 为 J = U In, ZE 
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{1,} 是 单调 递增 的 集合 序列 ,而 每 一 1。 只 含有 限 多 个 元 素 . WE 
给 定 > 0, 把 [0,T] 分 为 严 个 等 长 的 区 间 Ar = lstm, E 


得 2a [= 工 ) 一 8 二 1。 于 是 


P{A*(e,JN ADIS} < P(AY(e,J NADIS} 
= limP{A*(s,1,N ADIS} < Bt, 

因此 n° N 3 

P{A*(g,] NA IS} = 0(modP) 和 P{A"(e, JNA) = 0. 

从 而 PI A%(e,J)) 一 0， 定理 证 毕 . 

由 已 证 明 的 定理 我 们 得 到 一 些 重要 的 推论 ， 
定理 3 取 值 于 线性 赋 范 空间 .@' 的 可 分 随机 连续 独立 增 量 

过 程 EO CELTI 没有 第 二 类 间断 点 。 

事实 上 ,根据 独立 增 量 过 程 的 定义 有 
PIEC) — 5()| > 63,} = Pí EC) — EC) Z E} modP). 
另 一 方面 ,由 一 致 随机 连续 性 (参看 $2 定理 4) 蕉 得 对 于 任意 

s > 0,14 ë — 0 Ff | 
a(e,8) = supl P{ [ ECs) 一 sO: 之 e}; SSSss 

+8<T] 

趋 于 零 ,因此 满足 定理 2 的 条 件 . 
对 于 Mapo 过 程 来 说 ， 由 定理 2 可 推出 其 些 更 强 的 结果 . 
定理 4 若 EO Geo, 7]) 是 取 值 于 距离 空间 Y 的 可 分 

Mapxo8 过 程 , 它 的 转移 函数 POr Ad) WER: 当 5 一 0 时 
a(e,8) = sup[Pí;,y,2,S.(y)1;iy € %,0 <, <í S£ 

+ó<T]—0, 

其 中 Se(y) 是 以 点 ?为 心 ，e 为 半径 的 球 ， 而 3.(y) 是 TURR. 

则 过 程 EO 没有 第 二 类 间断 点 . 

这 论断 可 由 定理 2 及 Mapo 过 程 的 定义 直接 推 得 . 
没有 第 二 类 间断 点 的 过 程 之 样本 函数 的 规则 化 ”前 面 已 经 提 

到 ,在 讨论 没有 第 二 类 间断 点 的 函数 时 ,我 们 把 在 每 一 点 有 同一 右 

极限 和 左 极限 的 函数 看 作 是 相同 的 ， 
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大 家 回想 一 下 ,如 果 过 程 是 可 分 的 , 则 以 概率 t 样本 函数 在 + 
BJ 8 SG) 是 二 一 :时 序列 号 的 的 极限 值 ， 这 里 是 可 分 性 集合 
的 点 ， 如 果 这 时 过 程 没有 第 二 类 间断 点 ， 则 以 概率 1 sQ) 在 每 一 
点 + 等 于 G — 0) 或 £G + 0). i 

定理 9 (O 是 没有 第 二 类 间 电 占 的 随机 连续 过 程 ， 它 取 
值 于 距离 空间 多 ， 则 存在 等 价 于 EO DIE? (s 这 过 程 的 样 
本 函数 是 右 连 续 的 《modP). 


E. 事件 4 = {对 每 一 re [0,7), 极 限 maf ; + Lt) 


的 概率 等 于 L 当 4 发 生 时 令 EO ~ limfe + +); u ARE 
时 则 令 EO 一 EO FEE 


° ， 


(FG) O= U LEOD OS 了 nd 


PEG) = (22) = limP il (EG), E'G) > - 二 | naj. 
另 一 方面 | 
P [oo TOEA 


=P {Ù A fe Go 人 > 
ñ 


- or |ñ (oa 1) > 2] 
< imP {o(s (+ 4) > 211. 


因此 PLEG) E} = 0. 余下 只 须 注意 到 在 集合 . ALAR 
FO 是 右 连续 的 。 定 理 证 毕 . - 
类 似 地 ， 我 们 可 以 证 明 存在 随机 等 价 的 左 连 续 过 程 
Eo RUZETE [ES ¿€ [0,T)) 的 样本 函数 的 
性 质 ， 半 鞠 和 扶 的 一 般 定 义 在 前 面 已 经 给 出 (第 2 章 §2)。 在 那 
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里 我 们 得 到 了 离散 参数 半 款 的 一 些 重要 性 质 。 应 当 指出 ， 我 们 易 
把 第 2 章 $2 中 的 不 等 式 搬 到 可 分 下 堵 的 情形 ， 事实 上 ， 对 于 可 
分 过 程 来 说 ,事件 sople) ,te LOSTI} = sup EG) ,te 1} 的 概率 
等 于 零 ,这 里 工 是 过 程 EG) 的 可 分 性 集合 . . 因此 对 应 的 随机 变量 
有 相同 的 分 布 ， 其 次 ,如 果 过 程 的 样本 函数 5() 在 [0,T] 上 有 > 
次 自 上 而 下 穿越 半 开 闭 区 闻 lasd) 而 且 ECEN RENET 
定义 中 的 例外 集 , 则 局 限于 了 .上 的 5(z) 也 自 上 而 下 穿越 lab) n 
次 。 这 表明 verlas) 7 vilas) 的 分 布 是 相同 的 C» BRRR 
未 过 程 局 限于 其 上 的 集合 )。 

定理 6 [0,7] 上 的 可 分 半 黄 没有 第 二 类 间断 点 。 

为 了 证 明 本 定理 ,我 们 应 当 基本 上 重复 在 证 明 第 2 # $ 2 定 
理 1 时 所 作 的 推理 。 从 不 等 式 Php e), s€ [0, T]1Y> C) 
< CECT) 得 到 以 概率 1 有 supfél), 1e [0,T]) < co。 类 
似 地 ,从 不 等 式 Erx[a,b) < (à — ay ECCT) — byt C a — — 
co 时 ) 推 得 ,以 概率 为 1 有 inti, ¿€ [0,7]} > —co, 其 次 ， 
因为 vlast) 可 积 , 故 存在 集合 NES, P(N,) 一 0， 使 得 当 oN, 
时 &(z) 穿越 任意 半 开 闭 区 间 [a,5) 的 次 数 有 限 ,因此 G) 没有 第 
二 类 间断 点 。 我 们 可 以 取 所 有 NCa,2) 之 并 作 Ni， 这 里 N(a,b) 
是 使 得 >[e;2) = co 的 集合 ,a 和 4 取 遍 所 有 有 理 数 而 且 a< b, 
定理 证 毕 . 

STF o RNEER Fee < 1) 的 最 小 S 代数 ,而 Sro 则 是 所 有 
S( > D 之 交 。 显然 有 SCS, CS, 并 且 G — 0) 和 EU 
+ 0) DEE S.o WA Sao 可 测 的 随机 变量 . - 

定理 7 设 [ES ¿€ 10,T]) 是 可 分 下 款 ， 则 (£G + 
0),3,4031€ [0,T]} ECT + 0) = E(T)) 也 是 下 款 。 它 的 样本 函 
数 以 概率 1 是 右 连 续 的 。 而且, 在 EEO 连续 和 S, 一 .Sr 的 每 一 

点 :有 PEO 一 5 二 0) 一 1 ` | 

证 ， 注意 max(sC)ya) EFR (第 2 章 4 2, 而 且 是 一 致 可 
积 的 随机 变量 族 (第 2 章 $2)。 因此 ， 当 s+ 时 对 任意 4&5, 
有 
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t yt 


| maC8GO,a)2P < im È maCG86G),aDaP 
= | max(&(t + 0),a)2P, 
令 “一 一 co 就 得 到 
[EOP < EC + ozP， 


即 
EC) S ELEGA DIS) % (<, 
因此 
ECs + 0) < ELEC + 0)|S,.,1, 对 sr 
这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 。 不 难看 出 ， 上 面 的 推理 也 可 产生 不 
等 式 
EU) 委 开 15 十 0)1S < EEC Jls, jmodP), 3 r > z, 
由 此 推 知 , 在 使 得 $$, 一 So 的 点 + 有 | 
EG) < EU + 0) < E(£(r)|S,) (modP), | 
ME, Egl) — EEC), W EC + 0) = EC) (modP), 而 
且 我 们 容易 验证 ,函数 上 (: 十 0) 是 右 连 续 的 。 定 理 证 毕 。 


55. 连续 过 程 


没有 第 二 类 间断 点 的 过 程 是 连续 的 条 件 和 上 节 一 样 ， 我 们 
将 假设 g 是 完备 距离 空间 ， EGG € [0, T]) AREF Y 的 ñ 
机 过 程 . 

定义 1 过 程 EA Gre [0,7]) 1) 称 做 连续 的 ， 如 果 它 几乎 所 
有 的 样本 函数 在 [0,T] 上 是 连续 的 ,. 

对 于 没有 第 二 类 间 岂 点 的 过 程 ， 我 们 能 够 给 出 相当 简单 的 连 
续 性 充分 条 件 ， | 

定理 1 设 {ins k= 0,1, tam, n 一 12 一 一 区 间 
LO 7 的 某 一 个 分 划 序 列 , 0 = tp < ;,, < -:* < tom => T, R. 
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当 ? 一 co 时 加 一 max Ga 一 toa) 0。 如 果 可 分 过 程 SG) 


没有 第 二 AEA 则 这 过 程 连 续 的 充分 条 件 是 ， H TER e> 
0 ， 当 = 一 co 时 有 


SS PULE sin-)] > s) —> 0, 0) 


证 .以 v,(0 < x, < co) RRE EG + 0), EC — 0)] 
> 28 的 那些 t 值 的 数目 svi” 表示 使 得 PIEC)» ËG,, ra] >s 
的 那些 附 标 名 的 数目 ， 显然 有 ys < limi”, 另 一 方面 ， 


n>n 


E” = 5 P(o[£(  .) EG, 7 a)] > E} 
k=1 


根据 Fatou 5|, Ev, < Elm >? < imEr™, Kim Ex, = 0, 


即 对 任意 8 > 0 以 概率 1 有 2 一 0。 故 对 任意 以 概率 1 有 EC 
一 0) 一 此: 十 0)， 因 为 过 程 是 可 分 的 ,所 以 SG) 一 šG 一 0) 一 
EU 十 0), 即 过 程 是 连续 的 . 

推论 Æ {ECSS 1€ [07]} 是 可 分 半 缺 ,又 当 4。 — 0 时 
有 . 


i > PC — (420)| > s| —0, 


nj EG) 是 一 连续 过 程 

这 推论 由 可 分 半 黄 没有 第 二 关 间 煌 点 这 一 事实 推 得 ， 

现在 ， 我 们 抬 定理 1 应 用 于 满足 $ 4 定理 2 条 件 的 过 程 。 设 
a(8,5) 是 由 $54 的 (13) 式 定义 ， 

定理 2 ALE EG 可 分 且 对 任意 8。 之 0 有 . 

imo ® 

则 过 程 EO 是 连续 的 ， 

因为 若 条 件 (2) 成 立 , 则 过 程 SCO 没有 第 一 类 间 浙 把 ， 故 只 
须 验 证 (1) 式 。 考 虑 到 
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PlolEl m) EUn] > e} Kale, À)» 
式 中 Az, = fok 一 Lask—19 我 们 就 得 到 当 ¿, — 0 时 


> Ples, EG -)] > E} < (6 — a)max Ee(8; As), 
R=1 1<k<s Alsk 
定理 证 毕 ， 

把 定理 2 应 用 于 Mapo 过 程 ， 我 们 就 得 到 如 下 的 MaproB 
过 程 之 连续 性 条 件 。 

定理 3 # EG 是 可 分 MaprkoB 过 程 , 而 且 对 任意 固定 的 6 
>0 和 5->0 


= P(:,y,:,S,(y))— 0 


对 yjr3t0 委 :一 5 委 0) 一 致 地 成 立 , 则 过 程 G) 是 连续 的 。 
这 里 5.Cx) 是 以 点 * 为 心 , 8 为 半径 的 球 S, G) 的 余 集 ， 
独立 增 量 过 程 ”刚才 证 明 的 定理 只 是 给 出 了 随机 过 程 为 连续 

的 充分 条 件 .。 但 是 ,对 于 独立 增 量 过 程 这 种 特殊 情形 来 说 ,定理 1 

的 条 件 也 是 必要 的 ， 
定理 4 如 果 独 立 增 量 过 程 是 连续 的 ， 则 对 区 间 [0, T] 的 

任 一 使 得 1, = Wx (ink 一 tara) >00 的 分 划 序 列 U, k= 

0， m n = 1,2,1 ,条 件 (1) 成 立 ， 

证 。 令 An = sup Pls), EC). 由 过 程 ECG) 的 连续 性 
知 , 当 4 一 0 以 概率 1 有 Ao. #lim P{As > s) 一 0。 另 一 
方面 , 若 1, 一 4, 则 

P[A, > e} > Písupo[E(r,,)>E(z,,-i)] > 8) 

= P(o[š z )s5(z, )] > e} + Plo[š(z,)əsš(z,.)] 
< siPlo [EG 8 EG4)] > e} + : + 


+ 条 PlotsG) 8)] < EPLE amn)» 


s.s) > 8) > Pla, < eo} [DP { 1sG.),sG..-01>e]]. 
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因此 当 £ — 0 RJ WE s > 0 有 


S P(O EG EG 1 > y < PlA >e) 0 


P(A,; <£} 
定理 证 毕 。 
现在 不 难 给 出 取 值 于 有 限 维 空间 的 连续 独立 增 量 过 程 的 一 个 
完全 的 描述 . l 


定理 5 RET 2” Ed Ee > 0,8(0) = 0) 
是 连续 的 ， 当 且 只 当 &(z) 是 一 Gauss 过 程 ， 而且 具 有 连续 的 均值 
aG) 和 连续 的 矩阵 相关 函数 RCs, 1) 一 oC(min(1,s))， 这 里 PC) 
是 一 矩阵 函数 ，(0) 一 0 B mn — (G) (对 于 s < ) 是 非 负 
EER. 

UE, É EO) 是 连续 的 独立 增 量 过 程 。 RATZI EG 一 
El) (s < 1) 有 正太 分布。 取 任 意向 量 z,s € 222. 纯 量 过 程 
a) = (z, EG) 也 是 连续 的 独立 增 量 过 程 。 如 果 我 们 能 证 明 
1) 一 mn(s》 有 正 态 分 布 , 则 由 此 可 推出 ,5(z) — (s) 有 闫 维 正 态 
分 布 。 设 {wx 光一 1,… ,ms} 是 区 间 G, 的 一 个 等 长 分 划 , 对 
于 这 分 划 有 (参看 定理 4) ' 

DS P|) = nG.) > H<, (3) 
令 k = Cint) 一 中 ok 一 Amy A |.) — nara) < 


PEN mi — 0, F$+ aš 一 nn。 由 不 等 式 (3) 得 Pm >= 
"(2 一 (5)} < 过， 因此 P-lim% = gG) — aC). B a 一 
Eniro o2 = Dx, an = > an Ro} = > ok， 我 们 考虑 下 面 
两 种 情形 :1) limo < 032)limo3 = oo。 在 第 一 种 情形 中 存在 
子 序列 wm 使 得 moj, = o? < oo。 因为 


na, = a, + D Gra — amk)» 
- k 


~ 
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我 们 可 以 招 中 心 极限 定理 应 用 于 上 式 右边 的 和 数 。 于 是 这 和 数 的 
分 布 弱 收 和 伍 于 参数 为 (0:o) ERD. 因为 q, He s= W. % 
于 一 极限 ， 故 as, 也 应 收敛 于 某 一 极限 a. 于 是 n€) — nl) = a 
十 1 其 中 站 是 一 Gauss 随机 变量 ， 

在 第 二 种 情形 中 ,对 于 和 儿 意 < > 0， 可 以 找到 这 样 的 4r， 使 得 


Sal, — ,这 是 由 于 al, 是 一 致 地 小 ( oh < F ok. RITT 
k=1 n 7/ 
以 再 次 应 用 中 心 极 限定 理 于 和 雏 >\(9w 二 an)， 但 这 时 从 等 式 


P ， n x , 
下 cy = en I! Eei” Ont ang) 
` k=1 


推出 





aera re | 





lim Eem] < 








这 里 < 是 任意 的 数 . Aklim Ee’ 一 0 ,这 与 4 qa KAF nl) 一 
i) 矛盾 ， 所 以 第 二 种 情形 是 不 可 能 的 。 这 样 一 来 ,我 们 就 证 明 
T EOD- EC) 有 正 态 分 布 ， 设 aG) 一 EEG), G) 一 ECG) 
— al AEG) 一 a(2))*. HE: > *% 则 对 于 竺 阵 相 关 裔 数 有 
R155) = ECE 一 aE) — oF = m (s), 
从 š (z) 的 连续 性 推 知 , 特 征 函 数 i 


Jut) = Eei E = e 
E: 的 连续 函数 ， 这 当 且 只 当 (N) S G) 为 参数 :的 连续 函数 
和 o (2) 满足 定理 条 件 时 是 可 能 的 ， 定 理 的 第 一 部 分 得 证 。- 
现在 设 EO 是 具有 均值 a(z) MERRER RO, O 一 
mmin(zyr)) 的 Gauss 过 程 ,其 中 a(2) 和 PO 是 连续 的 。 令 SG) 
= (r) 一 gl7). 于 是 若 A < ,, < n < ¿e 则 
ECE Ca) — EC Ne) — EC)" 
= R(t) — RCR) — RCh) + R(5st) 
= (z) — on) — oC) + on) = 0, 


ialt) e) -40 uu) 
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即 过 程 SG) 有 独立 增 量 。 其 次 
EC Ca) — EGODE Ga) — EO) = ot) — Ca), 
根据 关于 Gaus 分 布 的 和 矩 的 著名 表示 式 有 
EE Ca) — š'(a)|* = 30S) 一 YT, 
利用 HeGbirmes PEAR maxine — taa) 一 0 时 有 


SS PEG -seol> 


<> alspa = A D) 


< 3max SiP int) 一 g (eka) SpoX T) — 0. 
E 、 
RETAIS YEE O 是 连续 的 ， 因 而 过 程 5(z) 也 是 连续 的 ， 
定理 证 毕 . 
随机 过 程 连续 性 的 Konmoropos 条 件 ”我们 证 明 随 机 过 程 连 
续 性 的 一 个 方便 而 直接 的 充分 条 件 ， 其 中 不 需要 潭 用 没有 第 二 类 
间断 点 的 假设 。 这 条件 是 基于 54- 引 理 3 和 引 理 4 的 一 个 简化 的 


版 本 ， 
引 理 1 W (O Gelo,T]) 是 满足 下 述 条 件 的 可 分 过 程 : 


存在 单调 不 减 的 非 负 函 数 O) 和 函数 CCAA > 0, 使 得 

Pí (¿G + A), £G0)> Cg) CCA) . (4) 
和 | . . 
G= X(T) < œ, OC) = > 12"4(C,2"T) <. (5) 


则 
P (wps eC DEC >N] <o (7) ®© 


OKEHE ST 
和 | | 
P | sup EEEE > co( [1g |) - 


<o([wL zhe) | (7) 
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其 中 
G(m) = SeT, OCm,C) = S2C, IT), (8) 


为 证 此 引 理 。 只 须 以 简化 的 形式 重复 证 明 $ 4 引 理 3 和 引 理 
4 的 推 型， 在 这 里 我 们 只 限于 给 出 简单 的 证 明 要 点 ， 引 人 事件 
_ I ( (+ 1 Y (4 -n 
m EEEE r) sen], 
k= 0,1,1,2" — 1; n = 0,1,25 


o 21 一 上 


并 设 D, = N N án TE 


H D, BIHER r,” € J S CUBA W, S4 引 理 3) 
PCC Y ECY) < 2cc, 

如 果 除 D。 外 还 满足 不 等 式 0 <e — r L2 ELEGY) 
<2CG(a). 通过 类 似 于 在 完成 上 面 提 到 的 $ 4 的 引 理 证 明 时 所 
作 的 推理 就 可 得 所 和 欲 证 的 论断 。 这 时 我 们 应 当 考 塌 到 ， 检 条 件 (4) 
和 (5) 可 推出 过 程 EO) 的 连续 性 . 

定理 6 若 满 足 引 理 1 HR WAR EO 是 连续 的 ， 如 果 
除 此 之 外 还 有 Qlm, C)—0 对 某 记 和 C — co, 则 过 程 £ (z) P. 
有 以 下 性 质 ， 以 概率 1 存在 常数 7 一 7(w)， 使 得 

COR C), <re([iaz) (modP), (9) 

本 定理 易 由 引 理 1 推出 ， 

作为 一 种 满足 条 件 (4) 和 (5) 的 特殊 情形 我 们 讨论 满足 条 人 
i EP [ECJ EED] <t e mr C °. (10) 
的 过 程 ,其 中 p> 0, r > 0, $ gh) = h ,这 里 0 < < r. 


ra [ei)s Kerno (ug acer 
其 中 K, 和 K, 是 某 两 个 常数 ， 现 在 由 定理 6 可 得 
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推论 1 如 果 可 分 随机 过 程 SG) 满足 条 件 (10)， 则 它 的 样本 
函数 以 概率 1 满足 Lipschitz 条 件 
PLEJE < y|” — r |”, 
其 中 r= 7(w) 是 常数 ,> 是 从 (0:r) 中 任意 选取 的 数 ， | 
推论 2 考虑 满足 EIEC +A) — š] = 0 M EIEC + 有) 
— G) = k É) Wiener JE EO. 内 为 对 任意 整数 m 有 Eli 
XG E A) — EG) |” = (2m 一 D1114”, 帮 可 分 Wiener 过 程 的 
样本 函数 以 概率 1 满足 (二 一 。) 阶 的 Lipschitz 条 件 ,这 里 。 是 任 
TER. 
推论 3 如 果 可 分 过 程 满足 条 件 (4)， (5) 和 q”G(m) <K 对 
所 有 和 和 革 一 q> 1， 则 过 程 的 桩 本 函数 以 委 率 1 满足 Lipschitz 
条 件 
oÁ), 507) < yU: 一 : is, 
我 们 还 要 讨论 另 一 个 保证 假设 (4)， ORR 它 比 (10) 
更 为 一 般 。 设 : 
Eprl#(2), EG + )] < 
WRA gA) jiga [PRR pEr r ` a y 
则 


>P < r,. ‘ay 


G= Diel? "TI <o, 
gC) < < rz < co, 
> C’ | 1g,|2" "T| 


推论 4 如 果 可 分 过 程 EO) 满足 (11) 式 ， 则 这 过 程 是 连续 的 ， 
Gauss 过 程 ” 现 在， 我 们 把 前 面 的 结果 应 用 于 一 维 可 分 实 
Gauss 过 程 EG) E [0， 了 ]，* 这 过 程 有 相关 函数 RCs») MEI. 
EU HA) 一 (1) 有 方差 
Ok) = RG + htt 2RG r + À) + RCO), 
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因此 
POEG + A) — (Dl > cQ) = 2| edi, 


NEP ~ 
式 中 a = Cg(p)o (0 他， 利用 不 等 式 


r en < =n (12) 
a G 


(这 不 等 式 容易 用 分 部 积分 法 验证 ) 可 得 
P(|ËšG: + k) — E| > Ceh) < _2 oh) ETENE h) 


2n CECA) 
(13) 
定理 7 如 果 Gauss 过 程 满足 条 件 
2 K 
h) < Tp bt > 3, (14) 
则 这 过 程 是 连续 的 . 


HE. 令 eC) = (alal h p 是 任 一 满足 不 等 式 1 < 
p< — 的 数 ， 于 是 我 们 可 选取 


K' _ _ 
Ch) = ————— E (C2/2R)11n{h {ip—ip’ 
q( 3 ) C |in ja] |-> » 


这 时 级 数 (5) 收 敛 ， 由 此 即 得 定理 的 论断 . 
根据 定理 6 的 第 二 部 分 还 能 推 得 ， 对 于 过 程 的 每 一 个 样本 函 
数 ,以 概率 1 可 以 找到 一 个 常数 r= rlo) E 


[EG + h) — ED < y [| 


如 果 我 们 假设 过 程 的 相关 沙 数 比较 光 光 ， 则 样本 函数 也 比较 _ 
光 衫 。 设 l 
PCA) < KIAI’, p> 0, (15) 
由 (13) 式 得 知 9(C,h) 能 选 为 


K |41? —c?g? P 
cC. y = S e Ct(DDK AP 
4(C, A) Celh) 


+ g(h) = (A|?) in [A] 11h e > 0, 则 当 C — oo 时 


` K 1 一 (C2/2 开 718 一 1n712 十 和 十 njn3 
Q(m,C) = >) 1 — eK el! 
=, C |n— I T| 


趋 于 零 ， 其 次 ,我 们 有 
G(m) < K,m't°2 m2 
于 是 我 们 就 得 到 
定理 8 ”如果 Gas 过 程 的 相关 函数 满足 条 件 (15)， 则 它 的 
样本 函数 以 概率 1 满足 下 面 的 不 等 式 : 
IEG +A) — EGI < ral lin Aie, 
Rh s 是 一 个 任意 的 正 数 ,而 了 是 一 常数 。 
特别 地 ， 可 分 Wiener 过 程 的 样本 函数 以 概率 1 满足 下 面 的 
不 等 式 : 
[EG +) — (O| < y lh] e nfk] ltz + AE [0, T], 
Eh e 是 任意 正 数 。 这 结果 改进 了 定理 6 的 推论 2, 
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第 四 章 ”随机 过 程 线性 理论 
$1. 相关 函数 


正定 核 对 于 仅仅 需要 知道 随机 函数 的 很 一 般 性 质 和 它 的 一 
阶 , 二 阶 矩 就 能 解决 的 一 类 重要 且 很 广泛 的 问题 的 存在 ,确实 是 什 
得 注意 的 。 随 机 函数 线性 变换 理论 的 很 大 一 部 分 就 是 针对 这 些 问 
题 的 ,并 且 它们 构成 这 一 章 的 主要 内 容 。 因 而 在 这 一 章 里 ,如 没有 
特别 声明 ， 所 考虑 的 随机 函数 均 取 值 于 线性 空间 且 具 有 有 限 二 阶 
E. 

设 “(e) ,xe X, E— EFI EDANE. R 
们 称 这 样 的 随机 函数 为 Hilbert 随机 函数 ，Hilbert 随机 函数 可 以 
考虑 作为 定义 在 X 上 取 值 于 随机 变量 的 Hiber: 空间 5 ;中 的 一 
个 函数 : 

>l) = fx,0) € Z, 
特别 ,如 果 X 是 实 直线 上 的 一 个 区 闻 Cab) tE 为 在 经 ,中 的 某 
一 曲线 , 那 未 ,记号 上 =L), r€ (ab) 表示 这 个 曲线 的 参数 方 
程 ， 在 这 一 TESTERS Hiten MIERA Hiber — 
常 被 省 路 ， 
a (z) = Et(x), s 
R(x,y) =E) — alr) ) (L(y) — aG). GO) 

r= y, N RG) = EJL 一 aa 上 = ZG) 给 出 了 复 随机 
变量 5(z) 的 方差 . 相关 函数 与 前 面 引 和 人 的 随机 变量 5(z) — aG) 
的 协 方差 相同 . 

利用 相关 函数 代替 协 方差 有 时 特别 有 用 ， 因 为 相关 函数 有 重 
要 的 概率 解释 。 即 它 刻 刘 了 随机 函数 在 两 点 的 值 之 间 的 线性 相关 
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另 一 方面 ， 在 相关 函数 与 协 方 差 之 间 没有 本 质 的 差别 .相关 
函数 是 随机 函数 (x) 一 ale) 的 协 方差 ,而 浴 方 差 亦 可 考虑 作为 
关于 (x)e” 的 相关 函数 ， 其 中 ?是 均匀 分 布 于 (一 <, =) 的 随机 
变量 ,并 且 不 依赖 于 (LG), x € XX}。 这 表示 相关 阔 数 与 协 方差 限 
数 类 是 一 致 的 。 今 后 总 是 把 相关 函数 着 作 如 协 方差 函数 一 样 ， 

BEILER OO 的 协 方差 Ble r) 一 ELG 具有 一 个 
特有 的 性 质 , 即 正定 性 。 令 和 为 任 一 集合 . 

定义 1 若 复 水 数 Clas) asr EX, HES Ga = 1, 
2," ) z € X 及 复数 zk = 1,2,-. . n) . 

2 C(Crktsxr)skz > 0 (2) 
则 称 它 为 X: 上 的 正定 核 . 
协 方差 Blan) 是 关上 的 正定 核 事实 上 ， 


> B(x x, )zk z, 一 z > rva =0, 
k,r=1 k=1 
由 定义 容易 得 到 下 列 关于 正定 核 的 性 质 : 


1) C(x,z) = 0 : ñ (3) 
2) Cx, x2) 一 Can x) I (4) 
3) LACNE < C(xis XIC(r3s x2) | l (5) 


4) |C (wis zs) 一 C( xs zs) |° 

< CO 2 )[C (xu ) + C(x,,z,) — 2ReC(x,,z 2], (6) 
对 于 协 方差 这 些 性 质 是 不 难 直 接 验 证 的 。 为 了 得 到 在 一 般 情形 下 
的 不 等 式 (3) 一 (6), 首 先 在 (2) 中 令 n = l. 我 们 得 到 .C(x3,x1) x 
{al? 守 0, 由 此 得 到 (3)。 其 次 令 # = 2. 我 们 注意 到 CC, e)z 
+ Clen) 是 实 的 ,从 而 得 到 (4)， 不 等 式 (5) 是 Hermete 二 
次 型 ' 
D Wasa 


起 ,rl 
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正定 性 条 件 。 为 了 得 到 (6), 我 们 在 C2) 中 令 n = 3,z = z, z, 一 
一 z， 则 
ECC) + C(x;,x,) 一 2ReCfxriyrz)]1z 
+ 2Re[C(xis zs) — C(x;,x3)]23; + Cleea l? 之 0， 
从 而 得 到 (6)， 
车 给 定 两 个 具有 有 限 甜 随机 函数 5.Cx) 与 ,Cx), 则 我 们 引入 
TEERAA 它们 之 闻 的 线性 相关 程度 . 
定义 2 令 tl), LG) 是 Hilbert 随机 函数 ， EnG = 
ai(x)。 则 
Re ex, `y) 一 Eig Ce) — ai (291 [cly — a,Gy)] 
称 为 bw) 与 5(x) 的 互相 关 冰 数 ， 
”为 了 描述 各 种 可 能 的 互相 关 函 数 类 以 及 为 子 解决 许多 其 它 问 
题 ,方便 的 是 把 某 一 Hilbert 随机 函数 序列 【oo(e)y TIE) 
ECE), z€ 义 ， 考 起 作为 取 值 多 ”的 随机 商量 函数 5(x)' 的 分 量 . 
像 以 前 一 一 样 ， 这 里 LGe) 表示 列 向 量 ， 而 t) 是 具有 分 县 为 SCx) 
一 Zz) 的 行 向 量 ,其 中 让 二 1,2,-……s 认 ， i E 
a(x) = Et(x) = {Es™ (a), EOG), sE (x)}, 
R(x,y) = |R} 《zy = EC) 一 SNEG) — a(y22*, 
向 量 函数 a(x) = (al), a (2) RAER, 而 R(z, y) 


称 为 (4) 的 矩阵 相关 函数 ， 
我 们 注意 ， ` ` 
ren) BEND en) TE 
jek = 1,2, e mi 


EX3 ERER C(r,y) = Ici Ki, k= 1 ,2 
称 为 在 X LEREZ MEIER n, E- ama te 
sm) 序列 及 任意 点 aE X) 有 o 
' D zi VC s) > => 0, i or 7 (7) 
相关 逢 阵 函数 是 秆 阵 正定 核 . 事实 上 — 
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n” 
>; zFR(z;,zk)Zk 
#.k=1 


n 


=E D) ENEC) — alL) — a(z))*a 


b k=1 
n |, 
=E 2: Gl) 一 aaa > 0. 


我 们 指出 化 阵 正定 村 C(x,y) 的 一 些 性 质 ， 
1.8 C(x,x) 正定 , 即 ` 


s*C(r,xr)z = S Ci(x, z)8i 2 0, (8) 
i p k= "1 
LC y) = CO). f (9) 
3.|C)(z,y)] < Cix, JCR y : -= (10) 


性 抽 (8). 与 a = 1800 CO 式 相 一 致 。 由 于 对 任意 复 向 量 z 5 
z (z+ € Z”), ERE sFC(x, y)g + z#C(y, r)a 是 实 的 ， 所 以 有 
等 式 (9)， 我 们 还 注意 到 ， 不 等 式 (7) 等 价 于 要 求 对 任意 7# 及 任意 
zoro s HEB — o” _ . 
C (x. x1) Crore Ch tista) 
C (zx x4) C (zs z) °. C(x;s tn) 
C(x,,z,) C(xn,X2) ... C(xns £a) 
是 正定 的 。 利 用 这 一 结论 , 当 # 一 2 时 ， 我 们 得 到 不 等 式 (10)， 

正定 性 是 相关 (和 矩阵 ) 函 数 的 一 个 特征 。 

定理 1 函数 R(zix;)> z; € X JR 8396003634 8 bt: 
为 它 是 正定 核 , | 

必要 性 由 前 面 所 述 定义 得 到 . 充分 性 是 由 于 任 给 一 TER 
R(xo z) 可 以 构造 一 个 复 的 Gaus 随机 函数 EG), 使 得 它 的 相 
关 函 数 为 R(x1, z;), 

注 。 类 似 地 可 以 证 明 ， 对 于 相关 和 抑 阵 函数 ,定理 1 亦 成 立 : 为 
使 矩阵 函数 RO z) 是 向 量 La, z € X 的 相关 函数 ， 必要 充分 
条 件 为 它 是 正定 矩阵 核 ， 
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& x= 条 是 一 具有 距离 ?的 距离 空间 . 
定义 4 Hilbert 随机 函数 {5(*)，x € r] 称 为 依 均 方 在 zo 
点 连续 (简称 m. s 连续 ), 如 果 当 p(x,*o) 一 0 时 
E|£(z) — Elro) — 0. 
从 第 一 章 $ 1 引 理 3 可 得 
定理 2 5(x) 在 zo 点 m. s. 连续 的 必要 充分 条 件 为 协 方差 
= E¿(x,) EGD EA (zas xo) 连续 . 
由 C(x) 在 xo Jš m. s 连续 可 得 5(x) 在 同样 的 点 上 随机 
"ü Sa. euam 不 和 


P{ |c) 一 上 xzo) > el < Elg) = El xo T | 


可 立即 得 到 所 述 结果 ， 

注 2. EUO 在 A 上 ( 即 对 每 一 点 ms 连续 ， 它 并 不 
示 样 本 函数 在 多” 上 以 概率 1 连续 。 事实 上 ， 对 于 Poison 过 程 

A EIC + b) 一 SDP 一 38 + (QD, TO 的 样本 函数 以 正 
概率 过 

广义 平稳 过 程 ” 若 假设 随机 函数 5(x) 关于 变量 * 具有 某 种 
不 变性 质 , 则 相应 的 相关 函数 类 同样 也 具有 某 种 不 变性 ,因而 有 可 
能 对 这 一 类 更 详细 地 加 以 描 达 。 在 这 一 小 外 里 考虑 如 上 述 那样 限 
制 的 一 类 随机 过 程 ,而 在 下 面 将 叙述 相应 的 相关 函数 类 . 

我 们 从 平稳 随机 过 程 概 念 的 一 个 重要 的 推广 开始 , 

令 ZC) = EOE TG), E (700,0) 是 取 值 于 
s" 的 平稳 过 程 ， 则 

aG) = E¢G), 


RCo + t, t) = ECC + z) — alto + )) GG) — Y. 
不 依赖 +， | 
aG) = a = const, RC, = R(t, — 3,0) = R(t, — t) 
| | (11) 
函数 RG) = RG + as) 也 称 为 平稳 过 程 的 (和 矩阵 ) 相 关 函 数 。 
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当然 ,即使 对 于 某 一 随机 过 程 满足 等 式 (11), 也 不 能 得 出 它 是 
平稳 过 程 。 然 而 。 如 果 问 题 的 解答 仅仅 是 依赖 于 过 程 的 前 两 阶 矩 
的 值 , 则 平稳 性 的 条 件 仅 被 利用 到 关系 式 (11) 中 表达 的 那 种 程度 ， 
因此 自然 引信 下 面 重要 的 一 类 过 程 , 它 是 首先 由 A. A. Xun 考 
BH. 

定义 5 取 值 于 ”的 Hilbert. ËJ m. s 连续 的 随机 过 程 5(2)， 
一 co <: < co ,如 果 

EG) = a = const, ECCA) — aX) — a)* = RC — n), 
则 称 它 为 广义 平稳 过 程 (或 称 为 Xun 过 程 )， — 

FTO 是 一 维 广义 平稳 过 程 。 因为 相关 函数 RO 一 5) 是 

EER MAER nE (一 oo,co) 及 复数 z = 1,2, a), 


> RG; — Jii > 0. 
hk . 


在 线性 空间 上 依赖 变数 的 差 的 正定 核 , 在 许多 分 析 问 题 中 扮演 
着 重要 的 角色 .它们 称 为 在 2 上 的 正定 函数 。 . z 

EXE 令 经 是 线性 空间 . MEEO, € A AAEE 
的 , 若 对 任意 n, ERX 及 复数 zj = 1, 2> . 0 


5 Feri 一 zk)8;zk > 0. 


六 TI 


正定 半数 具有 下 列 的 性 质 (参考 (3) 一 (67): 


1) /J(0)> 0, : coo (12) 
2) Fx) =K); 3 
3) [Z] < (0), (14) 


4) |/Ga) — Fr) < ACO) 一 Ref(x; — 8)], (152 

特别 ,正定 函数 在 操 LAF. 其 次 ,如 果 在 x — 0 点 连续 , 则 
它 在 整个 空间 Z 上 一 致 连续 . 

“我 们 转向 讨论 取 值 于 名 ”的 广义 平稳 过 程 。 这 样 的 过 程 的 每 
一 个 分 量 是 一 维 广义 平稳 过 程 , 而 过 程 的 两 个 分 量 yG) 与 z: G) 
的 互相 关 函 数 仅 依 赖 于 自 变量 的 减 值 ; 
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R; ACs ta) = E(tiCs,) 一 iX (€) — t) = Ri kG 一 5). 

定义 7 #L(O 与 n(0 是 广义 平稳 随机 过 程 , 有 复合 的 过 程 
¿G@) = {5(#),mnG()} 同样 也 是 广义 平稳 的 , 则 过 程 10) £ nG) 称 
Y pax aC” 8 x T. 

由 定义 得 到 ， 广 义 平稳 过 程 的 任 一 组 分 量 ( 看 作为 随机 过 程 ) 
与 这 个 过 程 的 男 一 组 分 量 是 平稳 相关 的 . 

定义 8 令 终 是 一 线性 空间 。 PERR C(x) 一 IGO, 
ER ,jk 一 1.2, m 称 为 正定 的 。 如 果 对 任意 4, ri zi ËI 


E acs nda > 0, 
j. k=1 
其 中 z; € 名 ,zi 是 3” B 05 IRE. 
因为 (am 一 z) 是 矩阵 正定 核 ,所 以 CCe) 具有 如 下 的 性 质 
(参见 (8) 一 (107): 


1) CO) 是 正定 矩阵 ， (16) 
2) C*(x) = C(—zx), (17) 
3) [CiP < cioci, G8) 


从 定义 5 483], TA FEER PAS E EEE E R 
数 ， 特 别 , 它 具有 性 质 (16) 一 (18). 

广义 平稳 过 程 的 定义 可 直接 搬 用 到 随机 序列 (ZG), n = 0, 
土 1, 土 2,…} E. 这 时 

EL(n)— a = const,E(t(R+ n) 一 ca) 人) — a)" = R(n). 

在 这 种 情形 , 撼 降 相关 函数 是 一 矩阵 序列 

我 们 现在 举 一 些 广义 平稳 序列 的 相关 函数 的 例子 。 

例 1 AERE 

a = Er(n) = 0,R(0) = 1, 对于” 关 0，R(o) 一 0 的 随机 
向 量 序列 称 为 标准 不 相关 序列 。 其 中 了 工 为 单位 矩阵. 

例 2 Mapxoa 平稳 Gauss 序列 .我 们 限于 考虑 具有 实 分 量 ， 
零 均值 且 非 退化 矩阵 R(0) = Era") 的 向 量 序列 。 由 语 一 
假设 得 到 ,$Cn) 的 分 布 不 集中 在 ¿(n) 的 值 空 间 的 正规 子 空间 内 . 
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因为 若 4 = R(1) x R-X0), 则 ECt(n+1) 一 Atla) i*a) 
= 0, 故 由 过 程 的 Gauss 性 得 到 ，t(w) 与 Cw)==t(n 十 1) 一 A458(#) 
独立 ， 因 此 

E{tCn + 1)/t(n)} = E(AZ(n) + x (n)/;(n)) = Atla). 

设 S, 是 由 随机 变量 LO), s < n AER RA. hT EER 
Mapxos tE, Eí¿(; + n)/S,) = E(¿z(s + n)/¿(n)y, Bl 

Eí¿G + n)/tC)} = E(Eí¿Ge + n)/Bs+r1} /ts)} `: 

= E{E{t(s + n)/tG + n — 11/68) 
= E{At(s + n — 1)/5(s)} 


= AG. 

RHH s > 0h} 
R(n) = ELCs + n*e} = EIE(z(s + DEGNE 
= A"R(0). 
因此 ,平稳 Mapkos Gauss 序列 的 相关 函数 有 如 下 形式 ， 
R(n) = A"R(0)2 (a > 0). | (19) 

例如 ,在 一 维 情形 , 当 la| < 1 Bf 

R(n) = d'a" (n > 0). (20) 


例 3 滑动 和 过 程 。 令 (#(),s = 0, 土 1, …} 是 取 值 于 
多 ”的 标准 不 相关 随机 向 量 序列 ， 设 


ta) = > AG — D, (21) 


其 中 Ar, K = 0, 1,2,- … 是 由 z” 映射 到 本 身 的 其 一 一 矩阵 ( 算 子 ) 
序列 ， 在 最 后 的 等 式 右边 中 的 级 数 代表 xpi, C, P) 中 的 正 交 
向 量 的 和 ,为 使 它 收敛 ,只 须 


E | 44(z 一 人 12 入世 X JAPIE = D ld < oo。 
k=0 k=0 k=0 
这 里 | A| ERER AR, | 


lai = Vaa = X loal 
isk=1 
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对 于 矩阵 相关 函数 ,在 > 0 时 有 表达 式 
RC) = X AAE. (22) 


例 4 自 回归 过 程 。 令 El) 是 一 维 标准 不 相关 序列 ,为 了 定 
NEFI LCa), 我 们 考虑 有 限 差分 方程 : 

£(n) + btlan — 1) + :+ bt(n — s) 

= a(n) + ttn — 1) + -ee + otln — $). (23) 
许多 实际 问题 导出 形 如 (23) 的 方程 ,并 称 它 为 自 回 归 方程 。 显 然 ， 
如 果 给 定 5C0), gO), e EG 一 1), 则 由 方程 (23) 可 以 通过 《 初 
值 》5(0),*…，Z(s 一 1) 及 值 8C0),8(1),… 依 次 地 表示 5(s)， 
¿G 十 1),…。 我 们 现在 考虑 关于 在 方程 (23) 中 的 tw) 通过 
5(m),m 入 ”来 表示 的 平稳 解 的 存在 性 这 一 问题 。 为 此 目的 ， 我 
们 在 形 如 滑动 和 过 程 


Ea) = D Cabla — D (24) 
R=0 
中 寻求 方程 (23) 的 解 。 在 这 一 情形 下 ,方程 (23) 化 为 一 组 方程 
co = agt, F bico = ar ttet 
cs + bicsa + eee + bsco = drs (25) 


cp 十 Decp + +° + bcp = 0, = p > + I 
我 们 引入 序列 {ants {bn} fc 的 母 函 数 ACz), B(x),C (2): 


áls) = Dans”, B(z) 一 Dinz”, C Ca) 一 Dy eas’, 
n=0 n=0 n=0 


这 里 各 一 D 1, z, REA (25) 并 将 它们 相 加 ， 得 
COBE) = A 
a4) a + AO 
50 一 了 TE) 
其 中 AG 是 宕 次 不 高 于 * 一 1 的 多 项 式 ， 我们 假定 多 项 式 
BG) 的 全 部 根 是 单 根 。 则 存在 着 形 如 下 式 的 简单 分 式 展开 式 : 
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3 





AG) A 4 J, ... +L 4: 
B (z) 34 一 z z, — z z, — z 
因此 
CC) = oo 十 D(A 22 +... + fear 
gi z3 z: 
且 
- > Am" n> OO (26) 


在 这 情形 下 ,如果 多 项 式 BC) 的 根 位 于 图 1z| 和 1 以 外 , 则 级 数 
(24) 是 m. s. 收敛 的 。 容 易 看 出 , 当 B) 有 重 根 时 ， 这 结 ERR 
成 立 。 因 此 ,证 明了 
定理 3 若 多 项 式 B(z) 的 全 部 根 位 于 图 [z] <1 以 外 , 则 自 
回归 方程 (23) 有 平稳 解 (24)，(25)。 这 个 过 程 的 相关 函数 R(n) 
满足 差分 方程 
R(n) + b R(n — 1) + -+ bR(n— s) = 0, n > s, 
R(n) + b,R(n — 1) + +: ° + b,R(n — s) 
= apco E apai ac < n < z, 


我 们 引入 一 些 具有 连续 时 间 的 广义 平稳 过 程 相关 冰 数 的 例 


作为 一 个 简单 的 例子 似乎 是 值得 注意 的 .考虑 过 程 5(z), 使 得 
Ec = 0, EIO = 1, Et ¿ (s) = 0, z == s, 
这 个 过 程 的 相关 函数 是 间断 的 ,因此 它 不 m.s. 连续 且 不 属于 在 这 
节 研 究 的 一 类 过 程 。 可 以 证 明 ， 这 个 过 程 不 (随机 地 ) 等 价 于 具有 
可 测 样 本 函数 的 过 程 。 另 一 方面 ， 类 似 于 这 个 例子 及 具有 更 不 规 
则 性 质 的 过 程 将 在 一 般 随 机 过 程 理论 中 研究 ， 

例 5。 随 机 振动 。 在 许多 物理 和 技术 问题 中 常 考 虑 振动 过 
程 : 它 的 复数 形式 是 由 形 如 


g) = > vee T (27) 
k 
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的 函数 来 描述 的 。 组 成 这 个 和 式 的 每 一 项 描述 具有 频率 为 2 且 


PARED n 的 简 谐 振动 。 {wn} RALE TO 的 谱 (或 称 
M) BE r, 是 互相 正 交 的 随机 变量 : 

Er, = 0, E|z,|2 = =, EnF; = 0, 4 k= ;BF, 
WE cO WRAAE. 


R(11,12) = Et (z) t( t) =E > RA aTa A ` 


一 5 che TD, 
ko 


BM ¿GD 是 一 广义 平稳 过 程 ， 它 的 相关 函数 完全 被 对 应 于 包含 在 
HELO 中 的 每 一 个 简 谐 振动 的 频谱 和 能 量 的 度量 的 平均 值 〈 数 
学 期 望 ) 所 决定 ， 活 系 于 能 量 的 表示 ,我 们 引入 平 稳 过 程 的 湛 攻 数 
这 一 重要 的 特征 ， 
过 程 (27) 的 谱 函数 定义 为 
FG) = S c. 
kak<a ' ` 
这 意味 着 F (z) 等 于 频率 小 于 给 定 值 “的 过 程 的 调和 分 量 获得 的 
FHER. AA F(w) 完全 刻 划 过 程 的 每 一 调和 分 量 的 平均 能 量 
以 及 频率 位 于 任 一 区 间 的 过 程 的 调和 分 量 的 平均 能 量 之 和 ， 事 实 
+ ' 
ek = F(u, + 0) — F(u), 5 ch = F(u) 一 F Ca). 
ETTET | 
借助 于 谱 函 数 , 过 程 的 相关 函数 可 以 写 为 
RGO) = |” ¿2FGO (28) 


从 数学 观点 看 , 谱 函数 是 非 负 、 不 减 , 左 连 续 函 数 , 除 有 限 个 点 外 均 
为 常数 ,而 在 这 些 点 上 的 蜂 度 为 i 谱 函 数 的 概念 对 于 任意 广义 
平稳 过 程 也 可 以 引信 ， 这 一 问题 如 同 对 于 任意 平稳 过 程 的 表示 式 
《28) 的 推广 问题 一 样 ,我 们 将 在 下 一 节 考 起 。 


aZ2LIL。， 


$ 2 相关 函数 的 谱 表 示 


平稳 序列 ”我 们 首先 考虑 广义 平稳 复 随 机 变量 序列 {2(x)， 
n 一 6. —1,0,1,* 1. 对 于 t(n), 


Ez(n) = 0,Ez(& + n) CCR) = RO). 
数列 R(n) 是 正定 的 , 即 对 任意 n 及 任意 复数 zk K = 0,1,2,...， 
n, 
> RG — kz 20. 
isk=0 
定理 1 函数 {RCn),n 一 0, 士 1, 士 2,………} 是 广义 平稳 随机 
序列 的 相关 函数 , 当 且 仅 当 它 可 以 表示 为 


R(n) 一 r e F (du), (1) 


- 


其 中 FO) 是 在 [一 x,x] 上 的 某 一 有 限 测 度 ， 在 区 闻 [—=, =] 中 
的 Borel 集 上 测度 五 被 唯一 确定 . 
证 。 充 分 性 ,序列 (1) 是 正定 的 ,这 是 因为 ， 


. x RCF zz = r (> 3) ¿ta )F(du) 
> eva 


x 
= 
-x*| j=0 


因此 它 是 某 一 广义 平稳 序列 的 相关 通 数 . 
必要 性 。 令 RG) 是 某 一 广义 平稳 序列 的 相关 立 数 。 设 





2 
F(du) 2 0, 








Kuso) = >， Doe-meR(n — m), 0 < o < 1, (2) 


n=0 m=0 


等 式 (2) 右 边 的 级 数 绝对 收 合 ,这 是 因为 


> > [ee — m) | < RC0)| 3 e| | 


n=0 m=0 s= g 
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< RO) 
(1 — pF’ 


由 R(n) 的 正定 性 得 Kuo) > 0. Ch 得 到 
Ku, p) 一 > e ike R(k) Dom 一 > — RCK), 





所 得 到 的 关系 式 表 明 ， FR k) EETA Ke, p) 的 
Fourier 系数 ， 因 此 


p!" — 1 = inu 
RG) = 一 元 flu,p)au, 


ORG) 一 | éF (3) 
其 中 





一 p . 
E| Kao), 
2x Ja | 


并 且 F,[—=,=] = R(0) < co, WERK FC) E [—=,=1 E 38 
R. 因此 可 以 找到 这 样 的 序列 pr 1 1， 使 得 F, (C) SWOT 
WEFO) 在 (3) 中 当 p= ex 一 1 时 求 极限 , 便 得 到 式 (1). 

我 们 现在 证 明 测 度 了 的 唯一 性 设 存在 定义 在 区 间 ,[ 一 *;z] 
上 的 Borel 集 上 的 测度 F, 与 Fa, E4 R(w) 可 以 按 (1) 表 示 ， 用 
KRPE l-re] 满足 

[IDF du) = |" a) Lau) ` 

的 Bore! 函数 (G) 的 类 。 , 则 类 天 是 线性 的 并 且 关 于 一 致 性 的 极 
限 及 有 界 单调 函数 序列 极限 的 运算 是 封闭 的 ， 因 为 类 天 包含 形 如 
e(n = 0,41; 的 函数 ， 故 由 关于 连续 函数 逼近 法 的 Weie- 
rstrass 定理 知 ,类 天 包 含 全 体 连 续 函数 ,因而 也 包含 全 部 有 界 Borel 
函数 ， 令 Ku) = Xu(z), 其 中 4 是 在 [一 zz] 上 的 任 一 Bora 集 ， 
我 们 得 到 Falu) 一 Fu). 定理 证 毕 。 

测度 忆 称 为 平稳 序列 的 谱 测度 ,而 对 应 的 分 布 函数 Fu) 一 
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F(—%,x) 称 为 谱 函 数 ， ini Fidu) = fn)dun， 即 如 果 测度 
关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 ， 则 IG) 称 为 序列 tCn) AHERE. 
我 们 指出 ,条件 
| > |R(n)| < oo 
保证 谱 密 度 存在 。 事 实 上 ,此 时 Fourier 级 数 
2aflu) = > Ra Je”  - G) 
一 致 且 绝对 收敛 。 因 此 SE 
Ru) = | ef a )au, 
齐 次 随机 场 在 具有 连续 参数 的 | OPERNIM F, 我 们 
推广 定理 1, 
定义 1 着 随机 函数 . {5 (x) ,x € A”) A 
Et (x) = a = const, 

f R(x,sx;) = E[¿(x,) 一 alike) — d] = R(xr 一 z) | (5) 
则 称 它 为 在 A” th 的 齐 次 场 。 这 样 一 来 ; 齐 次 随机 场 的 相关 函数 
R(x1, a) 仅 依赖 于 连结 点 Xi 和 点 x 的 向 量 , I 在 等 式 (5 ) 右 边 的 
函数 R(z) IEKA VARAR. 柱 关 通 教 的 正定 性 条 作 有 
形式 

=, R(x; 一 kasa >l 0。 
iksi ., 
W 8 | | 
x ENC + à) — CC)? = 2[R(0) — ReR(B)1 
得 到 ， 如 果 函 数 RC#) 在 点 x = 0 连续 ， 则 场 t (z) 在 每 一 点 r€ 
R” JJ EE, 


定理 2 为 使 函数 R (Q) (x € 22”) 是 齐 次 ms 连续 随机 声 
(GO, z € HY 的 相关 函数 ,必要 充分 条 件 为 它 可 以 玫 为 


RG) = | et) F( da), . | 0) 
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其 中 上 是 22" 89 Bord 集 上 的 有 限 测 度 。 而 且 测 度 卫 在 9” 上 唯 
一 确定 . 
充分 性 。 由 公式 (6) 定 义 的 函数 R(x) 连续 且 正 定 : 


> R(x — xe )žjzi = Wi D Gs Piza )F (du) 
ik=} 


ik=] 
" 
7 f 


2 
Dy ert F(du) > 0, 


k=1 

因此 它 是 某 个 m. s 连续 的 复 Gas 场 (参阅 第 三 章 $ 1) 的 相关 函 
数 . 其 实 , 我 们 可 以 构造 一 个 很 简单 的 齐 次 场 的 例子 , 它 的 相关 函 
数 由 式 (6) 给 出 。 为 此 ， 我 们 在 A” 中 引信 随机 向 量 ， 它 具 有 如 
下 的 分 布 ， 对 于 任 一 Boe R ACR”, 


P{t€ AY = = F(A), Fe 一 F(R”). 





令 LG) 一 V Fo Eata, 
其 中 ?是 在 (一 <,x) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ，Y 与 上 相互 独立 ， 
则 


E¿GO = 0,R(z,y) = Et (e) TO) = FoEt 
一 | a eI R (du), I ta 
必要 性 ， 我 们 现在 证 明 ， 任 一 连续 的 正定 函数 可 以 表示 为 式 


(6)， 由 正定 性 条 件 准 得 , 对 任 一 在 腕 "中 的 可 积 函数 g(x) 成 立 
不 等 式 


| | R(x 一 7)8CeJg(Cy)4xay > 0. 





我 们 令 G) = epf- izl? + (z, e) JEE N > 0ze 2”. D 


2 2 
| ,| » R(xC— pe | {一 上 二 — ix — yz) laqay > 0, 
A A 


在 空间 2" x 弛 ”中 引进 下 面 的 坐标 正 交 变 换 ， 
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r— y = / 2u, r + y = V 2r, 


我 们 得 到 | 
0 < |. | 。 RG P| |— J et 一 i(u,2)}dudv 
= (2zN)m0 |. Ru)exp [|—1 — ilu, 2)}dn. 
所 以 ,函数 


juj? e — ¿(u z) 


Ryle) = R(u)e N du 


1 
(2x)”” |; 
非 负 ， 此 外 , 它 是 可 积 的 连续 函数 Rue Ar 的 Fourier 变换 ， 
而 且 是 可 微 的 。 我 们 现在 证 明 ， 名 w(x) 是 可 积 的 .因为 Rre) 
与 ee > 0) 是 相应 的 函数 

R(u)e Wt/2N 与 g mf lult/28 
的 Fourier 变换 . hiá Parseval 等 式 ， 则 
j. CRONE r Er” -| 。 R(a)e En L ei du 
a” E 


<RO) | iei du = Ge RCO), 
令 s— 0, MH Fatou 引 理 得 | 
j, Krads < (2x) 3 R(0). 
由 Rale) 的 可 积 性 得 ,对 它 可 应 用 Fourier 变换 的 反 演 公式 
imt | 
R(u)e ° -| er D 





Or = Rn(Cz)dz 


= | 。 elm) F (dz), (7) 
其 中 


FnxA) 一 —  Rx(z)dz., 


lz 125 5 
所 以 ,函数 owt el ER" 中 的 某 个 分 布 的 特征 函数 。 且 当 
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N — oo 时 ， 它 收敛 于 一 个 连续 函数 ， 因此 (第 一 章 51 定 理 3) 
RCu)/R(0) 也 是 一 个 特征 函数 。 根据 具有 给 定 的 特征 函数 的 分 
布 的 唯一 性 定理 得 到 (第 一 章 $ 1 定理 2) 表示 式 (6) 中 的 测 IE. F 
的 唯一 性 ， 定 理 证 毕 ， 

”如 像 在 序列 的 情形 一 样 , 表示 式 (6) 中 的 测度 FO) 称 为 谱 测 
BE, 而 对 应 的 分 布 函数 FC) 一 FO, 称 为 谱 函 数 ， 其 中 I,= 
(rir < u,r € A”), WRM AYE: l 

F(A) = | fu)au. 


WJ Ka) 称 为 随机 场 的 谱 密度 如 果 谱 密度 存在 ， 则 相关 函数 的 谱 
表示 变 为 
R(x) = (ef) 
我 们 指出 下 面 的 谱 密 度 存在 准则 : ”如果 R(x) 是 绝对 可 积 函 
数 (x€ 家 ”)， 则 谱 密 度 是 存在 的 。 为 证 明 这 个 准则 ,我 们 利用 在 
证 明 前 面 的 定理 时 所 得 到 的 关系 式 和 记号 。 由 Fourier 积分 的 
Parseval 等 式 有 


e Ruled = |. RG) Xk Ca) dz 
s 
_ J“ _ 1 Ci 大 二 Ka — eik- gk 
其 中 K= {zt — t < zt ak + t), MER 


V(K) 
j Rro 人 rle! IR(u) ladu, 


其 中 V(K) 是 平行 六 面体 K 的 体积 ， 因 此 , 测度 F(.) 关于 Lebe- 
sgue 测度 是 绝对 连续 的 。 
推论 ] 函数 RG), e (—co,co) 是 广义 平稳 过 程 的 相关 函 


数 的 充分 必要 条 件 为 
RG) = j. e“ F(du)s 
其 中 FÇ.) %' 上 的 有 限 测 度 ， 
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ik 2 函数 JG), we 2", J(0) = 1 Z. Apat 
ESE ESSC00 052353 8120 tE aE B: B E tU. 

齐 次 近 向 场 “ 设 随机 场 具 有 附加 的 性 质 , 则 式 (67 可 以 得 到 更 
特殊 的 形式 。 重 要 量 相 当 一 般 的 性 质 是 随机 场 的 迷 向 性 。 随 机 场 
HAER WRAAE Ron) 仅 依赖 于 z 及 点 x 与 
点 n 闻 的 距离 。 如 果 它 还 是 齐 次 的 , 则 

Rnsm) = RCo), 


其 中 P 是 xi Š x; 间 的 距离 ;p 一 J5: (xl 一 ay . 


我 们 现在 寻找 m. s. 连续 的 齐 次 且 迷 向 随机 场 的 相关 通 数 的 
表达 式 ， 因 为 它 是 齐 次 的 , 它 的 相关 函数 必然 有 形式 (6)。 这 公式 
的 两 边 按照 半径 为 p 的 球面 求 积 分 ,我 们 得 到 


- RCo ) 一 j T(m/2) | t, ¿ei (az) | F(dae), 





g” m=i 


P 
APAE SAETUD Cao ARARATS 的 识 分 我们 
指出 ,如 果 了 ,表示 中 心 在 坐标 原点 且 半 径 为 p 的 球 ; 则 


| KO = RA 


男 一 方面 ， 


HE = 2=p 2 u | 
J, esa (EN naelu, 
其 中 MO 是 第 一 类 Bed MM, MTE 


|, sdr) = o ao 
我 们 在 半 轴 [0,co) 上 引信 测 度 g, 设 g([a， b)) = F{Vs = Va}, 


0Sa <h RT V, 表示 半径 为 P 的 开 球 ， 则 


RCo) =2"*7 (Z)? Haaa) gCat), ` G) 


B. #([0,cc)) = FCE”) = R(0). 
这 样 一 来 ,证 明了 下 述 的 定理 ， 
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定理 3 为 使 RCp), (0 < p< oo) 是 齐 次 迷 向 的 m. s 连续 
mm 维 随机 场 的 相关 函数 , 必须 且 只 须 使 得 它 满足 表达 式 (9), 这 里 
z 是 [0,co》 上 的 有 限 测度 | 
当 * = 2 时 ,公式 (9) 变 为 下 面 的 形式 : 
RC) = |” apela), (10) 
而 当 ” 一 时 
R(p) 一 2 下 saze gan), (11) 


同 理 可 证 ,为 使 m.s* 连续 随机 场 ECx) o < z < co, x€ 
R” 依 变数 (7,r) 是 齐 次 的 ,并 且 依 《空间 》 变 数 * 是 述 向 的 , 即 相 
关 函 数 仅 依赖 以 : 及 p: 
EEC + ssr), y) = RO,p), 
其 中 p 是 x 与 ?之 闻 的 距离 , 其 充分 必要 条 件 为 式 tx) 的 相关 函 
数 具 有 如 下 形式 : 
RC, o) 一 人 人 evouea)g(de x da), (12) 


其 中 pn on 
Qn(x) = (2) r (Zima, (13) 


B z 是 在 半 平 面 (yp),1E6 [0,00),v € (— %0,0) 上 的 测度 。 _ 
我 们 现在 得 到 在 Hilbert 空间 中 的 m. s. 连续 齐 次 迷 向 场 的 
相关 函数 的 一 般 形 式 。 如 果 R(p) 是 这 样 的 相关 函数 ， 则 对 任意 


mR RCO), = Xm》 是 A” Ri m. s ERAAN 


关 函 数 。 我们 指出 ,对 任意 4， 函数 。 具有 这 一 一 性 质 ,事实 上 ， 
HEE m . 
Reta, ja 





I $ TER -152 
: | 小 yy 
` iay" -o 


Let 


即 函 数 ”, p 一 Di EERRM Fourie 变换 ,因此 是 下 
k=1 
定 的 。 从 而 得 到 函数 ( 若 忆 一 $i) 
k=1 


RC) = |”, 2 gaa) (14) 

对 任 一 【0,00) 上 的 有 限 测度 z 以 及 对 任意 是 正定 的 我们 现 
在 证 明 , 公式 (14) 是 针对 所 有 在 Hilbert 空间 中 仅 依 赖 以 “的 正 
定 连续 函数 的 . 

定理 4 为 使 函数 RCp) Hiber 空间 中 的 m. s 连续 、 齐 次 
迷 向 随机 场 的 祖 关 函数 ,其 必要 充分 条 件 为 它 具 有 形式 (14)， 

充分 性 由 前 面 所 述 得 到 。 为 证 明 必 要 性 ,我 们 注意 到 ,根据 前 
述 及 定理 3, 对 每 一 2, 有 


RCP) 一 | OnCap)8n(d14), gal0,00) = RCO), 


m2 
o) = r (#)(2) * taa (9 
` 2 
z r 
— +— 
2m 2.4. m(m + 2) 


一 1 一 


xŠ 


“2 -Ao 6m(m +2Xm FA) 
此 外 ， 在 每 一 有 限 区 间 jz| < N E, 4 m— co 时 ,一 致 地 有 o, 
(em) e, RE REE H tE [0, coo) 时 函数 族 o,, G) 
一 致 有 界 且 分 布 函数 族 gw(W mw) 弱 紧 即 可 。 为 此 目的 ， 我 们 注 
意 到 ,由 (8) 得 到 等 式 — o 


|, KaD du) 


Qnal e) 一 EO 


其 中 S, 是 空间 家 "的 球 |u| = p,V(S,) 是 它 的 曲面 面积 且 lel 


* 220 ° 


= 1. 因此 
|9,,(x<)| < 1, 


为 了 证 明 分 布 函数 序列 Balu) 一 z, ,( V mu) 的 弱 紧 性 ， 我 们 
以 P 乘 关 系 式 


RCO) — RCo) = | G — OnlpuV m ))gnk ads) 


之 | (1 一 Qn( pu m )) gn du) 
并 且 由 0 到 4 积分。 我 们 得 到 
zf [R(0) — R(p)]pdp 


> ME 一 2 人 o Onl pu m )edp )gn( du), 
由 公式 
-4 0,2) = 一 上 上 a0 nC2) 
dz m : 


得 到 (m > 3,v > 2), 


一 Q„(pun/ m )pdp = se 一 Qn- (au m)] <, 
a? |° 2? 
从 而 2 [|° 1 (| 2 

| [R(0) — R(p)]pdp > 7” (|z， %)). 


由 于 最 后 的 不 等 式 左边 当 a 一 oo 时 趋 于 0 推出 ， 测 度 g, 是 紧 的 
《第 一 章 $ 1 定理 1)。 定 理 证 毕 ， 

向 量 值 的 齐 次 场 令 (LG); re A”) EREET Z: 中 的 向 
量 值 随 机 场 ,如果 Ezr) = a = const《 下 面 均 假定 a*… 0), 且 

Resxa) = Er(x T(r) = R(x — x;), 

则 称 这 个 场 是 齐 次 的 . 矩 隆 可 数 可 加 集 函数 F( A) = (F,./CAD), 
kj = 1,22... . s A € B” 称 为 是 正定 的 , 如 果 对 任意 46 9”, 和气 
阵 F(4) REZO, MWR E cer, RAR 4(4) 一 
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¿*F(A)e20 S” 上 的 有 限 测度 . 应 用 定理 2 可 以 得 到 下 面 的 结果 ， 
定理 5 为 使 R(x) 是 m.s. 连续 齐 次 向 量 场 的 矩阵 相关 函 
数 ,必要 充分 条 件 为 


R(x) = j mo" F(da), (15) 


其 中 下 是 (2”,8”} 上 的 正定 上 抢 阵 可 数 可 加 集 函 数 。 

UE. 设 R(a) 是 m.s. 连续 齐 次 场 的 第 阵 相关 沙 数 。 对 任意 
¿€ Z° 我 们 引进 纯 量 场 L.G) 一 (5(x),c)， 显 然 ， 它 是 m.s. 连 
续 并 且 是 齐 次 的 ， l 

Er (xz) = 0, R(x) = Ez(x + xo) Cro = ce*Rœ)c. (16) 
由 定理 2, 相 关 函 数 Re(x) 可 以 表 为 


Re 人 CD | ne ORLA), (7). 


其 中 F. E 122.0”) 上 的 有 限 测 度 。 设 ere X, ek= h RG) 
= {R hki = 1,25 M Rale) 一 REG). 假定 cu 一 
ek 十 ciu = ier + ej AAA, IRAGE) = Rele) — R (x) 
— Ro] — i[R, GO — Rale) — R,G1. 

如 果 假 定 

FKA)= Fal A), FACA) = IF, CA) — Fa(A) 

— F;(A)] — i[F,,( A) — Fula) — Fiala), 
则 由 (16) 有 
RACE) = | ,eo Fd), 
并 且 FA) {组 ",3"} 上 的 可 数 可 加 ( 复 值 有 限 集 函 数 ， 由 
于 表示 式 (17) 的 唯一 性 ,有 FCA) 一 FAA) FRERE FCA) 
一 {FA)hk i 一 1，……,s 是 正定 的 ， 必 要 性 证 毕 . 。 

为 了 证 明 充分 性 ,必须 证 明 ,由 公式 (15) 定 义 的 函数 R(x)( 其 
中 满足 定理 条 件 ) 是 连续 正定 的 矩阵 函数 。 它 的 连续 性 是 显然 
的 其 次 ,对 任意 geg 
SO af Rao — radz = [n w*F(dujw = Fal R") > 0, 
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其 中 = DO euma, EINER, 


类 似 地 推广 定理 1, 
定理 6 和 抢 阵 序列 R(n) = {RiCn)}, n = 0;.+1, +2, ... 
是 广义 平稳 向 量 值 序列 (¿O(n),n = 0,+1,+2,:-:) 的 矩阵 相关 
函数 的 必要 充分 条 件 为 它 可 表 为 
R(n) = | cinu Fdu), 
其 中 F( A) 是 定义 在 区 间 [一 x,z] 的 Bore! 集 上 的 矩阵 正定 可 数 
可 加 集 函 数 . 


$ 3. Hilbert 随机 范 数 的 分 析 基 础 


Hilbert 随机 函数 的 研究 形式 上 是 研究 在 通常 意义 下 取 值 于 
Hilbert 空间 的 函数 问题 。 然 而 ， 因 为 当 分 析 Hilbert 随机 函数 的 
时 候 ,我 们 利用 协 方差 的 概念 和 其 它 特殊 的 概率 论 概念 ,以 及 考虑 
各 种 形式 的 收敛。 因此 在 处 理 随机 函数 问题 时 具有 某 种 特殊 性 ，、 
积分 QZ, Am) 是 具有 o 有限 完备 测度 的 完备 可 分 距 
离 空 间 , (ZG); z € 2) 是 Hiber 随机 函数 ， 设 “(x) = Lleo) 
是 可 测 且 可 分 的 随机 函数 ， 由 前 面 (第 三 章 $2) 知道 ,如 果 协 方差 
B(x,y) 几乎 处 处 (关于 w) 对 所 有 z, 在 点 (x,x) 连续 ， 则 对 任 一 
z(x) 存在 随机 等 价 的 可 测 旦 可 分 的 随机 函数 .。 从 这 里 可 以 看 到 ， 
上 述 的 假设 究竟 作 了 怎样 的 限制 . 由 定理 4( 第 三 章 $ 2) 立 即 得 到 
定理 1 如 果 


j, Basa)mldx) < 0, (1) 
则 以 概率 1 有 
|, lt Imd) < © 
HB , 
E| Elmar) = | BaD O 
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推论 设 f(x), i 一 1,2 ELLE Am) PARER C) 
的 函数 。 则 以 概率 1 存在 积分 


m= |, CO ma), 
并 且 根 据 Fubini 定理 有 
Enn = E| | ñGO FECDECGJm(dz)m(ay) 
= | |, GoBGz,y)hGm(ae)m(ay), 
下 面 我 们 对 随机 函数 的 积分 定义 作 一 些 评注 . 
注 1。 设 条 件 (1) 满 足 , 且 MZ) < co。 则 积分 
| Ora) (3) 


对 可 测 随 机 函数 G) 有 定义 、 且 对 每 一 (x) 的 现实 以 概率 1 有 
限 。 然而 在 (3) 式 的 积分 定义 中 可 以 按 儿 种 不 辣 的 方式 来 作为 它 
的 定义 ， 首 先 , 积 分 (3) 可 以 定义 为 对 于 5(x) 的 Lebesgue 积分 和 
的 m. s. 极限。 容易 验证 ,这 个 定义 与 通常 的 积分 定义 相 一 致 ， 为 
此 只 人 妥 证 明 对 于 非 负 随机 变数 的 情形 就 够 了 ， 按 定义 积分 (3) 是 
当 ” 一 oo 时 积分 


| | imla) 
的 极限 ,其 中 5。Cx) 单调 非 负 , 取 有 限 个 值 且 以 概率 1 有 limt, C) 


= Ce) 的 随机 冰 数 序列 。 由 于 15Cx) 一 和 (| < 15(x)|, 则 由 
Lebesgue 控制 收敛 定理 , 当 * 一 co 时 . i 


E|| cemar) 一 人 tamar) 





<E| IG) — iC) mdm) — 0, 
因此 | 
Jr a E IAO CSA 
E2. BERIE (GD, € [a,8]}， 积 分 
+2240 


tO) h 
常常 定义 为 积分 和 
5 Eltak )Atnis 
k=l : 


Az, = Ink — lok G = t, < tp Kite < t, = b, 
的 m. s. 极限 ， 
根据 引 理 民 第 1 章 , $1), 为 使 这 和 的 m. s. 极限 存在 ,其 充分 
必要 条 件 为 当 n,m — co 时 


E CA, Emk) Atm 


= > > Bs stm Atn Amr 


same. aka BCG, a ~ < s =° ik R Riemann bi 
EEDAN EDEA . 当 特 全 后面 的 积分 定义 时 
则 同样 也 符合 原来 的 定义 (modP). : 

事实 上 ， 


E l. tar 一 $ OT )Az,, 





== > 5f” i je  [BG,s) — B(z 1) — BC) 


?Or 一 1 


+ Blintstor)ldids < 221 > Qu — 0, 


R=1 r=1 
其 中 Or 是 函数 BC, s) 在 矩形 tak- 1 <: SS _1 << 中 
的 振幅 , 
注 3。 广 义 m. s. 积分 
[cod (或 | oa) (O 


. 225 + 


定义 为 极限 . 
as ,son (z 1m [ 2) 

根据 引 理 S-E, 1), 这 些 积分 存在 的 充分 必要 条 件 为 极限 

E-S B(t, dids (3R lim Ee Bess) deds) 
存在 ， 在 某 些 情形 , 这 个 广义 积分 定义 , 比 将 积分 (4) 理 解 为 当 固 
定时 对 于 函数 5(z) 的 Lebesgue 积分 更 为 广泛 ， 

大 数 定律 设 LO, 1 之 0} 是 在 每 一 有 限 区 间 上 具有 可 
积 协 方差 的 可 测 Hilbert 过 程 。 如 果 在 某 种 意义 下 , 当 了 一 吧 时 


二 | ia > 
则 称 Os > 0} 满足 大 数 定律 ， 
从 引 理 六 第 一 章 ， s ID 得到， 
Lim. if tC ds 


存在 的 必要 充分 条 件 为 极限 
Him E E 5 F TG) de 


CT {T 
= lim -| | BG:,s) dt d: 
0 


存在 。 其 次 ,等 式 
lia m. 5 j tad — iF Etz) dt }=0 


成 立 的 充分 必要 条 件 为 关系 式 ` 


1 (rO | 
rim i TT Ep r RG, dd = 0 (5) 


成 立 , 其 中 R(1,s) 是 过 程 的 相关 函数 ， 
容易 看 出 


Tm 2 T(r T' òT’ 
í f R(t,s)adrds <Í 人 RG, 44: | [| R(t,s)dtds, 
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因此 等 式 (5) 成 立 的 充分 必要 条 件 为 


lim 二 | | R(1,s)dtds = 0, (6) 


对 于 广义 平稳 过 程 , R(1.s) = RG 一 )。 因 为 


en i 


故我 们 得 到 下 面 的 结果 . 
定理 2 # LO 是 广义 平稳 过 程 , 则 成 立 等 式 


lm + Lj :ae = EXC) (7) 


T>o 


的 必要 充分 条 件 为 使 得 . I 
im 十 人 of — l| Ha =0. (8) 


特别 ,如 果 相 关 函 数 的 平均 值 等 于 0: 


: 1 (7 
— d: = 0 
lim 2T | RCG) s , 


则 定理 的 条 件 (8) 是 满足 的 。 
我 们 用 过 程 的 谱 函 数 来 表示 条 件 (8)。 我 们 有 


Lao ja- [raad (i= Ja 
从 而 | 
¿[f ROÇI = L)a -全 到 二 党 号 F (du) 


一 FC0D 十 人 20 — ST) Eu), 


2,42 
其 中 F(A)= F(AN0)), (0) 是 由 包含 一 个 点 * = 0 组 成 的 集 
合 。 容易 看 出 , 当 T 一 co 时 ,最 后 的 积分 趋 于 0. 因此 
im | RO(1 — EL) æ = Fdo). (9) 


Ta T 
这 样 一 来 ,我 们 有 
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定理 3 为 使 广义 平稳 过 程 对 于 等 式 (7) 成 立 的 充分 必要 条 
件 为 它 的 谱 函 数 在 4 = 0 点 连续 . 

微分 设 {clst E (a,6)}, 一 00 < a < à < +coE Hilbert 
定义 1 如 果 存 在 


tO) = Lim. a tA TEU, fos nthEla, >), 


微 )， 随机 变量 CGO 称 为 随机 过 程 在 名 点 的 ms pe 
容易 得 到 随机 过 程 m. s. 可 微 的 充分 必要 条 件 ， 由 于 


E ¿(2 十 2 — Cio) ,L(to ++ A) to ` 
ñ, 


= _ {BCh + Asta + h) — BCtosto + A) 
1 


— Bn + hst) + Blio,10)} (10) 
故 由 引 理 3( 第 一 章 $ 1) 可 得 ,为 使 随机 过 程 TG) 在 和 点 : m. s 可 微 
的 充分 必要 条 件 为 广义 混合 导数 
OB(i,r ) _ 
arðar mret 
lim B(1oth,tot hi) 一 BCtostot hi)— Bltoth,io) + Bl,to) 
bhy» hı 
FE., 
由 过 程 在 z 点 m. s 可 微 及 不 等 式 


|E Co -EDO < [E roo 


_ LG + b) — tO) Bš 
h 


Eç’ G) = £ EX5CD)， (11) 





得 到 
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并 且 右 边 导 数 存在 

WREKE (e,5) 的 每 一 点 上 过 程 8) m s 可 微 ， 则 导数 
UG) 为 (a,6) 上 的 一 个 Hilbert 随机 过 程 . 

定理 4 设 (TO), 1E (a,b)) 是 Hilbert 随机 过 程 且 对 每 一 
Ë íe (a,b) 广义 导数 


OB(t,t) 
8” ker 


FE. WAE rO 在 (a,8) 上 m. s 可 微 且 


2 , ` 
Bovest) = PEOD, (12) 


Bole) 一 850) > (13) 


ð 


其 中 Brelet) = EOT) EIRTO 的 协 方差 ,而 Br 
r) 一 EVO TG) 是 过 程 UO 51O 的 互 协 方差 ， 
在 证 明 时 只 须 证 明 公式 (12) 和 (13)。 我们 有 


Blet) = EC) G) 
= lim EL ¿G 十 2 — LG) ja 


#0 


— lim BC + hA,t) — Bl,t ) 
A>0 £. 


因此 ,导数 BG) 存在 且 过 程 TO 51O 的 互 协 方差 四 公式 
《13) 给 出 ， 其 次 
BuG) = im E LG Ct h) O rt ry =G 
= lim Bl + h," + p')— BG, + ')— BG + b, ) + BCe, r) 
A,’ => AR 


从 而 广义 二 阶 导数 
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BC) 
8:68: 

存在 (在 定理 的 条 件 中 只 假定 在 : = r 这 个 导数 存在 ) 且 公式 (12) 
成 立 ， 
如 果 过 程 5 广义 平稳 , 则 BG) 一 BG r) 且 由 定理 
4 得 到 ， ' 

推论 1 JE LFR) G e T) m. s. 可 微 * 必 要 充分 
条 件 为 它 的 相关 函数 RO #E z = 0 时 的 广义 二 阶 导数 存在 。 如 


果 这 一 条 件 满 足 , 则 存在 广义 导数 TRO 且 


RC) 


RyyCtosto + t) = — J ° 


Ran + ts t) = Ry) = PO, 
dt 
对 于 更 高 阶 的 m. s. 导数 ,类 似 结果 成 立 。 - 
推论 2 如果 GQ) 是 广义 平稳 过 程 , e (—co co), H 
| Flu) <o, ` 
其 中 五 是 过 程 的 谱 测 度 , 则 过 程 m. s. 可 微 , 过 程 (C (O, tO) 为 
广义 平稳 且 它 的 矩阵 相关 函数 RO 有 如 下 形式 : 
| | et F (da) | euiuF (du) 


| 一 | einF (an) | cituF (du) 

随机 过 程 的 正 交 级 数 展开 i (O) te [ab 是 可 测 n.s， 
连续 的 Hilbert 过程。 它 的 协 方差 Bln) 在 正方 形 [a, 6b1 x 
[ab] 中 是 连续 非 负 定 核 。 根据 积分 方程 的 理论 ，B(a) 可 以 
分 解 成 关于 特征 函数 gp,(?) 的 一 致 收敛 级 数 : 











BG.) 一 Dy) tp pot) 5 
s=1 
其 中 
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Aspre) 一 | Bli1,r)pa(T )ar, ZO Pml) dt = nms 


并 且 特 征 数 1。 为 正 ， 
假定 


一 Ko, PCE) dt. 
这 个 积分 存在 (定理 1), 并 且 由 定理 1 的 推论 ;有 
Es, 一 | | BCG) Pols Jrd = 1,5,,, 
即 随机 变量 序列 5,(w 一 1,2,*…) 是 正 交 的 。 其 次 
EDE, 一 人 BCE t par = aple). 
故 由 Dini 定理 得 到 , 当 ” 一 oo 时 关于 z 一致 地 





Elto) 一 S7 E p. (2) : 
k=1 
= BG) — 231 (D) EOE + 351 2 |o (2) l 
k=1 k=1 $ 


= B(2,t) -一 > MAOI s 0. 
k=1 


定理 5 可 测 m.s, 连续 的 Hilbert 过 程 5() ,te Leb] 对 每 
— t€ [a,b] 可 分 解 为 依 Z 收敛 的 级 数 


TO = > Srp), ` (4 
k=1 ， 
在 这 个 分 解 中 ,th 是 一 正 交 的 随机 变量 序列 ,E154|? 一 tr a ER 
和 是 过 程 的 协 方差 特征 函数 


， 如果 过 程 Co) 是 Gaus 过 程 ， 则 它 的 m.s. 导数 和 形 
af SOCO de 的 积分 是 Gaus 随机 变量 . 因此, In BL UCO 是 


实 的 Gauss 过 程 且 ELO) 一 0, N 则 级 数 (14) 的 系数 E 是 独立 的 
Gauss 变量 且 级 数 (14) 对 每 个 上 ARK 1 收敛 
事实 上 ,54 的 独立 性 由 它 的 正 交 性 和 Gauss 性 得 到 ,为 了 证 
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明 级 数 (14) 以 概率 1 WARINER D, ECAY = >) 及 
k=1 R=1 
x JPOP 收敛 即 可 。 然而 正如 已 经 提 到 过 的 ， 这 个 级 数 是 收敛 


的 ( 且 它 的 和 为 BG:,z)). 
定理 6 如果 


EIC) — tG + pi: < it >0, a <:<6,(15) 
8 


则 对 任意 s > 0,34 n — co 时 





O) — Ds)|> s| — 0. 
这 一 定理 的 证 明 是 根据 第 三 章 $5 引 理 1。 设 


P Le, 


FORDIT AORO FO ONA sup KORE SOIF 
k=1 a&i < 


从 而 
Pir, > e} < p [ EC > 了 | 


+P| sp IG) — (0) > 二 | 


< “EIAOP 4 of, e), 
? 4 


E 


其 中 OCn,c) 及 G 是 在 前 面 提 到 的 引 理 中 所 定义 的 .我 们 有 


, _ > olt, h) 
PIGE + 6) — ROI > C) ER ， 
其 中 | 
lth) = EGG + p) — t;( 1 


-E| > stg + D) — aO] 
k=n+1 ` n 


一 ` |p + 1) eR 
kna 


. 232 ° 


考虑 到 (15), 我 们 看 到 ， 函 数 | 区 lal Poia La (0 < 
r' < r) 对 ¿€ [a,5],hE [Ok] 连续 并 且 当 zw 增加 时 单调 减少 ， 
而 当 # — co 时 趋 于 0。 由 Dini 定理 这 个 收敛 性 是 一 致 的 。 天 
此 , 当 n — œ 时 
ax [gla EGA) .er — 5 o 
max { r zte [ab], h€ [0,h]] 3, — 0, 


令 (参考 第 三 章 4 5) g(h) = |lgla| "85, 0 < r” < ; 





L5,|A| 
qs CP) = ——  — > 
arzorn 
我 们 得 到 
G<%, 0G@,c) <, 


其 中 天 是 某 一 不 依赖 于 ”的 常数 。 所 以 , 当 n co 时 ， 
E 
oo 


此 外 , 当 n~>o0 时 ,Elt,C0)|? 一 0, 定理 证 毕 ， 
作为 一 个 例子 ,考虑 在 区 间 [0,1] 上 的 Brown 运动 过 程 的 正 
交 级 数 分 解 。 此 时 ¿(0) = 0, ED = 0, DTC) = z, BCs) = 
ELEC) = minG,s), 2 BCs) 的 特征 数 与 特征 函数 容易 被 找 
到 。 由 方程 
Lo.) = [minG, pads = [spaas + fips, 
首先 我 们 有 p,(0) = 0， 对 + 求 微分 我 们 得 到 
19pa(z) 一 Í Pals )ds, 
从 而 ps(1) 一 0。 再 一 次 求 微分 ， 我 们 得 到 方程 1p O 一 一 
Palt). PERRE Pa(0) = 0, p1) = 0 的 最 后 的 方程 的 解 
是 
— 。 1 -1 — P 1 ge 
PQt) = NA 2 sin (» + 二 )=， 1; ( + L) > 
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因此 ， 
— >’ sin| n + — lr _. 
KORRE sabta)" (16) 


其 中 E, 为 具有 参数 (0,1) 的 独立 Gauss 随机 变量 . 对 固定 的 1, 这 
一 级 数 以 概率 1 收敛。 因为 5(D 是 Gauss 过 程 且 E|¿G + 人 一 
“oO| 一 思 故 依 概 率 


— s P 1 zt 
-V25 (k + z) _ 
Bb, LG) V 2 i (* + L) x 0 


Brown 运动 过 程 的 另 一 种 分 解 可 以 由 下 面 的 方法 得 到 。, 设 
EO 一 (CD 一 此 (0)。 则 是 具有 协 方差 为 BGs) 一 min(，1) 
— rs B EEG) = 0 的 Gauss JF. $ BGs) 的 特征 数 和 特征 
函数 可 用 与 前 面 的 情形 一 样 的 方法 得 到 。 我 们 又 一 次 得 到 具有 边 
界 条 件 POO = ps(1) = 0 的 方程 4pzQ) 一 一 pe(o 的 解 为 

Palt) = V 2 sinnzt,12 = p,n 12, T 
这 样 一 来 ， . 
ECO =E) — tQ) = V2 Zs, dno, 


其 中 EG = 12, L) JASAN Gss 及 机 变量 标准 序列 ,并且 
一 A/ 2 £ (z) sin nxt dt, 


因为 Et(D=1, E51)=1, Egg) = V2 f EGH) — £ G)) 
XLC) sinnztdt 一 0, 令 E, = LON WRIS. 


C(t) = Ë + V25 E , . (17) 
s=1 mx 
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其 中 和 :独立 且 具 有 参数 为 (0， 1) 的 正 态 分 布 ， 级 
数 417) 的 收敛 性 质 与 级 数 (16? 相 同 ， 


$ 4 随机 测度 与 积分 


形 如 本 ' 
| far) (1) 


的 积分 在 许多 问题 中 起 着 重要 的 作用 。 其 中 0) 是 给 定 的 ( 非 随 
机 的 ?函数 ,和 而“(z) 是 随机 过 程 。 一 般 地 说 ,过 程 LG) 的 现实 不 是 
有 界 变 差 函 数 ， 因 而 积分 (1) 不 能 了 解 为 几乎 对 一 切 “ (z) 的 现实 
存在 的 Stieltjes 或 Lebesgue-Stieltjes 积分 。 然 而 ,即使 对 于 这 种 情 
形 , 积 分 (1) 仍然 可 以 用 这 料 一 种 方法 定义 ， 使 得 它 具 有 通常 积分 
所 具有 的 性 质 ， 

在 这 一 节 里 给 出 关于 随机 测度 的 积分 定义 ， 并 且 研究 这 种 积 
分 的 积分 性 质 . 这 样 的 积分 称 为 随机 积分 . 

令 {0,656,P} 是 一 概率 空间 ， 必 : 一 双人 9,S,P)， EEX- 
集合 且 跌 是 五 的 子 集 组 成 的 半 环 ， 设 对 每 一 Ake 9. 有 相应 的 
一 个 满足 下 述 条 件 的 复 随 机 变量 《AD)， 

1) ¿(A)68 Za tH) = 0; 

2) 如 果 A,ñnA,= $, MJ ¿Z (A, Ú A =¢ (A) + ¿(AD 
(modP); 


3) ELCAN = m(A, nA), 
其 中 m(A) 是 St 上 的 某 一 集 函 数 ， 

定义 1 满足 条 件 1) 一 3) 的 随机 变量 族 (CA), Aem} 称 
为 基本 正 交 随机 测度 ， 而 m(A) 是 是 它 的 构成 函数 . 

f 随机 宙 度 的 正 交 性 是 由 条 件 3) 所 表示 如 果 A, ñ A, = pM 

t(A,) 5 ¿(A 正 交 。 

由 m(A) 的 定义 得 到 它 是 非 负 的 : 

m(A) = E|ç(A)2Z 0, m($) = 0, 
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而 且 它 是 可 加 的 ， 如 果 ANA = p, M 
mA U A,) = E |¿(A,) + ECA)? 
= m(A,) + m(A;) + 2m(A NA) 
= m(A,) + m(A;). 
因此 , mA) 是 Mm 上 的 基本 测度 ”. 
用 Yom} 表示 全 体 简单 函数 1(*) 所 成 的 类 : 


f(x) 一 Sak G.A € M, k = 1,2, on, (2) 
k= f I 
其 中 ”是 任 一 数 且 X, (z) 是 集 4 的 示 性 函数 ， 
用 公式 f 
a= feta) = lato 3) 


=1 


定义 关于 函数 JG) e 红 A 观 }》 对 于 基本 随机 测度 《的 随机 积分 . 
由 于 MEEK, KE Sdm) 中 的 任意 二 个 函数 均 可 家 为 
EMm 中 的 相同 集合 的 示 性 函数 的 线性 组 合 ， Dk, WR p 


ge Seo it}, 则 假定 f(x) 由 式 (2) 给 定 且 g) = 2; dxXax(*) ,并 
` kel 


B. £= r À: A,nA, = ç. 
由 《的 正 交 性 得 到 


E (venta) (rta) = > cidem Axr). (4) 


候 定 基本 测度 m 满 足 半 可 加 性 条 件 ， 因 此 可 以 扩张 为 完备 测 
度 {E, £m}. 这 时 LAM) 是 Hilbert 空间 LAMY = YE, 
Lim) 的 线性 子 集 ,而 Z; SU 是 由 内 积 


re) = | f(r) EC mds) EO 
产生 的 拓扑 下 5。tgn] 的 闭 包 ， | 


D 定义 在 半 环 上 的 非 负 可 加 集 函 数 称 为 基本 测度 ， 
236， 


这 时 ，(4) 式 可 以 写 为 如 下 的 形式 : 对 于 LAm) 中 的 任意 
一 对 函数 fx), g(x) 


E (KOUS EEIT = Ema) © 


现在 我 们 引入 随机 变量 族 LCA), A€ 9 的 线性 包 络 
Suf5}, 即 表 为 形式 (3) 的 随机 变量 集 , 又 引 人 空 间 纪 ;化 }, 它 是 在 
随机 变量 的 Hilbert 空间 经 ;19,6,P} 中 ZA AE. RN 
指出 ， 关 系 式 (3) 建 立 了 在 LAM) 与 5} 之 间 的 一 个 保 距 对 
应 ? 一 4( 有 )， 这 个 对 应 可 以 扩张 为 在 LAM) 与 A) 之 间 的 
REUE p. WE 一 OIE LAME WREE 


n= p= Id) 0) 


且 称 随机 变量 7 为 函数 f(x) 关于 测度 的 随机 积分 。 从 而 得 到 
定理 1 a) 对 于 简单 函数 (2), 随 机 积分 的 值 由 式 (3) 给 定 ; 
b) 对 于 ZAE, Lm) 中 的 任意 fx) 与 g(x) 等 式 (6) 成 立 ; 


c) J eft) + BgCx)It(dx) 一 a (FECE fetar); 
d 对 任意 函数 序列 f(x) € LAEL, m} 
使 得 
[O — GD mdr) > 0, > e, (8) 
下 面 的 关系 式 成 立 
[repot (ae) = sim | POE), 
w. 特别 ,如 果 fm(z) 是 简单 函数 ， 


fm (z) 一 Yx Gy, Ae DM, n = 1,2,- "5 
k=1 . 
且 (8) 式 满足 , 则 
JG) (az) = lim X PEAP). 
k=1 


由 测度 论 的 一 般 理 论 得 到 ,存在 逼近 任意 函数 f(x)€ AE, 
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e,m} 的 简单 函数 序列 。 轨 此 ， 随 机 职 分 可 以 考虑 作为 相应 的 积 
分 和 的 m. s. 极限 ， 
用 符号 L 表示 所 有 满足 mA) < co 的 集合 4 € 8 所 组 成 的 
关 。 我 们 定义 随机 集合 函数 CA): 
ECA) = [Ctar = | tao. (9) 
它 具 有 如 下 性 质 : | 
a) CA) 定义 在 集合 类 L, 上; 


b) 如 A, E Los n = L2, `. do = Ü Ans 当 K rk >0, 
r > 0, A|) 4, = p NE m. s. e k St y T 
ECA) = > ECA.) 


r=1 
.c) EEDE) = m(A NB), A, BE Lo; 
d) 4 Aem W ¿(A) = ¿(A)2. 
定义 2 满足 条 性 a),b),c) 的 随机 集 函 数 É 称 为 随机 正 交 
E. 
性 质 d) 表示 二 是 基本 随机 测度 《的 扩张 。 Ait» 有 如 下 定 
理 . 
定理 2 ”如 果 基 本 随机 测度 “ 的 构成 函数 为 半 可 加 的 ， W| š 
可 以 扩张 为 随机 测度 Ë. 
注 。 因 为 ZAE = ZAE 
[AOE = Eas), | 
根据 这 个 等 式 , 在 以 后 我 们 约定 , aR E 3 K IF 22 WEF t CE 
的 构成 浮 数 是 半 可 加 的 ) 定 义 的 随机 积分 与 按 关 系 式 (9) 定 义 的 随 
机 测度 的 随机 积分 视 为 相同 的 . 
我 们 作 一 些 关 于 在 直线 上 的 某 一 部 分 上 的 随机 积分 的 注 松 ， 
< ¿ G) Ga <: 二 5) 是 一 具有 正 交 增 量 的 随机 过 程 , 即 对 任意 
t€ [oad <t, < i < t . 
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EGC) — ED GG) — SG6)) = 0, 
EO 为 均 方 左 连续 : 对 于 sz， | 
Eli — ECG) — 0, 
设 
F = ELEG) — #(a)|?. 
由 过 程 š (z) 的 增 量 的 正 交 性 得 到 , 当 疡 > z, BÓ 
FCn) = E|£(z,) ~ EC) + ECa) 一 Ca) |? 
= F(1) + EEG) — EGDI 
从 而 FO) > FO) 且 FO = im P(O), 因此 了 (是 单调 不 


减 的 左 连续 函数 . $ 9 是 全 体 半 开 闭 区 池 A= lih) < n< 
n < b, MRIÆ, t in) = El) — Elom it)) = Ft) 
一 Fa) WM 是 半 环 (集合 的 )， 


EXCAJECAJJ = m(A, ñ A,), 
(A) 是 基本 正 交 随机 测度 , 它 具 有 构成 函数 , 因而 可 以 扩张 为 一 
测度 . 这样 一 来 ,可 以 借助 于 等 式 


[fag = | taytan 
定义 随机 Sticltjes 积分 ,其 中 8C) 是 具有 正 交 增 量 的 随机 过 程 .对 
任意 Bored 函数 f) tE lask), 
[OPR < 


它 的 随机 Stieljes 积分 是 存在 的 ， 其 中 FCA) 是 对 应 于 间 调 函数 
FCO) 的 测度 。 类 似 地 定义 关于 整个 直线 (一 co， co ) 的 随机 积分 . 
我 们 现在 证 明 关于 随机 积分 的 一 些 命题. 
” 设 : 是 具有 构成 函数 m CE (E, e) 上 的 完备 测度 ) 的 正 交 
随机 测度 ,g(x)€ iMm) S 


MA) 一 [AOO ee, . 
则 . 
EX (A) 3(B) = | z,GOx;GO| gG ima) 
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= | le mas), 
如 果 在 上 引信 新 的 测度 
KA) = | let) (az), 


则 我 们 看 到 ,4(4) 是 具有 构成 函数 14),4 € Š 的 正 交 随机 测度 。 
引 理 1 若 KOE LAJM AO) Z,m) 并 且 


[ralan = [OE 
证 。 对 于 简单 函数 1 ,fo 一 了 ox G), A 9, SI 


的 断言 是 显然 的 。 其 次 ,如 果 hC) 是 LAL 中 的 简单 水 数 基本 
>|, 


[neuan — Jn) (ao |) 





= [1C — farm) la) 


= | AO — trial) Ple) l mldr), 
即 刀 (cg(e) 在 S,(m) 中 是 基本 的 ， 在 等 式 
[REA = [BOEN _ 
中 当 4 -> co 时 取 极 限 , 我 们 得 到 在 一 般 情 形 时 引 理 的 断言 
引 理 2 若 46eZo 则 


L(A) = p 1Cax). 


首先 我 们 注意 到 在 7 测度 为 0 的 集合 上 g(x) = o; 因此 ， 


X. (z) mde) = m 
aa, (z) |' I(dx) = | PTP tile ) [mlax) (4) < oo。 


因此 ,可 以 应 用 引 理 1; 
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| a) = (E Kald) = tC); 


E 
gC) 
引 理 证 毕 。 | 

+ T EE EH 5R23E9y DCE], 9 是 了 的 Lebesgue TRTA 
组 成 的 9 代数 , 1 是 Lebesgue WE. 

PE g(+,+) ES% x 人 可 测 ,8(1， z) € L nu x m} 且 对 任 
Ë (€ T,zG.rz)€ Zim) HBAR ` 

E = fela 0) 

对 每 一 +, 它 以 概率 为 1 有 定义 ， 

引 理 3 随机 积分 (10) 可 以 定义 为 :的 函数 ， 使 得 过 程 O 
是 可 测 的 . 

证 . 车 
g(6oz)= Fc (XZ G), (11) 
BEB, Ax€ @, WU ZG) 一 cxXpiC05(A4) 是 变数 Cro) tE T, 
o € 0 的 Xx 8 可 测 函 数 ， 在 一般 情形 下 ,可 以 构造 形 如 (11) 的 
简单 函数 序列 gu(tyx) ,使 当 n — oo 时 

|l G.) — gales) hima É — 0, 

设 ECO 是 按 式 (10) 当 g 一 z, 时 建立 的 过 程序 列 ， 则 存在 这 
样 的 一 个 过 程 (7), 使 得 当 4 一 ;时 
JELEO — ECA l'de >0 
EEO 是 关于 (1,0) 的 8 x 6 可 测 通 数 , 另 一 方面 ， 
[EIO — E0 ar = |f lese) — gG, limba) dr > 0, 
从 而 对 几乎 所 有 LEIGO — EG) |: = 0, 

设 


A 


EC), WR PIEC) + ËC) = 0, 

EO, WẸ P[ECD =E) > 0. 

则 过 程 (7) 可 测 ( 因 为 在 测度 为 0 的 集合 上 5 与 x5 可 测 
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函数 EG) 不 同 ) 且 随机 等 价 于 $C 人)。 引 理 证 毕 。 
今后 ,我 们 考虑 由 随机 积分 形式 (107 定 义 的 过 程 时 HEEE 
们 是 可 测 的 . 
. 引 理 4 gG) 与 4(#) 是 Bord 函数 ， 
|| sls) demas) < ©, j |A | di < °, (12) 
:是 在 {R',8'} 上 的 正 交 随 机 测度 , 则 ， 
Ja pd) = | ga) a3) 
g(s) = | aDeCess) er. 
证 ， 在 等 式 (13) 左 边 积 分 的 模 的 平方 的 数学 期 望 等 于 
| | h(a) KES eco) ECs) mlds) anan 
= [Oead] mas) 
< GO ar |” P leto demao, 
在 等 式 (13) 右 边 积 分 的 模 的 平方 的 数学 期 望 具有 在 最 后 的 关 
系 式 的 第 二 行 所 指出 的 不 等 式 ， 因 此 ， 等 式 (13) 的 右边 和 左边 关 
于 在 LAO) 中 收敛 的 序列 gCos) 的 极限 过 程 是 吓 续 的 ; 其 中 必 
5 Lebesgue 测度 与 在 带 形 [ash] x (—co,co) 中 的 测度 mw 的 直 
. 其 次 , 使 得 (13) 式 成 立 的 函数 Cs) 的 集合 是 线性 的 且 包 含 
i: Zeka GX Ce) 的 函数 。 因此 。 它 包含 所 有 SA0) 中 的 
KA. 


注 。 如 果 对 每 一 有 限 区 A Ca, 2) 引 理 4 的 条 传 满足 且 在 
Limy 收敛 意义 下 存在 积分 


f [ao G, a, = lim | Ceess) ds, 
e e+ o i 


则 
4 


Ë xD gG, yE (a )4Í: = [not (ao, (14) 
其 中 
fls) 一 | aG, Da. 


由 于 等 式 (14) 的 左边 是 等 式 (13) 左边 的 均 方 极限 且 由 于 式 
(13) 的 有 边关 于 随机 职 分 号 下 取 极 限 的 可 能 性 立即 得 到 所 要 证 的 
结果 . 

现在 我 们 考 启 把 前述 结果 推广 到 向 量 信 随机 测度 情形 在 这 
里 我 们 仅 限于 纯 量 函数 的 积分 这 一 简单 情形 ， 它 与 数值 随机 测度 
的 积分 多 少 有 一 点 差别 . 

+ Z 表示 菜 一 维 数 为 了 的 复 向 量 空间 ， 为 简便 起 见 ， 我 们 
假定 在 这 个 空间 里 的 基底 是 固定 的 。 我 们 假定 , 每 一 Ae W 规定 
对 应 一 个 取 值 于 f? 的 向 量 随机 变量 A), 5(A) = CA), 
XA),…,5(A)}。 用 15CA)| 表示 向 量 5CA) 的 模 , 


AD) 一 Pay, 


我 们 假定 

1) ECA) < o, Ce) = 0; ` 

2) 如 果 ANA = plU) ¿(A ++ ECA. (modP); 

3) EX4(A,) ECA) = m (AN A) AE WU; = 1,2;k,j = 
1,2,- ` P. 
度 ， 人 ata ka aaa 

我 们 指出 , 考虑 作为 A 与 A, 的 函数 的 矩阵 m(A, D As) 具有 
向 量 随机 函数 相关 和 矩阵 的 性 质 (参阅 $ 1)。 此 外 ， 如 果 ANA = 
+ HJ 

m( A, UA) = m(A,) + m(A,). , 
从 而 得 到 ,和 矩阵 w(A) 的 对 角 线 元 素 是 基本 测度 。 此 外 ,由 不 

等 式 
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A < YARRA 15) 
得 到 


D ma < [|>] ra) DD wis))},  G6) 
因此 , 集 函 数 mki 一 1,…,p) 在 A 上 是 有 界 变 差 的 ， 
设 wm(A) = Spm (A) = Tap, 由 (16) 式 得 到 ,如 果 当 


N— °° uen, 则 也 有 Siini (A|> 0。 所 以 我 们 


得 到 ,如 果 函 数 m ( A) EMET, 则 函数 m (AD 可 以 扩张 为 
在 名 上 的 可 数 可 加 集 函 数 . 

往 后 我 们 把 借助 于 基本 正 交 随机 测度 的 构成 函数 扩张 的 方法 
得 到 的 矩阵 函数 称 之 为 正定 矩阵 测度 . 

LERNA Z 表示 关于 由 基本 测度 m (AD 扩张 的 a 19 9 
完备 化 .为 了 简单 起 见 ， 对 于 函数 mi, m WER mE BERI 
张 ,我 们 将 保留 原来 的 记号 。 并 且 在 往 后 总 认为 m (A) 在 对 上 是 
半 可 加 的 . 

应 用 下 式 


a= [1O — Eata, (17) 


ELAM) 上 我 们 定义 随机 积分 ,其 中 JG) = D cxXax(*) ,人 AE 
k=1 


MCR 一 1,-..,n). 这 个 积分 的 值 是 取 值 于 Z 中 的 随机 向 量 ( 行 
向 量 )。 以 LiG 表示 所 有 形 如 (17) 的 随机 向 量 ? 的 全 体 。 如 


果 glx) = 351 xa G), W 
k=1 


E (OUD —e a) ) = > ¿Qam Ar)» 
它 可 以 写 为 如 下 的 形式 : 
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E (seca) eta] ] = [OEM (18) 
从 而 得 到 等 式 
E | 75(ea) 


RITE LAm) 中 引进 内 积 
ae) = [1 Emar). 


如 果 在 ZIE 中 ,元 素 m 5 m AREA Erm 则 式 (17) 建 
立 了 空间 Lm} 到 74171 BU REESE n= p). BIRR 
空间 LUWAR RIA LU 表示 ,而 LAN) 的 完备 化 用 
LÁM) RR. 

类 似 不 等 式 (16), 导 出 不 等 式 





= (UO mlan), (19) 


， £ 
| Oat ae < [UO m Go mia, Go) 


这 里 lmi 1(4) 是 函数 mt 的 绝对 变 差 ， 首先 对 于 简单 函数 上 式 
成 立 , 然 后 应 用 极限 过 程 对 于 任意 $ 可 测 函 数 亦 成 立 。 由 不 等 式 
(20) 得 到 作为 在 LAm) 中 的 f Ti z 的 泛 函 的 积分 


he g(x)mt (dx) 


的 存在 姓 和 连续 性 . 

由 此 ,空间 LAME AEE) 上 的 保 距 变 换 可 以 扩张 到 空间 
LAME LUC) 上 的 保险 变换 ， 此 时 , 随机 向 量 14 称 为 随机 积 
分 且 表 示 


n = jiya, 


其 中 1(x) € SZ ,(m). 
类 似 在 纯 量 情形 的 随机 测度 概念 。 可 以 定义 向 量 值 的 随机 测 
B Ela). 
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$5. 随机 函数 的 积分 表示 


利用 前 一 节 的 结果 ， 可 以 得 到 用 随机 积分 表示 随机 函数 的 各 

HARR. | 
我 们 首先 假定 p 维 向 量 随 机 函数 5(4)，xé ”可 表 为 形式 
E(x) 一 jayt (any, (1) 


其 中 为 定义 在 可 测 空间 (27, 8) RETF w? 且 构 成 矩阵 为 
m(4) 的 随机 测度 (这 里 我 们 用 前 一 节 的 记号 )，g(x,x) 是 纯 量 函 
数 且 对 每 一 ze RK | 

g(z,u)€ LAm} = LAR Bm}, m( A) = Spm(A). 
由 $4 式 (18) 随 机 遂 数 5(x) 的 协 方差 符 阵 有 如 下 形式 : 


B(x) 一 Ešs(*,)š*(x;) 一 |a) gG; m(du), (2) 


而 由 $ 4《19) 得 到 
EE a)l) = (elan) EEE mldu) G) 


- 


我 们 回想 起 {Bm} 是 具有 完备 测度 的 空间 ,与 :{mo} 是 
平方 m 可 积 的 S 可 测 复 值 函数 的 Hilbert 空间 。 

A Liig 表示 在 经 {mo} 中 由 函数 组 {g(ryz)，xe K) Pe 
生 的 线性 包 络 的 闭 包 . W SZ,(zg) 是 纪 :{ol 的 线性 闭 子 空间 . 若 
Lide) = LAm} NARHA {g(x,4), re A} 称 为 在 LAm} 
中 是 完备 的 ， 

Q (G), w€ $£ y ERE T %P rB 09 Hilbert 随机 函数 ， 
LAE, 是 所 有 随机 向 量 


n= > cg), n= 1,2, z€ HR (4) 
k=1 


组 成 的 集合 ,其 中 cx EERS 3. Si) 是 随机 疝 量 在 均 方 收敛 
意义 下 ZAE 的 闭 包 ， 
定义 1 随机 向 量 的 总 体 [Jasa E Ajsa € {2,S5,P}, 称 为 随 
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机 函数 (GO re Z) 的 从 属 ,如 果 pE 2,15, € A. 

定理 1 设 随机 函数 (PG), z€.) 的 协 方差 矩阵 满足 式 
《2)， Eh m E: {2Bv， B} EÉ IEE EBE, glr, u)€ L Am} 
r€ 2, BJ {g(x,4),x€ K} E LAK: Bm) 中 是 完备 的 . 
则 (x) 可 以 用 式 (1) 表 示 ; 其 中 (L8), BES) 是 某 一 随机 正 交 
BEWE, 从 属于 具有 构成 沙 数 m(.》) 的 随机 函数 £C) 且 对 每 一 
x 以 概率 1 成 立 等 式 (1)， 

证 。 对 每 一 线性 组 合 


u) = > cB(xhs4), =€ =, | : (5) 
借助 于 式 (4) 对 应 随机 向 量 n1 一 o.. 用 Z. 表示 全 体形 
如 (5) 的 函数 的 集合 . 在 L de} 中 借助 于 关系 式 

(ñ h) -few FGuymO (du) | | (6) 
定义 内 积 。 对 应 关系 n == p) E: (g) 到 LAE RE 
象 ， 因 此 它 可 以 扩张 为 LAe) 到 AE ERER., HFE 
数 族 (e(x,u),z € A) 的 完备 性 ,如 果 p e %, Hi) X (<) € slm) 
=Z, g). ik ECA) = Xa). MJ (A) EI B 8 BSHEL3UEF R. 
它 的 构成 函数 与 到 相 一 致 : 
ECAA) = [Xa GY mdr) = mC A NA), 
现在 借助 于 随机 积分 
E) = ea)Can) 
我 们 定义 随机 函数 EG). 因为 
Es (a)L*(4) 一 ecer tam, 
故 从 对 应 n 一 pC) 的 保 上 距 性 得 到 等 式 : 
EEE E) = Jol, aG) mldu). 
因此 我 们 得 到 ~ 
e 247 + 


EIEC — E(x) 1 . 
= E£*(x)E (<=) — EE*(x)E(x) — E£*(x)Ë(z) 
+ Ei*(x) E(x) = 0, 
从 而 证 明了 定理 。 

. 我 们 列举 一 些 刚刚 已 被 证 明 的 定理 的 应 用 ， 为 了 简化 起 见 
我 们 在 这 一 节 的 余下 部 分 用 《平稳 过 程 》 伐 替 《广义 平稳 过 程 》 一 一 
词 ， : l 

根据 第 四 章 $ 2 定理 2， 平 稳 且 m s 连续 的 过 程 的 相关 矩阵 
可 以 表 为 


Ran， 为) = RO 一 1) = W 22 (7) 


其 中 R(.) 是 非 负 定 和 矩阵 测度 (过 程 的 谱 矩 阵 )。 ROACH 
特殊 情况 。 在 那里 的 函数 g(z,z) 相应 于 rrr HRR 
A {e”*, 一 0 <u < 0Y E L Amy 中 是 完备 的 ， 其 中 mo 是 直 
线 上 任 一 有 限 测 度 ， 因 此 ;我 们 可 应 用 定理 1, 而 且 得 到 下 面 的 结 
定理 2 向 量 平稳 m. s 连续 的 随机 过 程 Eo 之 :过 
co), ESG) = 0, 可 表 为 下 式 ， 


D= | et), (8) 


其 中 4) EES LMR ECO 的 向 量 值 正 交 随机 测度 .在 ZAE} 
与 22:{ Fo} 之 间 存 在 保 距 关系 ,其 中 FC) 一 SpF(.), 使 得 
a) EJee (AJK alu) 
b) 若 negla) = 1,2), 


一 | eiut ldu) 


Enn ~ (eto) BOYE Ca). 
OAT ERRORE, BEO 为 这 


EANA) = |, FD = RANA) (9) 


BU FCO EEIE ¿(:) 的 构成 函数 。 

注 1. 对 任意 ne ZAE} 有 En 一 0. 特别 对 任意 4€ 9. 
Ei(4A) = 0. 

注 2. # EG) = a= 0, 则 上 述 定 理 对 于 过 程 皇 一 “ 成立 ， 
另 一 方面 ,如 果 我 们 对 5(4) 加 上 集中 于 点 zx 一 0 的 测度 值 a。， 表 
示 式 (8) 在 一 般 情 形 下 还 是 成 立 的 。 

作为 定理 2 应 用 的 一 个 例子 ， 我 们 导出 一 个 一 维 的 谱 测 度 集 
中 在 有 限 区 间 [— B, B] 上 的 随机 过 程 的 KorempankoB-Shannon 公 
式 . 在 区 间 [一 23,8] 上 我 们 将 函数 e 展 成 Fourier 级 数 ， 我 
们 有 


jut Sa sin(B:— xn) Pa, 

s< Bt 一 xn 
上 式 右 端的 级 数 对 任意 区 间 [一 8', B], B' < 8B, 关 于 «一 臻 收敛 
且 它 的 部 分 和 是 有 界 的 。 因 此 级 数 在 Sdm) 也 是 收敛 的 。 由 于 
空间 Zm) 与 LAE) AA RTAC m.s. 意义 下 收敛) 


gC — > ian) p fm), (10) 


n =— B: — xH 


e 


因此 ， 在 任 一 时 刻 : 随机 函数 EO 的 值 根据 它 在 等 距离 的 时 刻 
T n=0, +1, +2, .的 值 唯 一 地 被 得 到 。 


对 于 平稳 向 量 序列 Ens n= 0,+1,+2,- n] Pl EE 75 2:28 
似 于 定理 2 的 定理 。 区 别 只 是 在 于 序列 的 谱 测度 集中 在 半 开 闭 区 
间 [一 x,x) 上 , 而 不 是 像 在 具有 连续 时 间 的 过 程 这 一 情形 集中 在 
整个 实 轴 上 (参看 $ 2 定理 1). 

H š 2 定理 1 和 定理 2 得 到 下 面 的 关于 齐 次 m.s. 连续 场 的 
谱 分 解 的 定理 2 的 推广 . : 

定理 3 向 量 值 的 齐 次 m. s. 连续 场 SG) z € 经 ”可 以 表 为 
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形式 
EG) = + | me Cdn), a ~ EEC), 


其 中 ¿ ESL” LAS FF SG) 的 向量 正 交 测度 。 在 Sdi 与 
L AF} Fole) = SpF(:) 之 间 存 在 保 距 对 应 关系 ,使 得 

a) Lx) e ean; 

b) 如 果 mi g(u), n€ LAE}, Bi(u)E SZ lFor í => 1, 
2, 则 


qi = | siGa)t(aa), 


Ena? = | ,glu) gG) FCdu), 


推论 ”如果 齐 次 场 $(*) ( 纯 量 的 ) (E5(x) 一 0) 具 有 有 限 谱 ， 
即 


R(x) = P: . J ew F(adu), 
则 这 个 场 根据 它 在 格子 点 [x。 = (m, =, mm) at = 0, 
FLE ERAR I 


E(x) 一 s rT sin (B,.x* — mnf) 


n(n kE] Bx — zn? 
` 2 m 
x Ë (= an? eez) ar 
B B? Ba 


唯一 地 确定 。 在 这 一 公式 中 和 号 是 按 一 切 可 能 的 整数 向 量 " R 
和 的 ,并 且 公式 右边 的 级 数 对 每 一 * 是 均 方 收 全 的 。 — 
我 们 还 考虑 m. ,连续 的 迷 向 二 维 随机 场 的 谱 分 解 。 根 据 $ 2 
式 (10), 场 的 相关 函数 具有 如 下 形式 ; | 
RCs 2) = RC) = (ey (12) 


Ep x, 5a EPELERA o 是 它们 之 间 的 距离 WE Cro 6.) 
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是 点 xi(i = 1,2) 的 极 坐标 , 则 
e= y r + r; — 2 r; cos (6, 一 9) 。 
对 于 级 数 J 应 用 加 法 公式 ， 


J (uo) 一 > JrCuri) J Gurr ,)e kG on 
下 一 一 中 
我 们 重 写 式 (12) 为 如 下 形式 : 
RCo) 一 人 | Lar em (are gCdu)e( ayy, 


其 中 eldr) 是 集中 在 点 k= 0, +1, 土 2,…… 且 s((k)) 一 1 的 济 
度 . 根据 定理 1, 平 面 的 迷 向 齐 次 且 m. s. 连续 场 SG), r = re”, 
CEEC) = 0) 满足 形 如 


£ (xz) 一 5 eke | Iur) (13) 


k=—% 


的 表达 式 。 其 中 n EELO, c ) 上 相互 正 交 的 随机 测度 序 列 ， 
$6 线性 变换 


把 系统 (仪器 或 机 器 ) 设 想 为 对 依赖 于 时 间 z 的 信号 (函数 ) 
x(#) 进行 变换 的 装置 。 被 变换 的 函数 称 为 在 系统 输入 端的 函数 ， 
经 变换 后 的 函数 称 为 关于 输入 函数 的 输出 或 反应 函数 。 数 学 上 任 
一 系统 由 一 在 输入 端的 《可 容许 省 数 类 DD 及 如 下 形式 的 关系 

gf 一 了 (zl2) 
所 给 定 ， 其 中 r= rls) (一 co < ; < co) 是 在 输入 端的 函数 ， 
xG) € D.Af z0) 是 输出 端 函数 在 瞬时 z 的 值 . 
系统 2 称 为 是 线性 的 ， WR: a) 可 容许 函数 类 DD 是 线性 的 ， 
b) 算 子 工 满足 加 法 法 则 
T(ex, + pz) = eT(<x,|:) + 8T(<x,|z), 
借助 于 关系 式 
xC) = S,(z |z) = xU + r), 
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我 们 引信 时 移 算 子 5.( 一 co <r < eo), 
这 个 算 子 定义 在 所 有 以 变数 (一 oo <: < co) 的 函数 集合 
上 并 且 是 线性 的 。 系统 3 称 为 关于 时 间 是 齐 次 的 (或 简称 为 齐 次 
的 ), 如 果 可 容许 函数 类 刀 关 于 时 移 算 子 s, 是 不 变 的 。S:D 一 D, 且 
T(=,|) = T(x] + r) 


或 
T(S,z=|z) = S,T(x|z), 


即 如 果 变 换 了 与 时 移 算 子 5.( 一 00 < z < co) 可 以 置换 。 
形 如 


z(D) 一 F. (z, Jal Yds (1) 


的 变换 可 以 作为 线性 变换 的 最 简单 的 例子 ， 这 里 的 可 容许 函数 类 
DD 依赖 于 函数 ACs) 的 性 质 。 设 在 系统 的 输入 端 输 人 函数 Srs 
其 中 2 是 ?函数 ， 则 在 :> 时 ，x(9) 一 Az,s) BE: < +j, 
z) 一 0. 因此 ， 函 数 4G Oí í) 将 解释 为 在 瞬时 ， 系 统 对 6 函数 
的 反应 . 据 此 ,4(4,) 称 为 系统 的 脉冲 转移 秀 数 ， 如 果 系 统 了 对 时 
间 是 齐 次 的 , 则 形式 上 
hta 一 c) 一 了 (5 |z) = T(S,|z) = S.T(6,|z) 
= h(t + csa), 
或 者 ,以 < 代 < 且 以 :一 < 代 忆 我 们 有 
hAlt — c, 0) = hlt, c). 
函数 AD 一 (+ + cse) 称 为 齐 次 系统 的 脉 串 转移 隙 数 . 
这 样 一 来 ,对 于 齐 次 系统 ,方程 (1) 变 为 
z(e) 一 I — s)x(s)ds, (2) 
式 (2) 右 边 的 运算 称 为 函数 ACs) 与 xCa) WER. 
如 果 系 统 输 入 端的 函数 不 同 于 输出 端的 函数 而 仅仅 差 一 个 纯 _ 
量 因子 (变换 了 不 改变 信号 的 形式 ) 
TGI) 一 34) (—e <1 < co), 
则 fG) 称 为 特征 函数 ,而 1 称 为 变换 了 的 将 征 值 。 对 于 关于 时 间 
是 齐 次 的 具有 可 积 的 脉冲 转移 赣 数 的 系统 ， 函 数 eu 是 任 一 实 
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数 ) 是 特征 函数 ,事实 上 ,所 有 有 界 可 测 函数 是 可 容许 函数 且 
| G: — sje™ds = r hCs)e ds = H(iu)e™’, 
其 中 
H(ia) = P aerd . (3) 
是 脉冲 转移 函数 的 Fourier 变换 , 它 是 变换 的 特征 值 。 
因此 ,简单 调和 项 数 ce** 的 系统 反应 与 这 个 函数 之 比 
HGin) = Le). 
不 依赖 于 时 间 :。 函数 H(in) 称 为 系统 的 频率 特性 式 传递 系数 


考虑 另 一 可 容许 函数 类 ,我们 可 以 给 出 系统 (2) 的 频率 特性 的 
稍 许 不 同 的 解释 。 设 *(o) 可 积 , 根 据 Fubini 定理 


f ola < |" Ü G — lx) lasas 
= | Olas | Dla < o 
RIAS z(z) 同样 是 可 积 的 。 考虑 函数 z(z) 的 Fourier 变换 。 应 
用 Fubini 定理 ,我 们 得 到 
SG) 一 F. ew (di 
= Wi — s)e x(s)dsat 
= H(iu)z(u), | 
其 中 I 
z(u) 一 人 和 (oa 


因此 ,输出 端 函数 的 Fourier 变换 与 输入 端 函数 的 Fourier 变 
换 的 比 不 依赖 于 系统 输入 端的 函数 且 等 于 系统 的 频率 特性 


iu ~ #0) 
Hiu) uY 
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ER (1) 中 对 瞬时 :， 系 统 的 反应 依赖 输入 端 小 数 在 瞬时 
; 之 :以 及 :>> + 的 值 ， 然 而 ,在 物理 装置 中 是 不 可 能 顶 测 未 来 的 ， 
因此 , 当 + < s 时 
ka, s) 一 0。 (4) 
式 (4) 称 为 系统 的 物理 可 实现 性 条 件 。 对 于 满足 条 件 (4) 的 系统 ， 
式 (1) 变 为 


= 一 | ess). (5) 
且 如 果 系统 是 齐 次 的 , 则 | 
z() 一 | aQ 一 mx 一 IORC sd (6) 


如 果 在 系统 的 输入 端 给 予 一 个 从 时 刻 为 0 开始 的 函数 ( 当 *<0 
时 xs) = 0), 则 


z(u) 一 í h(t — s)z(s)ds, (7) 
研究 这 样 的 系统 时 ,利用 Laplace 变换 
Ep) 一 人 2): (8) 


代替 Fourier 变换 更 为 方便 。 

从 式 (7) 得 到 ,如 果 函 数 aO 与 C2 (0 绝对 可 积 ， 则 

当 Rep 之 ga, 有 
ZC) = HCPC), ZC) 一 N ¿U Q)dr, (9) 

我 们 转 入 这 一 节 的 基本 主题 一 关于 随机 过 程 的 线性 变换 ， 
我 们 基本 上 考虑 对 时 间 是 齐 次 的 平稳 过 程 的 变换 。 关 于 更 一 般 的 
情形 我 们 仅 作 简单 的 附注 ， 

设 EGE (一 oo < < co) 是 具有 协 方差 为 B(1, s) WEN 
Hilbert 过 程 , 并 且 BG, 在 每 一 有 限 区 闻 内 关于 * 可 积 , ANE 
数 14(1,s) | 对 固定 也 是 可 积 的 , 则 对 任意 2 与 2 积分 

¿G 一 hs) Cds 
以 概率 1 存在 ， 
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我 们 定义 从 一 co 到 co 的 广义 积分 为 在 有 限 区 间 上 的 积分 的 
m.s 极限 : 


| H(t, EC) ds 一 Li Alt DEC ds, 


如 使 这 一 极限 存在 ,必须 且 只 须 在 平面 上 的 广义 Cauchy 积分 
(I EDB CsA ays da 
存在 ， 如 果 对 1€ T 这 个 积分 存在 , 则 CO) 是 工 上 的 Hilbert 随机 
过 程 且 具 有 协 方差 
B.n) = |” | ADB Andad (10) 
现 假定 EO 是 具有 谱 测度 为 F(du) B. EEG) 一 0 的 广义 平 
稳 过 程 。 这 个 假定 将 保存 到 这 一 节 结束 ， 积 分 
aD = | he — Fl) (11) 
存在 (在 先前 定义 的 意义 下 ) 的 充分 必要 条 件 为 积分 
J a — ORC — or = Yasda 


- | Puca — VR) ane 


存在 ， 其 中 RO 是 过 程 的 相关 函数 。 为 此 ， 也 只 须 函 数 Az) 在 
(一 co,co) 上 绝对 可 积 即 可 。 在 这 一 情形 ， 利 用 相关 函数 RO 的 
谱 表 示 式 ,我 们 得 到 下 面 关 于 过 程 n(z) 的 相关 函数 R Ct) 的 表 
示 式 : | 

R(t,, n) 一 人 人 an 一 5)RG, 一 s) ACi 一 s))ds ds, 


= r r r Alti — se p(t — s) dsds,F (du) 


一 | eH |E (du) = Ra — n). 


因此 ,过 程 (5 同样 也 是 广义 平稳 的 。 
定义 1 EPERE EH T KATAR ERARD 


过 ), 如 果 它 由 式 (11) 确 定 , 其 中 人) 是 (一 9,00) 上 绝对 可 积 函 数 
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且 在 任意 有 限 区 间 上 平方 可 积 ， 或 者 如 果 工 是 具有 此 性 质 的 变换 
《在 5 中) 序列 的 m.s 极限 . 

下 面 的 关系 式 给 出 具有 脉冲 转移 函数 加 (1) 及 频率 特性 
H,Gu) 的 变换 (11) 序列 m) = TACE) 的 政 敛 性 条 件 : 当 


n,m — œ RJ, 


Elas) — n, (9 = Ü In,Go) — Hain) E Cde) > 0, 
(12) 
这 表示 序列 H(in) 在 ZAF 是 基本 的 。 而 当 极限 HGu)= 
lim. B.G) 《在 LALE) 中 ) 存 在 时 , 则 称 它 为 极限 的 记过 频率 特 
性 ,并 且 如 果 10) = lim., C), Hl 


RD = |. e IHG) PFC). (13) 


反之 , 任 一 函数 Hu) LAF}, TUE Bb F AR RER 
的 Fourier 变换 函数 在 AAF) 中 的 收 倒 意 义 下 来 逼近 .因此 , 借 
助 于 频率 特性 很 方便 决定 滤 过 . 

定理 1 为 使 函数 HGe) 为 具有 谱 测 度 F 的 过 程 的 可 容许 
沽 过 的 频率 特性 ,必要 与 充分 条 件 为 HGe SAF). ERAM 
RREA Hin) 的 滤 过 的 输出 端 ,过 程 的 相关 函数 由 式 (13) 确 定 . 

如 果 回 想起 谱 函 数 的 能 量 解释 , 则 由 式 (13) 得 到 ,| za)P 表 
示 当 通过 滤 过 时 过 程 具有 频率 在 区 间 Cu, u + du) 的 简 谐 分 量 
的 能 量 增 大 多 少 倍 ， 

定理 2 如 果 具 有 频率 特性 为 H(in) 的 滤 过 的 输入 端 过 程 
EO ABERTA 


ED 一 人 ez(du), (14) 
MERA 3889282 0 有 形式 
"CD = |” HGE). (15) 


事实 上 ,如 果 滤 过 有 绝对 可 积 的 脉冲 转移 函数 , 则 
nlt) = | — s)ECs)ds = | e HGA), 
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关于 一 般 情形 的 证 明 , 借助 于 在 ZAF) 中 收敛 于 Hau) 的 
序列 Hslin) 的 极限 过 程 得 到 。 

设 |C) 为 具有 频率 特性 H.G) 的 请 过 和 输出 端的 过 程 ,， 且 
EnG) 一 0(% 一 1,2).。 我 们 寻找 过 程 nG) 与 G) 的 互相 关 Eñ 
数 。 根据 空间 SA0) 5 LAF) A REE 


RuCl) 一 EG + s) mls) = r eH (ia)H(in) F(au). \16) 


我 们 下 面 引 人 几 个 让 过 及 它 的 频率 特性 的 例子 。 

1. 带 通 滤 过 器 仅 允 许 (不 改变 它们 ) 频 率 在 给 定 的 区 闻 (a ,2) 
上 的 过 程 的 调和 分 量 通过 。 着 过 的 频率 特性 等 于 HGe) = 
Xuakxa) 且 允许 对 任意 过 程 进行 讲 过 。 脉 冲 转移 函数 根据 Fourier 
公式 得 到 


ibi e” 





1f ; e 
hle = 工人 eitt d = 
C) 2wa 2ni 


2. 高 频 栾 过 器 是 压制 低频 而 不 改变 高 频 的 。 它 的 频率 特性 
Hiu) = Xuui>a(z), 而 脉冲 转移 函数 不 存在 . 

3. JE m. s. 可 微 广义 平稳 过 程 的 运算 。 为 了 过 程 的 ms. S 
数 的 存在 性 只 须 R O) FEG 3 推论 1)。 这 条 件 等 价 地 要 求 (第 
一 章 $ 1 定理 4) 


[ RCo) < co, (17) 
另 一 方面 ,如 这 条 件 满足 , 则 当 4 一 0 时 
Lin GESAF) 


且 根 据 关系 式 


> J. =l tw), 


34 2 一 0 时 可 以 在 随机 积分 号 下 取 极 限 ， 因 此 
(O 一 F. e'“iut(du), (18) 
所 以 , 一 个 微分 算 子 对 应 一 个 具有 频率 特性 为 jz hd, a 
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过 对 于 满足 条 件 (17) 的 平稳 过 程 是 可 容许 的 。 脉冲 转移 函数 不 
存在 ,但 这 一 渺 过 可 以 考虑 作为 具有 脉冲 转移 函数 为 
0 Ñas, 
WC) =S, 3 | <s 
82 
的 第 过 的 极限 Ce > 0), 这 时 ,hu(5 对 应 的 频率 特性 为 
“Ee 


4sin? > 


— 





iue’ 
+ 时 移 运算 。 因 为 
aH) = | eetan), 
故 得 频率 特性 HOn) = e“ 对 应 时 移 运算 ToT AEN) = TG + 
5)， 脉 冲 转移 函数 不 存在 ， 
5. 微 分 方程 。 考 虑 具有 党 系数 线性 微分 方程 





Ln 一 ME。 (19) 
所 确定 的 滤 过 ,其 中 
Loa Epaf pota, 
dr” di”™' 


M = b Z + b E 

d:” adt™! 

方程 (19) 仅 当 过 程 m 次 m.s. 可 微 时 有 意义 。 那 时 我 们 寻求 # 次 

m.s. 可 微 的 满足 (19 ) 的 平稳 过 程 w(z)， 设 (19) 有 平稳 解 。 它 可 
以 表 为 


十 … tbm. 


O = |” HGN). 
HEREDO 570) 分 别 应 用 运算 M 与 荆 ;我 们 得 到 
| eL Ga)BGa)8CGa0) = j. e™M (ia) Ç( du), 
其 中 LG) = Da (iu), M Ciu) = D) biu), i, M 
k=0 k=0 
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F L (du) 没有 实 根 , 则 
， Hlin) = M Ciu) 20 
. Ciu) LGD” (20) 
反之 ,如 果 过 程 吉 mm 次 m.s. [ËR , MCiu)e LAF}, Lliu) 天 
人 (一 00 < x < oo), 则 过 程 

= e et M (iu) u 
| o= |" e MGD tlan) 
?次 m.s 可 微 且 满 足 方程 《19)。 这样， 在 条 件 MGu)8e SAF) 
以 及 Llin) = 0 下 ,存在 唯一 的 对 应 于 微分 方程 (19) 的 滤 过 。 £S 
而 我 们 看 到 ， 方程 (19) 的 解 在 更 一 般 情 形 可 以 被 确定 。 设 多 项 式 
LGa) 没有 实 根 ， 甚 至 不 须要 M(in)e Z, FV, 具有 频率 特性 为 


as Mibi BRAR MGO e sZ, (F) 就 可 以 了 ， 当 


FARRER # 不 小 于 zz 了 时 ,后 一 条 件 总 能 满足 。 因 此 , 当 m 之 m 
时 ,具有 对 实数 «, 分 母 不 为 零 的 频率 特性 (20) 的 滤 过 在 输入 端 对 
任意 过 程 是 可 容许 的 ， 并 且 在 滤 过 的 输出 端的 过 程 与 方程 (19) 的 
平稳 解 相同 .如 前 ,我 们 仅 限 于 考虑 那些 微分 方程 ,其 多 项 式 L (z) 


没有 纯 虚 数 根 ,我们 从 有 理 函 数 re 求 得 它 的 整 式 部 分 PCz) 
(着 m > x, 则 它 异 于 零 ) 及 展开 余 式 为 简单 的 分 式 。 故我 们 得 到 


lk 
M(iu) C; 
> = P (iu) +, —— 
Liu) =1 S Ciu 一 共产 
n” y c 
+ <u — 
k=1 > Giu 一 b” 


其 中 Pliu) = Dalu) ( 2 n)E Piu) = 0(m < n), Repi < 


0 B Repx ~ ,Pr 与 Pk 是 多 项 式 L(x) 一 0 的 根 。 因 为 


~ 1 4 必 F: te dt 
G 一 -py (— 1)1 dpt À 
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-= | 二 ete de (Rep < 0) 


os — 1)! 

R. 

1 -一 ° r~ e” -iut 

Ga 5 Í. G Ii e di (Rep > 0), 
故 在 滤 过 的 输出 端 , 过 程 可 表 为 如 下 形式 : 
0) = Da WD + EE DGC 
+ | EG + NGC, 

其 中 


n’ 天 | 
s= TD) >, 


“u Cuy N 
一 一 Ekt Pk 
G:C?) >(> G ni k G: < 0). 
我 们 指出 ,如 果 多 项 式 L(x) 有 正 的 实 部 根 , 则 对 应 的 诚 过 物理 上 
是 不 存在 的 。 


$ 7. 物理 上 可 实现 的 滤 过 


、 在 这 一 节 里 ， 我 们 考虑 如 下 的 一 个 问题 : 在 物理 可 实现 的 滤 
过 输出 端 可 以 得 到 怎样 的 谱 函 数 ? 这 里 在 泪 过 的 输入 端 考 感 的 是 
在 某 种 意义 下 的 最 简单 的 随机 过 程 , 

在 这 一 节 里 ;我 们 考虑 的 过 程 总 假定 是 一 六 的 有 是 广义 平和 
的 ， 因 此 ,有 时 把 "平稳 "一 词 省 去 ,而 常 把 广义 "一 词 省 去 . 

首先 考虑 平稳 序列 。 对 于 序列 、 我 们 将 不 再 重 述 对 于 连续 时 
闻 的 过 程 所 给 出 的 全 部 定义 及 启发 性 的 想法 ， 然 而 我 们 将 利用 相 
应 的 术语 ， 考 虑 这 样 一 个 系统 、 它 在 输入 端 及 输出 端的 状态 仅 在 
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整数 时 间 1 一 0, 土 1, 土 2,… 上 被 记录 ， 

设 在 系统 的 输入 端 于 时 刻 0 作用 一 个 单位 脉冲 ， 在 这 脉冲 作 
用 下 在 时 刻 上 系统 的 反应 用 a, 表示 。 如 果 系 统 不 预测 未 来 , 则 当 
{之 0 时 4a, 一 0。 如 果 系统 对 时 间 是 齐 次 的 ， 则 在 时 刻 * 作用 于 
系统 一 个 单位 脉冲 的 反应 等 于 a,-,。 线 性 的 ， 章 次 且 物 理 上 可 实 
现 的 系统 在 时 刻 z 对 于 脉冲 序列 E) (o < z < co) 的 反应 
是 


nO = S oO 一 Ya 一， (GD 


即 是 滑动 和 过 程 ， 
设 EG) 是 标准 不 相关 序列 
EECa) =0, Es(n) E(m) 一 nm(— O0 < n,m 一 co), 
这 序列 的 谱 密度 是 常数 ， 
为 使 级 数 (1)m .s. 收敛 ,必须 上 且 只 须 


S lal? < 0, (2) 
如 果 这 一 条 件 满足 , 则 过 程 (2) 同样 也 是 广义 平稳 的 ,并 且 
EnG) = 0, Rel) = S apn, (3) 


怎样 的 一 类 序列 可 以 用 这 样 一 种 方法 得 到 呢 ? 

引 理 1 为 使 平稳 序列 w(w) 是 物理 上 可 实现 的 滤 过 对 于 不 
相关 序列 的 反应 ,必须 且 只 须 序 列 (n) 有 绝对 连续 谱 测度 ， 且 它 
的 谱 密 度 U) 满足 表示 式 : 


Ku) = (ECs gC) — D baet, DI lbi? < co, (4) 
证 。 必 要 性 。 假 设 序列 表 为 形式 (1)。 令 
. 1 a, 
gle") = —= D de, (5) 
V 
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根据 Parseval 公式 
R(t) 一 Da, a, = | e“ | gle) | du, 


即 序列 n(n) 有 密度 为 Ka) 一 Or 的 绝对 连续 谱 ， 
充分 性 ， 设 n(a) 是 具有 相关 函数 为 


RE) m |. eu)dn 
B. Ka) 一 1gCe*) 上 的 序列 ， 其 中 gCe*) 由 式 (4) 定义 。 序列 
n(n) 有 谱 表示 式 
nla) 一 (ertan), 
在 区 间 | 一 *,z) 的 Borel 集 的 "代数 上 构造 随机 测度 
5(4) 一 1 X (u)UC da), 





则 


EECADETE) 一 | Xd) fu)du 


_ 1 
2xlgle™ 


= L j du 
2z JANB 


RECA) 为 具有 构成 函数 必 4 站 8B) 的 正 交 测度 ,其 中 1 是 Lebes- 
guc 测度 、 应 用 $43| 理 2 及 引 理 1, 我 们 得 到 

a(n) 一 | ee 一 |. ei" 2x Ble™) E (du) 
一 DD VIB ed) = D) al — D, 


k=0 


其 中 a, = Viado) = h eCa) B 
Es(n JEGA) = È |” ed = dun, 


”这 样 一 来 , EC) 是 标准 不 相关 序列 。 
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上 而 证 明 的 引 理 给 了 我 们 关于 前 面 所 提出 的 问题 的 一 个 简单 
的 回答 ， 然 而 这 个 回答 在 一 般 情况 下 不 是 充分 有 效 的 ， 因 为 当 谱 
密度 能 被 表示 为 式 (4) 这 一 事实 依然 是 模糊 的 . 
我 们 现在 寻找 满足 式 (4) 的 条 件 ， 用 已 表示 全 体 在 图 p 一 
te:lz| < 1) 内 解析 且 
IDI = im re < eo 


的 函数 的 集合 。 如 果 f(z) 一 Dan”, UU (re) 一 D anr", 


BU anr” 是 函数 Cre”) 的 Pourier 系数 。 由 Parseval = 
| iG = 2e D> banli”, 
因此 ,显然 当 且 仅 当 
> la, |2 < œ 
时 ,f(z)€ H,. 所 以 ,对 每 一 函数 /ae 及, 可 以 定义 一 个 在 L) 
中 收敛 的 级 数 fei) — Danet? , 其 中 了 是 [一 上 zj 上 的 Lebes- 


n=0 


gue 测度 。 函数 isa |z] < 1) 可 以 通过 函数 f(e) 根据 Poisson 
公式 


Kre) = È |` IEP, 0, udu (6) 
来 确定 ,其 中 
P(r,0,u) 一 1 一 六 ` 一 >` piP! eiro- 


1 一 2rcos(9 — u) + r’ nazo 


一 结果 的 证 明 可 直接 由 Parseval 等 式 得 出 . 
在 复 变 溺 数 理论 中 证 明了 ( 见 T『Ipnsaxos[46])， 如 时 在 式 (6) 
中 的 函数 (ce”) 是 Lebesgue 可 积 , 则 几乎 对 所 有 6 存在 
limf(re™) = f(e), 


Æ 
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函数 Ke2) 称 为 JG) (1z| < 1) 的 边界 值 
定理 1 itu) 为 [一 x, z) 上 的 非 负 BE Lebesgue 意义 下 
可 积 的 函数 。 为 了 存在 函数 gC) E 日 ,使 得 
Ku) = Igel, (7) 
必要 且 充 分 条 件 为 
| |inz(az)|du < co, (8) 


证 ， 必 要 性 。 设 g 一 Dla" € H, 且 (7) 式 成 立 . 可 设 


g(0) > 0, 《否则 可 考虑 *-"g(z) 代替 g(x)， 其 中 是 水 数 eG) 
当 z = 0 时 零点 的 阶 ) 且 假设 8(0) 二 1. 令 0<r<l1 且 4= 
{u: lgCre®) << 11, B = {u:|gs(re*)| > 1y. MW 


人 in lere) ldu=|, mlsCre du — | mlgGe9la8 
= af In |gCre*)|au 
—) n 1go) ldu. 
由 Jesen 公式 得 到 


LF ln |fCrei*)ldu = ln 


其 中 z, 是 函数 fCz) 在 圆 内 |z| 二 + 的 零点 且 1f(0)1 一 1。 H 
此 ， 


laleCre lan < 2f, mleCeolae <| lee) 
<| leey < 2221 io 


应 用 Fatou 引 理 ,我 们 得 到 
[i Iia lee) jau = (7 lim (inge lld, 
-= TE rtu 
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š 
< imf [In lgCre")| [du < 22 2 lasl’, 
因而 证 明了 条 件 (8) 的 必要 性 . 
充分 性 。 设 条 件 (3) 满 足 , 函 数 
u(r,0) = 过 r ln fu)PCr Oo du 
ER D 一 {s:jz| <1) 内 是 一 调和 函数 。 我 们 注意 到 由 Jensen 
不 等 式 得 到 
ar,0) < in |E | KOPCA, sau). 
我 们 用 w(x) 表示 在 忆 中 只 有 实 部 为 ulr 0) IRE, 


g( 2) == ee. 


则 
|z) = e — sen < L. |” fC)PCr,0s u )du 
B 
[leey < | aldu < >. 
因而 ge)e fh EJUPI Bim lelet) = r — KO), 
定理 证 毕 . 


注 1， 从 定理 的 证 明 得 到 , 函数 g(z) 可 以 用 这 样 的 方法 来 选 
$: Ñr = 0 时 它 是 正 的 ,并 且 在 D 中 没有 零点 。 

注 2. 在 定理 1 中 建立 了 函数 g(x) 的 存在 性 , 但 它 不 是 唯一 
确定 的 。 然 而 ,如 果 g(x) 满足 条 件 

a) *4 z€ D hh.,g(z5 == 0, b) z(0)> 0, 
则 它 是 唯一 的 ,因此 与 我 们 在 定理 中 找到 的 相同 ， 

事实 上 ,如 果 gi(x)(i = 1,2) 是 两 个 这 样 的 函数 , 则 p= 


ea 在 D 中 解析 且 不 为 零 以 及 在 边界 DP 上 的 模 等 于 1。 函数 


np ED 中 解析 且 在 DD 的 边界 上 , 它 的 实 部 为 零 ,因此 , ln yz) 
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= ik, 其 中 总 是 实 的 。 因 为 in (0) 是 实 的 , 故 in pls) 一 0。 
对 照 引 理 1 和 定理 1, 我 们 得 到 下 面 的 断言 ; 
定理 2 ”为 使 序列 NO 表 为 形式 


n(z) kas 5; ant 一 n), >: lol < °°, 
== 0 


Hh EO) 是 不 相关 序列 , ANH R G) 具有 绝对 连续 谱 测度 ， 
且 它 的 谱 密度 Kn) 满足 条 件 | 


| ”pre > 一 oo。 


£ E) ,L(x),x€ A 是 两 个 Hilbert 随机 函数 ， 用 SZ) 表 
A S, 中 的 随机 变 最 组 GO rE R) 的 闭 线性 包 络 . 

定义 1 WR LECL (t), 则 随机 函数 5x) 称 为 从 属 
¿Z (x). 如 果 LKE) = Lt), 则 C(x) 与 KO) 称 为 等 价 . 

注 1。 从 引 理 1 的 证 明 得 到 ,序列 $n) 与 %z) 是 等 价 的 。 

我 们 证 明 , 可 以 通过 序列 %(z) 的 谱 密 度 (4) 的 渭 动 和 的 运算 
来 表示 系数 ov。 

在 定理 1 的 证 明 中 引入 的 函数 p G) 是 刀 中 的 解析 函数 ， 它 
的 实 部 有 边界 值 Inf(w)。 因 此 ,用 Schwarz 公式 


 @(z) -if infu) EEE du. (9) 
2x d -x e*— z 


EFRA e) — ep 二 PO ARER Ca) 一 D 5497, 我 们 


得 到 下 面 关于 系数 a, 的 值 : 
aG, 一 V2x ;,. 
另 一 方面 、 对 于 gC(z) 的 表示 式 可 以 用 下 面 的 方法 进行 变换 ， 
AX 


enz ==] + pre =] +2 > ztei 
e“ — z l — ze" k= 
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g(2) 一 apf f Inf(u)du + 元 > dāt b 
x J ~x k= 


其 中 
d, 一 f eitsln J(u )da, 
令 
-Ja Inf) du =Ë d2 四 
p= < ; ” = È ash, Ceo = 1) 
我 们 得 到 
giz) = P > c zt, 
这 样 一 来 ， 


a, = /2x Pe, (10) 
我 们 现在 转向 讨论 具有 连续 时 间 的 过 程 。 对 应 于 随机 过 程 
EG IE nO 按照 公式 


nC) = (Taal 一 (11) 


决定 的 运算 可 以 作为 对 于 连续 时 间 的 随机 过 程 的 请 动 和 运算 的 推 
P, 

具有 正 交 增 量 的 过 程 (2) 称 为 标准 的 ， Wm 

EEC = 0, EEG +) — EP — h. 

根据 $4 关于 Stieltjes MIRSA R i E EG) 对 应 某 一 在 
Lebesgue 可 测 集 的 代数 上 的 随机 正 交 测 度 EC). 这 个 测度 同样 
称 为 标准 随机 测度 。 积分 (11) 存在 的 必要 充分 条 件 为 eb) 是 
Lebesgue 可 测 的 且 

[ya < oo, 


注意 ,标准 过 程 EG) 不 是 m. s. 可 微 。 但 比值 
ELG) 一 El + A) 一 二 0) ; 
Á 


A = bka — Ék; 


o 967 » 


对 所 有 4 及 任意 小 的 A 人 是正 交 的 ， 因此 ， 假 导数 站 (2) 考虑 作为 
在 任意 二 个 时 刻 它 的 值 是 正 交 的 \ 而 它 的 方差 是 无 穷 的 一 个 过 程 ， 
这 个 假 过 程 常 常 在 论证 中 被 引用 且 被 称 为 “ 白 噪声 ”， 白 噪声 的 精 ` 
确定 义 在 广义 随机 过 程 理论 中 给 出 (Texnsbann 与 Beneuxen[101). 
形式 上 公式 (11) 可 写 为 
一 人 +G — SFO, 
且 尽 iD 可 解释 为 对 于 白 噪 声 的 物理 可 实现 滤 过 的 反应 。 这 个 洪 过 
的 脉冲 转移 函数 当 : — 0 时 等 于 零 ,并 且 当 :> 0 时 等 于 a(z). 我 
们 指出 ,对 于 过 程 纪 (D， 所 有 可 容许 的 物理 上 可 实现 滤 过 都 是 由 
公式 (11) 给 出 事实 上 ， 任 一 容许 的 物理 可 实现 证 过 按 定义 或 者 
有 形 如 式 (11), 或 者 是 这 样 形式 的 洪 过 的 极限 ， 具 有 了 脉冲 转移 函 
数 a (0) 形 如 (11) 的 洪 过 的 m. s. 收敛 的 条 件 如 下 : 当 s, n — oo 
时 
| (last) — a (J| 一 0， 


然而 ,如 果 这 一 条 和 件 满足 的 话 , 则 存在 Limal) = alt) (R 
于 (0,co) 上 Lebesgue 测度 ) 且 
Li.m.m,G(z) = l.i.m (aat —s)= [aat — s). 
所 以 : 形 如 (11) 的 普 过 中 取 极 限 过 程 并 没有 扩大 滤 过 的 类 。 
式 (11) 可 以 重新 写 为 下 面 的 形式 : 


一 | aG EC), 5 < 08, aD — 0, 
因此 ,过 程 K( 的 相关 函数 等 于 
RO = [7 afe + — u) G uY du 
或 
RO ~ | als + $) Gds. (12) 


引 理 2 为 使 平稳 (广义 ) 过 程 10 是 物理 上 可 实现 滤 过 对 于 
从 属于 这 一 过 程 的 白 噪 声 的 反应 , q B R bi aC) 具有 绝对 
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连续 谱 测 度 , 且 它 的 谱 密 度 u) 满足 表示 式 
Ka) = |hGu)|, (13) 
其 中 


Ga) = [ayeas 人 OP <, a 
证 。 必 要 性 。 设 过 程 满足 式 (11), 令 
w= -LS sje "ds 
wn) — z, ale Je "ds, 


根据 Parseval 等 式 
RO = ol + y aG) as = |” e AG) du, 


即 过 程 的 谱 是 绝对 连续 的 且 谱 密度 具有 形式 (13),(14). 
充分 性 。 设 引 理 条 件 满足 。 我 们 考虑 过 程 10) 的 谱 表示 : 


aG) 一 | tC, 
及 随机 测度 | 
(A) 一 en cdu). (15) 
随机 积分 (15) 对 任意 有 界 Bord 集 4 有 意义 ,这 是 因为 
5 ESAF) 
其 中 下 是 过 程 的 谱 测度 ， 
F(A) = | AGu)|?du, 
RAAB, aA) 是 正 交 测度 ,并且 
Eu(4) KB) = | a ae。 
+ 


oo št — ut, 


1 e : — e ` 
E) = E0) = = | — (10) 


显然 ,随机 积分 (16) 存 在 。 区 间 随 机 函数 5A) = (z) 一 5(4)， 
A = las) 是 对 应 于 标准 过 程 的 基本 测度 ， 事 实 上 ，E&(A) ~ 
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0。 其 次 ,对 于 Fourier 积分 利用 Parseval 等 式 ， 我 们 得 到 
Et(A)ECA,) a +j eih — e 


~ — iu ju 


mini ut 
e “h 一 e! 3 
du 





a | Xa, (Z, (Dd: = AN A), 


其 中 A 一 [4 n), A, 一 ts。，4)。 1 是 实数 轴 上 的 Lebesgue 测 
E. 根据 $43 引 理 1 及 (15) 式 , 我们 得 到 


nC) 一 | eih(ia pl du), (17) 
现在 ,我 们 注意 到 ,如 果 | 
. 1 w. jus ° 2 

iG) ~ = | < ds, 其 中 本 El ds < co,(18) 

则 
[T Auuu) = | aa). 

事实 上 ,由 于 空间 Sda) 与 LAE) 同 构 于 空间 AA) h: E 
直线 (—oo, co) 上 的 Lebesgue WE, HH Fourier 变换 不 改变 
LA 中 的 内 积 。 故 式 (18) 只 须 验 证 对 简单 函数 成 立 就 足够 了 
令 alt) 一 3EckXak(t)。 其 中 A, 是 区 间 ( 或 半 开 闭 区 闻 ) (ax,64)。 
这 时 

[CG — >=) > — Mime 


它 是 式 (18) 的 特殊 情形 ， RR 

[esas) = | aa —s), a9) 
R% BROOME ERA e“ SRRA E 的 变 元 平移 /。 由 
式 (17) 与 (19) ,我 们 得 到 


nD = alel — J), Bh aG) 一 ee du. 


m 


itap 


uldu), 


引 悍 证 毕 . 
设 过 程 1G) 的 谱 密 度 f(w) 是 给 定 的 .发 生 下 面 的 问题 ; 什么 
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时 候 谱 密 度 可 以 表示 为 式 (13)，(14)( 或 者 说 可 以 因子 分 解 )? 根 
FARR ACau) 如 何 找 出 函数 欠 ixX( 从 而 找 出 a(z2))9 这 些 函 数论 问 
题 的 解答 ， 可 以 把 它们 变 为 早已 解决 的 对 于 在 圆 上 水 数 的 因子 分 


解 的 情形 得 到 。 我 们 引信 变换 w 一 E GEAD 一 {z:1s| < 





1) 映射 到 右 半 平面 It = {w:Rew > 0} 中 ， 在 对 应 的 区 域 (w 二 
iu, z = e) 的 边界 上 ,这 个 变换 具有 形式 ¿= ce 人. BIOH 


因子 分 解 (13),(14), 令 
2 1 + = 
sz) = (l + wv )ÀA( t) = r27’ =) , 


l—z (20) 
KO) = Ka + 2). 
函数 9) 假定 有 因子 分 解 KOI = |g(e”)|?, 其 中 g(x) # D Ñ 


解析 并 且 在 (一 x,x) 内 可 积 ， 
WOZ =2 WO < co, 
BU g(z) € H. 根据 定理 1 


一 oo < f In ¥(0)4d9 = 2 TAERU ED py, 


因此 ， 


= Inf(a) I 
| P, du > —co, 21) 


反之 ， 假 设 Cu) 非 负 、 可 积 且 满 足 式 (21)、 借助 于 式 (20) 定 义 
ica). W KO) TRE. 


f In}(0)40 > — o. 


HER 1148 K6) 有 因子 分 解 
KO) = [glt 


gl) = > a”, > [anl < co。 


二 有 f= 0 
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设 | 
a-ri BeliF. 


则 函数 Aw) 在 右 半 平面 解析 且 JG) = [Aui 
Ciu) = x dn ariar (22) 


s= (I + iw)" 


注意 到 函数 = et" 在 L hrr) 中 构成 一 完备 正 交规 范 序列 ， 





容易 看 出 序列 ZG T 在 给 x( 一 00,00) 中 是 关于 Lebes- 
x iu 


gue 测度 的 完备 正 交 规范 序列 。 因 此 ,对 于 从 ia) 写成 上 式 (22) 的 
级 数 是 均 方 收敛 的 ， 现 在 我 们 注意 到 


` m+1 n+l 
a Siu) A; A; r (+i pR- gy 





= ;—— e 


(1 + iy" mm l t iu) £ Cki)! 





= N e™B GO dt, 
0 


因此 


O 


Kin) 一 人 eade, 其 中 80D — 3) 0B). 
同时 应 当 记 住 级 数 (22) 的 部 分 和 是 如 下 的 一 个 画 数 的 Fourier 变 
换 ( 乘 一 个 因子 ): 34 20 时 它 等 于 之 ,aoB。。 而 当 上 < 0 时 它 等 
n=1 


TE. N% Fourier 变换 不 改变 在 S#,1— oo, co) 中 的 函数 的 模 。 
故 由 级 数 (22) 的 m. s. 收敛 性 得 到 对 于 bG) 的 级 数 收 敛 且 


| sha < oo, 


就 函数 f(x) 得 到 的 因子 分 解 唯一 性 而 论 , 其 情况 类 似 于 在 圆 上 函 
数 的 因子 分 解 。 关 于 4(w) 的 表示 式 , 可 以 由 公式 (9) 用 ww 代 z 上 县 
由 相应 的 改变 积分 号 下 的 变数 得 到 ; 
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konw Ep Ea 四 


定理 3 ”为 使 非 负 可 积 函 数 uX <u < oo) 能 够 有 因 
子 分 解 式 (13),(14), 其 必要 充分 条 件 为 
人 infa) dx > 一 co。 (24) 
-o1 + 
在 附加 条 件 (ua) = 0 (Rw > 0) K )X(1)> 0 F, 函数 
Aw) 是 唯一 的 且 由 式 (23) 确 定 ， 
定理 4 为 使 平稳 过 程 mC)( 一 % < ; < co) 能 够 有 式 (11)， 
其 必要 充分 条 件 为 它 具有 绝对 连续 谱 ， 并 且 它 的 谱 密度 满足 条 件 
(24). 


$ 8. 平稳 过 程 的 预测 与 滤 过 


在 有 许多 实际 应 用 的 随机 过 程 理 论 中 ， 其 重要 的 问题 之 一 如 
下 : 观察 某 一 随机 变量 集合 [iiae d}, 要 求 一 个 最 优 的 方法 去 
估计 随机 变量 + 的 值 。 因 此 ,要 求 寻 找 一 个 关于 变量 56, ce 4 的 
函数 Elac 4), 使 得 满足 具有 最 小 可 能 误差 的 近似 等 式 

g == É = f(a E A). (1) 

这 个 问题 的 一 个 例子 是 随机 过 程 的 预测 (或 外 推 )” 这 时 ， 需 
要 根据 随机 过 程 在 /* 以 前 某 一 时 间 集 上 的 值 , 估计 随机 过 程 在 时 
j] z* 的 值 , 

另 一 例子 是 随机 过 程 的 证 过 问题 。 这 问题 如 下 : 在 时 刻 
r€ T'CT , 观察 到 过 程 EG) = nG) + tiO), CEARD ES 
《Co 和 “噪声 ”wn(z) 的 和 。 需 要 把 噪声 从 信和 号 中 分 离开 来 ,也 就 是 
说 对 某 一 *€ 了, 要 求 得 到 形 如 

LU) = Ẹ = (Er E T), 
对 于 5G) 的 最 好 的 近似 值 。 问 题 的 提 法 暂时 还 不 完全 。 因 为 没有 
指出 “最 好 的 近似 ”是 指 什 么 意思 ， 诚 然 ， 最 佳 准 则 依赖 所 考虑 的 
问题 的 实际 性 质 ， 至 于 数学 理论 ， 则 所 提问 题 的 常见 的 主要 解答 
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方法 是 把 均 方 偏差 作为 近似 等 式 (1) 精 确 度 的 度量 ， 
量 
8 = {El — Elac AD] (2) 
称 为 近似 公式 (1) 的 均 方 误差 .问题 是 确定 函数 f, 使 得 (2) 取 最 小 
值 ， 当 4 为 有 穷 集 时 ,1(#。lx€ A) RIET Eaa 4) 的 Borei 
可 测 函 数 。 但 如 果 4 是 无 窃 的 ， 则 这 个 符号 表示 关于 随机 变量 
集 {5。, ae AY 产生 的 代数 S 一 ol5。，cE A) 为 可 测 的 随机 变 


a 


H. 


今后 假定 《与 jelae 4} RAZIE. 
令 


y = EGIS). (3) 
则 
P = Eft —G.le € AJY 
= Elg — rY + 2EG; — *)(7 — /(ë,le € A)) 
+ E(7 — J(ë,le € A). 
因为 > — JG, |e € A) 是 3 可 测 的 , 故 
E(¿ — 7)(7 — Kš,|e € 4)) 
= EE{(t — y)(7 — f(solo€ 4))iS} 
ECy — {ulee AJJE{CG — 7)|3} = 0, 
因此 
ë' = E(¿ — rY + ECr — fs oe ADD. 
从 而 得 到 
定理 1 有 限 二 阶 和 矩 随机 变量 了 的 近似 值 (用 S = olt。， 
ac A4)- 可 测 随 机 变量 ， 具 有 最 小 均 方 误差 ) 是 唯一 的 (modP) H 
由 
y = E{tiS}. 
给 定 。 
注 ， 随 机 变量 的 估计 二 7 是 无 偏 的 , 邯 
Er = EE{t|S} = Et, 
并 且 对 任意 ac A,; 一 7 与 56 不 相关 ; 
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E(¿ — yE, = EE((£ 一 7Y)5c|S} 
= Eg, Ei Ct — r)|S) = 0. 
可 惜 ， 对 于 有 效 的 近似 式 的 获得 ,定理 1 的 实际 应 用 有 很 大 的 困 
E. 然而 ,对 于 Gauss 随机 变量 的 情形 是 可 以 应 用 的 ,这 点 在 下 面 
讨论 。 首 先 注 意 ， 一 个 较 简单 的 问题 是 不 在 给 定 的 随机 变量 的 所 
有 可 测 函数 类 ,而 是 在 较 罕 的 线性 函数 类 中 去 找 最 优 近似 ,而 它 存 
许多 时 候 使 得 可 以 完全 且 解 析 地 获得 解答 . 更 精确 地 表示 如 下 : 
令 {8,6,P} 是 基本 概率 空间 , 设 8 与 具有 有 限 二 阶 矩 。 我 们 
引入 Hilbert 空间 经 ,{0,5,P} 的 子 空间 经 ,{#6,w€ Al, 它 是 
常数 与 ,a€ 4 的 闭 线性 包 络 。 子 空间 ZAE ce Al 可 以 考 
虑 作为 具有 有 限 方差 的 5, 的 全 体 线性 ( 非 齐 次 ) 函数 的 集合 。 BE 
机 变量 2 最 优 的 线性 近似 是 Zf e€ A) 中 与 5 有 最 短 距 
离 的 元 素 ， 即 对 任意 ¿C 纹 ,{56,c€ 4}, 有 
= E| — t: < Elg — ti’. 
由 Hilbert 空间 理论 知道 , 在 子 空间 H, 中 寻找 元 素 E 使 之 与 给 定 
的 元 素 5 有 最 短 距 离 的 问题 总 是 有 唯一 的 解 。 即 5 是 8 在 有 上 
的 投影 。 元 素 常常 可 以 被 确定 是 唯一 地 由 方程 组 Egr 
一 0( 对 任 一 tE ZAE cE 4}) 确定 .在 我 们 的 情形 , 这 一 方 
程 组 化 为 
ECEE.) = ECE.) (4) 
由 于 在 ZEE 4} 中 包含 了 公元 素 ， 故 
EE = Ez, 
因此 ， 最 佳 线性 估计 必 是 无 偏 的 。 我 们 可 以 假定 ， 对 任意 a, 
Ez, 一 0， 因此 在 以 后 ,我 们 仅 限 于 考虑 经 :19,6,P} 中 的 具有 数 
学 期 望 为 0 的 随机 变量 的 子 空间 ， 
当然 ,没有 理由 认为 8 的 线性 估计 永远 是 可 以 接受 的 。 例 如、 
mE Ela) = erte ,其 中 2» 为 (一 x,x) 上 均 句 分布, 则 E{&(n) x 
ECm)} = 0(n = m) 且 根 据 所 有 的 Cn)(n m) 的 值 , 5Cm) 的 
最 优 线性 估计 为 Em) 一 0， 即 没有 充分 利用 E) 的 值 。 这 时 ， 
任意 一 对 观察 值 (4) 与 5(《 + D 就 足以 精确 地 确定 所 有 序列 
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EC) REC) — (FREDY edt). 


EREI e ae A) WRAANRINEEAMH 
Ez, = 0, Et 一 0. 在 这 一 情形 ,由 — £ E; ¿, 的 不 相关 性 得 到 ， 
它们 是 独立 的 ,因此 5 一 上 不 依赖 o 代数 人 S, 并 且 

E(¿|%) = Et¿ — Ë + EIS) 一 ECG 一 人 十 5 一 5 

定理 2 对 于 Gauss 随机 变量 组 {is Ea’ e€ AY. 借助 于 
ofa tE AY 可 测 函数 的 “的 最 优 ( 在 均 方 误差 意义 下 ) 估计 与 在 
Z AEE AY 中 的 最 优 线性 佑 计 是 相同 的 ， 

下 面 考虑 若干 最 优 线性 估计 构造 的 特殊 问题 . 

A) 随机 变量 E. 的 数目 是 有 限 的 〈e 一 1,2,… ,xn)。 人 队 线 性 
代数 学 中 已 经 知道 ， 此 问题 有 简单 的 解决 方法 。 设 s. 线 性 独立 ， 
则 可 以 借助 于 公 于 

(gË): (5 





Ku .(&,,Ë,) En! 
CTED (ts, 0! 
表示 + 在 E.(a 一 1, n) 张 成 的 有 限 纵 空 间 H, 上 的 投影 ,其 
th T = T(t tEn) ERA 61,6,"*, En 的 Gram 和 矩阵 
行列 式 : 
《5 
CEng) "(Ess En) 
H E, =E. 近似 等 式 & a= 的 均 方 误差 5 等 于 向 量 《 
的 末端 在 空间 H, 上 记 作 垂 线 的 长 度 , 并 且 由 下 式 给 出 : 
p (5 
TCD 
B) 根据 在 有 限 的 时 间 区 间 T = [a,b] 上 对 m. s 连续 随 机 
HE EO 的 观察 结果 ,我 们 考虑 关于 随机 变量 的 估计 间 题 。 令 
R(1,s) EHE EO 的 相关 函数 。 由 $ 3 定理 5, 过程 E(z) 可 以 展 
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TGS s Ea) = 








为 级 数 
Ek) 一 > 了 


其 中 pi) 是 规范 正 交 特 征 函数 序列 ， 允 是 人 b) 上 相关 函数 的 
特征 值 : 


1,012) = | RG, s)gCs)ds, f 
š, 是 标准 的 不 相关 序列 
、 EzE, = Okre 
TA {S} k = 1,2, … 构 成 一 个 在 EC) tE Ca 中 的 基 
底 。 因 此 


£ 一 > Co， 


其 中 g= | 80 而 加 oa 一 2 


ca = EE, = f Rul palt, Rule) 一 ELEG). 
估计 的 均 方 误差 8 可 以 根据 公式 


= El -El = El- >: Í Rapto 


求 得 。 由 于 核 R(1,s》 的 特征 函数 与 特征 值 的 计算 的 复杂 性 ， 这 
个 方法 的 实际 应 用 是 很 困难 的 ， | 

Wiener 方法 EG 与 5(), tE T ÆRA Hilbert 随机 函 
数 。 假定 过 程 SCO 在 变数 * 值 的 某 个 集 7* 上 被 观察 。 根据 观 
BE EO, 1€ T* 作 关 于 确定 LG), € T 的 最 优 佑 计 问 题 ， 如 
果 我 们 假定 要 找 的 估计 具有 形式 


EC) = | e CECA), G) 


pmi T* 上 的 某 一 测度 ， 并 且 假设 使 这 积分 有 意义 的 条 件 被 
满足 , 则 方程 (4) 变 为 
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|. cls Ries si mt ds) = Ros(tost), £ € T* (6) 
其 中 Ze E EO 0932838, Ru ETO 与 sz) HEARR. 
方程 (6) 是 具有 对 称 (Hermitian) 核 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程， 
这 一 方程 未 必 恒 有 解 。 然 而 ,如 果 
Els) ln) < e, 
则 积分 方程 (6) 有 解 cls)e Zam) 的 充分 必要 条 件 为 5) 的 最 
优 线性 估计 G.) 具有 式 (5)。 | 
设 工 是 实 轴 ,T* = (a,b), HE EWO 55 t) 平稳 且 平稳 相关 
《广义 ) ,并 且 测度 六 取 作 Lebesgue 测度 ， 则 方程 (6) 变 为 
| eC)Rees — Das ~ Ra(a — D), z€ (a, b), (7) 
如 果 ¿G) = EG) (一 oo <: < co) 且 > 5， 即 如 果 根 据 EO) 
的 过 去 的 值 来 估计 (4), 则 这 个 问题 称 为 纯 预测 问题 . 
我 们 详细 叙述 如 下 问题 : 根据 在 时 刻 : 以 前 过 程 8(:), <: 
的 观察 结果 预测 (+ + 9)， 在 这 一 情形 ,我们 将 假定 过 程 O 与 
5(z) 是 平稳 上 且 平 稳 相关 (广义) 的 。 当 q 固定 时 ,我 们 将 把 预测 量 
EO 考虑 作为 + 的 函数 。 容易 看 出 ， 由 方程 (7) 确 定 的 量 LO) 是 
一 个 平稳 过 程 。 事 实 上 ,方程 (7) 具 有 形式 : 


| ri) Ree — uds = RG + q — u), u < t, 
经 变数 代 换 4 — u = u, t — += rz， 上 述 方程 变 为 
[e 一 c)R;, (ç 一 Y)dr =: K. (4 + v), v = 0, (8) 


从 而 我 们 看 到 ,函数 ¿G 一 +) 不 依赖 于 +。 设 ()= ¿G — r). 
现在 可 把 方程 (8 ) 写 为 | 


EOE — s)ds = Ru (q + t), 2: 0, (9) 
对 于 预测 喇 数 , 式 (5) 具 有 如 下 形式 
EOD = | Cs) = | GG ods 0 
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因此 ， 过 程 EO = EO 是 平稳 的 。 从 式 (10) 得 到 (z) 是 物理 
可 实现 滤 过 的 脉冲 转移 函数 。 这 个 名 过 将 被 观察 到 的 过 程 变换 为 
t(z + q) 的 最 优 估 计 ， | 
容易 给 出 预测 函数 EO 的 均 方 误差 表示 式 。 因为 ?是 向 量 
tG + 9) 的 末端 投影 在 到: 个 (3 <) ERREN EN. 
故 
8 = EG + DP — EJE] 
= Re (0) = [eR — Ye) GD 
假设 Rel) =} 以 及 改 用 相关 函数 R, 的 谱 表示 。 我 们 得 到 
P= og | eG dRea O aD 
其 中 Falu) ELE EO) ARARE 
c(in) 一 人 Do”ar。 
我 们 简单 地 叙述 由 N，YViener 提出 的 方程 (9) 的 解 的 方法 。 设 过 
程 的 谱 绝 对 连续 且 谱 密度 felu) 可 以 因子 分 解 (参阅 57 定理 3); 
Falu) = JAGU)’, A) 一 z r alee dt, Rez > O, 


2r * 


由 关于 Fourier 变换 的 Parseval 等 式 得 
R; le) = | ee | p(n) | du 一 人 +s) als) ds, 


TRETE TO 5 EO 的 互 谱 函 数 绝 对 连续 且 它 的 密度 ha (a) 
满足 条 件 


| HR =e La > (13) 
则 
R, (D) = |” aC) 一 人 ee“kGa) Windu 
| 一 f iG + s)als)ds, 
其 中 
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b( 一 + ° kG(;a)e'tda, 
NA | 


借助 于 所 获得 的 公式 ,方程 (9) 可 以 改写 为 下 面 的 形式 : 
WEE 十 tr 十 5) 一 [GG —r +s)dr [Tas = 0, > 0. 
(14) 
为 使 式 ( 14) 成 立 , 只 须 函 数 clt) 满足 方程 
bg + z) = r cr)ax — r)4e, x > 0, (15) 
方程 (15 ) 与 方程 (9) 有 相同 的 形式 ， 而 仅仅 在 于 当 : 2 wE AR 
数 aG) 为 零 这 一 点 不 同 。(15) 写 为 
blg + z) = [Gy G — r)dr, x > 0, (16) 
借助 于 Laplace 变换 , 我 们 可 以 立即 解 这 个 方程 ， 以 天 乘 等 式 
《16) 两 边 , 并 且 从 0 到 co 积分 得 
B.,(z) = C(z)A (=); 





其 中 
1 (7 -22 
B (=) = =Í, b(q + z)e"**az, 
C (z) = =) Qa. 
这 样 一 来 
Bale) _— 1 ("° i Biu) 7 
co = EKO, (O v ze BHÒ du, (17) 
并 且 对 于 Bl), Rel) > 0 的 表达 式 可 以 写 为 形式 
B,(z) = - r eia" zelu) — (18) 
2m 7° A Gi) z tt 


在 推导 公式 (17)。(18) 中 所 陈述 的 假设 是 非常 麻烦 的 。 在 解决 其 
体 问题 时 ， 直 接 验 证 所 假定 的 变换 ( 它 使 问题 获得 解决 ) 的 合理 性 
是 较 简 单 的 。 

Sron 方法 friom 方法 与 Wiener 方法 不 同 ， 不 必 找 最 优 
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瀑 过 的 转移 函数 ( 它 可 以 不 存在 )， 而 去 找 频率 特性 .不 给 出 所 提 
问题 的 解 的 一 般 公 式 ， 而 仅 只 提出 选择 满足 条 件 的 未 知 函 数 的 方 
法 . 在 很 多 重要 的 情形 ,这 个 选择 法 相当 容易 实现 . 

设 二 维 平稳 过 程 (#(z),5(z)) 可 以 谱 表示 : 


5 一 | ead), = | endu), 
它 具 有 谱 密 度 
(9 had 
felu) faz“) 
仿 前 ,根据 过 程 £C o), (< :的 值 , Z ¿G + 4) 的 最 优 估计 问 
题 ， 预 测 过 程 ¿GO 从 属于 s(xz)， 因 此 
El) 一 |a Guayas), . F. cin)| farlu)du < co, 
| (19) 
AELE TO 的 方程 


Etl + E ~ EEODEG), <， 
变 为 如 下 形式 : 


[o ethu) — e(iu)filu)}du = 0, s> 0, (20) 


除了 条 件 (19) 及 (20) 外 ， 我 们 还 要 求 ¿ Gu) 是 物理 可 实现 六 过 的 
频率 特性 ， 这 些 条 件 是 能 满足 的 ,如 果 : 

a) 函数 fatua) 有 界 ; 

b) c(iw) 是 函数 cC € 21 的 边界 什 ; 

c) Pliu) = "Ifa Cu) 一 eis)fidlw) 是 在 265 中 国 数 
D AR, 

这 里 AND) 表示 在 右 ( 左 ) 半 平面 解析 的 ,积分 

| IAC + iu) ba 

对 < 之 0x < 0) 一 致 有 界 的 函数 AGO) 的 空间 ， 

事实 上 ,由 得 到 | 。lc(ix)|4w < oo， 而 这 个 连同 a) 一 起 
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保证 条 件 (197 能 满足 ， 此 外 ， 从 D) 得 到 (ae) 是 物理 可 实现 潍 过 
的 频率 特性 。 由 条 件 c) 得 到 efu) 一 Gudele) 是 在 正 的 
变 元 值 上 为 零 的 函数 的 Fourier 变换 ,因此 式 (20) 成 立 . 

我 们 注意 到 , R b) 使 我 们 排除 了 在 无 穷 远 处 频率 特性 可 以 
不 断 增 大 的 一 切 滤 过 . 这 样 的 频率 特性 对 应 一 个 与 过 程 S(2) 的 
微分 有 关 的 运算 ， 并 且 在 建立 最 优 汗 过 时 常常 磁 到 . 因此， 条 件 
b) 希 望 用 较 少 限制 的 条 件 代 蔡 。 我 们 假定 G) 是 在 右 半 平面 解 
析 的 函数 ,并 且 当 |z| — co 时 ,1c(z)| 一 co, 但 不 比 z 的 茶 一 次 
办 (例如 + 次 ) 快 .函数 


cz) = — 2 e 227, 
(1 + zy” 
因为 |c,Ca| < Dl MARREC NE 
lim | 1ean) — Gu) hela )du = 0, 
这 样 一 来 ,c(in) 是 SÁ Fa) 中 允许 的 物理 可 实现 洪 过 的 频率 特 
性 的 极限 。 因 而 Gu) 同样 是 这 个 江 过 的 频率 特性 ， 我 们 得 到 下 
面 的 结果 。 
定理 3 如 果 过 程 8() 的 谱 密 度 isu) 有 界 。 则 下 面 的 条 件 
唯一 确定 关于 《(z + a) 的 估计 的 最 优 灌 过 的 频率 特性 Gu): 
a) (lelin) Lf)au < eo; 
b) c(in) 是 函数 c(z) 的 边界 值 , 在 右 半 平面 解析 , 且 当 |e] 
— co 时 是 不 断 上 升 的 ,但 不 快 于 lel 的 某 一 次 宕 
c) Win) = e“qJa(u) 一 cGu)fu(u) 是 在 B25 中 函数 加 (2) 
的 边界 值 . 
最 优 估计 的 均 方 误差 c 等 于 
a = {Elt + qo) — ELEGO 
= fot eG Pielw)an} , Q1) 


j1. 我们 考虑 具有 相关 函数 RG) = gel (a > 0) 的 过 
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Ë EOGED = tG)) 的 纯 预测 问题 。 容 易 找到 谱 密度 为 :jss(zx) 
=% 函数 Gu) 的 解析 开拓 具有 如 下 形式 : 


m uwt 








c(z2) 一 cz9 da 
《z 十 aj(z 一 oa) x 
函数 (a) 在 左 平面 x 一 —a 处 有 唯一 的 一 个 极点 。 借 助 于 在 右 
半 平 面 解析 的 函数 c(z)、 使 得 这 一 个 极点 为 可 去 的 ,只 须 设 (2) 
一 常数 = e, tR EE 3 的 条 件 4) 满足 。 因 此 
cliu) = z”, ËG) 一 B eve-ay( du), 
M, #G + 9) 的 最 优 预测 的 最 好 公式 如 下 : 
EU + q) = eE), 
它 仅 依 赖 于 最 后 观察 时 刻 的 值 Cz), 外 推 的 均 方 误差 等 于 
和 == oaV 1 一 ¿22 
例 2 .再 次 考虑 过 程 EG) 的 纯 预 测 问 题 。 即 根据 观察 值 
EG) 二 z 去 估计 EG tag), WREE EO 的 谱 绝对 连续 且 满 
J] $7 条 件 (24), 则 过 程 的 谱 密 度 能 因子 分 解 :fs(w) = JAG, 
其 中 h(x) € 261 且 在 右 半 平 面 没有 零点 . 
我 们 考 蕊 在 实际 问题 中 的 一 种 重要 情形 , 即 当 h(z) 是 分 式 有 
HARIR E: 


ple) = 


Plz) 
h(x) = oe) 


其 中 PG) 是 m 次 多 项 式 ,9(z) 是 次 多 项 式 (m < ,还 假定 谱 
密度 Jet) 有 界 且 不 为 零 。 这 时 多 项 式 PG) 和 09(s) DRAR 
在 左 半 平面 . Q 


b r 
P(z2) = A II (z — z;), Q(z) = BI (z — 2), 
了 一 i=1 


P r 
ZI a = m, >) 8, = n. 
j=1 j=1 


° 
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P.G) = (— 14 [JG + Z, 
i=1 


0,(z) = (—1>”B JI (z + Vi 
函数 以 zz) 的 解析 开拓 有 下 面 的 形式 : 
= (e *? 一 PCDP Ce) 
p = ( c(z)) oo 
函数 ctx) 应 是 在 右 半 平 面 解析 ,而 加 (z) 在 左 半 平 面 解 析 。 因此 
(D 必 在 整个 复 平 面 解析 且 可 能 在 多 项 式 P(z) 的 零点 处 有 极 
点 ,并 且 极 点 的 阶 不 超过 P(z) 对 应 的 零点 的 阶 , 因 此 
~ M(z) 
O — po) 
其 中 M (Cz) 是 在 z 平面 上 的 解析 函数 且 对 有 限 z 没有 奇 点 ， 因 为 
cle) 的 增加 至 多 是 指数 形 的 , M (2) 是 多 项 式 。 根 据 函 数 
,AN_PGa) _ MGGa) 
Ci) ein) DG f 
的 模 的 平方 的 可 积 性 , 多项式 M(in) HR m 不 超过 2 一 1, m 
< n — 1, 
B— H H. mE Emi HY BS BT ERAR c (z) 保证 定理 3 的 
条 件 OM DEWEB. RIERS TA MC 使 得 函数 
J 一 [eP 一 M(z)] PRO) ; 
O(z) O,(z) 





或 等 价 地 ,函数 
ezP(z) — M(z) 

ol) 
在 左 半 平面 没有 极点 。 为 此 ,必须 且 只 须 下 面 的 等 式 满足 : 


PM] Ade"P)|  ， (22) 


dzi s=, dx: z=f} 


pL) = 





j= 0, 1 pk 一 1， k= 1, 2, r. 
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满足 条 件 (22) 的 多 项 式 M (z) 的 构造 问题 是 通常 的 内 播 理 论 问 
题 ， 并 且 在 害 次 为 > 一 1 的 多 项 式 类 中 常常 有 唯一 的 解 。， 如 果 我 
们 找到 了 多 项 式 M(xz)，、 则 我 们 因而 找到 了 最 优 预 测 滤 过 的 频率 
特性 为 
。 M (iu 
¿(;u) = EOT 

还 可 以 用 下 面 的 方法 确定 函数 c(z)。 展开 函数 PE) 0C) 

K MDOT) 为 部 分 分 式 ， 令 


PD I SA SR ce MOL O Y£ o 


Q(z) k=1 j=1 (z 一 2 ° QC) k=1 j=1 (z 一 š.) ' 
为 使 函数 aa 在 点 Sok = l, r 没有 极点 ;必须 且 只 须 使 得 


Í _ I . 
£ (z 一 TDN z = 0, 1 一 1 0 一 1， 
z 二 多 


BR 








且 
„n A chjies — Ti 
AOT HH G s ` 
通过 简单 的 计算 证 明 
Y, = | cri + 2 crin 十 z Ckit2 Eee 
1! 2! 
gt! 


.4 . ža =], 
(px — j)! “a| 45b 


如 果 知 道 了 系数 7hj, 关 于 c(z) 我 们 可 以 写 为 如 下 的 表示 式 : 


Yri 

IGA 2 2 (z 一 3Y 

r Êk r Pk 
= v. Y —_ -CU 

2 /> (z — Say” 

例 3 。 设 过 程 《(*) G< r) WAR, EWR LC) 的 结果 由 

于 各 种 干扰 而 失真 ， 因 此 观察 值 给 出 了 一 个 异 于 els) 的 函数 
$(s)，s 筷 1。, 设 干扰 (或 说 噪声 》wC(z) = 5(z) — ¿G 是 具有 均 


. 285 = 


cliu) = 


值 为 0 的 平稳 过 程 。 希望 根据 过 程 EG) = G) + nG), (<: 
的 观察 结果 去 估计 ¿G + 4) 的 值 ， 

这 样 的 问题 称 为 滤 过 或 平滑 化 问题 (或 说 过 程 ¿ G) 须要 过 泪 
HRA nG), 亦 可 以 说 过 程 5(z) 须要 "平滑 ”， 即 除去 不 规则 的 了 品 
声 )。 而 且 : 当 9 > 0 了 时， 这 是 一 个 带 预 测 的 汗 过 问题 33 4 < 0 
时 ,这 是 一 个 具有 滞后 现象 的 着 过 问题 。 

HRE n(z) SAE ¿G) 不 相关 ,并 且 具 有 谱 密 度 为 j,(x) 与 
luylu). 则 

Reelt) = R gt) + R) telu) = I, Cu) + Ila). 
因为 ReO = ReeQ), 故 存在 过 程 5G) 与 ¿G 的 互 谱 密 度 , 并且 
frau) 一 fulu). 

设 





fru) 一 faalt) 一 f 


z 12 ? 2 + 8 
则 

c ( 2 tr’) 
(=: + 2 (ue + 8) 
Pm cx0 + ep 


° 
ce + c; 


feu) 一 


» €s = c, + Cas 


对 于 函数 gCz) 我 们 得 到 下 面 的 表示 式 : 
ae™”(s — 0!) + e |e(z2(2 — 72) 
ple) ey 。 
令 a> 0, BAIG) 将 必 在 左 半 平面 解析 且 属 于 7. AE 
须 使 得 在 点 z 一 一 a 与 x = —8 处 分 子 为 零 。 因 而 导出 等 式 


K=p) =, dan e EEO, (23) 
Ca a 一 、 


此 外 ，c(z) 在 左 半 平 面 解析 (根据 条 件 b) 在 右 半 平面 也 解析 ), 但 
要 除去 x 一 一 7 ,因为 在 这 一 点 “一 一 7,c《w) 可 能 有 简单 极点 ， 
这 样 一 来 
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NP 
c(z2) z +Y 9 


其 中 pl) 是 整 函数 ， 由 积分 
MEDLO 


A-R p (2) 是 z 的 线性 函数 ,:p(z) — Az + B. 
由 式 (23) 我 们 得 到 


ec) = AZ d= ËB Le a 
z 十 了 c Y+ 


因此 共有 预测 的 最 优 平滑 化 公式 有 如 下 形式 ， 
£ = ° ei iute p u 
Em 4) e EEE Cao, 
回想 起 Cu + r) ERA RIERA e7 BJ Py EBR] E 
过 的 频率 特性 ， 我 们 得 到 
= LAN Bie e "9 — _ f e t~s 
t (O Te ËCG Ce 7)| ( Elash. 
(24) 
对 于 4 < 0, 公 式 (23) 不 正确 。 形 式 上 这 是 因为 此 时 函数 o) 在 
左 半 平 面 无 界 ， 对 于 9 < 0,， 函数 (z) 可 以 由 下 面 的 想法 确定 . 
令 p(z) 一 — cc’ 一 e) + ese (z)( 22 一 r’), 则 c (z) 除去 点 
r= —v 及 办 (一 a) = ( — 0) = 0 外 将 必 在 左 半 平 面 解析 . 
因为 
¿(n = BR + cea — Ë) 
f G) ele — r’) 
且 o) 在 右 壮 平面 解析 i a 是 一 个 整 函数 且 
Alr) = — cer? 一 e). (25) 
令 
pl) = A + a)(z + B). 
函数 AG) 是 整 函 数 . 由 定理 3 的 条 件 ) 得 到 ，4(z) = 常数 一 
4， 值 4 由 式 (25) 确 定 ; 


* ?8T， 


A = c er? =+ 
c + 


因此 
cliu) 一 


xe + XQ + eNe 一 etler + ia + .Ci 十 6) 
(a tr) +r’) 


(26) 
对 于 平稳 序列 的 预测 和 滤 过 ， 可 以 运用 类 似 于 具有 连续 参数 
的 过 程 所 叙述 过 的 那 种 方法 。 平 稳 序 列 预测 问题 的 一 般 的 解 将 在 
下 一 节 中 介绍 ， 这 里 我 们 仅 举 一 个 例子 ， 
例 4。 考 虑 一 个 平稳 序列 80), 它 满足 最 简单 自 回归 方程 
alt) + akle — 1) aE Mm p) = a, (27) 
其 中 a 是 标准 不 相关 序列 ,并 且 ZG) 从 属于 nG). iZ 


a 一 | ata) 
是 序列 (9) BYAR, tO) 是 具有 不 相关 增 量 及 构成 函数 为 
KA By) 的 过 程 ,其 中 1 是 Lebesgue WE. EO 的 谱 表 示 为 如 


TER: O ` 
D= S oa), Rhf” elau < co，(28) 
将 (28) 代 人 (27) 得 
(eB pC) aG) = O 
其 中 Pa — 了 iet. 因此 
k=0 


(mod). 





plu) = —— 

元 2 

RRAPO 在 闭 圆 1z| < 1 中 没有 零点 。 E € H,. WA 
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则 
ËG2) = 2; b,m(z 一 n), 


我 们 得 到 了 对 于 不 相关 序列 y(#) ARE KE R ERR 
F? š G) 的 表示 式 。 因 为 


E00) = Hagl — 1) + .+ aël — p) + n()1,(29) 
故 根 据 给 定 EG — n) G = 1,2,---) 的 ED 的 最 优 预测 为 


ED) = — E Lal — 1) + aG — 2) + + ask — p)1. 
o 


预测 的 最 小 均 方 误差 等 于 
liea _ 1 
8l) = JE l 


lal? a| ° 


重复 应 用 式 (29), 可 以 使 我 们 得 到 关于 后 几 步 的 最 优 预 测 ， 
$9. 平稳 过 程 预测 的 一 般 理 论 


在 这 一 池 里 ， 我 们 研究 关于 根据 无 穷 的 过 去 的 平稳 序列 和 平 
稳 过 程 预测 的 一 般 理论 ， 和 以 前 一 样 ， 平 稳 过 程 了 解 为 具有 数学 
期 望 为 零 的 广义 平稳 过 程 . 

平稳 序列 的 预测 设 (SG), 一 0, 士 1, 士 2 ……} 是 一 平稳 
序列 。 用 多 表示 S, 中 由 所 有 SG) 产生 的 闭 线性 包 络 , 而 用 
ZZ G) ERE Ea), n 所 t 产 生 的 闭 线性 包 络 。 显然 AOC 


2#,G + 1) RZ E UZO 的 闭 包 。 在 给 :中 我 们 考虑 


了 一 一 四 


时 移 算 子 9$. 这 算 子 对 于 形 如 m= Ded) 的 ETR 由 
下 面 等 式 定义 : 
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Sn = Eri + 1). 
算 子 8 具有 逆 算 子 S-!: 
Sn = Beil — 1) 
且 保 内 积 : 


ECS(B EaD SE aE) 
一 六 > aE + 1) E, + DD) 


= >; >; ad EGO) S(z,)) 


= E(> EdE). 
k 


Ae, s 可 以 根据 连续 性 扩张 到 22; F. 并 且 s 成 为 20 :中 的 
HHF. i . 

我 们 引入 序列 EGO 的 谱 表 示 

EG) 一 | v(a, 

其 中 > 是 具有 构成 函数 F 的 谱 随 机 测度 。 今 后 我 们 将 不 区 别 测度 
FC A) 与 产生 这 个 测度 FCA) 的 序列 的 谱 图 数 F) = F[—x=, 
u). 

我 们 回想 起 随机 变量 ? 属于 ZZ ;的 充分 必要 条 件 为 

4 一 |` gludu), 其 中 pE ZAF}. 
考虑 随机 变量 序列 
n(2) = s'y (# = 0, 土 1, 土 2,，， D) 
引 理 1 F7 G) 是 平稳 的 且 有 谱 表 示 


nD = | eveCe)z(do)， Q) 
平稳 性 由 s 是 西 算 子 推 得 : 


ExG; + s) als) = (nz 十 3) 
一 《9 和，391) 
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= (S'n.n) = En(z)x(0). 
最 后 ,容易 验证 ,对 于 形 如 n= Dail) Cu) = Eare) 的 
TR 7 的 谱 表示 (1) 是 成 立 的 。 至 于 对 任意 m, 则 可 借助 于 极限 过 
程 得 到 (1) 也 是 成 立 的 . 
我 们 还 指出 , 算 子 $ 有 下 面 的 性 质 : 
a) SD = it + 1); 
b) WẸ EO E: EO E H G — p) ERRE., NI 
SEP) = EPU + 1); SEP = Ei + 2), 
因为 
E|: + ql = El|sr£@%2y]2 = EJE”, 
故 EIEH 不 依赖 于 *。 因 此 ,借助 于 (s), <: — p, El) 
的 预测 的 最 小 均 方 误差 的 平方 等 于 
l) = EEO — SPOON = EEO P — EIE” O|’, 
并 且 不 依赖 于 :， 显然 
(1) < 82 (2) < -*- < o? = E|š (0) !?. 
FA o (n) = o 表示 对 任意 的 EO 与 所 有 Erk < : 一头 是 不 
相关 的 , 因此 , 这 些 Er, k <; — n BEHT EO 的 预测 完全 没 
有 提供 什么 信息 ， 如 果 6(1) 一 0， 则 56 2#,G — 1), HJ 
多 一 1 一 多 ,并且 一 般 地 ,对 任意 上 及 n < z, LEa) 


= A. 设 部; 一 NEO. 在 我 们 所 学 虑 的 情形 , ;一 


ZZ. 这 表示 ， 如 果 我 们 知道 了 过 程 的 值 的 序列 (n), <s, 
序列 的 所 有 随后 的 项 可 以 用 观察 值 精确 地 (以 概率 1) 线性 表示 . 
在 一 定 的 意义 下 ,相反 的 情形 是 Bf — o 〈 用 0 表示 由 一 个 元 素 
0 组 成 的 如 ?的 平凡 子 空间 )。 在 这 一 情形 ,由 于 lmE15e(n)| 
0 B lm) = 2, 当 + 大 时 ,序列 a)(w < s) 各 项 的 知识 
不 足以 给 出 E+) 的 预测 值 . 

定义 1 如 果 i= Zeo MAE EO 被 称 为 是 奇异 的 (或 
称 确定 的 ); 如 果 5C1) > 0， 则 称 过 程 5(7) 为 非 确定 的 ;如 果 Fi 
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一 o, 则 称 过 程 为 正则 的 (或 称 为 完全 非 确定 的 ). 

定义 2 ik E(O :=1,2 Æ Hilbert WALIE, ETT 是 任 
LAE, Z = AO s< s€ ETR 如 果 对 所 有 的 

定理 1 EE- APERITA ` 

EC) = ELE) + nle), (2) 
其 中 E 与 wn() E RI82X:FF2], TEMAT EO, š, O) 是 奇异 
的 ,nCz) 是 正则 的 。 表 示 式 (2) 是 唯一 的 。 

i. PA, SH i 一 多 和 NA SEBAT A ERR 
E s 作用 下 是 不 变 的 , 即 s 把 子 空 间 多 = AOA 双方 单 值 
地 映射 到 它 自 己 上 (这 里 A; 由 所 有 在 ZF, 中 正 交 于 多 :的 每 
一 个 向 量 的 向 量 组 成 ). 

I ECO) 是 5(0) 在 如 ;上 的 投影 ,mw(0) 是 &(0) 在 如 :上 的 
投影 以 及 l) 一 $Ë (0), nl) = St (0), z=0,+ 1,+2,° °° 
因为 ECO) = ECO) + aCi ECO = SECO) = EE) 十 (站 ,其 
中 序列 GOE 平稳 , 互 不 相关 旦 从 属于 EO GIA 1). 

其 次 ,因为 在 式 (2) 中 EDE ZF: B. n(2 € ZZ, k EN 
HAHAA. KE ACAR 另 一 方面 ,由 EOE A R 
们 有 ANCHA AER HEE :, ANAE E 
即 序 列 £ G) 是 奇异 的 。 其次， 由 等 式 n) = EG) — EC) 得 到 
n (D) 8 2#,(O). BE 26; NAE OC 另 一 方面 ,根据 定 
X 26 (2 IE2z T ZZ; 因此 2, 一 0, 即 过 程 (0) 正则， 

表示 式 (2 ) 的 唯一 性 是 由 于 在 定理 条 件 下 ， 10) 在 多 上 的 
投影 等 于 零 , 儿 = 2⁄1 — E a Nk EG E FG) E 2Z: JE 
影 ， 定 理 证 毕 ， | 

序列 O, EO 分 别称 为 过 程 EO 的 正则 和 奇异 分 量 . 

定理 2 平稳 序列 的 正则 分 量 1) 可 以 表 为 如 下 形式 : 

nle) = > alni — n), (3) 


其 中 :DG 一 0, 土 1,…) EPSQR0R 252)  2#,G) = 2 (0 
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HEJ, lala]? < co, 


证 . 我们 引信 子 空间 GG) = 如 (De (1 一 1)， 它 是 
一 维 空间 (如 果 是 零 维 的 , H) 83(1) == 0 H. n(2) 是 奇异 序列 ). 在 
G(0) 中 选择 一 个 单位 向 量 0)， 则 序列 ¿GO = 5%(0) 是 规范 
正 交 的 COED, G — 1), 因此 5Q) 与 好 (i 一 1) 
正 交 ,并 且 对 于 < 之 16R)E Z2Z,G — 1))。 


ANCE O, N DC n AO = 0, 


这 表示 序列 5(#) 构成 在 ZZ, 中 的 一 个 基底 。 根据 这 个 基底 展开 
m40), 我 们 得 到 


(0) = Dalta), HY) laal? = Ely(oOP < o. 


应 用 算 子 St TEEB (0 的 展 式 , 我 们 得 到 等 式 (3)。 由 式 (3) 
直接 得 到 OCH G 这 一 关系 ， 而 相反 的 包含 关系 则 从 
TOG) 的 定义 得 到 。 定 理 证 毕 ， 

注 1。 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 a(0) 是 正 的 。 

引 理 2 zÉ E bP SG) BU Pš PR RK F(w) 等 于 Flau) t 
Fu) RE F Ce) 是 非 负 单 调 不 减 函 数 ， 并 且 对 应 于 函数 FC) 
的 测度 F,(4) ERRA. 则 存在 分 解 式 EG) = iG) 十 5,G2), 
Hh EG 从 属于 So， 正 交 且 有 谱 函数 Fi(w) G = 1,2)., 

为 了 证 明 这 一 结论 ,我们 将 区 间 [一 x,x] 表 为 使 得 F,Ç(P,) = 
F (P) = 0 的 不 相交 的 集合 P, 与 P, zM. 设 


EG) 一 | eol) an), sl) = |” Ae Cu) van), 


SOR v ERIE ECO) 的 随机 谱 测 度 ,XCw) 是 集合 P, 的 示人 性 函数 . 
故 x 
BD EBG) = [` (ae) = EO, 


EESE) 一 | eee uto udu) = 0, 
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Ez; (n )E (a) = 人 exp (u )d4F (u) 


= | edF (a), 1 — 1,2, 
这 就 证 明了 引 理 。 
定理 3 为 使 序列 GO) 是 非 确定 性 的 充分 必要 条 件 为 
| inf(u)du > —%, (4) 


其 中 (Cw) 为 FC(4) (关于 Lebesgue 测度 ) 的 绝对 连续 分 量 的 导数 ， 

证 ， 必 要 性 。 设 Fu), Pu) ERI] nO), EO) 的 谱 函 数 ， 
EH n(2) 与 所 (2) 的 不 相关 性 可 得 

F(u) = F(u) + Flu). 
根据 定理 2 及 $7 定理 2 ，F,(w) 绝对 连续 且 对 于 Cu) 一 Fu) 
满足 条 件 | Iludun > 一 co。 分解 FCA) R FA) 为 关于 
Lebesgue 测度 的 绝对 连续 与 奇异 分 量 ,我 们 得 到 
FCA) = | Jdu + FCA), FA) = WO + FtCA). 
从 而 得 
Ku) = fu) + fu) 
且 - 
全 inf(wu)au > | f Cudu > — co, 


因此 ,如 果 过 程 是 非 确定 性 的 , 则 (4 成 立 。 
充分 性 。 设 过 程 5(#) 奇异 。 此 时 EO 分 解 为 从 属于 EGO 的 
二 个 不 相关 分 量 54( 罗 与 52(#), 这 分 解 对 应 于 分 解 FC(4) = FCA) 


= | an + F:(4) (参阅 引 理 2 )， 假 设 


fin fC(u)adu = [mt Gaan > 一 op， 


则 根据 $7 定理 2 ,6502) 一 Do a (DEG — n), 其 中 5 是 不 相关 
j | 


p= 
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序列 。 因 为 
CEBDEG) HN) = 0, 
故 N EDC N 2%,( cC 2. 这 与 关系 式 2, = ZZ, D 


2, 矛盾 ,因此 过 程 ECO 不 可 能 是 奇异 的 , 故 
r Inf(u)au = — 0, `` 


定理 证 毕 . | 
我 们 现在 考虑 关于 非 确定 性 过 程 的 预测 问题 。 利 用 定理 1 和 
定理 2 ,我 们 有 


æ 


EC) = E,() + n(), aA = > atle n). 


n= 0 


AD EO 可 根据 过 去 精确 地 预测 ， 故 只 须 考虑 过 程 5(7) 的 正则 
分 量 mC) 的 预测 即 可 ， 由 定理 2 得 到 , n OE ZZ,G — 2) BJ 
影 与 9) 在 ZZ,G — 4) 上 的 投影 相同 。 因此， 


x (O) = > ot — n), (5) 


均 方 误差 的 大 小 由 等 式 
| e) = S; lanl? (6) 


决定 ， | 
我 们 现在 获得 不 含 序列 5(x) 的 最 优 预 测 公 式 ， 因 为 5(0)€ 
Z pi 


CO) = | AKda) | lolu) AEC) < o, 
其 中 # 是 过 程 wz) 的 随机 谱 测 度 , 且 Fiu) 一 |e( e=), (e) 





一 5 Zei’ ($ 7 B|3E 1), 


2= n=0 
因此 ( 引 理 1), 
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EC) = SECO) 一 rp) Kas). 
为 了 找到 琢 数 9(4), 我 们 利用 式 (3)， 我 们 有 


nle) 一 27 atle — n) = W plu) oz anc “p( du) 


n=0 


比较 上 述 等 式 与 等 式 
o= [i enaa 
我 们 得 


pu) = (Fane) = Wie) " 
现在 ,我 们 有 | 
7°00 = | (È eae) eg), 


因此 
= itu gaCe™) ] 
DA| é“ 1 — p(du), (7) 
| 
其 中 | | 
. 1 < ， 
(ei) = —— V A (8) 
gale") Z > 5 


我 们 现在 介绍 一 种 确定 函数 g(z) 一 > bs" 的 方法 ， 其 中 


b, 一 。 从 而 我 们 将 得 到 关于 平稳 序列 预测 问题 的 一 般 解 





7 
答 , 同时 亦 得 到 一 个 计算 预测 均 方 误差 的 公式 ， 函数 g(x)€ H,, 


g(0) = 7 是 实 的 (参阅 定理 2 后 面 的 注 1). 并 且 借助 于 函数 





gG) ,序列 mCz) 的 谱 密度 被 因子 分 解 ， E L) = |g(e™)|?, 
据 $ 7 定理 1 后 面 的 注 2 , 如 果 8g(z) 在 贺 |z] < 1 天 
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ËB gC9) > 0, 则 gG) 唯一 地 由 jC) 确定， 因此 、 如 果 按 照 57 
定理 1 构造 的 哨 数 g(x) 当 |z] < 1 时 不 为 零 , 则 它 与 $57 定理 1 
证 明 过 程 中 所 得 的 函数 g(x) 是 相同 的 ， 

引 理 3 AŽ re 当 1z| < 1 时 异 于 零 。 

证 。 首 先 我 们 指出 , 如果 fC(w) 一 [ap 


Ka) = X ene’, > || < oo， 


s= 0 n=o 


则 PA) alal 事实 上 
Ek(0) 一 Zao] 


N .: 
=. Í — etu Z e )| du > 2x=| ef 
[Pace Er) a 
因为 对 任 一 di 及 NN, 这 个 不 等 式 均 成 立 , 故 
PCL) > 2=| col’. (9) 
现在 我 们 假定 z(e) = 0, |z| < 1. A% 


g (z) = 一 一 l Sy a z" 


2= n=0 


在 点 高 2, 设 (x) = (z — zo) Daie ;其 中 站 一 一 一 全 一 . 
VIn Bo 
则 
































|gCe™)| 一 iae” = |gCe7™)| 
ee c= s| 222" 
其 中 b, 一 bo ` 
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61) > falb l = 





do 
ef 
根据 (6) ,在 lal < 1 时 是 不 可 能 的 。 引 理 证 毕 。 

推论 在 最 优 预 测 的 公式 (7) 中 ,函数 g(xz)€ H, 被 唯一 确定 
(假定 (0) 为 正 ) 且 与 $ 7 定理 工 所 得 到 的 函数 相同 , 

我 们 解决 了 关于 非 确定 狂 序列 的 正则 部 分 的 预测 问题 。 现 在 
阐述 下 述 问 题 : 如 何 通过 过 程 SCO 的 谱 函数 来 表示 序列 nC) 的 
谱 密 度 ? AEO 的 特征 数 表示 序列 5(z) 的 预测 公式 有 怎样 的 形 
式 ? 

引 理 4 设 非 确 定性 过 程 G) 表 为 SG) = nG) 十 SC。 其 
中 mn 5 EGO AD, SG) 是 奇异 过 程 ，n(z) 是 正则 过 程 ， 
Flu), Fu) Fu) EEI) EG sa 的 谱 函 数 , 则 等 式 

Flu) = F(u) + Flu) (10) 
是 函数 F(w) 的 一 个 分 解 ， 它 把 F(w) 分 解 为 关于 Lebesgue WE 
绝对 连续 分 量 F(u) KARDE Fu). 

证 。 由 序列 ?2 和 5,(z) 不 相关 性 得 到 (10)。 我 们 引进 由 式 
《3) 所 表达 的 不 相关 序列 Cz) 的 谱 表示 


to) 一 | (aa), ar) 
其 中 上 4) 是 具有 构成 函数 > 1( 4) 的 随机 测度 、! 是 Lebesgue 测 
BE. 将 (11) 代 入 (3) 得 | 

ao) 一 | 22 ENCAN). 

设 

EG) = | ety du) (12) 
是 序列 所 (2 的 谱 表 示 。 则 

El) 一 | etu (dua) 一 | etla 2gt er tdu) + v,Cdu)]. 

从 后 一 等 式 得 到 ,对 任 一 函数 p(n)e Z4(F), 
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(pv) = pV I RE) + ə(a0)1 (13) 
对 于 5 人 还 可 以 写 为 另 谱 表示 式 ， 因 为 50)e Fe 故 
ECO) = | pdu), 
从 而 
ECD m SELO) = erp) du). 
考虑 到 式 (13), 我 们 得 到 
EO = [T ep IV Ta BECU) + vdu). (14) 
比较 (14) 与 (127, 我 们 看 册 
一 CG) — Duken) = | eto Cu aNu). 


在 所 得 到 的 等 式 的 各 部 分 出 现 的 元 素 属于 相互 正 交 的 子 空间 ， 因 
REISTE. MA 

pLu) = lmodF,), p:Cu)gCe™”) = 0 (modi). 
因为 g(e*) 仅 在 零 测 集 ( 对 D 上 为 零 , 故 p 几乎 处 处 等 于 零 ,， 
设 5 是 一 个 集合 ,在 它 上 面 p(u)=1, 故人 *) 一 0 因此 


F(A) 一 人 le 人 PaF(du) = F(ANS), 
FLA) = | elele") 248, 


引 理 证 毕 。 
引 理 5 设 pLu), galu), plu) 为 使 得 


CO 


分 别 是 ECAs nl EG 在 2Z,G 一 q(t 一 ql 一 
q) 上 的 投影 。 则 


oku) = glu) = pku) = e" (1 — eco) (modF). 


根据 式 (7), 只 须 证 明 pu) = pu) = pu) RET. 由 等 式 
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SG 一 pu) ds) 


一 [zo 一 IZOLO + BQ 一 r TOLC] 


; (15) 
以 及 (15) 右 边 括 号 中 的 被 加 数 的 正 交 性 ,我 们 有 


ao) = E| aG) — |” oau) 


+ E| E ,() — | piu) (2) | > 81(q>s 


并 且 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 为 
pLu) = pLu) (modF,), pLu) _ pu) (modF,), 
ED = [ plakan), 
男 一 方面 ,根据 EO HEX: a) 一 39)。 引 理 证 毕 ， 
得 到 的 结果 可 以 用 下 面 的 方式 叙述 ， 
定理 4 如 果 EO 是 非 确定 性 的 平稳 序列 , 则 根据 EC) < 
z 一 9 的 观察 结果 :Co 的 最 优 预测 EOG 为 





HEH v ERJ EG) 的 随机 谱 测度 ， 
OED NAAT ORDNA 


函数 go EMEA |z] 二 1 KARERA (0) E B. lgi 
= fu), Ku) 是 序列 上 (CD 的 谱 函 数 的 绝对 连续 分 量 的 导数 。 预 
测 的 均 方 误差 的 平方 等 于 

pe be lof(w)dn 97 一 1 


09) = 2re > |c | 
其 中 ec, 由 下 式 决 定 : 
ep 性 >= r etnxln Ku)au} = > Co 
xazi d~s TT) 
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特别 


f: lnj(u)du 
-A 
+ 


6 (1) = 2ze w (16) 


可 以 直接 从 这 一 节 的 引 理 4 及 5 和 公式 (7)， PLE S 7 的 定理 
1 和 注 2 得 到 这 一 定理 . 

具有 连续 时 间 过 程 的 预测 $ (2)( 一 oo <: < co) 是 平稳 

E(t) = | yao), 
其 中 > 是 直线 (一 oo < ux < co) 上 的 正 交 测度 . 
EEG) = 0,R() = EEC 十 NEG) = |” edF), 
F(+ o) =ø, 
我 们 引进 Hilbert 空间 
i= HÆ LE), —oco < ; < co) 


以 及 它 的 子 空间 O = EG), —co < < Ee 
中 我 们 定义 时 移 算 子 群 8% (一 oo < À < 00), 令 


s (> csCea) ) = > c(t + h), 


并 且 根 据 连 续 性 把 S: 的 定义 扩张 到 整个 ZZ, E. hk, Sh 构成 
一 个 ZZ 的 本 变换 群 ， 它 与 离散 时 间 的 变换 群 % 共有 相同 的 性 
质 (《 有 了 明显 的 修改 )。 随机 过 程 5Q) 的 最 优 线性 预测 问题 是 寻找 
一 个 随机 变量 Er 6 好 (1 一 了 )， 使 得 对 任 一 元 素 n€ 2Z G 
= T),# 
ELECO 一 Er < E |š(z) 一 nl, 
这 个 问题 有 唯一 解 : F(E SOC) $ UT) 上 的 投影 ， 令 
aT) = (T) =V E|šG) — El. 

6(T) 是 预测 的 均 方 误差 , 它 是 TT 的 单调 非 增 函 数 且 0 SCT) < 
o. WẸ lim6(T) = c, 则 过 程 称 为 正则 的 (完全 非 决定 性 的 )， 如 
果 对 基 一 T.,6( T.) 一 0, 则 对 任意 z, AOC a 一 7,)。 因 
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此 ,对 任意 
DE [) i — kT) 
k=1 


且 对 所 有 T> 0 有 è(T)=0. 在 这 种 情形 ， 过 程 称 为 奇异 的 
《决定 性 的 )。 非 奇异 过 程 我 们 称 为 非 决 定性 的 . 

定理 1 的 证 明 方 法 可 以 直接 运用 到 具有 连续 时 间 的 过 程 上: 
任 一 平稳 过 程 可 有 分 解 式 

EGE) = nG) HEC), 

其 中 nG) 正则 且 EO 是 奇异 平稳 过 程 , nG) 580) 不 相关 且 从 
ET ECO). 

类 似 于 定理 2 的 是 如 下 的 

定理 5 为 使 平稳 过 程 x(?) 是 正则 的 ， 其 必要 充分 条 件 为 
n(z) 可 表 为 下 面 的 形式 ， 


a) 一 | G — a), (17) 
其 中 CC) 为 具有 正 交 增 量 的 标准 过 程 且 
gz) = ED), | Ola < oo. 


根据 §7 定理 4 ,上 述 定理 等 价 于 下 面 的 
定理 6 平稳 过 程 为 正则 的 必要 充分 条 件 为 它 具 有 谱 密 度 
u) B 


| lKa) jx > —co, (18) 
-> 1 + : 


我 们 首先 证 明 , 表 为 (17) 的 过 程 是 正则 的 。 为 此 目的 ,我 们 引 
进 随机 变量 1() 在 Bp ,1 一 T) EBRE nre). BA 
T) 一 Y(t 一 T), 随 机 变量 ma) 可 以 写 为 如 下 形式 : 
m= | PCO). 
Br, nG) 一 xG) 必定 正 交 于 任 一 gE 好 (1 一 T), 并 且 
特别 正 交 于 一 54), 其 中 4 是 任 一 包含 在 《一 00st — T) 中 的 
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可 测 集 ， 由 于 | 
EGG — nO TEA) = | aG — x (ods 


一 人 oG) Ca: = | (aG — 5 — oG) 

# oG) — G — s) < — T. 因此， 
nr) = |” aG — Cd) 

且 


MOL = Eln = (ele — la 
| -J lehas. 
这 样 一 来 , 当 T — co 时 lOl 0， 它 表示 过 程 10 是 正则 
的 ， 反 命题 更 为 深刻 ; 每 一 正则 过 程 可 以 表 为 (17)， 或者， 等 价 
地 ,每 一 正则 过 程 具有 满足 条 件 (18) 的 谱 密 度 u). 

为 了 证 明 这 一 结果 ， 我 们 将 利用 类 似 于 对 于 具有 离散 时 间 的 
过 程 所 得 到 的 结果 ， 
HEO 是 任 一 平稳 过 程 且 


EC) 一 | e#!“y( du) 
E sQ 的 谱 表示 。 借助 于 变换 «=, ME v MEA BHI 
(一 oo,oo) 变 为 在 区 间 (一 x,x) 上 ,用 了 表示 被 变换 后 的 测度 。 我 
们 规定 过 程 EG) 对 应 于 平稳 序列 EC) 一 KE) jh 

Ea) = |” 540), 


现在 我 们 利用 如 下 的 事实 (将 在 以 后 证 明 ): HEEG 正则 的 充 
分 必要 条 件 为 过 程 EC) 是 正则 的 ( 引 理 7)， 因 此 ,如 果 %wGQ) 是 正 
则 过 程 , 则 JC) = K(%) 是 正则 序列 ， 如 果 X06) 是 它 的 谱 密 度 ， 
则 由 $7 定理 2 


| Inj(0)40 > 一 oo。 (19) 
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而 那 时 过 程 (2) 同样 具有 谱 密 度 u), HE O + wf) 一 
FCO), 0 一 2arc 包 w。 因 此 从 (19) 推 得 (18 )。 定 理 证 毕 ， 

现在 证 明 在 定理 证 明 中 应 用 过 的 结论 . 

设 ECz) 是 任 一 平稳 过 程 , B. Ea) 为 上 面 所 述 的 借助 于 对 应 
关系 天 所 定义 的 序列 . 

引 理 6 RAFA .24(0) = 2F4(0). 

证 . 我 们 证 明 一 x)€ ÆC), s> 0 (对 于 > 一 0 是 显 


然 的 )， 注 意 到 e 一 一 省， 因此 


Ë(— n) 一 Was) = f (Y san), : 





-ce\ + fu ⁄ 
另 一 方面 
—; oo | 
l—iu 一 一 1 一 一 1 十 a| eivesrds, 
l+ iu l Fiu -w 


k, (1 iayl, HEA S aet n < 0, 在 任 一 有 限 区 
iu z 


间 ( 一 4,4) 上 一 致 收敛 的 有 界 函 数 序 列 返 近 . 从 而 得 到 EC n)E 
多 0)。 我 们 现在 证 明 , 对 <0, EE zO). 

由 于 在 下 面 的 积分 中 的 最 后 一 个 积分 的 被 积 函 数 在 0 < o < 
1 以 及 上 二 0 时 一 臻 有 界 ,我 们 有 


El) = | ey( du) = | ee t e” — 1}a(a0) 








ez 十 1 
= tim |° apf loe” acao) 
P11) -x 1 十 oe 9 . 
另 一 方面 ,由 等 式 
1 — pe” -0) S -ing 
———Y 一 1 一 1 — 1 )“o” in 
PE oe” 《1 一 ps ) 2, ( )"p"e 


得 到 , 前 述 的 被 积 函数 可 以 用 形 如 > cte -的 函数 一 致 逼近 (pe 
k=0 
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是 因 定 的 )。 因 此 ,对 于 <0, (De CO). 引 理 证 毕 ， 

引 理 7 WREE = EL + nG) ERE EO 的 一 个 分 解 ， 
EEO 分 解 为 奇异 和 正则 分 量 ， 则 等 式 EC) = K(š,) + Kla) 
E EG) 的 一 个 分 解 , 把 ¿Cn 分 解 成 同样 的 分 量 ， 

W. EREL A OCH Ga), ré (—co, co) 的 充分 必要 
条 件 为 Alna), n= 0, 1,0, 事实 上 ， WR 
KACO) NM 2#;(0)= ZF, (0)C2Z,(0)= (0), 
AE ZF; G) = SAOS 2#¿(0) = @Z¿ (2, HEERE 
关系 式 中 。 过 程 (SGD), E) 与 (Ë (n), Ea) 的 地 位 可 以 交 
H. 还 注意 到 ,由 于 测度 » 从 属于 过 程 人 (2, 一 0 < : o}, 
一 ZZ, 其次, REO 是 一 奇异 过 程 。 则 26 = 2, = 
2#,(0) = 20). 这 意味 着 E(x) 是 奇异 过 程 ， 类 似 地 ， 我 们 
得 到 Cn) 的 奇异 性 蕴含 了 C2) 的 奇异 性 ， 设 EO 是 正则 的 。 如 
果 Ë n) 不 是 正则 , 则 我 们 有 等 式 £(n) = Ela) + # (n), 其 中 序 
F Eln) 是 奇异 的 且 完 全 从 属于 EG). 这 一 分 解 对 应 于 分 解 
ED 一 号 (十 力 ( 人 ,其 中 ,正如 前 所 证 ， G) 是 一 个 奇异 过 程 且 


完全 从 属于 (0D)、 然 而 ,这 时 N AODA G) = Æa (0) 





和 关 0, 这 与 过 程 5(z) WEWETE. Rie, WE EG 是 正则 的 ， 
则 必 E(n) 也 是 正则 的 ， 类 似 地 ,可 以 证 明 逆 命题 。 从 而 得 到 引 理 
的 断言 ， 、 

对 于 平稳 序列 的 预测 所 得 到 的 结果 ， 现 在 可 以 搬 到 具有 连续 
时 间 的 过 程 上 ,只 须 在 公式 的 叙述 和 证 明 过 程 作 某 些 修改 就 行 了 ， 
在 这 一 情形 需要 用 到 具有 连续 时 间 的 平稳 过 程 谱 表示 以 及 援引 引 
理 2 和 $7 的 定理 3 与 定理 4 的 结果 . 

例如 : 引 理 4 的 叙述 逐 字 逐 句 搬 到 关于 具有 连续 时 间 的 过 程 
上 ,而 仅 需 在 证 明 中 作 平 凡 的 修改 。 类 似 引 理 4 ,有 下 面 的 

定理 7 AEAEE 是 非 决 定性 的 必要 充分 条 件 为 

| In f(u )du > 一 oo， 
-> ] + 
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其 中 a) EIE EO 的 谱 测 度 F 的 绝 过 连续 分 量 的 导数 , 
若 EG) = nG) 十 Et) 是 过 程 &(z) 分 解 为 正则 和 奇异 分 晤 
的 一 个 分 解 , 并 且 根 据 定 理 5 
a) = | G — Das), 
则 ü E 
了 一 人 
EO = | ae = NEA) + EO, 
而 且 最 优 预 测 的 均 方 误差 由 式 
PCT) = f PO 
确定 。 对 于 最 优 预测 的 另 一 表示 式 有 如 下 形式 : 
| pa __ hr(iu) y( du 
5 一 | eji — G an), 


tu 


其 中 v EIE EC 的 随机 谱 测 度 ，h(in) = =l, a(s) ee ds, 





hr (iu) = vaa Oe 函数 AGa) 由 谱 密 度 f(x) 根据 $7 


m 


式 (23) 决 定 ， 
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第 五 章 ” 范 数 空间 上 的 概率 测度 
$ 1. 对 应 于 随机 过 程 的 测度 


关于 由 取 值 于 距离 空间 2 中 的 随机 过 程 的 有 限 维 分 布 构造 
概率 空间 的 Konmoropos 定理 特别 指出 ,如 何在 可 测 空间 (. 多 B) 
上 构造 测度 w。 使 得 对 任 一 柱 形 集 c , 值 CC ) 与 随机 过 程 的 样本 
函数 属于 c 的 概率 相同 ,其 中 .多 是 所 有 取 值 于 :有 2- 的 函数 组 成 的 
空间 ， 而 多 是 包含 所 有 多 中 的 柱 形 集 的 最 小 代数， 这 个 测度 
k 称 为 对 应 于 随机 过 程 Cz) 的 测度 。 并 且 不 论 随机 过 程 8(7) E 
义 在 怎样 的 概率 空间 上 ， 这 个 测度 恒 能 构造 。 如 果 过 程 8(1, o) 


定义 在 概率 空间 {0,5,P} 上 ,了 是 由 对 应 关系 o 一 > E, o) 
所 定义 的 从 2 到 .多 中 的 一 个 映 象 ， 而 S 是 由 形 如 TC 的 集 所 
产生 的 S 的 子 代数 ,其 中 Ce 允 , 则 测度 “是 在 映 象 工作 用 下 测度 
Ë 的 象 和 是 测度 P 在 e, 上 的 收缩 , 即 
mAC) 一 PCT-C)。 (I) 
可 测 空间 (多 ,四 ) 和 定义 在 它 上 面 的 测度 上 很 方便 地 用 来 研究 只 
给 了 有 限 维 分 布 的 随机 过 程 。 借 助 于 这 些 特性 ， 可 以 研究 具有 给 
定 的 有 限 维 分 布 的 过 程 存在 性 ,具有 给 定 的 正则 条 件 的 样本 函数 ， 
以 及 研究 过 程 样本 函数 的 各 种 泛 函 ,随机 过 程 的 变换 等 等 . 
现在 考 起 随机 过 程 的 样本 函数 的 可 测 泛 函 。 我 们 称 任 一 定义 
在 概率 空间 (7 ,g%,w) 上 的 随机 变量 为 随机 过 程 EO 的 泛 函 . 有 
时 考虑 稍 广 些 的 一 类 随机 变量 是 方便 的 : 即 随 机 变量 定义 在 
CF ,8,g) 上 ， 其 中 (8,0) 是 测度 (SO 的 完备 化 。 因 为 对 于 
任 一 定义 在 (7,5, p) 上 的 随机 变量 ， 可 以 找到 这 样 一 个 在 
LF ,83,4] 上 的 随机 变量 E, 使 得 上 一 5(mod 有 ,因而 原则 上 是 没 
有 区 别 的 。 然 而 , 当 我 们 构造 各 种 各 样 的 具体 泛 函 时 ,我们 也 可 以 
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获得 急 可 测 渤 阔 。 显 然 , 这 可 以 用 较 精细 的 构造 予以 避免 ,但 我 们 
不 这 样 做 . 

过 程 的 样本 函数 的 每 一 个 泛 函 都 是 被 过 程 的 值 所 决定 。 我 们 
证 明 , 上 面 引 入 的 一 类 泛 函 就 是 这 样 的 ， 如 果 在 R” 中 存在 这 样 
一 个 Bore AR jx ttam) 及 点 6 tm 使 得 Kx()) 一 
fm(x《),…* sC n) RAIRE {x《，)) 为 柱 形 的 。 如 果 fm E 
续 , 则 柱 形 函 数 亦 称 为 连续 的 .显然 ,， 任 一 柱 形 泛 函 是 3 可 测 的 . 
且 因 此 在 {多 ,8,n} 上 也 就 确定 了 一 个 随机 变量 。 此 外 , 泛 函 的 
值 被 过 程 的 样本 函数 决定 : 

IEC) 一 加 (EC EC))， 

f(E)... S(tm)) 的 分 布 与 【多 ,3, u} 上 的 随机 变量 
EOD 的 分 布 相同 。 自然 认为 , 过 程 #(z) 的 样本 函数 的 泛 函 是 
这 样 一 个 随机 变量 y, 对 于 它 ,可 找到 一 柱 形 泛 函 序列 C) 
使 当 m — co 时 依 概率 有 PEC >n. 我 们 指出 ， 在 这 一 情 
KEARN OC) 依 测 度 & 收 敛 于 某 一 和 可 测 泛 函 。 这 由 
关系 式 

ACEN GCE) — CE > 8}) 

= P{ PEC) — PEC) > e}, 
《这 等 式 是 式 (1) 的 特殊 情形 ) 以 及 EC) 依 概率 收敛 性 得 
到 。 我们 现在 证 明 , 对 每 一 号 可 测 泛 函 1。 存在 柱 形 泛 函 序 列 Fb 
RWE AKAT. 为 此 ,只 须 证 明 ,对 每 一 可 测 集 4 ,存在 一 柱 形 


集 序列 C,, WEIB x. G) — =Z G). E % 是 满足 上 述 性 质 的 集 
合 的 全 体 , 则 : 1) % 是 一 个 代数 ;2) 它 是 单调 类 ;3) 它 包含 全 体 柱 
形 集 ,这 意味 着 3 是 代数, 并 且 与 8 相同 . 

TR MEIE EO 是 被 定义 在 概率 空间 {9, 5, P) E, 而 
€ 是 上 面 引 入 的 "代数 ， 则 所 有 S 可 测 随机 变量 是 瞄 .) 的 泛 
bB. 如 果 (o) 是 S 可 测 变量 , MU. m《w) 一 XTo)， 其 中 了 是 某 
一 V TWR. 我 们 将 号 为 x(o) = (CEC: wo))。 

由 关于 在 积分 中 的 测度 变换 公式 得 到 ,对 每 一 泛 函 1, 关系 式 
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EKSCo)) = | Cda) 0) 


当 上 式 右边 积分 有 意义 时 成 立 ， 

现在 我 们 考虑 在 比 全 体 函 数 空间 小 的 函数 空间 上 构造 测度 的 
可 能 性 问题 显然， 可 取 任 一 9 可 测 集 多 。 使 得 (Fo) = 1, 
并 且 考 虑 F. LOWE. 但 所 有 有 意义 的 函数 集合 不 是 BEAN 
集 , 因为 函数 的 任 一 % 可 测 集 被 至 多 在 一 可 数 点 上 的 函数 的 性 质 
所 确定 。 但 这 不 能 确定 诸如 连续 性 ， 可 微 性 , 没有 第 二 类 不 连续 
点 ,可 测 性 等 . | 

因此 , 自然 地 用 下 面 的 方法 处 理 在 某 一 函数 空间 多 。 上 的 测 
EWE., 设 空间 多 是 这 样 一 个 空间 , 对 多 ,中 每 一 柱 形 集 C, 
CAF RZ., WE 多 。 中 可 以 考虑 包含 全 体形 如 Cn 多 ,的 集 
《我 们 将 称 它 为 多 ,中 的 柱 形 集 ) 的 最 小 9 代数 名。 在 多 ,中 的 
柱 形 集 Cs 上 定义 可 加 集 函 数 n (Co) 一 n (C), rh C|=C 1.. 
我 们 指出 ， 这 定义 是 唯一 的 : 如 果 C = CS, H Co 一 Cn 
Fo MZR [(C 一 C)U(C, — CNF, Ef, 故 C >< C, 
是 不 可 能 的 。 显 然 ，pw 是 可 加 非 负 集 函 数 ， 为 使 na 可 以 扩张 为 
,上 的 测度 、 其 必要 充分 条 件 为 : 对 多。 中 任 一 柱 形 集合 序列 


C3, 使 得 U c= F REKER D m (C3) 2 (2) = 1. 


这 一 条 件 等 价 于 : 对 任 一 柱 形 集合 序列 C"C 多 ,使 得 
U CDF., A2 KC) 


借助 于 测度 “我们 定义 外 测度 we* 如 下 ; 对 任 一 集 4 
CA) = ntf) (cs): Uc°sə4l. 


则 在 B, 上 能 构造 测度 m 必须 有 : CF) 一 1。 此 时 ， 对 一 切 
AE B83, 有 m(4) = p*《4 )。 我 们 来 证 明 这 一 点 ， 我 们 注意 , 对 任 
一 多 可 测 集 5, Sn 多 ,一 由 有 从 S) 一 0。 事实 上 ,不 然 的 话 ， 
= — SDF oan ANE 
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(FOF — s)=—= KF —S)= 1— (S) < 1. 
显然 ， 代数 3, 是 形 如 An 多 ,的 集合 组 成 ， 其 中 4 是 多 可 测 
E. 

S AEB E.A SAN F o W AA) 一 p(4). 这 一 定义 
是 唯一 的 ,因为 ,如 果 4, = An, = A NF a W] (4 一 4')U 
(4 一 4)C8 一 多 因此 p(4) = lA) EER z, EE D 
上 的 可 数 可 加 测度 : ”如果 人 委 互 不 相交 且 A= ANF. 则 对 
k> j, ANLC — S”, B. pCAtN di) = 0. 因此 


FUAS) = (U At) = 2; (At) = 2 aC A). 
k 


此 外 ,对 任 一 柱 形 集 Co zo( C0) = x (C). NIE B = jn。 男 一 
方面 ;如果 4 = An 多。 f 
(A) = inf{pCA’), 4' 6 BA IDA) = aCA). 

所 以 ， 对 应 于 随机 过 程 的 测度 可 以 在 具有 外 测度 为 工 的 任 一 函数 
集 多 。 上 考虑 , 且 在 这 一 集合 上 ,这 个 测度 与 外 测度 相同 。 

空间 {Fo Bap) 上 的 可 测 泛 函 是 怎样 的 呢 ? 我 们 证 明 ,对 
于 任 一 8 可 测 泛 冰 f(x) ,存在 这 样 一 个 3 可 测 泛 孙 f(x) ， 使 得 
对 x € 2”, 有 IÇ) = hlr). & Ep” 是 8, 中 由 式 

. K K+ 1 

E = fe; > < br) < > 

所 定义 的 一 个 集合 。 用 E RRE E)” = EN F. BJ % nj 
WER. 常常 可 以 选取 集合 Rs” 满足 如 下 条 件 : 


1) 对 固定 的 n, E 互 不 相交 ( 和 否则， 我们 可 以 考虑 用 集合 





Ja >0,k= 0,1,2, 


pr 一 Bo" U Eim RRE). 


2) Ek, n = pnh U E+!, n+l 〈 可 按 另 一 方 式 令 Ñk nti ~ 
Ebr f) East, Eaktisti 一 pen — Eann), 现在 定义 水 数 a), 


它 在 集 EM 上 等 于 起, 并 且 如 果 z€ U Et", 它 等 于 例如 十 o0. 这 
k 
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时 JG) f+ (x) < (x) +Z, 因此 p” (x) -HAF 


可 测 函 数 je] 此 外 ;如果 ze Fo, VOE) — hC) | <Š. 因 


Hs Hre SF B] J (x) ha, 因而 当 x6 .多 ,时 h(a) 一 
1(*)。 设 另外 存在 一 个 S 可 测 函数 e), CE 多 。 上 与 hC) 相 
E. MU 可 测 集 (z; f(x) 关 放 (7 与 多。 不 相交 ， 因 此 有 产 测 
度 为 0 ， 所 以 ,每 一 D 可 测 函 数 可 以 唯一 地 (mod a) 扩张 为 一 个 
S FWAR. 

上 面 最 后 的 叙述 表明 , 把 测度 搬 到 较 小 的 空间 多 。 上 ， 这 对 
于 随机 过 程 的 泛 函 的 研究 不 起 本 质 的 作用 ， 然而 ,定义 在 多 。 上 
的 泛 函 常常 有 更 明显 的 意义 。 例如 , 如 果 Fo TERREN, 
URZ 


pe) 一 sup z(2) 


是 多。 上 的 可 测 泛 函 .这 个 泛 函 可 以 按 公式 
f) 一 sup xG) 


扩张 到 多 上 ,其 中 是 变 元 值 的 可 数 处 处 稠密 集 . 显然 ,第 一 个 
形式 的 泛 冰 有 更 自然 的 形式 ， 

下 面 的 情形 在 研究 测度 和 把 它 搬移 到 .多 。 上 去 的 可 能 性 时 是 
很 重要 的 : 在 许多 时 候 可 以 找到 变 元 值 的 可 数 集 N. EQ o 代数 
gx 的 完备 化 与 名 相同 , 其 中 B 为 由 上 N 时 x(t) 确定 的 柱 形 集 
所 产生 的 最 小 9 代数 。 因 此 ,如 果 过 程 是 随机 连续 的 , 则 变 元 值 的 
任 一 处 处 稠密 集 都 可 以 选择 作为 N， 当 过 程 是 单 边 随机 连续 时 的 
情形 同样 亦 真 。 可 以 引信 这 样 一 个 集合 存在 性 的 简单 的 必要 充分 
RIF. 

引 理 为 使 这 样 的 集合 NN 存 在 ,使 得 BB" 一 Š, 必要 充分 条 件 
是 关于 测度 4 为 平方 可 积 的 AMRA Hiber 空间 Ze) 
是 可 分 的 . 

VE, 如 果 这 样 的 Y 存 在 , 则 由 SZ (a) 55 Z Cu" )( a" 是 测度 
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4 在 BY 上 的 收缩 ) 相 同 这 一 事实 得 出 , 八 ,() ETS L Ka”) 
的 可 分 性 是 由 于 这 些 事实 得 到 ， 即 有 界 柱 形 函 数 在 它 里 面 是 稠密 
的 ,依次 地 ,连续 柱 形 函数 在 有 界 柱 形 函 数 集中 是 稠密 的 ). 
MES L(A 可 分 且 h. h. E LC) 中 的 一 个 基 。 对 
每 一 % 可 测 函数 有 存在 这 样 一 个 可 数 集 Ni, 使 得 所 对 8M 可 测 ， 


这 是 由 于 柱 形 函数 逼近 太 的 可 能 性 而 得 到 的 , 这 时 可 取 UJ N, 作 
k 


XN, 

注意 ,不 应 该 把 "存在 使 得 B — S” 与 "存在 N 使 得 过 程 是 
N 可 分 等 价 混为一谈 可 分 等 价 的 构造 对 应 于 测度 4 向 所 有 
可 分 函数 集 F, LORE. 

然而 ， 为 了 检验 过 程 的 连续 性 ， 不 论 过 程 是 N 可 分 的 或 是 
D 一 本, 均 只 需 考虑 过 程 在 集 N 上 的 值 即 可 。 第 一 种 情形 在 第 三 
章 $ 5 已 经 考虑 过 ， 而 在 第 二 种 情形 ,应 当 注 意 ,对 集合 多。 的 外 
测度 计算 只 须 利用 S 中 的 柱 形 集 . 

在 这 一 节 的 最 后 ,我 们 叙述 在 集合 CCF 以 及 多 CF k 
保证 测度 的 构造 的 一 般 条 件 ,其 中 @ 是 连续 函数 集 TZ 是 没有 
第 二 类 不 连续 点 的 函数 集 。 显 然 ,在 第 一 种 情形 ,过 程 是 随机 过 终 
的 ,而 在 第 二 种 情形 ,过 程 的 随机 不 连续 点 不 多 于 可 数 个 ， 在 这 两 
各 情形 容易 找到 这 样 的 入 ， 使 得 D= SN 是 变 元 人 的 可 数 处 
处 稠密 集 )。 我 们 将 假定 ,过 程 本 身 在 第 一 种 情形 是 定义 在 某 一 取 
集 X 上， 而 在 第 二 种 情形 是 定义 在 闭 区 间 上 。 相 应 的 集合 外 测度 
的 计算 由 于 可 以 找到 包含 集合 及 多 的 最 小 %" 可 测 集 而 简化 。 

ES 上 测度 存在 的 条 件 为 使 测度 + 可 以 搬移 到 上 的 必 
要 充分 条 件 为 下 式 满足 : | 

1 

(U n NA EW -A < 


rel I=1 ¿EN lt-sl<} 
TEN 


容易 验证 ,测度 4 的 符号 下 圆 括 弧 中 所 示 集 合 是 包含 名 的 最 
小 B* 可 测 集 《 为 此 只 须 考虑 郊 数 (0) 仅仅 定义 在 N 上 就 可 以 
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Y). 
ED 上 测度 存在 的 条 件 DEWE. A 8 É Ej 22 上 的 


必要 充分 条件 为 
-NU A, po bo- 


UfeC): le) — e <-1])= 1, 


HAR CO) RARO RER ERA EEE EMRE A 19 
号 下 的 圆 括号 中 的 集合 是 包含 多 的 最 小 S 可 测 集 ( 参 网 第 三 章 
§ 4)。 


$2. 距离 空间 中 的 测度 


在 前 一 节 里 ， 我 们 指出 了 对 应 于 随机 过 程 的 测度 z 从 全 体 函 
数 空间 .多 - 搬移 到 某 一 较 小 的 函数 空间 久 , 上 的 可 能 性 ， 在 这 一 
节 里 。 我 们 感 兴趣 的 是 当空 间 多 ,为 可 分 距离 空间 ， 而 "代数 S 
与 多 。 中 的 所 有 Borel 集 的 o 代数 相同 时 的 情形 。 为 此 ， 我 们 考 
JÉ 多 等 于 实 连续 函数 空间 E 时 的 情形 。 显然 ， 是 具有 距离 
为 op(x,y) = sup|x(2) — yO] 的 距离 空间 ， 如 果 我 们 考虑 定义 


在 紧 集 上 的 过 程 , 则 多 是 可 分 的 。 我 们 证明, 8B, 与 Bord 集 的 o 
代数 相同 ， 首 先 我 们 注意 到 , 柱 形 集 (rC): DEDNE EQ 
中 的 Bore 集 , 其 中 4 是 Bord 集 。 因此 ， 所 有 B 中 的 集合 是 经 
中 的 Bora 集 。 为 了 验证 多 中 的 所 有 Borel EEF s 代数 S, 只 
须 证 明 任 一 儿 中 的 闭 球 属于 %,. | 
令 
3 一 {tz('):suplz(o — y(z2)] < o) 
ERLA Eg, EBX PAER. M 


s= ZN| NLO): 1z(D — yCa))] < oj| ,| 
EN 
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其 中 六 是 在 变 元 值 的 定义 域 中 的 任 一 可 数 处 处 稠密 集 
正如 我 们 在 下 面 看 到 的 ， 在 没有 第 二 类 不 连续 点 的 函数 空间 
急 中 同样 可 以 引入 距离 ,使 得 %, 与 多 中 Bored 集 0 代数 相同 。 今 
后 所 讨论 的 空间 的 具体 形式 是 无 关 紧 要 的 。 我 们 将 考虑 某 一 具有 
元 素 x, ys 和 距离 为 p(x, y) 的 抽象 可 分 距离 空间 27. 用 多 
ARA 中 的 Borel 集 代数， 并 且 测 度 z AEE E., WRK 
EHR- TE MA Ek 表示 定义 在 入 上 的 所 有 连续 有 界 函 数 
HZH, Ca 简写 为 多， 在 x 中 自然 引 人 距 离 
pr(f, g) = supl ix) — g(x)|. 


在 受 上 的 连续 函数 构成 较 简 单 但 同时 又 是 充分 广泛 的 一 类 函 
数 ; 从 这 些 函数 出 发 ， 借 助 于 极限 运算 可 以 得 到 所 有 的 轰 可 测 


函数 。 因 此 测度 ”完全 由 积分 | 1(Cz)w(dz) GEE) 的 值 所 决定 : 
取 序列 J, e 名 ,使 得 f 一 >X4， 从 而 可 以 找到 CA), 其 中 X 是 
罗 中 的 集 4 的 示 性 函数 ， 在 许多 时 候 ,测度 :是 没有 给 定 的 ,并 且 
不 知道 它 是 否 存在 .而 仅仅 给 定 积分 LO) = TOLC 的 值 . 


发 生 如 下 的 一 个 问题 : 在 什么 条 件 下 ,定义 在 多 上 的 泛 函 志 ( 力 可 ` 


以 表示 成 为 关于 某 一 有 限 测度 的 积分 形式 ? 在 完备 的 距离 空间 ， 
这 一 情形 的 答案 是 由 如 下 的 定理 给 出 ， 

定理 1” 为 使 定义 在 给 定 的 完备 距离 可 分 空间 如 上 的 连续 有 
界 函数 空间 E LIZA LG) 可 以 表 为 


L = | IG)a(2e), (1) 


《其 中 2 为 加 上 的 有 限 测 度 ) 的 必要 充分 条 件 为 满足 如 下 的 条 件 : 
1) 对 所 有 的 2 0, LO) 0; 
2) L(C h + Ch) = CGL) + C,L(fh); 
3) 对 任意 8 > 0, 存 在 紧 集 上.。 使 得 对 每 一 个 水 数 (x)《 当 
z € Ks 时 ,f(x) 一 0) 满足 条 件 : 
ILODI < elif; 
r 314， | 


其 中 I| = suplie. 


证 . 必要 性 . 条件 1) 及 2 ) 的 必要 性 是 显然 的 。 由 于 对 满足 
条 件 3309 f, 下 面 的 不 等 式 成 立 ， 

[Kouao] = | a) < Is — k), 
故 为 了 证 明 条 件 3) 的 必要 性 ,我 们 证 明 : 对 任意 。 > 0 存在 这 样 
的 一 个 紧 集 K,, 使 得 u( 9 一 K.) < s. 令 Íz, k = 1, 2 
是 一 个 在 有 -中 处 处 稠密 的 序列 ,而 S) 是 中 心 在 ;半径 为 > 的 
闭 球 。 对 于 每 一 个 ,可 以 找到 这 样 一 个 W ,使 得 





KX) „l Ú S, Cx) | < rë, 
设 


-ñ 


=ñ U S; “(z,), 


s=1 k=1 
则 K, 是 闭 集 且 对 每 一 个 = 有 有 限 的 27” 网 .所 以 天 , 是 紧 集 。 其 
次 我 们 有 


o Na 一 " 
MU 一 K,) < > [= 一 U Sarl zk) )< >; e” = g. 
: k=1 


n=l n=1 


定理 的 条 件 的 必要 性 证 毕 。 

充分 性 . 令 忆 是 某 一 集合 。 假定 s(F)= infL(f)， 这 里 的 
下 确 界 是 对 所 有 f 0, HERY r € F 时 有 f(x) 之 1 的 ff 而 取 
的 。 如果 ECF') 一 0 (这 里 F' 是 F 的 边界 ), 我们 把 F 归 作 在 
类 %, 内 ， 我 们 证 明 ，%, 构成 集合 代数 且 z 是 8 上 的 可 加 函数 ， 
为 此 ,我 们 注意 到 ， 从 天 的 定义 易 得 (4UB) Sal) + alB) 
且 对 于 4CB 有 R(A)< KK(B), Rk KCK — FY) = FF'), 
而 ACCE UF: Y) < aC UF) S CF) tal) 因此， 使 得 
ACF) = 0 的 集合 F 构成 一 个 代数 。 我 们 现在 证 明 Z E 8L 
可 加 性 , 令 F, 和 F, 是 38, 上 的 两 个 不 相交 集合 。 我 们 证 明 
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R(F,UF,) > a(F) + al F,). 
取 任 意 s > 0， 可 以 找到 这 样 的 函数 1 及 g, r> 0, 1 > o> 0, 
E Llp) S< e, LO) SAC, + F,) +e, 3 z€ LFINLP,I" 
时 g(x) 一 1, 而 当 x€ F, UF: 时 e)l. 
其 次 我 们 令 
> r€ [F.], 
he) 一 { pl), z€ [F] 
且 由 连续 性 ,扩张 he 到 整个 空间 i 48 ESA OESO) 
+ p(x)( 如 果 g(z) 是 任 一 连续 非 负 扩张 ， 则 f(x) 一 min[ g(x)， 
IG) + p(z)] ).。 
令 f(x) = (z) 十 gd 一 大 (s) ,显然 大 是 非 负 连续 函数 且 
当 x€ Pa 时 f(x) = JG) > 1, 因此 
ACF) + aCF, ) < LUD + L(f) = LCH) + LCọ) 
=< ACF, U F,) +28, 
H s 的 任意 性 ;有 
B(F,) + A(F,) < ACF, UF). 
由 这 一 关系 式 及 aaa 在 3, 上 的 可 加 性 . 
注意 ,在 [F.]D [F] = $ 的 情形 ,函数 p(x) 可 取 为 0, 因 此 
对 于 这 样 的 集合 ,即使 不 属于 LAARA 
ACF, UF) = A(F) + aCF,) 
亦 满 足 ， 
现在 证 朋 ,E 可 以 扩张 为 ol3,) 上 的 测度 。 为 此 只 须 证 朋 , 对 
任 一 B 中 的 下 降 集 合 序列 Gn NG, =p, 当 2 一 oo 时 
PCG, 一 0。 设 这 一 结果 不 成 立 , 则 可 找到 这 样 一 个 在 %, 中 的 集 
合 序列 多 ,, 使 得 区 多 ,) > a > 0, 而 Z, 一 ó. 我们 注意 到 ， 
对 任 一 多 eg K s > 0， 存在 这 样 的 闭 集 F e B83,， 使 得 FC 多 
并 且 有 A(Z) SaF) + s. 
事实 上 , 令 f(x) 是 一 连续 函数 且 Fc 一 {x:fCx) = Ci， 则 对 





* (F) 表示 的 闭 包 ,一 一 译 者 注 
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一 切 C 《可 能 除去 可 数 个 ),A(CFec) 一 0, 因 为 对 不 同 的 Cis’ . C: 
集合 Fc,,*…, Fa 是 闭 的 且 互 不 相交 ,因此 


Saa) = R[ U Fa) < aG), 

用 JG) 表示 如 下 的 一 个 函数 : 4 <€ [r — 多] 时 f(x) = 
€ 
7 Es 

设 二 1 是 这 样 一 个 数 ， 使 得 2CF) 一 0。 用 S 表 示 集 合 
fx: > 11, 则 o 

a 1 .)= 1 l A e) + Š. 

zs) <L[T+1)= T LQ) < 1 aN) + Z. 
因为 Se 3, 故 A — S = (z: JG) < 1) Ë D 中 的 一 个 闭 集 且 

KE s= y >) = 9) 


一 三 一 ea(G) 一 一 7 IA K 一 多 ) 一 >= 





然后 选取 1 足够 接近 于 1， 使 得 一 一 


E, 


_ B 
4 a(R 多 ) 十 万 小 于 


现在 令 F, 是 @, 中 的 一 个 闭 集 , 使 得 FC 多 i 且 a(%,) < 


Ë (Ë,) 十 一 一 jr & F, = N F, IJ 


A(F,) 之 #(%,) 一 > ; AGr 一 Ë,) 
k=1 
z 1 8 
= ó 一 > 6 一 一 一 之 一 。 
k=1 2k 2 


因此 ,我 们 在 3, 中 构造 的 下 降 闭 集 序列 F,,# A( 下,) 2 全 ;并且 
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和 8 一。 现在 ,利用 条 件 3), 我 们 选取 这 样 一 个 紧 集 天 ,使 得 


对 所 有 的 (x) (4 z € K BF Go) = 0), 38 CD < = Il. 我 


们 证 明 , 对 所 有 的 "集合 F, 与 XK 的 交 不 空 ,事实 上 , 如 果 FANK 
= 中, 则 可 以 构造 连续 通 数 g(x), 使 得 0 志 g(x) < 1, B34 <€ F, 
时 g(x) 一 1, 3 x€ K 时 g(x) = 0, Xit A(F,) 志 L(g) 专 
lz =. 5 F, 的 构造 矛盾 .所 以 不 空 紧 集 序列 K, 一 Fun 大 
满足 K, 汪 Ksn B. NK, = p ERARA. 由 所 得 到 的 矛盾 推出 到 
ESB 上 的 可 数 可 加 性 以 及 它 在 (8) 上 扩张 的 可 能 性 。 Hek 
RE (8) 上 所 得 到 的 测度 。 现 在 我 们 注意 到 ,正如 已 经 指出 的 ， 
对 任意 连续 函数 f, 对 几乎 所 有 的 CEA {x:1(x) < C) EB. 
此 ,如 果 fe 儿 , 则 对 一 切 C, {x:f(x) < C}e a3,)， 所 以 我 们 得 
到 a(3,) 包含 BB， 最 后 我 们 证 明 等 式 (1) 成 立 ， 令 0 志 j1(x) < 1 
HC <O < C,-, < 1 < C,, 使 得 集合 {x:1(x) = Ci} 
€ go， 则 对 任 一 8 > 0 可 找到 这 样 一 个 连续 函数 glx) > 0, H 
当 z€ E, = (x: C, < IE) < Cin) 时 pl = 1, k= 0,---, 


n 一 1, 使 得 L(gpx) < x( E,) + =. 因此 


/73 一 1 n-li 
LD < L (> Cing) < PCB) +s 
=0 一 上 . 


< KOLCI +e + max( Cras — Ci). 
因为 。 + max(Chs 一 Ck) 可 以 选取 得 任意 小 ;故此 
LC) < (lar), 
类 似 地 
L(1)— L(J) = LG — D < (3) — (1da), 
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因为 LG) 一 (Sr), i—L(D < 一 | Kulde) 因而 等 式 
(1) 及 定理 证 毕 ， 

注 1。 由 定理 的 条 件 3) 得 到 ,对 任 -- 上 的 有 限 测度 4 及 任 
E e > 0, 可 找到 这 样 一 个 紧 集 KK, 使 得 nC( 多 ”一 K) < s. 

$2 不 难看 到 、 在 证 明定 理 条 件 的 充分 性 时 没有 用 到 完备 
性 ， 然 而 在 证 明 必 要 性 时 则 必须 用 到 完备 性 。 如 果 空间 27 是 它 

完备 化 P 中 的 Bora 集 ， 定 理 的 条 件 同样 也 是 必要 的 。 故 对 

IE— s> 0, 在 中 可 以 构造 这 样 一 个 紧 集 天, 使 得 ZDK B. 
aL — K) < e. | 

另 一 方面 ,如 果 4 REZEN nal EER 3) 必要 
#EBUTEHHZN 8 T HEREKE — K) < s HF 中 的 紧 集 天 (或 
者 是 .经 中 的 完全 有 界 集 尺 ) 的 存在 性 ,仅仅 在 那些 能 够 根据 连续 
性 扩张 到 整个 空间 E 上 的 函数 9 考虑 泛 函 L(p) (这些 函数 在 
经 ” 中 的 每 一 完全 有 界 集 KK 上 一 致 连续 ), 我 们 可 以 在 (. 委 ,5) 上 
构造 一 个 测度 天 ,其 中 怠 是 空间 247 中 的 Bored 集 的 0 代数 ,如果 
A 作为 E 的 子 集 有 与 测度 空间 . 铬 ( 即 与 亏 (1)) 相 一 致 的 外 测 
度 , 则 如 前 一 段 指出 的 ,测度 严 可 以 搬移 到 TE 上 。 为 使 空间 2 


的 外 测度 等 于 LC1), 只 须 任 一 使 得 了 pC > 1,x€ A 成立 的 


非 负 连续 函数 序列 p,, 满 足 不 等 式 2 Lp) > LG). 后 一 断言 


是 由 于 <” 中 的 任 一 集合 4 的 外 测度 可 以 定义 为 inf D) Llp) 
其 中 下 确 界 是 对 所 有 在 S 上 使 得 。 

| Zp) 21, red 
成 立 的 非 负 连 续 函 数 序列 pa 取 的 。 

所 述 条 件 等 价 于 : 对 中 的 任 一 单调 非 负 连续 函数 序列 pa 
使 得 当 ” — co, 对 所 有 的 ,p(x)40 时 ， 有 limL(q,) 一 0， 由 
关于 积分 符号 与 极限 交换 次 序 的 Lebesgue 定理 得 到 ,这 条 件 也 是 

e j19 * 


必要 的 . 因此 ,对 非 完备 空间 时 的 情形 有 | 

定理 2 为 使 定义 在 给 定 的 距离 可 分 空间 Z LOER A A 
函数 空间 多 ZALO 满足 式 (1)〈 其 中 4 是 2 上 的 有 限 测 
度 ), 必 须 且 只 须 洪 足 如 下 条 件 : 

1) 对 一 切 /> 0, LU) > 0; 

2) 对 一 切实 数 C1 与 C; 以 及 儿 中 的 ,有 L(C J, + C,h) 
一 CLCh) + C,L (h); . 

3) 对 任 一 下 降 的 非 负 函数 序列 pE 多 ,使 得 对 一 切 z, 
Pal) 一 0, 有 LC) — 0; 

4) 对 任 一 。 > 0, 可 以 找到 这 样 一 个 完全 有 界 集 kK, 使 得 对 
一 切 属于 多 BREA z€ K BP fü) 一 0 的 1 有 ILO)| < elfi. 

在 这 一 节 的 最 后 ,我 们 考虑 关于 连续 函数 的 积分 定义 ,这 时 的 
A 是 具有 了 距离 为 p(x,y) = sup|z(z2) 一 Yo)| 的 连续 于 [a, 5] 


的 函数 空间 ， 而 测度 上 是 对 应 于 某 一 随机 过 程 的 测度 .我们 假定 
已 知 这 个 随机 过 程 的 任 一 边沿 分 布 Farel daat ,dxi), 它 是 过 
程 在 点 n, 的 值 的 联合 分 布 。 用 a 表示 区 各 la, b] 的 其 一 
分 划 {a = 62 < 5 <... < t = h), |a] = max ll — 1. 


RER, WW (° < , < 9, | 
al) = Gl) + ETE OR) — P. 
tki 一 #k 
显然 ,xs(?) 是 在 分 划 a 的 分 点 上 与 (O 相同 的 逐 段 线性 函数 。 如 
果 x(:)€ 2 , 则 当 |a] 一 0 时 ,有 e(x(:), x.(:)) 一 0. 现 设 f 


HE- ERZA. MA z € 2 
IG) = lim f(x,), 


记 Kea) = (z), A hE) 是 连续 柱 形 泛 函 。 如 果 册 | < 
co, 则 ifall < JE, 3 B RE Lebesgue 控制 收敛 定理 * 有 


{Dan) = üm | fudr), (2) 
ER f(x) 具有 形式 pz) UE Bar y Su 
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的 积分 可 以 借助 宇 有 限 维 分 布 来 计算 : 


《2) 式 和 (3) 式 提供 我 们 关于 连续 泛 函 的 积分 定义 的 可 能 性 。. 
$ 3. 线性 空间 上 的 测度 。 特 征 泛 函 。 


BA 是 实 直线 。 则 定义 在 某 一 集合 T 上 而 取 值 于 2 WJ 
有 函数 x*(2) 的 空间 多 是 一 线性 的 实 空间 .。 ML 表示 所 有 在 多 
上 有 如 下 形状 的 线性 泛 函 1 所 成 的 空间 : 


I(x) 一 5 Cix n); (1) 
. PPT: 


其 中 ”是 任 一 正 整 数 ,(4, sr.) 是 过 程 的 定义 域 中 的 基 一 点 集 ， 
C, 是 实数 ， 在 $ 1 所 定义 的 代数 男 与 对 所 有 在 经 中 的 泛 函 为 
可 测 的 最 小 o 代数 相同 。 .在 男 上 的 测度 4 完全 被 它 在 所 有 可 能 
的 1, 形 如 desl) <a) 的 集 上 的 值 所 决定 。 这 是 由 于 知道 了 测 
B z 在 这 些 集 上 的 值 ,可 以 计算 积分 | 


jaa) = Eee {i D cucol, O) 


其 中 5() EISIR = OLLE. 因此, 我 们 可 以 计算 随机 变 
E EC), EG.) 的 联合 特征 函数 , 使 我 们 得 到 对 于 选取 的 一 组 
ETEW Ea) tets EO) 的 联合 分 布 。 这 样 一 来 ， 知 道 了 积分 
(2 ) 就 可 以 决定 过 程 5Cz) 的 有 限 维 分 布 ,因而 完全 决定 了 测度 z. 
当 测度 4 从 多 搬移 到 较 小 的 空间 多 ,时 ,这 个 空间 2 N 
常 也 是 线性 空间 ， 在 这 空间 上 至 少 定义 了 形 如 (1) 的 线性 泛 范 ,并 
且 在 多 ,中 的 %, 可 测 集 的 o 代数 也 与 对 所 有 形 如 (1) 的 泛 函 是 
可 测 的 最 小 代数 相同 。 综 上 所 述 , 为 了 在 这 一 情形 定义 测度 z, 
只 须知 道 在 多 ,上 的 所 有 线性 泛 函 的 分 布 就 可 以 了 。 当 考 看 各 
种 不 同 的 线性 泛 函 空 间 上 的 测度 时 ， 空 间 的 具体 形式 往往 是 不 重 
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要 的 、 因 此 ,从 下 面 的 一 般 图 式 出 发 是 方便 的 。 令 弛 -是 任 一 线性 
空间 (在 实数 域 上 )。St 是 某 一 定义 在 2” LORELEI) 所 
成 的 线性 集 。 用 名 表示 对 所 有 的 汉 函 1(x) € SZ 是 可 测 的 最 小 
代数 。 我 们 将 考 起 在 A 上 的 概率 测度 a. 测度 完全 由 它 的 特 
ÎEXZ oÁ 

X) = | Olda) (3) 


所 确定 。 现 在 我 们 证 明 这 一 结论 .我 们 称 形 如 {x:nake)e4 5 
I,(z) € 4,} 的 任 一 集合 为 逐 - 中 的 柱 形 集 ,其 中 # 为 某 一 自然 数 ， 
l. l, 是 红 中 的 泛 函 ,而 4 ,As 是 直线 上 的 Borel R. $ 
S 是 所 有 柱 形 集 的 代数 。 显然 ， 任 一 泛 函 16 Z , 对 于 S 是 可 
测 的 ， 于 是 (6) = % 因此 只 须 在 S 上 定义 测度 4 即 可 .如 
时 定义 在 S LEZA PORER p(x) = gE), ala), 
其 中 * 是 某 一 自然 数 ,，…。156 到 ,而 Gotti ,54) 是 # 个 变 元 
的 Bore 函数 , 则 称 9 HEERA, 并且 如 果 P 连续, 则 称 9 为 连 
续 柱 形 函数 .为 了 在 @ 上 确定 测度 z, 只 须知 道 连续 有 界 柱 形 通 


数 9 的 积分 | plead) 就 可 以 了 。 但 这 些 函数 是 形 如 


Tlr) = > Cie] i > tyli} (4) 
k=L j=1 
的 总 体 有 界 的 三 角 多 项 式 的 处 处 收敛 序 列 的 极限 ， 沿 须 注意 ， 式 
(3) 确 定形 式 (4) 的 函数 了 (x) 的 积分 值 | 
| TMa = D ca Da) 
， k=1 j=} 


RAB FRIEZA XG) 可 以 任意 到 什么 程度 ， 
1) 特征 泛 函 是 正定 的 : 对 任意 L 中 的 lis -h RAR 
G. ° "sO 


5 XC — lijaāi Z 0, (5) 


k,i=1 


‘pldx) 





> x 一 l Jay; = Í > ore KO 
k=l 


K.i=1 


之 故 。 t 

2) ZE XO) 在 下 面 意义 下 是 连续 的 : 当 D, — 1 RF, XO 

X(1), 其 中 1, 一 1 ERN E, 1,G)—1G). ` 
HREL 上 给 定 一 个 在 所 述 孝 义 下 连续 且 正 定 的 泛 函 XO). 

是 否 这 些 性 质 足够 保证 存在 一 个 测度 w, 使 得 式 (3) 被 满足 ? 我 们 

注意 到 ,对 任意 listetta aE í, 函数 Plss” ° fa) kas *( > ski, ) 


k=1 
是 变数 a... s, 的 特征 函数 , 因此 ， 在 =” 维 空间 中 存在 一 个 分 布 
py I (dui, °°, dun) 使 得 


plss ... ssn) = | i u (dua, °". dún), 


我 们 用 下 面 的 关系 式 定义 集 函 数 ， 
al{z: I, (z) E dit -l C2) € A.t) 


-| …| Pi (du ` * sdds). 
JA: An 


容易 证 明 , 当 用 几 种 不 同 的 方法 表示 同一 柱 形 集 时 ,我 们 得 到 关于 
函数 的 同一 个 表示 式 。 函数 “在 go 上 是 可 加 的 且 可 扩张 到 每 
个 0 代数 si 上 是 可 数 可 加 的 函数 。 这 里 Sb 是 表示 使 得 
EB heeh 为 可 测 的 最 小 代数， 因此 ， 对 任 一 有 界 Borel A 
数 go °... stn) 及 任意 1 可 以 定义 积分 


人 ga se ular), 
特别 
| empldr) = xC). 
JE, BEO 常 可 构造 一 个 使 得 满足 式 O 的 在 每 一 代数 
Spe 上 可 数 可 加 的 有 限 可 加 集 函数 x。 存 在 简单 的 例子 (在 $6 
中 给 出 BE z E 6。 上 不 常 是 可 数 可 加 的 ,因此 ， 它 不 是 常 可 能 扩 
张 成 给 定 的 加 上 的 测度 .然而 , 常常 可 以 构造 空间 A ttt — + 
扩张 客 , 在 它 上 面 存在 这 样 的 一 个 测度 z: 同时 F 也 是 线性 的 
° 373。 


EEZ 中 的 泛 函 可 以 扩张 到 F 上 使 得 它 在 这 二 是 线性 的 . 
我 们 证 明 这 是 可 以 做 到 的 . 

设 多 o 表示 所 有 定义 在 双 上 的 数值 函数 p(1) OE RAE 
以 取 无 穷 值 ， 但 有 确定 的 符号 )。 在 S 上 定义 一 个 实 随机 ' 冰 数 
5(7), 使 得 对 多 中 的 任 一 组 4 -, 1 随机 变量 E) -s Eln) 
的 联合 分 布 由 下 面 的 特征 函数 给 出 ， 


Eeep | ， > mC - «( > u). 


容易 验证 对 应 的 分 布 的 相 容 性 ， 因此 ， 从 第 1 章 $4 定理 2 得 到 随 
机 函数 ECO REEE., wao LEAF EU) 的 一 个 测度 ， 
我 们 把 测度 产 搬 移 到 较 小 的 空间 上 ， 

用 符号 Az 表示 在 Z 中 使 得 对 一 切 hs L, € Z 和 一 切实 数 
C, C, 有 | 

CC + CH) = CNN) + Cah) 

的 所 有 线性 函数 2(1) 所 成 的 集合 。 

我 们 证 明 , 集 合 4z 的 外 测度 等 于 1 


设 5, 是 在 .Fs 中 的 任 一 下 隆 柱 形 集合 序列 ,满足 门 s, n A; 


为 空 集 。 不 失 一 般 性 ， 可 设 集 S. HRA OEA L'e 4 上 的 值 
所 决定 ,其 中 (L. k= 1,2,…} 是 某 一 泛 函 序列 。 我 们 依次 写 出 
WEZA. I . 
S Cuh =o 
k= 
的 所 有 线性 关系 式 ( 如 果 la Shi 线性 无 关 , 则 系数 C nn” 
0, 反 之 Con = 02. 
设 D, = (@: ZC, pO) = 0), NJ 
中 一 ñ S, Nde = ñ (S ADN ND). 


因为 SnDn .mnD。 是 下 降 的 柱 形 集合 序列 。 故 由 关系 式 
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和 一 和 有 [SnPDinD ND] 


得 : 当 ” — 00 时 ADNA NAD, 一 $. 最 后 ,我 们 注意 到 , 对 
所 有 2 大 Do) = 1, AE ACS, NDN ND) 一 所 9 一 0。 这 
表示 Ae 的 外 测度 等 于 1， 因 此 ， 测 度 让 可 以 搬移 到 a, F. 其 
次 , 设 X, 是 .有 中 使 得 对 所 有 x< X. I e Z ,满足 1(x) 一 0 的 线 
ERE, mX 是 有 对 于 X, 的 商 群 。 每 一 个 元 索 re X' 可 以 看 
作 一 个 Z 上 的 线性 泛 函 : AU) 一 1(x), 其 中 * 是 x 按 modXs 的 
和 独 余 集 的 任 一 代表 。 现 在 我 们 用 Z 表示 偶 对 = (x31) 所 成 的 
集 , 这 里 xé Xo AeA Q PERA 有 映射 到 Xo 内 的 一 个 线性 
算 子 ,使 得 对 一 著 +€ X Pr = r, HE C) 表示 X' 中 x 所 属 的 
剩余 集 。 则 存在 Z 到 2 中 的 一 个 自然 嵌 和 人 : - 
x 一 > (Px,x'(x)), 
现在 F 上 定义 一 个 形 如 
F = (£ = (+1):1€ F), 
ARAR RAD, 其 中 € E: %( Thi FE, ARE A; 中 的 
子 集 的 o 代数, 在 它 上 面 定义 了 一 个 测度 a FERS eF) 
= (%), 并 且 证 明 这 就 是 我 们 要 找 的 测度 ， 注意 ， 泛 函 可 以 根 
据 公 式 
ICE) = K(a;2)) = 241) 
定义 在 .过 E. 这 泛 函 是 线性 的 且 它 在 考虑 作为 F 的 子 集 的 
只 上 与 1(x) 相同 : IG) = CPx; x+(x)))， 因 为 x*(*) 作为 一 
个 Az 的 元 素 是 被 公式 OOU) 一 1(x) 决定 的 。 最 后 考虑 积分 
G). MWE 闫 的 构造 得 到 ,在 柱 形 集 上 
| Paaa) 一 |z ace) = Eein 一 Xx). 


所 以 上 “就 是 所 要 求 的 测度 . 

当 X, 是 由 一 个 元 素 { 0 } 构 成 的 时 候 ,构造 $ 特别 简单 ， 下 
面 就 是 这 样 的 情况 .如果 泛 函 集 S 是 如 此 的 理想 ;以致 对 2 中 
的 任意 偶 对 += 为 ,可 找到 这 样 的 泛 函 ?使 得 za) 去 (x)， 这 
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时 可 选择 空间 4, 本 身 作 为 29 ,并 且 每 一 个 元 素 xe A, REA 
式 
x(1) = L(x) f 

决定 4z 中 的 一 个 元 素 。 显然, 在 . 上 的 任 一 个 测度 ,在 乡 上 决 
定 了 一 个 特征 泛 函 X(1), 然 而 它 不 一 定 是 在 条 件 2) 中 所 指出 的 那 
种 意义 下 的 连续 .为 使 条 件 2) 满 足 , 必 须 且 只 须 使 得 测度 £ R A£ 
如 下 的 性 质 ， 对 任 一 序列 !。 使 得 对 于 所 有 z € 级 ,1,G) 一 0, 依 
测度 有 有 1,(2) -> 0。 我 们 还 注意 到 ,如 果 A ML 用 这 样 方法 
选择 , 即使 得 A; 与 A 相同 , 则 我 们 构造 的 测度 将 是 A 上 的 测 
EE, | 
现 设 经 .—syE Gs e uj y 2 [B]. HJE2S0WFE 2 RES 
线性 泛 函 的 空间 A * CR a RS z* 表示 ) 作 为 经。 对 所 
AZA r*a) 是 可 测 的 最 小 o 代数 与 在 绝 中 所 有 Bore HJ o IÑ 
£ 3 相同 。 在 上 任 一 概率 测度 4 由 它 的 特征 泛 函 

X(z*) = Jan) 
所 决定 , 这 个 特征 泛 函 是 正定 的 , BE Z * ERER., WRA 
定 了 具有 这 些 性 质 的 泛 函 六 x*)， 则 可 以 在 所 有 柱 形 集 的 代数 G, 
上 构造 一 个 有 限 可 加 测度 x。 当 2 是 可 分 空间 时 , 我 们 可 以 找 
到 必要 充分 条 件 , 使 得 这 个 测度 可 以 扩张 到 器 上 是 可 数 可 加 的 ， 
为 此 要 求 对 任 一 满足 条 件 [) Sa $ B s,3S,., 的 柱 形 集 合 序列 


SA CS) 一 0。 设 集合 S. 形 如 (z; G). ,1,(*))€ A"), 
其 中 A" 是 R” 中 的 Bord 集 。 如果 A" ER" 中 是 一 闭 集 , 则 称 S, 
是 闲 的。 因为 对 任 一 s, > 0, 可 以 找到 这 样 一 个 闭 集 Fca", 使 
得 
p52) 一 PCftzr:(Cn(s) .1,G))68 FY < e,, 

因此 只 须 验 证 ,只 要 在 闭 集 S。 上 连续 就 行 了 。 利 用 这 个 结果 ， 我 
TIRES 上 具有 给 定 特征 泛 函 的 测度 z 存在 的 条 件 . 

jk (zËG),k = 1,2,…} 是 在 空间 A 的 单位 球 上 的 一 个 
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处 处 称 密 集 。 因 为 iri 一 supzk (z), 则 在 测度 为 可 数 可 加 的 情 


形 ,满足 关系 式 
0 一 Hma((x: |z] > N)) = lim lim pC{x: supa% *(x) > N)). 


= — 


因此 ,为 了 测度 声 的 可 数 可 加 性 ,必须 满足 条 件 
lim lim ul{x: : supr (e) >N}))=0 (6) 


N>o n>o 


我 们 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 ， 令 # 是 根据 x SITERER E 
的 可 加 测度 。 由 《6) 得 , 对 任 一 。 > 0, 可 以 找到 这 样 的 N, 使 得 对 
所 有 

Mra) LN k= 1, >l e, 

DE iTA s, — (z; GFGD,: :-,88G0)) € F"), 
SDS ERAR pa(5,) > 28, 我 们 证 明 。 这 时 n S, 不 空 ， 令 
= (z: le] SN KS = (z: EG SN, = 1,-:: n). 

交 s, Ks 不 空 ， 事 实 上 ,如 果 SaN Kn 为 空 集 , 则 4d = int|z| 


> N( 因 为 可 以 得 到 这 个 下 确 界 )。 设 

gluis’ sts) = infí|+|; z (z) = uitte, Ea CE) = u, ). 

所 以 集合 S, 包含 在 集合 {rG a ra) 4) 中 . 
集合 {Gass tn): N < z(u, t ,) < dy 是 S" 中 的 开 集 且 
是 二 个 单 连通 区 域 的 差 。 因 此 存在 一 个 具有 形 如 (Geo, ta): 


wim = b), i= 1 ，……。，m 为 边界 面 的 多 面体 ,使 得 集合 


(Cnst, tta): gns esu) < N) 在 这 个 多 面体 里 面 ， 而 集合 
(0 u) >> d} 在 这 个 多 面体 的 外 面 ， 这 时 集 
A 5 完全 被 包含 在 集合 的 并 


Uf > > b) 
HLS- NENTS K, 不 相交。 记 


yx) = Y raa), 
1 
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当 且 仅 当 b; > lyž IN 时 ， 集 {x: Yi *(z) > bi) 与 Ky 不 相 


t 





令 pa = =F, WS, 整个 被 包含 在 集 Üt: z7) > N+) 


Hath a= fpa N>. 


由 X(e") 的 连续 性 得 到 ,对 几乎 所 有 的 ws … an 
limpas eC) <a, sË G) < 0m)) 


= uC (zF Ce) < G, ° ° , 25 (x) < cmj)， 
不 过 得 假定 ler 一 Fio RIERA (Ek = 1,2,... Pri 
选取 序列 rhk5l = 1,"…,m, 使 得 |z — z; | 一 0, 则 


MSD < U tiO SN + 
=] — ua: sups? G) <N+6}) 
<1— lma((z: supah G) < N) < e°. 
这 与 不 等 式 uS, >28 FA. MA S, Ka 不 空 ， 因 此 做人 的 
SAREI SNK ATARE Kr LAH N {S NK} 不 空 ， 


即 入 3。 不 空 ， 所 以 ,如 果 s, 是 下 降 的 柱 形 集 列 , 使 得 


na S, = ó, `: 


则 lmp(S,) = 0, 即 可 数 可 加 。 因 此 ,证 明了 


定理 ”为 使 连续 正定 花 函 Xzx*) E — 4 (2 , B) 上 的 测度 
的 特征 泛 落 ,必须 且 只 须 使 得 由 泛 函 X(x*) 产生 的 可 数 可 加 测度 ， 
对 于 某 一 在 空间 A*A 中 的 单位 球 中 处 处 稠密 的 集合 (xk, K = 
1,.…,n,"……} 满 足 条 件 (6), 这 里 经 是 使 得 绍 * 为 可 分 的 Banach 
空间 . 
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注 ， 条 件 (6) 可 换 成 以 下 的 条 件 : 令 inkx) 是 连续 的 柱 形 酌 


数 序列 ,使 得 limh xz) 一 |*|. WH . e 
lim lim pz: hle) > NYS 4 (7) 


如 果 A,(z) = sup xE REEDE) 此外, 利用 反 演 公式 
可 以 用 XC") 表示 (6)， 


$ 4. 在 空间 名 ,中 的 测度 


定义 在 [a,b] 上 使 得 
| Jal) |’de < oo 


的 实 可 测 函 数 *(z) 的 空间 Z pla, b] 是 很 重要 的 一 类 线性 赋 范 空 
间 。 我 们 将 只 考虑 p 之 1 时 的 情形 。 设 某 一 概率 空间 (Q, S, P) 
是 固定 的 。 我 们 将 研究 在 什么 条 件 下 ， 定 义 在 [0,8] 上 的 一 个 给 
定 的 数值 过 程 天 1,w) 对 应 一 个 S, 中 的 一 个 测度 。 设 sC.) 是 
可 测 过 程 。 则 根据 Fubini 定理 ，#(1,w) 看 作为 上 的 函数 是 以 概 
率 为 1 可 测 的 ,因此 以 概率 1 积分 


(lsG,0) la 
被 确定 ( 它 也 可 取 无 穷 值 )。 而 且 积 分 亦 为 % 的 可 测 隙 数 ， 
设 | 
P Í| lsG, oa < o| = 1, (5 


我 们 证 明 在 这 一 条 件 下 ， 在 空间 双 ,中 可 以 构造 一 个 对 应 于 过 程 
Ero) 的 测度 z, 即 这 样 的 测度 pg， 使 得 对 空间 A ,的 每 一 Borel 
集 8 有 

alB) = Po: EC, o) E BD. (2) 
如 果 能 够 证 明 , 对 BES, H [e;EC-,o)€ Bl € ë 则 式 (2) 可 以 取 
作为 测度 4 的 定义 。 为 证 此 ,我 们 考虑 定义 在 L, bÆ 
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"b 
1(x) = |. Orl) de 


泛 函 类 L, Ep0 是 有 界 可 测 函 数 。 在 工 中 的 泛 函 是 定义 在 
L OHER z 衬 1) 上 , 且 对 任意 , 民 在 线性 连续 泛 函 空间 中 稠密 ， 
用 D 表示 在 名 中 ,使 得 {w: 6C, o) € Bl€ 6 的 那些 B 的 全 体 ， 
显然 % 是 9 代数， 因为 对 任 一 工 中 的 1,L 访 ,wm)) 关于 6 可 测 ， 
所 以 对 每 一 SZ, 上 的 连续 线性 泛 函 1,1(8C. ,wm)) 为 6 可 测 . 因此 
B, 与 使 乡 。 上 的 所 有 连续 线性 泛 浪 为 可 测 的 最 小 的 < 代数 相 一 
致 ,而 这 个 o 代数 与 世相 一 致 ,所 以 , 式 (2) 实 际 上 确定 了 某 一 测度 
kK. 因为 对 任 一 SZ, 上 的 连续 泛 函 1 KEC 对 于 5 TI. K 
以 借助 于 特征 泛 也 

xD) 一 enas) = Rei o (3) 


给 定 测度 &, 这 个 特征 泛 通 唯一 地 确定 测度 x, 

发 生 如 下 一 个 问题 : 构造 的 测度 z 与 过 程 EG, o) 的 边沿 分 
布 有 怎样 的 联系 ?是否 能 根据 边沿 分 布 构造 测度 m REAREN 
度 4 决 定 边 沿 分 布 9 现在 证 明 ,对 于 随机 和 连续 过 程 来 说 ,关于 这 个 
问题 的 答案 是 肯定 的 

设 EG, o) 是 随机 连续 可 测 过 程 (由 第 三 章 $3 定理 1 得 到 . 
对 于 随机 连续 过 程 恒 存在 等 价 的 可 测 过 程 ). 

令 
[z| <N, 


Ey(150) = gw(E(t,0)); gu (a) = [Vaaa |z] > N, 


HJ, N — oo 时 ,几乎 对 一 切 。 有 | 
[svar = | EG, ola, 


过 程 EnG o) 同样 也 是 随机 连续 的 ， 
我 们 证 明 


n=l 
| es0) dt >“ lim S Enli oAr, (4) 
s >0 k=0 
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其 中 a= <h <, = b, Aty ™ tra — tu à 一 maxAn, 


MERRARRRKAELFHRR., RIE IER s >O 





E| | gas0) a — X) Enas o)An 
s k=0 
<> |U Elne) — Eula) di 


< e0 — a) + SN {ep lee,0) = Eales) 


> e}dt < elb — a) + 2N(b — a)sup[P (| šy(z, œ) 
— énCs,0)| > ejl — s| < 21, 
4 4 -0 时 取 极 限 EA EA £O) 的 随机 连续 性 《因此 一 致 随 
机 连续 ) 以 及 5 > 0 的 任意 性 ， 确信 等 式 (4) 是 正确 的 。 
类 似 地 有 | | 


j [ss0) Pas = im im 27 Enas lat G5) 
k= 


因此 , 条 件 (1) 的 成 立 与 否 可 以 借助 于 过 程 G, o) 的 边沿 分 布 来 
验证 。 如 果 条 件 (1) 满 足 ， 则 利用 等 式 


| KEC, w)di = lim lim SE EnC w)Atr, (6) 
4 Neo 人 -0 k20 . 
《 它 对 [a,5] 上 的 任 一 连续 函数 1(z) 成 立 )。 对 连续 函数 i(z) ,我 们 
可 以 定义 | 

x(1) = lim lim Eexp {i YG E Ga o)An]. (7) 

>° a> r=0 
HIT XU) 的 连续 性 ,(7) 式 确定 了 所 有 具有 连续 函数 1 (z) 的 泛 函 
(x) 一 j. KA) dt 


的 集 工 的 闭 包 上 xX(/) 的 值 . 而 因为 工 在 Z, 上 的 所 有 连续 泛 阅 
所 成 的 空间 中 处 处 稠密 , 则 它 表 示 x(7) 完全 由 式 (7) 确 定 ， 
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现 假设 在 la, b] 上 的 可 测 随 机 连续 过 程 :(:, o) 满足 条 件 
《1)， 并 且 在 多 。 上 给 定 测度 pn， 或 者 等 价 地 给 定 特 征 泛 函 X(7)， 
设 1(2 是 某 一 连续 函数 ,N > 0,n 是 自 然 数 ， 

令 


Po =a + (2 — a), 
n 





I, (1) = 5 Is Ken)en (- 1 J. EC, o) J. 


#0 nki T lnk 
几乎 对 一 切 @ 
im aC) = | OEG ode, 
因此 ,对 于 Z, 中 的 过 程 5(4,w) 的 特征 泛 函 X0) 和 任 -一 连续 函 
E 1(z), 有 | f 
trv(D = Ees Í; | KOENC, ea] 一 im (eratuaz), 
其 中 
lanG, x) = > 2 一 Ken, Den [S 5e ii oa 


连续 ,因此 是 S, 上 的 B TAZE. 根据 连续 性 , IA Xx) 可 
以 扩张 到 整个 LL 上， 现在 证 明 , 当 4 一 0 时 , 依 概 率 有 
1 t+h 


| Enlt o) > Enli, w), (8) 





E| Í (EnC ,0) En(1,0)) dt 
` Ë t I 


<E + 2Nsup[P( |£, (s, w) — EnG, w)| > e}; 
<£ < + )]. 
最 后 的 式 子 可 适当 地 选择 8 > 0 及 h > 0, 使 得 它 任 意 地 小 ， 
Mh, 表示 经， 上 由 等 式 


1 (kèh 
L, G) 一 i x(1) d, 
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BERZE MAHORE AFERY m R La, 6) 中 之 点 
7 


Eexp | i Pës o)} = imza [ >° “la (EnC >). (9) 


式 (9) 决 定 过 程 EnC, o) 的 边沿 分 布 。 通过 当 N 一 co 时 的 极限 ， 
可 找到 这 过 程 EG, o) 的 边沿 分 布 。 由 于 必须 用 截 尾 过 程 5v(1， 
o) 而 不 是 原来 的 过 程 EG, w), 公 式 (5) 和 (7) 是 不 方便 的 。 还 有 ， 
最 好 是 得 到 保证 满足 式 (1) 的 条 件 不 用 随机 变量 本 身 的 极限 ， 而 
是 随机 变量 的 概率 特征 的 术语 来 表示 。 为 得 到 更 简单 的 关于 过 程 
的 bp 次 方 可 积 性 的 叙述 ,我 们 必须 要 有 下 面 的 

BIR ECO 是 定义 在 a,5] 上 的 可 测 随 机 连续 非 负 过 程 ， 


对 区 间 [a,6] 的 任 一 分 划 序 列 a = z < + < s, = b, 对 应 的 _ 


An 一 maxa 一 t) 说 0， 并 对 每 一 独立 于 EO) 的 随机 变量 rw 
分 别 在 区 间 EAT tonk+1] sR = 0, 1,1, n 一 1， 上 均匀 分 布 ; 则 当 
n — co 时 依 概率 满足 关系 式 
5 ETa) Atak 一 > í £) dt 

. ` X=0 k 
f (右边 的 积分 可 取 值 十 co )， 
证 ， 因 过 程 EG) 可 以 分 别 在 集合 

fo: IEO < ol} 5 fo: j. El) dr = +o} 


中 的 每 一 个 集合 上 来 考虑 ,所 以 当 这 些 条 件 之 一 以 概率 1 被 满 足 
时 ,只 须 考 虑 这 二 种 情形 。 首 先 设 


P{| sa = +e] = 1. 
则 由 前 面 所 证 , 依 概率 有 
> EnCTak)Atnk 一 [Ena 


因此 ,对 每 一 c > 0 满足 关系 式 
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limP > En Cn) Atn > e} 


pran 


n—1 


> 器 p 呈 snow 中 > 人 soa> 中 


wi. 


当 N 一 co 时 取 极限 ,我 们 得 到 DEEA WAEKAT +o, 
现 设 Co 
P Í Eda co} = 1. 
令 ， 
EO = EU), a S41<5 mi EO < m, 


"(1)=0, 0 和 上 < 和 0， 如 果 |° E(t dt > m, 


则 过 程 E” 非 负 随机 连续 且 可 测 . 
因为 


| Qaya: < m, 


则 由 Fubini 定理 ,几乎 对 一 切 1 EE” CA) 存在 , 且 | Et"(s)d < 


m. 令 ERG) 一 CEC). MEE ERCO 随机 连续 且 有 数 入 为 
界 。 因 此 ,对 任意 s > 0 可 以 找到 这 样 一 个 h> 0, 使 得 当 |, 一 
;| < à B 
EJER — ERG < e. 
利用 这 一 事实 ,我 们 得 到 


TmE | | ¿mG)d: 一 > ECT n) Atn 








<in f n Hi ELEG) — EOZ 


k=0 








He pe eoo 


zu k=0 Az,k ‘nk 


, 334 


+ 2É|š2( — E” CG) | 1drds 

<m sp EIRO EOG — a) 

+| EIRO Eld — 2 P EIRO — Olds. 
当 N — co 时 最 后 的 式 子 趋 于 堆 。 最 后 


P | | El dt 一 > Elta) Atar] > e} 


<P l, EG) d: > m} 十 一 ejf E” (e) di 





一 > EPC Tng )Atnk ! 
k= 0 


i p — oo 时 取 极限 ,然后 当 m — co 时 得 到 引 理 的 证 明 。 
推论 在 引 理 的 条 件 下 ,存在 非 随机 点 Snk € ltak tak+!1], 使 得 
4 n — co 时 依 概 率 有 
> E(s aa) Atnk 一 (Oa, 
k=0 4 
注 。 如 果 对 形 如 引 理 中 给 出 的 关于 区 间 lab] 的 某 一 分 划 序 
列 以 及 某 一 独立 于 EO) 的 选择 的 点 
n=l 
Snak € [nto tort >; Elsa) Atn —> œ) 
k=0 


依 概 率 有 界 , 则 
b 
P |! EG) d: < o| =}, 
gxb HE s > 0 K c > 0 


aaa > ¿e 一 e} 


k=0 


P {f E (dq > c} < HmP $ 


< ImP (EEA > ec 一 el, 
k=0 l 
因此 
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P loa >< | < lim P De > 一 el, 
a n> bk0 


RIESE U ERK EZRARH| IE0)*dr, a€ (0， 


2)， 有 限 性 的 充 要 条 件 。 因 为 现时 我 们 不 知道 过 程 可 以 在 怎样 的 
空间 中 被 考虑 ,所 以 我 们 将 利用 给 定 在 [a,b] 任 一 阶梯 函数 EO), 
由 关系 式 

Xo(8) = Eexp f; | EdC} 


定义 的 特征 泛 函 X,(8)， 显 然 ,给 定 Xx,(8) 等 价 于 给 定 过 程 的 边沿 
分 布 . 
我 们 用 下 面 的 方法 构造 一 个 定义 在 la, b) 上 的 随机 函数 


xG), 设 tak = a + (5—a) = 0 .5235710371。 ° sIn’ "是 


独立 于 SCO 的 随机 变量 ,它们 中 的 每 一 个 在 [0, 1] 上 均匀 分 布 ( 否 
则 和 的 联合 分 布 可 以 是 任意 的 )。、 最 后 , 设 变 量 hto ERK 
FEO 也 不 依赖 于 m 四，… ， 而 且 它 们 相互 独立 同 分 布 ， 并 
B Es = eh", BI 从 是 一 个 具有 指数 “的 对 称 稳定 分 布 。 令 
v(a) = 0, (z—a)n € [G + ni) Ba) + 1 + nin) C2—a)] 
时 v2(z) 为 常数 并 且 | 


v(a + iEn (b— a) + 0) 一 vafa 十 ita (è —a) — 0) f 
. n 
= gjf, 


这 些 条 件 唯 一 地 确定 vs(z)( 除 了 在 不 连续 点 外 ). 在 这 情形 下 ve) 
以 概率 1 为 阶梯 函数 ,因此 表示 式 VOo) 以 概率 1 确定 ， 


定理 ”为 使 随机 连续 可 测 过 程 ECO 的 积分 | EO dr (在 
某 一 “6 (0,21) 以 概率 有 限 ,必要 充分 条 件 为 对 于 正 数 4, 存在 
满足 条 件 SOH) = 1 的 极限 

Ka) = lim EX3), 
在 这 情形 下 
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2 ki a 
Pa) = Eef- | Eola], 
证 ， AA 表示 由 变量 El) rE [a,b] 以 及 Nk K == 0 产 
生 的 o 代数 , 依 定理 条 件 ,在 与 这 个 5 代数 独立 ， 关 此 





ECX Avi JA) 一 E (exp l id Stefa + LENG 一 a))jal ) 


nt 
a 
!. 





== ep 全 Sje (a + ttmg 一 a)) 


由 引 理 得 , 依 概 率 








| 熏 “ > iC 十 ttmg — a)) | — | BOK 
因而 依 概率 . | 
sur sl G smo) 








— exp -ae EC 1“ dt 

HESI | 

《我 们 假定 e7 = 0). 因为 所 涯 看 的 变量 不 超过 1 ;所 以 
esa ES e(e tno of] 


= Eexp -+ IEG)" L 





而 因为 


一 上 
k= 0 


= lim E(xX(2x2)|%) = lim Ex(24x2), 
La: gao 


lal 


n 











lim E exp | 3 (a + ttmg — a)) 


1 
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(2) = Ecxp 僵 | IEO Iae}, 


0+) = PÍS la < o}. 
由 最 后 的 式 子 得 到 定理 的 证 明 . 


$ 5. Hilbert 空间 中 的 测度 


在 前 几 节 里 所 考虑 的 S, 空间 中 最 有 意义 的 是 SZ, 空间 ， 它 
是 可 分 的 Hilbert 空间 ,因为 所 有 可 分 Hilbert 空间 彼此 都 是 保 距 
的 ， 所 以 考虑 抽象 的 可 分 Hilbert 空间 2 更 为 方便 。 对 于 这 样 
的 空间 所 得 到 的 结论 可 以 容易 改 用 于 各 种 具体 的 Hilbert 空间 , 例 
如 对 于 在 任 .~- 具 有 测度 的 可 测 空间 上 的 取 什 于 可 分 Banach 空间 
且 按照 模 的 平方 可 积 的 可 调 函 数 空间 。 

用 名 表示 A 的 Borl 集 的 o fü 3. (A, 9) 称 为 可 测 
Hilbert 空间 ， 定 义 在 可 测 Hilbert 空间 (如 ,8) 上 的 测度 /是 这 
一 书 研究 的 主要 对 象 。 如 前 一 冬 ,我们 感 兴趣 的 是 概率 测度 ,然而 
因为 这 一 节 的 结果 可 适用 于 任 一 有 限 测度 ,所 以 不 必 加 上 A) 
= 1 这 一 条 件 ， 

< 中 的 内 积 用 G, y) 8 R. 用 1z| 表 示 * 的 模 1z| 一 
V(x,*)。 像 在 任 一 线性 空间 一 样 ,在 ( 铝 ",83) 上 的 测度 可 借助 于 
特征 泛 函 来 决定 ， 任 一 定义 在 如 ”上 的 连续 线性 泛 函 ， 有 形式 
IG) — (z,z), 其 中 x 可 以 是 名” 中 的 任 一 元 素 , 对 所 有 z e ar 
由 等 式 l 


9(s) = j 222 (46) (1) 


定义 的 函数 pa) 称 为 CR, B) 上 的 测度 “的 特征 泛 函 ， 
EL 是 空间 多 的 某 一 有 限 维 了 空间 , Bs 是 SZ 的 Borel + 
集 的 o 代数 , 形 如 
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Pzldz 一 {x:poxedz} 

的 集合 称 为 具有 Z 中 的 基 的 柱 形 集 ， 其 中 As € Sç, Pz 是 
上 的 投影 算 子 ,所 有 具有 LZ 中 的 基 的 柱 形 集 的 全 体 8” 也 是 一 
5 代数 ,对 某 一 缘 , 属于 B 的 集 称 为 柱 形 集 ， 对 于 茶 一 <, + 
$“ 为 可 测 的 函数 称 为 柱 形 函数 . 

因为 给 定 在 (经 ,3) 上 的 每 一 测度 上 可 以 联系 它 的 有 限 维 投 
影 (有 限 维 分 布 ) 族 laz), pz 用 下 面 等 式 : 

Lz Az) = uPA), (As€ Ba) 

定义 。 测度 we 足以 计算 柱 形 函数 的 积分 : ”对 每 一 Š, 可 测 有 界 
函数 h(x) 





` lya (az) = | Paralar). (2) 

我 们 注意 到 ,对 某 一 S, 任 一 柱 形 函数 有 形式 h(Pzx)， 其 中 为 
Bs 可 测 。 对 于 不 同 的 经 ， 用 下 面 的 方法 使 测度 pz 之 间 彼 此 相 
容 ; 如 果 LCL N 

pa As) = pol ' Pz As), (3) 
由 (2) 得 到 这 一 关系 式 ,并 且 得 到 表示 函数 Psx) 为 形式 "(Pasx) 
的 可 能 性 ,其 中 为 Ba 可 测 . 以 后 称 条 件 (3 ) 为 相 容 性 条 件 ， 在 
所 有 有 限 维 子 空间 Z 上 定义 的 满足 条 件 (3) 的 测度 族 (a>) 称 为 
有 限 维 分 布 的 相 容 族 , 

为 了 定义 测度 ,只 须知 道 它 的 一 维 投影 即 可 。 这 由 下 式 

pCa) = | “=a, (az) 
得 到 ， 其 中 经 ,是 由 向 量 = 产生 的 一 维 子 空间 ， 反 之 给 定 (知道 ) 
HEZE p(z), 根据 它们 的 特征 泛 函 可 以 容易 地 确定 所 有 的 测度 
um H z € 


ge( z) = | edxr), EL, 
对 每 一 有 限 维 子 空间 Z, WER 
PE) = | eualdi), ze Z, 
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的 函数 g(xz) 的 存在 性 是 有 限 维 分 布 族 ue) 相 容 性 的 充分 必要 条 
件 ， 我 们 证 明 这 一 点 设 族 (as) WEG) 令 

Pelz) = | aaa), z€ Z, 
WR Z c< B z€ Z, WARG) 


qp: (z) = | pe 人 ea = [e0 (2) 


= |a eenu a (az) = (Pueta) = Pelz). 


令 plz) = pe, (2), HE S, 是 向 量 z 产生 的 一 维 子 空间 .因为 
HEL K S ,C S ,我 们 有 pel) 一 pe) = pl). RZ 
果 pl) 是 这 样 一 个 函数 ， 使 得 对 z € Z, p) = pele), NA 
LECL AR zE L, 我 们 有 关系 式 


| ae 42) = | e az) 


v 


| eg, (dz) = |z“ (P2az), 


从 而 我 们 得 到 测度 ke(dx) 与 ue (Padre) 相同 (由 于 它们 的 特征 
泛 函 相同 ), 所 以 条 件 (3) 满 足 ， 

EDER ECY, 8) 上 测度 4 的 一 个 重要 特性 是 这 个 测 
ROERE, 在 下 式 右边 的 积分 对 所 有 在 . 受 - 中 选取 的 sa， 
所 是 确定 ( 且 有 限 ) 的 条 件 下 ,测度 “的 有 次 矩 的 形式 由 关系 式 


ps 一 | (ea er sa) dr) 
定义 。 显 然 ,次 逢 的 形式 存在 的 必要 充分 条 件 为 对 所 有 z 满足 
Nes) ltear) < eo, (4) 


RA m Cau or) 是 它 的 变 元 的 对 称 函 数 ,此 外 ,对 于 每 一 
个 变 元 , 它 是 连续 的 并 且 是 齐 次 的 ， 我 们 证 明 ， 次 矩形 式 (在 它 
确定 的 条 件 下 ) 是 连续 对 称 线 性 形 ， 为 此 ,只 须 证 


a 


sup J| (o 2)|tae(az) < ç, G) 
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RTSA RK 


m, (z) = jel Bal ldz), mla) 一 fic, z) |ta( 22), 


函数 m,《z) 关 于 x SBPESE H XE 2,4 n — co 时 m2) 1 m(=), 

令 | 

Ksa = {2:m, 2) 2 I) Yíz: li < 1). 

集合 Kon 器 闭 且 弱 紧 (因为 它 有 界 ). 为 证 (5); 只 须 证 明 对 某 个 l 
= 门 天 ， /是 空 集 ( 则 sup mx) <). ERK ARERR K 


紧 。 如 果 所 有 K' TEMA K ARRS. IHJ z € (1 K'sma G) 


一 co 是 不 可 能 的 ， 这 就 证 明了 我 们 的 断言 
前 两 个 矩 的 形式 常常 更 为 有 用 .如 果 m (z) 是 确定 的 ， 则 它 
是 :的 连续 线性 泛 函 ,因此 ,在 .2 中 存在 这 样 的 向 量 ,使 得 


| G, Dao = mC) = (a, 2). 


这 个 向 量 a 称 为 测度 “的 平均 值 ， 如 果 ma(zo z) 是 确定 的 (此 
时 m, (z) 也 是 确定 的 ), 则 表示 式 

ma(z1, z) 一 m,( zi )m,( 22) 
是 连续 对 称 双 线 性 泛 函 ， 因 此 ， 存 在 这 样 一 个 对 称 的 有 界线 性 算 
+ 8, 使 得 


* 本 段 中 关于 m(z) 有 界 性 的 证 明 在 本 书 的 英 译 本 C1979 年 ) 第 三 着 的 附录 中 作 
了 如 下 改进 : I 
因为 malat mala) 并 且 ma(z》 连 续 ， 因 此 m(z) 下 连续 ， 此 外 ， 根 据 
Minkowski 不 等 式 ， 


EmCe, + zt = [fiers + z)! tuao] 


rk 
<| tuta] + [f 1e d*ea | 
Siml E + (m(z,))U A. 
所 以 [m(z)1Uk 是 半 可 加 的 下 连续 函数 ， 因此 根据 [enpb 中 aHX 定理 《例如 
参见 Kantopoer:, JI. B. u Axnuznon, T. Tl. PyRKuBORanbubü anann B 
HOPMHPOBaHHBIX IpOCTpaHCTBaX, Pramana, 1959,3% 233 页 ) 存 在 常数 M 
使 得 mT SMIz] .一 一 译 者 注 
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mz, 21) 一 mlz dml) = (Bz, z2). 

这 个 算 子 称 为 测度 的 相关 算 子 ， 由 式 

0 <je- — a, z'u( dz) = je, zs)pCdr) — (Casa) 

l = m,( z ,z) 一 (m.(z) YF = (Bz, z) 

得 到 , p 是 非 负 算 子 。 | 

我 们 指出 相关 算 子 的 一 个 重要 性 质 , 我 们 记得 ,对 称 非 负 算 子 
B 称 为 核算 子 ,如 果 它 是 完全 连续 且 它 的 特征 值 的 级 数 Da 收敛 
《在 和 式 中 的 每 一 值 出 现 的 次 数 与 它 的 罩 数 相同 ). 如 果 在 空间 
< 的 某 一 规范 正 交 基 底 ea) hE C Ber ca) 是 收敛 的 ， 则 
对 称 非 负 算 子 B 是 核算 子 , 这 时 ,这 个 级 数 对 于 基底 的 任 一 选取 是 
收敛 的 并 且 它 的 和 不 依赖 于 基底 的 选取 。 这 个 和 称 为 算 子 的 迹 并 
且 用 SpB 表示 . 

引 理 ”测度 4 的 相关 算 子 B 是 核算 子 的 充分 必要 条 件 为 满 
足下 述 条 件 : 

[ixl ular) < œ, 

此 时 


spB = 1e elar) — lal, 
其 中 a 是 #2 的 平均 值 . 
这 引 理 的 证 明 是 从 对 任意 选取 etten 等 式 
Dwed (xpe (dr) 一 > Carek?» 
成 立 这 一 事实 得 到 ， 从 规范 正 交 基底 中 取 一 向 量 并 且 当 -> co 
求 极限 { 由 于 序列 (x， ex》 关于 的 单调 性 得 到 积分 号 下 求 极 
k=1 


限 的 可 能 性 ) ,我 们 得 到 引 理 的 断言 
Munnoc-Ca30H0B 定理 ”正如 在 前 面 叙述 的 ,在 可 测 Hilbert 
FEC, B) 上 的 测度 4 可 由 它 的 有 限 维 投影 或 特征 泛 孙 确定. 
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k ERAAI ERAK, 

设 有 相 容 的 有 限 维 分 布 族 lazy. 在 什么 样 的 条 件 下 存在 一 
”个 ( ,%9) 上 的 测度 z, 使 得 (az) 是 它 的 投影 ? 因为 pz 使 我 们 
能 够 构造 一 个 泛 郁 pl), X? ze Z, CSWE ne 的 特征 泛 函 . 相 
同 ， 因 而 前 面 的 问题 化 为 如 下 一 个 问题 : 在 什么 条 件 下 p(x) 是 
C, B) 上 的 某 一 测度 4 的 特征 泛 项 ， 关于 局 一 问题 的 答案 由 
Muunoc- CasoHoB 定理 给 出 . 

定理 1 为 使 对 ze .2 定义 的 复 值 连续 正定 函数 wz) 是 是 
( ,%@) 上 的 某 一 测度 上 的 特征 证 通 ,必须 是 只 须 对 任 一 8 > 0， 
找到 这 样 一 个 核算 子 4,, 使 得 当 (Mez, s) <1 时 Rele) 一 
P < e. | | 

证 ,必要 性 ， 设 p(>) 是 测度 4 的 特征 算 子 ， 则 


Re(g(0) 一 (CD) = |O — cos(z, Jalas) 





<| 2sin? E2 Kax) 
1r|<e _ 2 


+ edt) < 二 | Gs spdr) 
+ 2e al > D. | 
对 每 一 ,人 _ Could) EART z BEI, TAR 
D (Bayz), JRR B, RA 
fa EPRD ME, 
且 根 据 已 证 明 的 引 再 知 ， 它 是 核算 子 。 SE C 使 得 满足 不 等 式 
Kaela >e) <et, WA m H BoM (Aaz) < 1 时， 
有 
Re(g(0) — pE) < È + — Bor, z) 


Ë e€ , 
=7 + 7 (A,z,z) < 8, 
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定理 条 件 的 必要 性 证 毕 ， 

充分 性 。 设 les) 是 根据 p(z) 构造 的 相 容 的 有 限 维 分 布 族 . 
由 $3 的 定理 及 这 一 定理 的 注 得 到 ,只 须 证 明 对 任意 8 > 0 存在 这 
样 一 个 N ,使 得 对 一 切 有 限 维 子 空间 纪 满足 不 等 式 

Helix: {xr| >N} < s. (6) 

事实 上 ， 此 时 可 取 函 数 (Perl 作为 在 53 中 的 注 所 出 现 的 函数 
hnl), EH 经 。 是 递增 的 有 限 维 子 空间 序列 ,U Z, E < HA 
密 , 且 Ps E Z, 上 的 投影 算 子 ， . 

为 证 明 式 (6) ,我 们 利用 Tebe 不 等 式 , 据 此 有 


pelia: xl > ND < G — eaa | Q — oom palds) 
= (1 一 eNA |a =e ja — eD) 
x e G2DE, (dz)u( dx), 
其 中 mldr) 是 L 上 的 Lebesgue 测度 ,rz 是 Z 的 维 数 , 交换 积 
分 次 序 得 
G — en (Íz; |z| > N)) 


< (2z2)_ rn | (q(0) — g(x) ean y Z (dz), 
TATA f 4 使 得 (Az, z)< 1 时 Re(g(0) — p(z)) 
<. # 


(1 — maysa([z; zl > NY) <% 


+ Oma 2 pennun mold) < È 


J 


一 ro ; £ 
+ 2(2xz2) z Kaz, z)e 020131; (dz) < z + 24:;A, 


因为 
(22) 区 z, zje M 7 (dz) 
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~r gi? 


rz tg 
= Da) [Aeir Xes Xas ei) J] e mgCds) 
ial 1 


- E epe) [een a aX dene) < 15p4, = 


V 21 i=t 
所 以 


pela: |x| > N) < (= + 21Sp4 )G — ean), (7) 


显然 ,可 以 选取 4 及 NN, 使 得 (7) 的 右边 小 于 &。 定 理 证 毕 . 

Hilbert 空间 中 的 广义 测度 ”在 $3 中 叙述 过 ,对 给 定 在 .各 * 
(线性 空间 绝 " 的 共 轿 空间 ) 上 的 每 一 个 正定 函数 g(x*) 可 以 构造 
一 个 空间 22 Bp k 27 及 2 上 的 测度 x， 使 得 p(x*) 成 为 这 
一 测度 的 特征 泛 函 。 So 是 某 一 给 定 在 Hilbert ZER 上 的 
正定 函数 ， 应 用 前 述 结果 ， 可 以 构造 空间 A 的 扩张 以 及 这 个 扩 
张 上 的 测度 , 使 得 p(>) 是 这 个 测度 的 特征 泛 函 。 然 而 , 在 $3 3 
述 过 程 中 得 到 的 是 一 个 太 广 泛 的 空间 F. 4 A 是 Hilbert 空 
E, T 也 可 以 构造 为 用 某 一 依赖 于 p(z) 连续 性 条 件 的 内 积 使 
多 ”完备 化 而 获得 的 Hilbert 空间 。 我 们 现在 将 考虑 这 一 由 O 
Jl. Jlameuknñ 引 人 的 构造 方法 . 
设 B 是 某 一 有 界 对 称 正 线 性 算 子 ， 在 纪 ? 中 我 们 引入 新 的 内 
F: . 
| 《zy) = (Br,y), |z| = (Brz,<z), ， (8) 
一 般 说 ,空间 2 依 这 一 内 积 产 生 的 距离 是 不 完备 的 ， 用 2 表 
WRR, AORERE TURER IEK). KIE 
HAIE MRR R B 是 一 有 界 算 子 , 则 A 2 5 2 相 一 致 . 
HAI, 表示 由 引入 的 内 积 为 

(x,y), = (Bx, By) = (Bix,y), (9) 
的 算 子 p (CE a 中 稠密 ) 的 定义 域 而 得 到 的 Hilbert 空间 ， 
式 (9) 的 第 二 个 等 式 须 要 作 些 解释 . 我 们 注意 到 ,对 任 一 x€ 235, 
在 = LI e 定义 的 内 积 (x, x) 可 以 依 RE 的 距离 的 连续 性 扩 
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张 到 整个 E. 事实 上 , 令 r= Byo， x, HR. 则 
|[(z,z, — za)| = |(B to; za — zm)| 
一 | (rz BY (zs, — zm))| 
< |r| (B Cen — zm), BY Czn — zm)” 
= |xol |z, 一 xn|-。 
因此 在 Z EREZA C, z) 依 AT 中 的 距离 是 连续 的 ,这 
就 表示 它 可 以 依 连 续 性 (对 z) Pk 2) 25 上 。 今 后 对 (x, z) 
G € 如 4,z€ 2 二) 我 们 都 理解 为 这 一 扩张 。 因 为 
1Bx|_ = y (Bx, Bx) = V (B'r, Bz) 
= V (BB xr, Bx) < / || B:||(Bt: , BYx) 
< |lBlilr| -s f 
算 子 也 同样 可 以 依 连续 性 扩张 到 受 L. 下 面 我 们 将 认为 8 是 
扩张 到 Q P 上 的 ,这 时 满足 如 下 关系 : 
BORE = Q, BAR = RÈ, BR m AÈ, .. 
第 三 个 等 式 是 前 二 个 等 式 的 推论 。 第 二 个 等 式 可 从 i 的 定义 
得 到 ， 现在 我 们 证 明 第 一 个 等 式 ， 设 > 是 25 中 的 任 一 元 素 ， 
nE RX B | z, 一直 -一 0， 这 意味 着 
(Blen — z), za — za) = | B'2z, — B'As,,|?) — 0, (n,m — co), 
但 B, € K, REWE Bre. 我 们 回 到 式 (9). .根据 
前 面 所 述 ; 对 *《 RF, Br 是 被 定义 了 的 ， 且 属于 22; 因为 
VERE k (B lr,y) 也 是 确定 的 ， 
现 设 在 ZE 上 定义 了 某 一 测度 kx。 根据 这 个 测度 , 可 以 构造 


一 个 对 se AE 定义 的 特征 泛 函 p(s) 一 [e-a 因为 
(z,z)- = (Bz,z) B. Bz€ 如 4, 故 测度 Kk 在 纪 上 也 可 以 借助 


FREZE p) = [ePad 确定 ,其 中 *e 21. 我 们 注意 

到 | 
p-(2) = p(Bz), plr) = p-(B™'z). 

从 定理 1 得 到 ， gp(z) 是 弛 -= 上 的 测度 的 特征 泛 函 的 充分 必要 条 
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件 为 ， 对 任 一 > 0, ER? 上 存在 这 样 一 个 核算 子 S， 使 得 当 
(Sz,z)- < 1 Pf, 有 Re(9 (0) 一 pg-(z)) < s. 利用 这 一 结果 ， 
构造 一 个 R 的 扩张 ， 使 得 给 定 的 正定 殉 数 gp(z) 是 这 一 扩张 下 的 
REZA. 

定理 2 设 p(>) 是 一 给 定 在 R 上 的 连续 正定 泛 函 , 则 对 任 
一 核算 子 B ,9(z) 是 .有 -2 上 某 一 测度 的 特征 函数 ， 

IE. HH gp(z) 的 连续 性 得 到 , 对 任意 6 > 0， 可 以 找到 这 样 一 
个 > 0 使 得 如 果 (z,z) < š 时 ,Re(e(0) 一 gp(2)) < s. 这 时 ， 
对 ze AE, M (Bz,Bz) <8 时 ，Re(p(0) 一 pBz) < 8. 


即 如 果 (二 Bz ,z) < 18, 有 Re(p_(0)—p_(2)) < s, 


我 们 证 明 , 定义 在 RE 上 的 算 子 一 卫 是 一 核算 子 。 为 此 只 


须 证 明 算 子 B 是 这 样 一 个 算 子 ,但 : 
1) (Bx,y)- = (B'r,y)= (Bx,By) = (x, By)-; 
2) (Bx,x)_ = (Bx,Br) > 0; 

最 后 我 们 证 明 


3) Sp -B = Š (Ber, et)- < ©, 
k=1 


其 中 {ce4} 是 2 中 某 一 规范 正 交 基 底 , 事 实 上 , 设 ck = hI V l, 
其 中 (f) 是 由 . 中 算 子 B 的 特征 向 量 组 成 的 基底 , 44 = (Bf, 
大)， Crt = 1, 则 


c (i 2 ° 
Sp-(B) = (Ber e) = Y) CB Tol) — 了 1, = SpB, 
k= kzi 1, k=1 


定理 证 毕 . 

注 1， 设 正定 函数 p) 满足 如 下 条 件 : 对 任意 8 > 0 存在 
这 样 的 5 > 0， 使 得 当 (Vz, z) < ó 时 Re(p(0) 一 p(2)) < 8. 
其 中 了 是 有 界 对 称 的 正 算 子 ,我 们 考虑 空间 ZI, Hh s 是 某 一 
与 了 可 交换 的 对 称 正 算 子 。 我 们 现在 寻找 在 Z 中 存在 一 个 具 
有 特征 泛 函 p(x) 的 测度 而 须要 加 在 Ss 上 的 条 件 ， 因 为 当 (V5z， 
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| Sz) = (VSz,z)- <8 B Sp-VS = SpVs 时 ， 
Re(p-(0) — p-(z)) = Re(@(0) — p52)), 
故 如 果 SpVS < 0%, 则 这 样 的 测度 存在 ， 这 一 结果 对 于 p(z) 定义 
在 2 中 稠密 的 线性 流 形 上 且 了 了 是 无 界 算 子 时 也 是 正确 的 ， 
HRS, 定义 在 RS 上 的 、 其 特征 泛 消 依 A 中 的 内 积 是 定 
NE 多 ”处 处 秋 密 集 上 的 测度 称 为 < 上 的 广义 测度 ， 定 理 2 表 
明 , 根 据 定义 在 .有 "中 的 特征 泛 函 构造 的 测度 是 不 唯一 的 ， 设 2 
与 邓 “是 空间 .用 -的 二 个 扩张 。 在 它们 中 定义 了 对 应 于 用 同一 特 
征 泛 函 g(z) 的 测度 e 与 ww", 则 可 以 找到 这 样 一 个 扩张 有 E 
包含 在 扩张 Z 与 有 中 的 每 一 个 内 :并且 z(a 一 S” )=0; 
nA — K= BER" Er 5e" 相同 ， 这 个 扩张 
人 H ”容易 构造 如 下 : poi 
.23 一 23 = gi, WJ 2” = gt, 
k s EE X LAOI X WISE. t, 
用 空间 2 2 能 以 更 方便 的 形式 表述 定理 1 的 条 件 。 
注 2。 为 满足 定理 1 的 条 件 ， 必 须 且 只 须 存在 这 样 一 个 核算 
F B, 使 得 o) 依 AE 中 的 距离 是 连续 的 ,因此 可 以 扩张 到 .2 
E., PXE WR pG) fk 有 中 距离 是 连续 的 , 则 对 任 一 >0 


可 找到 这 样 的 8 > 0， 使 得 当 |z|- <8 8, ms (= Bz, z) < I 
时 ,Re(p(0) 一 p(z)) < e, th = 是 核算 子 。 


肥 之 我 们 证 明 ， 由 定理 1 的 条 件 得 到 算 子 B 的 存在 ， 我 们 取 
序列 ss40 DRF A, 对。 一 e, 满足 定理 1 的 条 件 ， 设 <, 是 
这 样 一 申 序 列 (c。4 0), 合 得 

5 cuspd。 < oo, 
MET B 一 D) cnd, 是 所 要 求 的 核算 子 ， 事实 上 ,对 任 一 。 > 
可 以 找到 这 样 的 n, EiS Ea <E, WPH CBz, z) < cs 时 有 CAs, 
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z) 二 1, 且 因此 
Re(p(0) — @(z)) < ë, < 8, 


(Wp) ~ po) < | lee — t ulda) 
. 1⁄4 
< (ee 一 PCD) 


一 V 2Re(p(0) — pC — z2)) 
从 这 个 不 等 式 得 到 , 当 《〈B(Ca — z), n — m) 一 0 时 
lola) 一 (sa)| — 0. 
特别 由 后 一 注释 得 出 ， 连 续 且 正定 的 函数 REK 上 
的 测度 的 特征 泛 荡 ， 因 为 它 不 可 能 依 连 续 性 扩张 到 具有 核算 子 B 
UREE, 


§6. Hilbert 空间 中 的 Gauss 测度 


A r ETR Hilbert ZEC, B) 上 的 概率 测度 ， 则 〈 公 ”， 
B, p) 是 概率 空间 生 任 一 人 3 可 测 贸 数 g(x) 是 一 个 在 这 空间 上 的 
随机 变量 。 如 果 任 一 连续 线性 泛 函 1.(x) = (z,r) 是 一 正 态 分 布 
随机 变量 , 则 测度 上 称 为 Gaus WE, S 


“ 


a; = E(z,r) = |G x)aldr), 


B. = Elz, z): — è = |G, xz aG as) — è, 


因为 (z,x) 的 分 布 是 正 态 的 , 故 这 些 变量 对 每 一 z 是 确定 的 ,因此 
如 在 $ 5 中 对 多 线性 的 矩形 式 的 研究 中 建立 的 ， 存 在 一 个 向 量 。 
与 有 界 对 称 非 负 线性 算 子 B, 使 得 

a, = (a, z), B, = (Bz, z). 
因为 (>, x) BS ESDM k 


Ec) 一 J e 2aCa2) == exp G, z) 一 + THO 
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因此 ,对 任 一 Gauss 测度 ,存在 均值 a SARAT B, 并 且 这 个 测 
度 的 特征 泛 函 具有 如 下 形式 : 


p(z) = exp JG, 2) 一 + (Bz,z)]. (1) 


反之 ,如 果 测 度 & 的 特征 泛 函 具有 形式 (1), 则 
(eraud) = g(t2) = exp fila, z)— £ (Bz,>)| > 


并 且 因 此 变量 (2,1) 是 一 具有 均值 为 (4,z) 与 方差 为 (Bz,z) 的 
正 态 分 布 ， 因 此 , 测度 上 是 Gus 测度 的 充分 必要 条 件 为 对 于 这 
个 测度 的 特征 泛 函 可 以 表示 为 (1) 的 形式 . 

由 式 (1) 得 到 ,对 每 一 有 限 的 向 量 集 ntt z AE (zs 
rz) … (zar) 的 联合 分 布 也 是 Gauss 的 ， 事 实 上 ， 
Eerp{iBr (za, z)) — pl Etz) 


= [maa — Enti Bzr z}. 


在 式 (1) 中 的 «与 B 任 意 到 什么 程度 昵 9 如 果 8 是 正定 算 子 , 则 由 
(1) 定义 的 函数 p(z) EEE. XF a 与 了 3 的 另 一 限制 是 由 
Maamoc-CasoHoB 定理 加 上 的 ， 设 对 给 定 的 s > 0, 4 是 这 样 一 个 
核算 子 ,使 得 
Re(l — q(z)) <8, #4 (Az,z) < 1 Ñs 
则 当 (Az, z) 二 1 时 成 立 不 等 式 : 


了 (Bz,z) < ep 性 (Bz,z)] 一 】 


1 一 6 一 exp|— 二 (Bz, p) 


| 
< | 一 ep{— 4 (Bz,r)|esGa,2)] 
x |: 一 (! 一 ep 二 L (Bz, #)}eos(a,a))] ` 
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e 
: 1 一 8 
(mE e 一 1, 则 cos(a,z)> 0)， 因 此 


(Bz,z) < 本 ze " (Az, z) 








H. 

2e 
1— € 
因此 ， 使 得 式 (1) AERE (E, 8) 上 的 测度 的 特征 泛 函 ， 条 件 
SpB < oo 是 必要 的 。 现 在 证 明 , 这 一 条 件 也 是 充分 的 。 因 为 


[1 — pd) <> (Bz,z) + (ase), 


SpB 一 





Spd. 


所 以 ,如 果 士 (Bs 2) £ Cas} <1, M 1 pl) < e, 
设 
A, = B+ £ P. 其 中 Pz = (a, z)a, 


我 们 看 到 ,因为 


Spd, = 1 


8 
因而 满足 Munnoc-Casouop 定理 的 条 件 ， 因 此 ， 得 到 如 下 结果 ， 
定理 1 测度 是 (名 ，g%) 上 的 Gaus 测度 的 充分 必要 条 
件 为 它 的 特征 泛 函 9%(*) 可 表 为 式 (1), HA aE 中 的 任 一 向 
量 , 而 引 是 核算 子 ， 在 这 情形 下 a 是 测度 的 平均 值 ,而 是 它 的 
HRAT. 
从 $5 引 理 得 到 ,对 任 一 Gauss 测度 


(lel alaz) < œ. 


令 el, e;，,'*' 是 算 子 B 的 特征 向 量 的 正 交规 范 基底 ， 由 于 B 
是 完全 连续 的 ,因而 它 存在 。 如 果 从 是 对 应 于 er E, M 
(Bei, ej) = 2101 


SpB + + la|? < œ, 
€ 


s. 35ļle 


因此 随机 变量 (x, er), K 一 12， 具有 联合 特征 函数 ， 
Ez E 一 exp {Sas en) 一 > xu), 


RAATH er), k = 1,» “2 是 相互 独立 的 。 如 果 Àg x 
0, 则 == 一 54 E Ri 3EBS(8 20 0 ,方差 为 1 的 正 态 分 
k 


布 ， 把 x 看 作 概 率 空间 C, B, z) 上 的 随机 元 , 它 可 以 写 为 


+ = 2 + ENV hr Erer (2) 
其 中 54 为 定义 在 ( 弛 ,8,n) 上 对 所 有 《, 使 得 44 > 0, Er, = 0, 
Dš, 一 1 的 独立 局 分 布 的 Gauss 随机 变量 ， 表 示 式 (2) 可 以 应 用 
千 各 种 不 同 的 计算 . 我 们 考虑 式 (2) 的 应 用 的 一 个 例子 。 计 算 |x 
的 Laplace 变换 。 因 为 


ja = 27283 + 25 tots 十 |a HH e, = Caseg)» 
故 


| eip(dr) = es"? I! Eexp 12,811 + 21 OER} 
kl 


= gla’ A t eTA tsh tuv TR okt 4 
y> I f 
214s 
— ¿nat TI ep| = Sr . 
k=1 af 1 一 2:1, 
由 于 级 数 ax 一 spB 收敛 ， 故 当 Res < —— eT I 时 ,最 后 一 个 无 
穷 乘 积 收 侠 。 得 到 的 无 穷 乘 积 可 以 借助 于 算 子 
R (B)= (1 —2:B)> (3) 
简单 地 表示 ,而 借助 于 算 子 B 的 预 解 式 , 它 是 容易 表示 的 。 
事实 上 ， 
dex 一 一 I (1 — 2s7 \ 
Eu L250 ?| o 
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:~ Redt ] 
-w| ori] 
o 1 — 2⁄1, 


= ep 站 SpBR,(B)4,] > 
~ 22ra} y 
> ———— = 2( BR,( B . 
Gra PEO) 


因此 ,对 所 有 ;一 T 下 面 的 公式 是 正确 的 : 


| esa ( qx) = exp [22CBR,CBDa, a) 
+ y SPER,(B)de + all, (4) 


只 要 是 非 负 对 称 算 子 ， 这 一 公式 也 可 以 用 来 确定 概率 空间 
C B u) 上 (Vx,x) 的 Laplace 变换 。 W: V = U’, Rp ULE 
EART. ZiO r, z) 一 |Ux|’, 其 中 Ur 是 在 概率 空间 (. 缀 ， 
Bu) 上 取 值 于 A 的 随机 元 。Vx 的 特征 泛 函 具有 如 下 形式 : 


| ez, (dx) == | eenaa) = exp fiUa, z) 
1 F > 
— + (UBUz,z)]. 
因此 ,Ux 为 具有 均值 Ua 与 相关 算 子 UBU 的 Gauss 分 布 。 根据 


式 (4), 因 此 有 
| e VED uldx) = exp [24(UBURLUBU Wa, Ua) 


+ | SpUBUR,(UBU)dt + ;|Ua|° }. 
(5) 
线性 与 二 次 泛 函 ” 令 4 是 (2 9) 上 的 Gaus 测度 ， 每 一 
个 可 表 为 连续 线性 泛 函 序列 依 测度 上 的 极限 的 可 测 函 数 gC): 
s(x) = lim (x, Zn) 
称 为 关于 测度 上 的 可 测 线性 泛 函 。 因为 (x, Zade n=], 
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2,: …, 具 有 联合 Gauss 分 布 ， 则 由 (rsza) 依 测度 4 k kp gis) 
得 到 ,g(x) 同样 也 是 具有 正 态 分 布 , 并 且 (x,s。) 均 方 收敛 于 8(s) 
因此 


Jim KED — (£, za) Y'u(dx) = im, [Cas z, 一 So 
十 (B(z, — gm) > Zn 一 zm)]. 
令 4= B+ P,, 其 中 Paz = (a,z)a. 则 4 是 一 核算 子 .我 们 引进 
WER (z, y)- = (Az, 9). 
设 有 “是 在 这 一 内 积 下 < 的 完备 化 空间 。 如 果 


KO x) 一 《mxz)] (Cdx) 一 0， NIER ™ ns2Zn T zm)- > 0, 


即 序列 z, 是 多 "4 中 的 基本 列 。 自 然 规定 ¿, 收敛 于 Q 4 中 的 元 
素 与 序列 (x,z,) 依 测度 收敛 于 函数 gCx) 相对 应 。 如 果 limz。 
一 z*, 则 我 们 记 g(x) 二 (x, x*)， 容 易 看 出 , 在 可 测 线性 泛 函 与 
多 之 间 的 对 应 是 互 为 单 值 的 . 下 面 我 们 把 线性 泛 函 空间 与 ”4 
看 成 是 一 样 的 。 可 测 线性 泛 隙 空间 是 具有 内 积 (x,y)- 的 Hilbert 
空间 。 对 每 一 组 属于 AL t, ER (z. F)... G, 
z) 具有 联合 正 态 分 布 ， 并 且 


Eexpí;2> (zü, z)) = ep i > tC za) 
k 


-4 DBR, D}, 
其 中 (z*,a) 定义 为 极限 lim(z,, a), z, € < ,在 g rH Za > 
e", Ti (Baf, sP) 定义 作为 极限 im( Bat, zD), TE £h s3 > 
sË, 7—7, 两 个 极限 的 存在 性 是 由 以 下 不 等 式 得 到 
(z, 一 Zms a> =< (z, — Sm Zn — Zm)-> 
(Blz, 一 So ) 5 一 Zm) < (z, 一 Zms Zn T gm)-。 
因为 每 一 x*€ RLAR Be, z€ 级 ， 所 以 也 可 以 用 (x， 
了 -wxr) 代替 (z*x), 其 中 ze 2. 
我 们 现在 利用 分 解 式 (2) 寻 找 可 测 线性 泛 函 的 表达 式 。 对 任 
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ÉE z 

(z,z) = (z,a) + EE, Wer 2), 
其 中 84 是 独立 同 分 布 且 EE, = 0, DE, = 1 的 随机 变量 序列 ， 如 
果 在 均 方 意义 下 (zo,*) 一 《Cz*,x), 则 《zss4) 一 《z*,4), 且 对 那 
些 使 得 44 > 0 BJ kCn ex) 的 极限 存在 ,其 极限 自然 用 (z*, ex) 
表示 ， 故 


(z*,z)= G*, a) + DE Lalz*, e), (6) 
反之 ,对 任 一 数 序 列 (z*,ex), 使 得 级 数 
Dalet, er) 与 Blet, erla, ep) = (2*,a) 
收敛 , 则 式 (67 确 定 一 个 可 调 线 性 泛 函 ， 
现在 研究 具有 均值 为 0 的 、 对 测度 上 可 测 的 二 次 泛 函 。 我 们 
将 可 测 二 次 泛 函 与 可 测 二 次 中 心 泛 函 加 以 区 别 . 
在 概率 空间 (X,%, p) 上 的 随机 变量 g(x) 称 为 可 测 二 次 泛 
通 , 如 果 存 在 这 样 一 个 对 称 线性 有 界 算 子 序列 4,， 使 得 依 测度 
El) 一 lim(As z, *). 


随机 变量 8(z) 称 为 可 测 二 次 中 心 泛 函 ,如 果 存在 这 样 一 个 对 称 线 


性 有 界 算 于 序列 A, 及 常数 序列 <, 使 得 依 测度 < 
gl) = lim[( A, xx) t c,h. 


设 算 子 了 是非 退化 的 《否则 可 考虑 在 算 子 也 的 值 域 的 闭 包 上 
的 测度 )， 其 次 , 令 eh = (Aneis et)， 其 中 e; 是 算 子 B 的 特征 向 
量 , 利 用 分 解 式 (2 ), 我 们 可 写 


(Ant, £) = DV uah iE 
ik 


因为 V lirar = (BPA, B ei, ea) WERE (Aars x) 表 为 
(A,z,=) = (B''A,B'y y), 
其 中 y 一 Etr 是 2 中 的 某 一 广义 随机 元 ， 即 随机 元 的 分 布 
是 有 -中 的 一 个 广义 测度 (参考 $5)。 注意 ,对 任 一 se .2 ,内 
积 
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(z, y) 一 25 (z, ck) 
是 确定 的 ,这 是 因为 4 独立，Es; 一 0 以 及 
Dlaser)Er = (z, eY, 2) D(z,ak)E, = |z|?, 
因此 ,如 果 ”* 是 元 ?的 分 布 的 广义 测度 , 则 它 的 特征 泛 函 wo(s) 等 
于 P 
p (z) = eE, 
设 hs 户 ERT BA 4。B( 它 是 完全 连续 的 ) 的 特征 向 量 的 规 
范 正 交 基底 ， 则 可 设 
y = >, 
其 中 m = Osh) = Ze fi 是 概率 空间 CH Du) ERIRE 
机 变量 序列 ,从 关系 式 
chat = Eep {i EnC A= exp (= TG) 
F m 也 是 具有 Em = 0, Dm = 1 的 独立 Gauss PLE E. 
令 cf 是 算 子 B'2A,B'2 HMF h RER, 则 
(Ax, x) 一 之 chh. 
引 理 设 对 每 一 fis 给 丛 定 一 个 具有 En, = 0, Dine = 1 的 独 


立 Gauss 随机 变量 序列 mn,x。 如 果 存 在 常数 d, ,使 得 当 w — ook, 
依 概 率 2 cla + da > 0, 则 


D> l +a, — 0 B (ct — 0. 
k k 
证 .首先 注意 ,在 引 理 假设 下 sup|cł| 一 0 因为 对 每 一 有 


P| P mi + a, < s| < supP{ [cinia + | <) 
i t 


=P [a< fi iir. 


AEA E— s > 0 
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sup ctl < e [P [E= maitale}. 
现在 如 果 对 指标 # HRERS, N > 5， 则 由 中 
k 
心 极限 定理 知 , 随机 变量 D cin 渐 近 正 态 , 且 对 任 一 8 > 0, R 
们 有 
1 一 limP [|E era +d, | < e} < lim sup P [z UPA 
w n>a £ k 


+ < e} <26, 
| 2x8 
最 后 ,利用 关系 式 


Doi +d, = 31 PG; — 1) + 5 c? + ds 
7 7 ; 





以 及 
E (De —D)) =251 GD >o, 
导 到 > c? +da 一 0， 引 理 证 毕 . | 
由 引 理 得 ; 《4a*，*) + d, 依 测度 收 伊 到 某 一 极限 草 涵 了 
(dars) 十 ww 依 均 方 收敛 到 同一 个 极限 。 容 易 计算 
JC) + dn Talde) = 222 (ey + (De + a, 


= 2Sp( B'2A,BA,B'2) + (Sp( B'24, B'2) + do 


= 2Sp(A.BY + (Sp4,B + dp. (7) 
因此 下 面 推论 是 正确 的 ， 
推论 ”为 使 对 某 一 选择 的 4 RIRIN (Arrar) + ds 依 测度 e 
存在 极限 ,必要 充分 条 件 为 


lim Sp([A, — A,1B) = 0 


并 且 可 选择 ds 等 于 一 Sp4, 了 .如 果 limSpA,B 存在 ， 则 do 可 取 为 
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我 们 利用 这 些 结 果 寻 找 二 次 泛 函 的 一 般 形 式 。 因 为 
(Anr, z) = FV kati Vhs (Si 一 56) 十 之 NARts 
R 


Sp([4 — AnlBY = E WV agi VY =N nati uY, 
k.i 
则 当 极限 im(44x,*) + d。 依 测度 4 存在 时 ,存在 极限 
imua V = bus SIV u RN y — Bi — 0 
Rf . . 


并 且 
im Mo WU Ebi — Bi) = 21 Pus — 8u). 
以 后 把 由 极限 
lm[(A,x, z) 一 SpA,B] 
表示 的 泛 函 称 为 中 心 二 次 泛 函 ， 中 心 泛 函 的 一 般 形式 由 公式 
= a (ee) a - aw ). (8) 


M Arhi 
给 出 ， 其 中 pu 是 任意 选择 的 数 使 得 >，p < eo, 如 果 对 中 心 
k»i 
泛 函 增加 任意 常数 ， 则 得 到 可 测 二 次 泛 函 的 一 般 形式 .中 心 泛 函 
由 任 一 泛 函 减 去 数学 期 望 而 得 到 . 
平稳 Gauss 过 程 的 线性 与 二 次 泛 函 ” 设 5(?) 是 实 平稳 Gauss 
过 程 , 它 的 均值 为 0 ,相关 函数 为 RCz) SWARA FO): 


R) = | ed FCA), 
其 次 ,假设 7(1) 为 共有 正 交 增 量 的 复 Gaus 过 程 ， 
E) = feara), 


我 们 将 在 区 间 [一 了 ,Tl 上 考虑 5()。 则 它 对 应 一 个 在 [一 了 , 7] 
上 具有 平方 可 积 的 实 函数 的 Hilbert 空间 ZT, T] 上 的 概率 
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测度 ， 为 了 寻找 过 程 SG) 的 线性 和 二 次 泛 函 , 我 们 应 用 前 述 的 结 
R. 
表示 作为 
In 一 EOZ 


的 均 方 极限 的 任 一 随机 变量 ? 我 们 称 为 过 程 5(2) 的 线性 泛 函 . 其 
中 z,G) 是 定义 在 [一 了 , T] 上 的 连续 函数 序列 。 现在 寻找 过 程 
EO 的 线性 泛 函 的 一 般 形 式 ， 因 为 


[|a G): 一 MEZZO 
故 


En} 一 TOLO 
其 中 


pala) = 人 e, (9) 
用 % ,( F) 表示 包含 所 有 形 如 (9) 的 函数 且 依 内 积 
(pp) = TOTOLO | 


完备 化 的 Hiber 函数 空间 ， 则 由 z, 收敛 于 某 一 极限 得 到 , 由 等 
式 (9) 确 定 的 函数 o) 收敛 于 某 一 属于 % CF) 的 极限 ,并且 


7 -| p14) ay 4). | (10) 


ER H pE) 时 ， 式 (10) 给 出 在 [一 了 ,7T] HR EC) 的 
一 个 泛 函 的 一 般 形 式 ， 关于 过 程 š(z) 的 中 心 二 次 泛 函 可 以 理解 
为 变量 


t= [F eME 一 RG — ldrds, 


均 方 极限 的 任 一 随机 变量 5， 其 中 eCG, s) 是 对 一 切 1, € [—T, 
T] 都 有 定义 的 连续 实 对 称 函数 序列 容易 计 算 
E|r,P 


=E U [U se, dark, ECE) EC ded du dv 
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一 | | | galti jgausv) RC 一 门 Ra 一 v ddsdudy 
zic. n) [AF CA)AE (u), 


六 


p= eads, QD 
用 %2( F) 表示 包含 所 有 形 如 (11) 的 函数 是 对 于 内 积 
(ps p) 一 |! plà, n) pla, pAF (2)IF Ca) 


是 完备 的 Hilbert 函数 空间 ， 这 时 如 果 变量 ¿, 收敛 于 某 一 极限 ， 
M p, 收敛 于 革 一 SCE) 中 的 一 个 函数 % 为 用 里 表示 变量 “， 
我 们 引 人 二 重 随 机 积分 


þa, PAVIE). 02) 


我 们 把 这 个 积分 定义 为 根据 具有 正 交 值 的 随机 测度 的 积分 《参考 
第 四 章 $ 4)。 设 在 R 上 测度 ， "在 长 方形 上 由 关系 式 
x([21,, 1] X [za D 


= y([2,, Dy pn]) — FO{h, 21 [a , 1) (13) 
来 确定 ,其 中 
Yus = Ia — (2), Fh] = FO) 一 FO, )， 
测度 > 是 具有 正 交 值 的 测度 ,使 得 
El>([2,, 22] X [psp D|. = F([2,, PFCIA， ml). 
因此 对 所 有 满足 


|| pa, UEO) < e, 
竺 别 地 对 于 PENE) 的 ,积分 
eG DOTT = wa ular x du) 


是 确定 的 。 我 们 证 明 当 pe % CF) 时 ， RAUA Rb -次 
泛 函 的 一 般 形式 ,为 此 只 须 验证 
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人 人 Ealt, s)[Ë(22E( s) — R(t — s)]ards 


= [oand 9 
其 中 p 根据 式 (11) 与 g, 有关 。 设 I 
Eliss) = EGRO), RA) = | eg ds 及 G) 


i _ 
一 | aG), 
Hl 
(eR) — RG — 144: 


= (E Kya — EORR) 
= (EORI. f 


《最 后 等 式 的 得 到 是 由 于 对 阶梯 函数 式 (13) 是 成 立 的 ,因此 , 它 对 
所 有 连续 函数 是 正确 的 .) 因 此 ， (14) 对 形 如 l 


> g (e)k (s), 
的 线性 组 合 也 是 正确 的 ,因而 对 所 有 80) 也 是 正确 的 . 
从 证 明 中 得 到 下 面 公式 : 如果 pUre) 一 D) eaa, 
k 
则 
CORZO | 
= Se, llo,(2qy(2)l 一 2) 22F(2)). 
>a (aG 外 fir). G5) 
这 个 公式 在 以 后 将 被 用 到 |， l 
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第 六 章 ”关于 随机 过 程 的 极限 定理 


$1， 了 距离 空间 中 测度 的 弱 收 敛 


设 .和 是 以 p(x，》) 为 距离 的 距离 空间 , 3 是 它 的 Bord PR 
组 成 的 o 代 数 ， Zs BELEA LAWA 
l|, = sup |fG2) | 


的 全 体 有 界 连 续 函 数 的 空间 。 定义 在 S 上 的 测度 序列 z, 称 为 弱 
收敛 于 测度 e WEH Ea 中 的 每 一 个 函数 7, 满足 


lm)f G) s (az) = ff G) tar), 


定义 在 B LEWE La) 的 集合 M 称 为 弱 紧 的 , 如果 M 中 的 每 一 
个 序列 z, 均 可 选 出 细 收 策 的 子 序列 。 

定理 1 设 免 是 完备 可 分 距离 空间 ， 定义 在 上 的 测度 集 
合 M 是 弱 紧 的 充分 必要 条 件 是 

a) upia A DJ3pe M} < co; 

b) 对 任意 > 0, 存在 紧 集 玉 使 

sup{f (NK su € M} <e, 

证 ， 必 要 性 ， 从 集合 M 的 紧 性 得 知 ,对 每 一 有 界 连 续 函数 户 

yk | | 
[ey alar) me M] 


是 时 的 ,因而 它 是 有 界 的 . 取 一 1 就 得 到 条 件 a) 的 必要 性 . 现 证 
条 件 b) 的 必要 人 性， 用 天。 表示 满足 p(x,K)<5 的 x 的 集合 ,其 中 
plx,K) = inf px»), 
我 们 证 明 , 对 任意 s> 0 及 5 > 0 可 找到 这 样 的 紧 集 K, , 使 
(AK <s 
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对 所 有 we M 成 立 . 

若 不 然 ， 即 对 于 给 定 的 > 0 和 8 > 0, 这 样 的 紧 集 不 存在 ， 
任 取 一 测度 m€ M, 并 设 KO 是 使 得 总 (有 KRK) < s 的 紧 集 ， 
HY 

sup (HR NK) > e, 


因此 能 找到 测度 me M 使 得 
po( 2AKY) > e. 
所 以 能 找到 紧 集 KOCANKP 使 得 w(K 中 ) > s。 由 上 述 所 作 
的 假设 
sup nk (SrN KN KP) 一 sup (#@rN[K29 U K2],) > e. 
因此 能 找到 测度 ac M， 使 得 | 
t (r \KE\KY) > e, 
以 及 紧 集 
KOCA\KI\KY WE z ,(K9 > e, 
继续 这 一 程序 , 就 构造 了 测度 序列 z, 和 紧 集 序列 大邱 , 使 得 
A (K) > e, KoCA\KEN\ AR9-D 
iz 
I— Z ,G,K%),4 z€ K$}, 
X; (x) | Š 
, 当 xEKYD,, 
由 于 每 两 个 紧 集 KK 和 "之 闻 的 距离 大 于 6, 所 以 
Xl) Xn Cr) = 0。 
因此 ,对 每 一 z€ K, 级 数 


go G) — > x; G) 


是 收 钱 的 ,而 且 函 数 gp(x) 连续 且 以 1 为 界 。 由 于 可 从 序列 pw rH 
EE REAA TEA, 所 以 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 Ha RAAT 
某 一 测度 x。 于 是 有 


limf gs (Z) z, Cdx) = | gp G) p (dz), 
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HIH s > p Ir 
[e © z, (d) > | x, G) z, (ae) > s, 
DL SUR p, RER 
| gp (x) n (dz) > 8 
成 立 。 但 此 不 等 式 是 不 可 能 成 立 的 。 因 为 对 所 有 r 8 p — oo 时 


g |z) — 0, 0 < gsr) < 1, 
所 以 根据 Lebesgue 定理 x. 
km | z, G) a (ar) = 0, 
这 就 证 明了 , 对 每 个 8 > 0, 6 > 0, 存在 紧 集 天 使 
(A NK) <e 
对 一 切 n€ M 成 立 ， 对 任意 取 定 的 8 > 0, 构造 紧 集 K”, 使 得 


sup (S NK? ) < <> 
则 


© 
K = /|KO 
r=1 


EZ, H 
POZNE) < DH\KY) < Ber 


条 件 b) 的 必要 性 得 证 ， 

充分 性 ， 设 定理 的 条 件 被 满足 。 由 条 件 b) 知 , 可 构造 紧 集 序 
列 K”, KC Kt, 使 对 一 切 z€ M 

CUK”) 一 1 
和 ， 
ulR\K') < Ens En | 0, 

设 耻 是 多 xz 中 的 函数 妃 组 成 的 可 数 集合 ,使 对 所 有 m, 当 {f,} 
限制 在 天 ”上 时 , CEE Zer 处 处 稠密 的 . 由 空间 E e 的 可 分 
性 和 Ee 中 任 一 函数 可 扩张 成 E a 中 的 函数 可 以 得 知 ， 这 样 的 
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可 数 集合 是 存在 的 . 设 z, 是 M 中 任 一 测度 序列 ， 选 取 序列 a, E 
对 所 有 /e 存在 极限 i 


tim | f CE) an (ax) = L (f). 
现 来 证 明 对 一 切 pe Fe 这 个 极限 存在 事实 上 ， anaE 
jele <1 


的 任意 9 及 s > 0,8 > 0, 可 找到 函数 1e F fE 
supi l) — pG); r€ K”) < a, 
MANK") < e 和 la < 1. 

HT 

[r G) =, Ga) — [P a Gae) 


所 以 


< ësupi( 2 )-+ 28, 





[imf ç) =, Ge) ~ Em] g G) mn 人 ea) 
< ds + 26sup u C2), ; 
H e> 0, 8 > 0 的 任意 性 ,得 ` 
limf ç G) zs Gaz) = lim | o (9 ping Cda) 


k> 


= lin\ P (x) Hng (dz), 


所 以 ,对 所 有 pe Cas WIB 
lim | p G Hn (dx) 
存在 
用 LC) 来 记 这 个 极限 。 TR LO) 满足 第 五 章 $ 2 定理 1 
的 条 件 1) 和 2)。 其 次 , 若 当 *e K" 时 9 一 0, 则 


ILCO) = [im [o C po Ge) | < ləlse,. 
因此 ,该 定理 的 条 件 3) 也 满足 ， 所 以 存在 测度 # 使 
L(g) = | palar), 
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这 就 证 明了 定理 条 件 的 充分 性 。 

注 ， 如 在 第 五 章 $ 2 定理 2 一 样 (参见 该 定理 的 注 )， 在 证 明 
充分 性 时 并 没有 用 到 空间 .用 的 完备 性 . 

Hit ”如 果 宛 是 完备 可 分 距离 空间 ， 测 度 序 列 z, 使 得 对 一 
切 pe @# +, 存在 极限 

(9) = lim| (0) m Cdx), 
则 存在 测度 上 使 
L (e) = [o (z) p (dx), 
B ,测度 序列 z, 一 定 是 弱 收 敛 的 。 

证 。 先 证 明 集 合 (a) 是 弱 紧 的 。 对 于 这 集合 来 说 ,定理 工 的 
条 件 a) 是 满足 的 。 假设 条 件 b) 不 满足 。 和 证 明定 理 1 条件 b) 
的 必要 性 一 样 ,对 某 个 。 > 0, 可 构造 子 序列 ww 和 相互 间距 离 不 
小 于 65 的 紧 集 序列 K%, 使 得 <a, (Kt) 之 se。 如 同 定 理 1 的 证 有 明 
一 样 定义 通 数 x; (x*)。 对 每 一 个 素数 p, 记 ， 


4, G) = Dr. 


函数 d(e) 满足 

0 <ç,G)<1 
K p Ari f 
$, x) por Cx) = 0; 
be @>x, Bj 


L(#,) ~ lim | $, G) par (az), 

注意 , 当 丰 一 加 时 
| G) a (az) > | x, G) as, (29, 
因此 | 
Lg) = lim | b G) z, Cdx) > s, 
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因为 p 委 1 时 
L (p) < LCF), 
于 是 对 每 个 N 


| , . 
LG>L (> dy) > Ne 
j=1 / 


(其 中 户 ;… pw 是 相 异 的 素数 ). RALO 的 有 限 性 矛盾 。 所 
以 定理 的 条 件 b) 满足 ， 设 x 由 是 弱 收 剑 子 序列 且 z 是 它 的 极限 ， 
那 末 +. | 
L (e) = lim | p (x) tn; (dz) = [ç (z) (dz), 
这 就 证 明了 推论 . 

现在 考虑 测度 弱 收 伍 性 与 测度 在 某 些 特别 的 集合 上 的 值 的 收 
化 性 之 间 的 关系 . | 

定义 设 k 是 8 上 的 有 限 测度 , 集合 4€ $ 称 为 测度 4 的 连 
续集 ,如 果 pC(4') 一 0， 此 处 4' 是 4 的 边界 .以 后 总 是 用 [4] 表 
FARDE MH nd 表示 .4 的 内 点 组 成 的 集合 。 

定理 2 测度 序列 z, 弱 收 敛 于 测度 &w 的 充分 必要 条 件 是 ,对 
测度 的 每 一 连续 集 4 满足 

u, (A) — x (A), 33 n — co, . 

证 ， 先 证 必要 性 。 设 ps BKAT p, 而 4 是 8 中 的 任 一 集 

&. 令 
gm (z) 一 exp{—mp(x, 4)}, 
其 中 pCx,4) 是 点 x 到 集 4 的 距离 。 由 于 
gm(%) = 1, 

当 reld]; 
E gn(x) 一 0， 
当 xE[4]， 所 以 


lim | gn G) kG) = u (lal), 
可 见 对 每 个 。 > 0 能 找到 这 样 的 m, 使 
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[en G) ular) < plLAD) +e. 


因此 ， 
O MADS | pa) = e 
= tim fgn (tld) —e 
| - > im m (4) — è 
HH £ > 0 的 任意 性 ,得 
lim w (4) < a ([A]). 
于 是 有 


Ap([ 和 NM]) > lim pa CANA) = lim n, (2) 


— lim z, (A) = a (Sr) — lim pl4), 


g + ñ f 


顾及 到 | 
A[2\A4D)D = pH u(Intd5, ` 


pntA) < lim u, (4) < ima,(A) < CIA) (1) 


f — 


由 于 对 测度 4 的 连续 集 有 pCInt4) = x([4])， 所 以 从 (1) 便 得 
到 定理 条 件 的 必要 性 . 
为 证 明 充分 性 ， 现 从 Z. 中 任 取 一 函数 /。 集合 (z: < 

JG) <5} 的 边界 篇 于 集合 {x:f (x) 一 a} Uir (x) = 0， 集合 
4, = {x:1(x) = c} 对 于 不 同 的 < 是 不 相交 的 ,所 以 存在 至 多 可 数 
个 c, 使 得 x(4,) > 0， 选 取 数列 a, k = 1,.…-, NN 使 得 

uC Aa.) = 0, aa < aka < ak + E, a, < — ill, aN > ile. 
令 

E, = {xia < JG) < aku}. 

集合 E, 是 测度 上 的 连续 集 , 所 以 a,(E,)—= uE) TE 


tim || 1G) pa Cde) — | G) a (de) 
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<im|| f(x) pn Cdx) 一 Sen (Eo)| 
+ || fe) Gan) — Sa) 


<25 u (E,) = 26e LE). 
k=1 


由 8 >10 的 任意 性 得 证 充分 性 。 定 理 证 完 ， 

现 利 用 弱 紧 性 的 条 件 导 出 测度 器 收敛 的 定理 ， 在 所 有 这 些 定 
理 中 ， 用 到 了 一 个 这 样 的 事实 : 具有 唯一 极限 点 的 弱 紧 序列 是 弱 
收敛 的 . 

我 们 称 序列 f, € Ca SKAFI, WRAN f, E A k 8 A 
的 , 且 对 每 个 rE Z, G) ATF f(x)， 利 用 这 个 概念 ,自然 可 
以 定义 弱 闭 的 函数 集 和 户 数 集 的 弱 闭 包 ， 

定理 3 序列 py 弱 收 鳞 于 某 一 测度 上 的 充分 必要 条 件 是 , 它 
是 弱 紧 的 , 且 对 弱 闭 包 就 是 @ + 的 某 一 函数 集 FoCWw， 与 所 有 
f€ Fo 满足 关系 式 


tm | fC) lna (dx) = KO n (ax). 


证 ， 充 分 性 。 现 证 明 序 列 z, ONE DEAT Be? l] CT WI 
度 上， 事实 上 , 若 对 所 有 1jE @ >, 


im | G) tnla) = [16 EG), 
则 对 fe Fo 满足 等 趟 
[10 alar) = È 1 z (aO. | 
但 是 从 积分 号 下 取 极限 的 Lebesgue 定理 可 知 , 在 wz 中 满足 
[I)a C0) = | 1 G) a Cda) 


的 了 所 组 成 的 集合 是 红 闭 的 。 所 以 上 一 关系 式 对 F, 的 弱 闭 包 中 
的 所 有 函数 成 立 ， 亦 即 对 所 有 je 多 成 立 。 这 就 证 明了 定理 条 
件 的 充分 己 。 必 要 性 是 显然 的 . 
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当 测度 对 应 于 随机 过 程 时 ， 应 用 假定 了 边沿 分 布 收敛 的 定理 
是 方便 的 。 现 建立 一 个 一 般 性 的 定理 ， 由 该 定理 可 推导 出 同类 型 
的 结果 . | 

定理 4 设 4 是 弱 紧 序列 ,5 是 某 一 测度 ,2 是 茶 一 开 集 类 ， 
它 对 其 中 每 两 个 集合 的 并 和 交 是 封闭 的 ， 而 且 满 足 条 件 : 1) % 
的 0o 闭 包 包 含 所 有 开 集 合 , 2) % 中 所 有 集合 是 测度 4 的 连续 集 . 
那 末 , 如 果 对 一 切 AEA, 

lim Po (4) = +(4), 


HI] en AAT a, 
证 ， 设 z, ER AATRE z EA M) 可 得 , 对 
一 切 4€ %, 满足 关系 式 
RE (A) = g (IntA) < Jim a, (4) = n( A). 


因此 对 所 有 4 EW, 不 等 式 B(A) < KA) 成 立 。 显然 ,在 一 个 
包含 的 单调 类 上 这 不 等 式 也 成 立 。 记 以 对 每 一 个 开 集 , 这 不 等 
式 成 立 。 因 为 每 一 个 闭 集 是 一 个 下 降 开 集 序列 的 交 ， 所 以 对 每 一 
个 闭 集 F 亦 有 FC(F)< x(F)， 因 此 对 所 有 集合 4€ wk 有 
B(A) < (A) = 0. 
于 是 | 
ala) 一 lim un (A) = KCA). 

由 测度 & a aE A AREG, CE 田 上 也 是 相等 的 。 就 是 
说 序列 w 的 所 有 极限 点 都 重合 于 w， 定 理 证 完 。 

注 . 在 各 种 函数 空间 上 的 测度 的 情形 里 ， 通常 把 测度 的 所 
有 连续 开 柱 集 族 当 作 %, 

在 测度 弱 收 敛 的 情形 也 可 以 建立 对 某 些 不 连续 的 函数 的 积分 
的 收敛 性 .此 时 我 们 将 用 到 这 样 的 一 个 事实 : 3 可 测 函 数 的 间断 
点 的 集合 是 B 可 测 集 . 

中 型 ”如果 mm BKAT v, OJ 


limf f (x) pa Cdx) = | fC) n (dx), 


"370， 


对 所 有 % 可 测 & 几乎 处 处 连续 的 有 界 函 数 fx) 均 成 立 ， 
证 ， 设 4 是 函数 f(x) 的 间断 点 的 集合 ， 令 多 。 一 (r:e) 
at, 设 多 。 是 集 多 。 的 边界 . "ó a| 二 8 时 ,集合 多。 门 多 s 包含 在 
交集 [ 多。 {NR NS,] th, 所 以 对 于 rE Ga NPr, 不 等 式 
lim inff (y) < e, limsupf(y) > 8 


成 立 。 于 是 2NF CA, HAKER a, RA ¿NA 不 相交 ， 
因此 有 不 多 于 可 数 个 的 = 使 

(Z; ) = (NA) > 0, f 
即 除去 最 多 可 数 个 外 , 所 有 集合 多 。 都 是 测度 上 的 连续 集 。 所 以 
除去 最 多 可 数 个 外 ,对 所 有 < 有 


lim pr({z:Kz) < a}) = ur: t) < a)), (2) 

由 积分 的 变量 替换 公式 可 得 
[rosa = odpm < 6) 
[10 alda) = | adale: 1) < ab). (4) 


MEA G), G) 和 (4) 就 得 到 引 理 的 结论 。 
最 后 , 考 上 线性 赋 范 空间 上 测度 弱 收 剑 的 条 件 。 设 .用 是 可 分 
Banach 空间 , 工 是 .及 上 的 线性 泛 函 的 线性 集合 , 它 使 得 所 有 工 中 
的 泛泛 1 为 可 测 的 最 小 o 代数 重合 于 空间 经 "中 的 所 有 Bore 集 所 
RO RAS, RAIE XU) # xG) 分 别 表示 测度 =, 和 & 的 特 
EZA: E 





x,(1) = | ep (dz), x(1) = ferou dx DA 


定理 5 测度 序列 wm 弱 收 剑 于 测度 上 的 充分 必要 条 件 是 , PF 
列 mm 是 弱 紧 的 且 对 所 有 ?76 L 满足 等 式 


lim X,(1) = xÇ). I (5) 


证 ， 定 理 条 件 的 必要 性 是 很 显然 的 . 为 证 明 充 分 性 只 需 证 ， 
序列 p 的 每 一 个 极限 点 重合 于 p。 设 是 这 样 的 极限 点 , 则 对 一 
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gieb | 
XD) = XCI) = | cord， 
从 特征 证 函 相同 得 到 测度 相 局 , x 一 Xx， 定理 证 完 . 


3 2. Hilbert 空间 中 测度 弱 收 伍 的 条 件 


在 这 一 节 里 ,多 -是 可 分 Hilbert 空间 ， BER hA Borel 集 
的 c 代数， 考虑 在 S 上 的 测度 , 并 研究 这 些 测 度 的 弱 紧 性 和 弱 收 
敛 的 条 件 。 如 上 池 的 结果 所 见 , 基本 困难 是 在 于 找 出 测度 族 的 弱 
紧 性 的 条 件 。 对 于 Hilbert 空间 ， 可 以 用 特征 泛 函 的 术语 来 给 出 
测度 族 弱 紧 性 的 充分 必要 条 件 ， 

今后 将 用 到 在 .和 -中 的 其 些 线性 算 子 的 集合 的 如 下 记号 : T, 
是 表示 全 体 非 负 对 称 全 连续 算 子 的 集合 , 是 全 体 核 算 子 的 集合 ， 
5 是 S 的 子 集 , 其 中 每 一 个 的 迹 不 超过 a, 

首先 , 我 们 建立 有 中 的 集合 是 紧 的 一 些 准则 , 这 对 今后 的 应 
用 是 方便 的 . 

引 理 1 对 任 一 4e T. 集合 {x:|14-z| < 1) ERR. H 
FE- REKOH, TRIAT AET., BEABKCI+::| A x| < 
l). | 

。 集 合 {x:147'x| < 1) 是 在 映 象 4 下 单位 球 的 原 象 且 由 
ARRLANT EEEN. 设 天 是 某 一 紧 集 ,而 {ex} E 中 
的 任意 规范 正 交 基 ， 令 <t = (ere). 由 KK 的 紧 性 得 ,存在 序列 c 
to» 使 得 对 所 有 + € K # | 

DEF S cen 
kən 


取 数 列 2,10, HERRA 
> d, = +00, So daen < 
成 立 。 那 末 
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< k d 
> G ty D>) - Da > (zy < Sidha < %, 
k=1 j=1 k=1 








k=1 iPpk 
定义 以 ex 为 特征 向 量 的 算 E- 
[Sae 
Aer = ek 
> di 
那 末 :对 所 有 *6 K. 
k 
Da 
|A|? = >e y: j= _ < 
É Das 
由 条 件 


k 1 
lim 3 diol > di) = 0 
pri 


k>o3 


得 知 , 4 是 全 连续 算 子 ， 引 理 证 完 , 


定理 1 AMER WER Xle), sE K, EME HEM 
WRZE. REMERA URRE: a) H € M 时 ， 
Xx(0) 是 有 界 的 ; b) 对 任意 e > 0, 存在 算 子 B， B € T., 且 对 每 一 


z€ M BAT AES, RÆ (BA,Bz,s) < 1 就 有 
Re[Z,(0) — Xl] < z. 


证 。 对 弱 紧 集 M $ 1 定理 1 的 条 件 a) 成立 ,由 此 可 得 条 件 a) 


的 必要 性 ， 现 证 明 条 件 b 的 必要 性 .不 失 一 般 性 ,可 认为 
x,(0) = 1, 


由 于 $ 1 定理 1， 对 弱 紧 集 M 可 以 找到 紧 集 天 C .有 ， 使 得 对 一 切 


nE M 不 等 式 
LÆ — K) < 二 


成 立 。 那 未 


Re[2,(0) 一 和 (CD] 一 人 — cos (x,2)la (dr) 
€ 1 2 
< 二 十 ze u(dx). (1) 


W BE T. 中 的 算 子 ,使 得 KC{x: |B] <y s }. 由 引 理 1 知 ， 
它 是 存在 的 。 设 4 是 非 负 对 称 算 子 ,满足 


(BA,.Bz,z) = L| az (z,z)e (az), (2) 
那 末 
(4) = T|, ays CG BEY a (a) 
1 -1 2 
一 F: IB- ela (B x, z) u (dx), 
且 


1 
Spd, = > A -| 
PA, 4 CAuerser) g Jistr 


即 , AES. 由 (1) 和 (2) 得 不 等 式 


lB-ixhp(dr) < 1, 


Re[Xa (0) — Z,(2)] < py 十 六 (BA,Bz:, z). (3) 
条 件 b) 的 必要 性 得 证 . 


现 来 证 明定 理 的 条 件 的 充分 性 ， 由 条 件 a) 得 nC 多) 是 有 办 
BJ. 由 $ 1 定理 1 得 知 ,只 要 证 明 对 每 个 6 > 0 存在 紧 集 K , 使 对 
所 有 EM, KÆ 一 K) <e RET., Vk BET. 是 这 样 的 算 
子 , 对 所 有 KEM, 当 (BA,Bz,z) < 1, 其 中 AnE S, 就 有 
O Re[X,(0) — Xa(2)] <. 
那 末 


Re[X,(0) 一 Z,,(z2)] < = + 2 (BA,Bz, z), (4) 


当 4 之 0 时 我 们 来 估计 积分 
人 一 ep 二 人 (Bx,x) J| u (dx). 
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设 ani ET B 的 完全 规范 正 交 特 征 向 量 序列 ， 而 px 是 对 
应 于 ex 的 特征 值 ， 那 末 


(Bx, x) = SE, 
£= Pk 
其 中 x* = (z,e). 注意 到 


"| = (22) ilaj. t xtzt 


-i5 pk (ze) am. 
其 中 e'er” ERER AIE l 
jh: 一 xp{— ; (B”2z,z))| n (dz) 


-noe 
x epf- A (z) dete ds"p (dx) > 
= imQ TT A 一 x (> sta,)| 
sof Sacsa a 
R=1 
十 2( B4.B > Sorten ) > sta) 
=1 
oX Si i5 nela g'e + eda” 
一 一 十 alim y (Aners cr) 
2 HR 
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于 是 


/ 
11 一 exp{— ze _, ` z (dx) 
N PA (B “x,zr)>c 


<| fı — exp{— 2. (B=, DJa + 21, 
GBT? 2 2 
RN 4 > 0 #l < > 0 (8 


g + 41 


àc 
本 
2 


这 时 对 所 有 KEM, 不等式 Kr: |B] > c)) <e 成 立 , 因此 
K = (z:| Bz] < c) 就 是 所 要 找 的 紧 集 。 定理 证 完 . 

注 I。IO.B.IIpoxopos 和 B.B.CasonoB 的 简单 例子 表明 ,对 测 
度 的 弱 紧 族 来 说 , 任 给 e — 0 并 不 总 是 可 以 在 5 中 找到 算 子 4( 对 
所 有 测度 we M 是 相同 的 ), 使 得 当 (4z,z) 筷 1 时 , Re(x,(0) 一 
X,G)) <s. 设 天 是 形 如 天 一 {z:|B-z| 委 1 HRR, Hh 
B€ T, B. SpB’? 一 十 co， 我们 用 等 式 


uh = eD = H, 
(rM :I]N— z]) = 0 定义 测度 a (此 处 {x} 表 由 单 点 * 组 成 


WES) 考虑 测度 族 M = (z€ K). 因为 对 所 有 KEM, 
KANK) = 0, 所 以 对 是 弱 紧 集 。 其 次 , 有 


Re(X (0) — X,.(2)) = 1 — cos(z,z) = 2sin2 2) > 


< e, 


=i 
sup Re (Xp, (0) — Xa, (2)) = sup ysim CB x, Bz) 
By € M ` iB {xl 2 


131<1 


2, |Bz] > x; 
= sup ?sin OZD f . a| B: | 
2 2 ° . 


AF064834 (Az,z)< 1 hf, Re (Xn(0) — X, G) < 1 J XK: 
F. MU3W (Az,z) S 1 WP |Bs] <r, BERE, 4 |z| < 1 BJ 
* 376 ° 


| BA z| < x, B BAT: 是 有 界 AT. BW k B = = CA”, 其 
中 C 是 有 界 算 子 ， 因 为 
B = B* = Al:C*, 
所 以 
B? 一 At2C * Ç 4122 
且 对 算 子 4 的 特征 向 量 的 规范 正 交 序列 {ek} 得 
了 (Bekset) = D (C*CA Ae )<||c*c| D C Aerer). 
k k k 
因此 ,必须 Sp4 = + co, 
定理 的 条 件 b) 看 来 有 点 烦琐 ,现在 我 们 导出 此 条 件 的 某 些 变 
Æ. . 
引 理 2 为 使 S 中 的 算 子 族 Ce 可 表 为 Ca = BA, B, 其 中 
Be T,, A. € S, 其 必要 条 件 是 ， 对 每 个 规范 正 交 基 {ex}, 级 数 
SpC, 一 > Cners et) (5) 
k=l 


wu — 9 382 284 RSS 2 Ska — 425 A, 
和 证， 充分 性 ， 设 te 好 是 使 级 数 (5) 一 臻 收敛 的 规范 正 交 基 。 
令 


Pa = sup D CCuerser)s 
H k=" 

并 选取 序列 Co > 0, 使 得 Zan = + oo K Sonpn < co, IK 
> > okCCucnsen) 一 > Ok Cuensen) < >; Gk Dk. 
n=1 k=} k=i n=k k=1 

其 次 , 设 B 是 对 称 算 子 使 得 Be, = Arer, RP 

2 k 1⁄2 
lg 一 (> won/ > oj > 
因为 4 一 0,BET,, 令 Aa = B :C,B 1, 这 时 


5pd = > 0 (B-iC,B ler. ek) 一 Dg (Ces) 
k=l a2 


‘e 377 >% 


ww K 


= (Cuers a Gnpn S 


=1 s=1 


5| 理 条 件 的 半分 | 

必要 性 . “ç Cu = BAB, BET., AES W IJ) 是 任 一 
规范 正 交 基 。 用 Pw 表示 在 向 量 fs, fnno’ 所 张 成 的 线性 子 空间 
上 的 投影 算 子 。 且 设 Bx 一 BPv。 因 为 ,如 果 BeS, 则 Sp4B = 
SpB*A* 和 SpAB <SpBllAl|. 所 以 


D (BAsBfi, fr) 一 D, (Ps BA,BPufk h) 


k=N k=1 

= Sp( BšA, Bx) = Sp( BA,) < || BV'l|spA, < IBY TA 

为 完成 证 明 ， 我 们 注意 到 , 4 N 一 co 时 , |B -> 0， 事实 
上 :, 当 |zj 委 1 时 , 形 为 Bx HIERS K ERK MA |Pwy| 是 
连续 旦 单调 递减 于 0， 所 以 当 N 一 co 时 ,也 有 sup {jPvy|， 
ye Ky —0, E 


supí|Px,y|,y € K) 一 sup ,|PwBx | 一 Bš, 


引 理 证 完 . 
用 5S* 表示 满足 如 下 条 件 的 算 子 马 的 集合 ”对 所 有 规范 正 交 
基 {ex}， 和 
DlCDen, ex)| 


是 有 限 且 有 界 的 。 这 个 和 的 上 确 界 记 为 SID 用 sP 表示 5* 中 
满足 Sp1D| 二。 的 算 子 D 的 集合 . 
推论 BRATR C. 对 任意 s > 0 可 表 为 
C, = BOAH B® + DY, 
其 中 BEET, APES, DE SF. 那 末 存在 算 子 BET, 使 得 
C, = BALB BH. A; € SS, 
事实 上 ,如 引 理 2 所 知 ,只 要 证 明 对 某 个 规范 正 交 基 (e)s 级 
m 
>; (Caers er) 
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对 一致 收 剑 就 够 了 ， HER e > 0 


S CCuerser) < > (BOAPB Oer, er) + e, 
k>N A>N 


且 正 如 引 理 2 所 知 , 我们 选取 足够 大 的 NN 和 
D> (BPOAPBer,e4) 


k>N 
对 所 及 可 以 同时 小 于 e. 
用 多 r BRENER LIRIE Hilbert-Schmidt FPW 
E SpCC* < co 的 算 子 C) 所 成 的 Hilbert 空间 ， 它 有 内 积 
(A,B) = SpAB*, 
引 理 3 1) 如 果 BE T,，An€ T. BAZES, WRAT BA, 
的 集合 在 Xa PERH. 
2) 对 由 算 子 Cs 所 组 成 的 在 ZZ x 中 的 任意 紧 集 总 能 找到 算 
+ BET 使 得 BC2B 一 ES 
HE. 1)2? 设 {ex} 是 算 子 B 的 特征 向 量 的 基 , 又 设 Pn 是 在 向 
E esteen 所 产生 的 子 空间 上 的 投影 算 子 。 那 末 由 于 引 理 2 
lmsup Sp(BY: 一 PnBYPyY 


= lim sup [SpB, — SpPn Bi] 
= limsup[SpC1 — Py)B, + SpPwBY(1 一 Pw) BY 
< limsup [Sp(1 — Pw) B+ SpBLCT — Py) BE] 
一 2limsup sp(1 _ Py) B, o 

= 2limsup Bt) = 0, 


Nə p 


因此 ,对 足够 大 的 N. 集合 [Pu BIP I) 是 集合 {B22} 的 8 网。 从 集 
合 (PuB Pyu) 是 和 N? 维 空间 中 的 有 界 集 得 到 (P BIP.) 的 紧 狂 ， 





*) 现 引 理 3 的 1) 的 证 明 方 法 按 本 书 甘 译本 译 出 ， 比 原著 证 法 简单 .一 译注 
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六 此 引 理 的 论断 1) 得 证 | 
2) W. CCc:,，….,Cw 是 集合 {Cw} 的 8 网， 在 满足 
Sp(Cu— CKX Ca — Ck) < 82 
的 算 子 C 中 , FPK PJ Ch 表示 . WE C2 = CL + 
Da, 其 中 
D, = CL(C, — CL) + (G, — Ca)Cr + (C, — C; X, 
易 见 D, € 5S* 以 及 | 
Sp|D,| < 24 Spc Sp (C, — CLF + è= 0(e). 
现 注意 到 对 于 不 同 的 z, C; 仅 取 有 限 个 数 的 值 , 且 对 每 个 x, 级 数 
DCrerser) 


k 

对 任意 规范 正 交 基 (a)i. BERKAT z 是 一 致 的 , 余 
下 只 要 利用 引 理 2 的 推论 。 引 理 证 完 . 

已 证 明 的 引 理 使 得 有 可 能 找到 更 有 效 的 (和 定理 1 比较 ) 测 度 
族 的 紧 性 的 条 件 . 

定理 2 j: M= {aE LOARER. AMENE 
的 充分 必要 条 件 是 : i 

1) 对 任意 8 > 0, 存在 ¢ 使 对 所 有 EM , ufr: |e] >e} < 
E. 


2) 对 每 个 c, 由 关系 式 
aa (z,xXp(dx) = |B¿s|2 


所 定义 的 算 子 族 Bi 是 经 中 的 紧 集 ， 条件 2) 能 用 如 下 条 件 代 
蔡 : 
2 ) 对 某 一 基 ( 从 而 对 任 一 基 ) 级 数 


S Biel? 


对 任意 < > 03 e—a — 
证 .不 失 一 般 性 ,我 们 认为 AMZ) = 1. 
因为 当 < 足够 大 时 ， 
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Re(1 一刀 CD) < 1 Í (x,zYu (az) 
2Jixlcc . . 


+ a(r: |z] > e) <B + £, 


且 根 据 引 理 3 的 论断 2), (B4) = BAB, X'h B € T., SpA2 < 
1, 所 以 由 定理 1 得 证 充分 性 ， 现 证 定理 的 条 件 的 必要 性 . 设 M 是 
紧 集 且 玉 是 使 对 一 切 we M , 有 Mr — K) < s 的 紧 集 . 若 < 是 
使 得 当 z€ K 时 有 |z] <<, W a((x:|z| > 一 es， 这 就 证 
明了 条 件 1 ) 的 必要 性 ,其 次 , 令 V= {rihl < c}， 可 得 


(Bial m fiy, Cop (ads) + | Cae) 
设 _ 
K = (z: |B] < 1); 
此 处 Be T.。 那 末 K e e 
|, eza (az) < | (B z, Bz)*u (dr) = A, Bz, 
其 中 算 子 A, HAAR 
l| ~ faina 

所 定义 。 因 此 

SpA2 = Í 


(B-tz,z)'a( dz) 


[Br alde) < 1, 


(asg 
所 以 ， | 
Í. PSK) < 14eBaj， 
其 中 42eS M BETa 
另 一 方面 ,着 D 由 等 式 
|, (2207n Ga) = (Dz,a) 

定义 , 则 | 
spp = | Iza) < PaK). 

可 通过 选取 紧 集 K, 使 得 这 个 值 同时 对 所 有 任意 小 ， 因此 
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由 引 理 2 的 推论 和 引 理 3 的 论断 1, ATRA B MERA 中 是 紧 
的 。 条 件 2) 的 必要 性 得 证 。 条 件 2 ) 的 必要 性 由 引 理 2 可 得 , 定 
HEZ. 
推论 1 设 对 所 有 测度 n€ M 存在 相关 算 子 
(A.z,z) 一 |a, ya (az), 


H. Ae 有 ww。 那 末 测 度 族 M 是 紧 的 充分 条 件 是 算 子 集合 (AJ) 
在 .rw 中 是 紧 的 。 若 可 找到 Ó > 0 使 对 所 有 z€ M ， 有 
x({x: |x| > c}) = 0, 
则 上 述 条 件 还 是 必要 的 ， 
推论 2 WET, 由 等 式 
| 了 _ Í (zsr7 _ I 
(= | y a (a) (6) 
所 定义 。 那 末 测 度 族 对 是 紧 的 充分 必要 条 件 是 : 
1) 算 子 集合 (42) 是 2; 中 的 紧 集 ， 


2) limsup a (iz: |x| > cy) = 0, 


我 们 给 出 测度 弱 收 剑 的 一 个 方便 的 条 件 ， 

定理 3 测度 序列 mm 弱 收 俩 于 测度 上 的 充分 必要 条 件 是 : 

1) 对 于 所 有 z€ . 绍 ， 测 度 a, 的 特征 泛 画 加 (z)》 收敛 于 测 
EE P AIREZ A XC) š 

2) 由 等 式 (6) 定义 的 算 子 族 132) 是 X x 中 的 紧 集 . 

证 。 由 推论 2 得 定理 条 件 的 必要 性 。 由 于 推论 2 和 $1 定 
理 5, 为 证 明 充 分 性 仅 需 证 明 


lim lim paC{x: [a >c})= 0, (7) 
设 R | 
x (A) 一 (EE € 人 4 
因为 | i 
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Í (zt) vn dr) = |== (dx) = (us, a 


I+ lel 
所 以 测度 族 n 是 紧 的 。 REAR O 等 价 于 : 
lim lim ye(fz:lz| > 1— 6}) = 0, (8) 


假定 (8) 不 成 立 ， 这 时 可 找到 弱 收 敛 子 序 列 wk* 使 得 它 的 极限 5 
WERE dx: |s| 一 1}) > 0 于是， 对 某 一 *，jlsl = 1 
8> 00 # : 
5({x: lx| = 1,|Gz,z2)| > 8)) > 8. 
那 末 对 所 有 es > 0, 3 n, 足够 大 时 
var: la| > 1 — g;|C(z,z)| > 81) > 6, 











从 机 
; (EL >1-s -es > al) >a, 
| (人 ”Vir j) 
因此 对 每 一 > 0 
imm Í: 1G2)1 > Ey) >a, 
另 一 方面 ,对 每 一 > 
imime D> + 
__ sin (x,7) 
< lim im 一 一 | 一 一 一 一 一 ) (dz) 
< imimrz 人 (x,2) 
imin 4 G (:,z)) d 
= inim Z| — Xs!,2)) dt 
- uj (1— XG,%)) dt = 0, 
由 所 得 的 矛盾 证 明了 定理 ， 


注 。 若 测度 序列 z, 弱 收 和 敛 于 测度 w， 则 对 任意 “>0， 当 
|z| < FIBER Z,(z) 一 XC), 设 B 是 T, 中 这 样 的 算 子 : 能 
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RIAT 4,€ S, 使 当 (BA,Bz,z)< 1 时 Re (1 — X, (2)) < 
e’/8. Æ |Bz| < 1, 则 更 有 (4,BssBzs) < 1。 因此 只 要 | Bz,— 
Bz,| <l 就 有 


|Z, (z) — X, (za)|' <fi ins |i, (de) 


一 afa — cos(zi — z1,7))pnl dr) = 2Re(1 — X, (2) ) 
<. 7 | . 
4 . Š 


因为 集合 (Bz: |z] < c) 是 紧 的 ， 所 以 存在 有 限 点 和 集 21st 2 
使 对 满足 |z| < “的 所 有 > 有 
inf | Bz — Bza] < 1. 


所 以 _ 
lim sup |z, G) 一 1 < limsup |x, O: 一 xG 


+ 2limsup sup{ |Xa (2) — Xazil | BCe — z)| 1} 
< e. ` x i I l s= 
因此 论断 得 证 。 


$ 3， 取 值 于 Hilbert 空间 的 独立 随机 变量 和 


在 这 一 节 蜂 我 们 将 考察 不 仅 概率 测度 是 在 Hilbert 空间 上 ,而 
且 随 机 变量 也 是 取信 于 Hilbert 空间 且 以 这 些 测度 为 分 布 。 设 
{9,at, 了 ] 是 菜 一 概率 空间 ，{ .如 ,3} 是 带 有 Borel 集 的 "代数 的 
Hilbert 空间 ， 取 值 于 .多 "的 随机 变量 是 定义 在 0 上 取 值 于 .的 函 
数 ， 使 得 对 所 有 Be 3，{o:5(w)e BJEN PARNE ECO) 为 
5， 随 机 变量 的 分 布 是 测度 

m(B) = PI{E € B} = Plo:s(o)EB}. 

把 每 个 随机 变量 所 和 代数 所 的 子 RE U 联系 在 一 起 ，9fs 是 
由 形 为 fi5Co)e BI 的 事件 所 组 成 ， 其 中 ?是 男 中 的 任 训 集合 
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随机 变量 Šis Ë,, “Eg . 称 为 独立 的 ,如 果 事 件 的 a ER ile,» 
20 ， LINA `. :是 独立 的 ;好 对 任意 事件 A; € As, 
P 们 4;} = JIP(A;. 


我 们 来 考虑 如 何 通过 被 加 项 的 特征 来 表示 独立 随机 变量 和 的 特 
1E. HOW | | 
Xs (z) = Eesti 5 == |a (dx), 


即 变 量 二 的 分 布 的 特征 泛 函 称 为 随机 变量 上 的 特征 泛 函 ， 
AHS, 5, 独立 且 X.C) 是 变量 š, 的 特征 泛 函 ， 那 末 


Eexp Í: 12 Er 站 I (1) 


因此 , 当 独 立 随 机 变量 相 加 时 特征 泛 画 是 连 乘 。 为 找 出 独立 随机 
变量 和 的 分 布 的 表示 式 , 我 们 考虑 有 两 个 被 加 项 的 随机 变量 ， 设 
£ =Ë + b, E Hgs 5 Et, 分 别 是 变量 二 的 分 布 。 那 末 
m (B) 一 P(š, + š, € B) == EP (š, + E B | As, } 

= EP{&,€ B— El Ae, } = Es: (B 一 £, 
其 中 B 一 x 是 满足 x + yE BURA YURA. EE, m (B 一 x) 
ESHWAR, KE 

Ene, (B — š) = (ua (B — z), (az), 
于 是 ,有 公式 

pi(B) = |w, (B — =), (az) = [aB — z) Gaz), (2) 
即 两 个 独立 随机 变量 和 的 分 布 是 被 加 项 分 布 的 卷 积 . 

由 独立 随机 变量 组 成 的 级 数 的 收效 性 ”我们 将 导出 一 些 不 等 
式 ， 它 们 把 KonmMoropoa 不 等 式 及 其 各 种 推广 的 不 等 式 推广 到 取 
值 于 Hilbert 空间 的 随机 变量 的 情形 . 

引 理 1 B oa “°° , 必 : 是 独立 随机 变量 ， Ez,=0, E|, | < 
œ H 


1 
¿ = DEn 
i=l . 
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WR i 
Plsp Izal >s} < LEIG. (3) 
kid £ 
HE. 由 |£ | ER 2EBRELK 8 — s $ 2 的 不 等 式 (16)， 可 以 
得 到 证 明 ， 

引 理 2 MORE, OE 独立 , 且 l| < c, 那 末 对 任意 自然 

数 1 MEX e 
P fsp Ital > la+ G —1)C} < ( PÍsp Ital >). 

证 . Wk X, —= 1, 如 果 |; | > GG — 1) + Q — 2) C, #l 
Hick [gl < (1 — De + ü — 2) C; ERRER = 0 
那 末 

Pap lhl > la + G — )c] = Pfsup Ital 
> la + (1 — 1)C|zx; = 中 Pt 一 1) 
<l e la Gil > e Pix = 1) 


< gp P| mp Tl >e D Pu) 
<P | spe lal > a VP ap, Ial 
>( —1)a + (! 一 2)c}, 
最 后 注意 到 
Pl am. las >a |< P fup 1al > S). 
引 理 得 证 . 
随机 变量 称 为 对 称 的 ,如 果 E RI- E 有 相同 的 分 布 。 
引 理 3 WÈ ht Ë, 是 对 称 的 独立 随机 变量 , 那 末 


Pfsup Izal >e} < 2P(ILII > s). 
t< 
证 . 如 果 [Ç| > e B < tB IL] < s, n = 1; ER 
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余 情形 , 设 x 一 0。 那 末 | 
P{|t,| > s, = 1} > Pí((š, — tt.) 2 0,X, = 1} 
= P{ (t, — Cr) > 0|X, = 1}P{X = 1} 


1 

> 2 Ex,. 
因此 . 

P (|¿,| > s) = DP{lt,| > s,z, = 11 

k=1 
> L5 Ex, = Lp {sp || > e}, 
2 x=1 2 ¿<= 

引 理 得 证 . 


引 理 4 设 ioti 是 独立 随机 变量 ,使 得 对 所 有 《所 
P| 5 a| >c} <a. f i 


1=k 


那 末 
Psup | 如 > +c]< 1 Piil > a). (4) 


i— ea 
此 论断 的 证 明 类 似 于 第 二 章 $ 3 定理 6 的 证 明 。 
现在 利用 这 些 引 理 证 明 关于 Hilbert 空间 的 Konmoropos = 
级 数 定理 ， 
定理 1 如 果 总 ,… ;5 是 在 .又 中 取 值 的 独立 随机 变量 





序列 , 那 未 级 数 > 和 收 全 的 必要 条 件 是 ,对 任意 C > 0 如 下 的 级 
数 收 你: 


1) > aq;s G; 一 |< z,( dz); 
2) 5f 


3) DPU >c}. 


isles |x — a;l’ tlds); 
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充分 条 件 只 要 求 对 一 个 C > 0 这 些 级 数 是 收 伊 的 ， 

定理 条 件 的 充分 性 的 证 明和 一 维 情形 一 样 ( 见 第 二 章 $3 定 
理 5). 

条 件 3) 的 必要 性 由 对 任意 C > 0 仅 有 有 限 个 事件 {ll > 
C) RÆK Borel-Cantelli 引 理 得 到 。 仅 证 明 条 件 1) # 2) 的 必要 
hk, 设 £ = 5, 当 |ë | < C, b, = 033 |# |> C。 因 为 由 


条 件 3) 得 知 , 在 54 一 总 中 仅 有 有 限 个 异 于 0， 所 以 级 数 215, 


kat 





立民 | 是 有 限 信 。 由 于 引 理 ?， 
kan 


>): 


与 级 数 各 同时 收 化 因此 sop 
k=1 ú 
对 所 有 自然 数 
P{sup >š 
k=1 
选取 = 使 得 


nif 


> 


k= 














> I (C + a)} <(P fsup 


atp 


> sI > 


k= 


Plsup 








> < 
那 末 对 所 有 ” 


PÍ >| >i} < x, 





其 中 I 
1 一 1 


TI 一 K 一 esta 
a 





由 此 不 等 式 得 ,| X JAA * 一 至 有 界 ， 因 此 由 积分 号 下 取 
极限 的 定理 ,极限 

Sal -rel 

是 存在 的 特别, 当 : — 2 NEEB: 
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tme |ia -a áe) 

于 是 ,级 数 人 
SEI — al? | 
收敛 。 但 此 时 由 定理 的 条 件 的 充分 性 得 级 数 
Zei- a) 
的 收敛 性 ,而 因为 级 数 
S E ka MURR >a ttt. | 

定理 得 证 ， 

推论 出 立 随机 交 量 组 成 的 级 数 > 收 全 的 充分 条 件 是 ， 
级 数 

S ERMDER ES ` 


收敛 ,其 中 
Ez, 一 jan Ga) 


是 经 中 的 向 量 ,使 得 对 所 有 z e (Ekr) = [G za Gaz), 
由 独立 随机 变量 组 成 的 级 数 的 收敛 条 件 可 用 特征 泛 函 的 术语 

表示 | 

定理 2 Hioni ERNER z,C2) 是 它们 的 


HEZA. 级 数 ye ats BRR HERR TAO 在 每 


Y fz; |z] < M taua TRHA a). 
。 必 要 性 ， 
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t= Dio = më, 
k=1 
则 对 每 个 8 二 0 
I Z, (z) 一 Tin o| = [EeP — Eelo] 
k=1 k=1 


< Eje — 1| < 2P(|ç —¿,] > 5) + alel 
因为 





lmPí(|; —£,| > 8} — 0, 
故 定理 的 条 件 的 必要 性 得 证 . 
充分 性 。 引 人 和 人 相互 独 立 且 与 s, 相互 独立 ， 与 四 有 同 分 布 的 
随机 变量 辟 。 令 中 一 弘一 总。 先 证 明 由 驮 组 成 的 级 数 的 收敛 
性 。 显然 
Ei) = |AOF. 
由 不 等 式 f 
1 一 TI |, a < 1 RO = 1 — AL 
k=1 


及 OV 3k —BIBEFB0 55422 Sñ4B n, Ynt s ARNE 
k=1 

Rk. Ak 

>a|> c] =- 





limsup PÍ 
C+e n 





但 由 于 引 理 3 
sm P fsup >| > C} < im Pfi >| >$] 





<2imwpP È| $> n| >£} = 0, 





因此 随机 变量 sop| Xom | 是 有 限 的 。 特别 ,随机 变量 wp Inl 是 
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有 限 的 。 因 此 对 足够 大 的 C 
0 < Plsup Inal <c} = i 一 Pil > c} 


< æf- EP tnl >} 


FARAY P (|ml > C) et. 设 mk = m HF |a] < C; 
kzi 
n = 0 HF [nl > C. 那 末 随 机 变量 


sip 


2m 

也 是 有 限 的 ,因为 除去 有 限 多 个 指标 外 n= wk。 由 这 个 随机 变 

量 的 有 限 性 ,和 定理 1 一 样 可 得 到 级 数 51 E |w, 的 收敛 性 (因为 
k=1 


En = 0)。 因 此 ,由 定理 1 可 得 级 数 
Sm = J ër — E) 
k=1 


k=1 


ERY 1 44k. BUESIDIE SC hik Sk WIEEEE A =, 
xas e (E BTT IERD, 使 得 级 数 (E, 一 2) 以 概 素 为 1 收敛 . 








sup 


余下 要 证 明 的 就 是 级 数 x 的 收银. 由 于 已 经 证 明了 定理 条 


件 的 必要 性 ， 无 穷 乘积 
x JI eTii Xle) 


k=1 


当 |z| < C pR SI kh. AARRE a, 使 得 当 |s| < ór, 
|x(=)|] > 


所 以 当 [z] 专 5 时 ,存在 一 致 极限 


i 四 
— mGF — Y 


* 391 ° 


8 ñ 
m HOH e zk) — lim 1 ay AEI 
s>, n>el (s) izi 


因此 当 |z| < ?时 极限 jim( =， X) ea) 8 z REE, ED, 8 


|z] < C 时 对 z 一 致 存在 ,不 论 是 怎样 的 C > 0, 由 此 得 出 > 
k=1 
有 弱 极 限 z: 


tin(s, > za) 一 (z,z) 
一 致 收敛 性 得 ， 


IP > z) 一 um [> zo) 一 【xy)。 


L. 








因此 , > RRETH) a 
kai k=1 
理 得 证 ， 


-> [r]. REH’ u >r E 
kat 


Wi RA D 6 依 概 率 收 伍 , 那 未 它 也 以 概率 1 收 伍 


事实 上 ， 在 证 明定 理 2 条件 的 必要 性 时 仅 利用 到 级 数 的 依 概 
率 收 伍 性 ， 

在 Hilbert 空间 中 的 无 穷 可 分 分 布 ”分布 《测度 ) # 称 为 天 
穷 可 分 的 ， 如 果 它 的 特征 泛 函 x G) 满足 条 件 : ”对 于 任意 自然 
数 ” 存 在 某 个 分 布 的 特征 泛 函 x, (2) , 使 得 XCz) 一 (X). R 
在 我 们 寻求 无 穷 可 分 分 布 的 特征 泛 函 的 一 般 形式 . 

RERE PRERANE, E EeP = xa), 而 
Ena tt taian 是 独立 同 分 布 随机 变量 ， 且 有 ` 


E cek) =a X (xz) š = > Sate 
kml 
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我 们 证 明 , 对 任意 6 > 0 可 以 找到 C, ERNA kS a 





Esl} 0 
jek 
设 5 是 核算 子 ,使 得 | ` ig 
E€ 1 I - 
1 — ReX(z) <% (e < +). Y4(Sz,z) < 1. 
那 末 
[Imt (2) | < /1 — Rx G) < Ye. 
因此 
VE z 
larg% (z) | < arctg z <, aT. 


1 一 一 





1 — Re (x,(z) )” t = 1 — [x (z) ka [2 - k argX c] 


. E 
<1 — |X(=) |eosargX (2) < 7 


利用 第 五 章 $ 5 不 等 式 (7), 可 以 得 到 
i 


由 这 个 不 等 式 就 有 可 能 选取 2 和 C 使 得 (5) 成 立 ， 现 由 引 理 4， 
我 们 得 


Pigg, 





Zen > 2c} <; {Z> c} 
<= | C6) 


最 后 ， 





k 
一 e 
Plsup, lënal > ac} < Pfsup > z. | > 2C l < 


因此 ， 
e3939 





TIP tën <4C} >l 一 了 , 
k=1 





— 8 
且 、 
epf- SP{llsnl >4c}> [Piël <4c) 
k=1 k=1 
> 1 — 2, 
一 8 
S IP(IE,I > 4C} < log 4 og 
k=1 一 48 
由 后 一 不 等 式 得 到 | 
引 理 5 对 于 所 有 足够 大 的 C 
sup aP{ |En} > C) < eo, (7) 
limsup nP{ lën > C) = 0, (8) 


ELE = En |£ | < chr, Eumo Hilë > Ch, 
其 中 C 使 得 


sup aP {l5a| > c) < L, 
那 末 
,| >a} 


E j=1 








r. 
P| p, Dë 

+ aP{|Enl| > C). 
H (6) 以 及 过 取得 到， 对 足够 大 的 =, 对 所 有 = 有 


PÍ sup 


icken]? 


; E|. E|, i 对 
PET ET, 





1 
>> 3] <£. 








n 是 


因此 由 引 理 2，E| > E, 
一 致 有 界 的 。 由 此 特别 有 
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Egal = o (+). G) 
用 w, 表示 变量 Eni 的 分 布 所 对 应 的 测度 ,而 用 =, 表示 由 关系 式 
mx m= eE, £ 
4) =. ri p ea) 
所 定义 的 测度 .测度 (4) 是 一 致 有 界 的 : 


° + nP(|š,;| > C), 





mK) <E| Ds 
从 (8) 得 知 ,测度 ,具有 性 质 
lmsup sa Cfa: lz| > C) =o, G10) 


现 往 证 测度 z, 是 紧 的 。 为 此 只 朗 证 明 , 对 任意 6 > 0 存在 核算 子 
S, 使 得 当 (Sz,z) <1 时 就 有 


a r) 一 Re | ds) < e, 
但 
mR ) 一 Re | -ordz) 


一 |a 一 cos(z,z))ra |x Ea Tk (dx) < n[1 — Rex, Cz)] 


= |: 一 |x(z)]!/* cos (arst )]| 
> 1⁄n Í ' 1 
< n[i — [XC] + nlla) |! ü — cos [+ argxCs) |) 
1— lx 1 ; | 
< HS + 7 [argx(z7]。 
假定 | 
1 一 Rex(z2) < = (e <1), 


那 末 
Imedi < e. 
因此 在 满足 这 一 假定 的 每 一 连通 区 域 里 ， 


e3950 


7 





|argX (2) | < arctg Vs <=, 1— |x(=)| <š. 
I 2 
如 果 s 是 核算 子 , 使 得 当 (Sz,z) <1 时 


1 — Rex(2) < > 


那 末 对 这 些 z 


€ 


2 1 8 . 
— p H a 
E 2n ev 
-4 一齐 
当 # 之 1 和 8 足够 小 ,右边 部 分 小 于 gs。 测度 的 紧 性 得 证 。 
设 An 由 关系 式 . 
(a,sz) = n |- pdx) = nE (2 ,éni) 


1+ fel? 1 + [Eul 


| HLK) 一 Re| ets), (dx) < 


所 定义 . 
由 (9) 88), a, 是 总 体 有 界 的 。 最 后 用 等 式 
(Ven) = af Er tods) 
定义 对 称 线性 算 子 了。。 注意 到 


[z , 
f SpV, = n |. + La E, (dz) = xz, (49), 


于 是 SpbpF。 是 一 致 有 界 的 。 
选取 子 序列 n 使 得 : 1) =, DKAT ra 2) a; DKAT H 
个 向 量 和 3) 对 所 有 = 存在 极限 f 
lim (V,,z,z) = (Vzsz). (11) 


后 一 条 件 是 可 能 的 ,因为 , 由 于 一 致 有 界 性 (lV ,ll < Spa) (11) 


ARRE RHR- ARMERET. TAV ERRAT, 
因为 





SPF < lim SPV wo 


nen 
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其 次 , 令 x(4) = n(A) 如 果 OE4, =((0)) 一 0， 那 末 
z (2) = [Zp] = 名 +- LL, ,5) — (zon) 


















十 人 ein) — r. PD 

r+ PPE ) i F EE ao)” 

= sofian Vz, z) + |( ef 一] N 
ii N r in r) “E Mas “GJ. 


PR 
mn (m) + L Ge) YU+ Iz 
( l I+] 2 1+ RP) izj? 
在 x = 0 的 值 按 连 续 性 可 定义 为 0， 因 此 


X(z) = exp iCess)—i CBz,2) 十 \( el) — | — 982) 


1 + |r| 
x EE o}, (12) 
其 中 

(Bz,2) = (Vz,z) 一 [Ea Gae) . 
由 于 


(Bz, z) = lim | zu (dz) — J, zdx) 


和 对 几乎 所 有 8 > 0 (使 得 z ((z:|z| = s))= 0 #5 e) 
lim . | (z x, (dr) = |... Gar) x(dx), 


was Jie [af [zÉ 
而 只 要 合适 选取 8 > 0, 
[ (z, xz( dz) 


J |z |< [x |? 
就 可 做 到 任意 小 , 所 以 对 所 有 z, (Bz) 之 0。 因此 对 每 个 元 穷 
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可 分 分 布 来 说 ,都 能 找到 向 量 z € X, 核算 子 了 和 使 x({0}) 一 0 
的 有 限 测 度 x , 使 得 此 分 布 的 特征 泛 函 具有 形式 (12). 

现在 我 们 来 证 明 逆 命 题 , 即 证 明 式 (12) 确定 了 某 个 分 布 的 特 
TEZE. 设 了 是 在 有 限 维 子 空间 双 上 的 投影 算 子 , 那 末 当 E£ 
上 变化 时 ，xX(Pz) EZ 中 茶 一 无 穷 可 分 分 布 的 特征 泛 函 ,由 此 可 
得 x(xz) 的 正定 性 . 

其 次 ,利用 关系 式 


1 — |X(z)| < (Bz, z) + | (1 一 cos(z, +))x(dx) 





(x, z 
十 1f aP x(dx), 


argX(z) = (a, z) + (sin (z.,z)z(dz) 


+ | TS Mar), 


2 
| sinz — z| < sin’t < 4(1 — cosi), 


可 以 证 明 对 于 某 个 C， 
1 — Rex (£) < 1 — |x (2) | + > (argX (z) Y 


< C [G zY 十 (Bs) + ja _ cos(z,x))=( dx) 


+ | 2 z( dx) + (e> <ax)) |. 
对 于 测度 z 可 找到 核算 子 8 。 有 


ja 一 cos(zs*))x(dx) < > 6 (S'z,z) < 1, 








S= (B +U) + $, 
8 一 8 


其 中 核算 子 也 由 等 式 
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(Uz,z) = Ca) + je ndz), SpU = |a| + (A) 


所 定义 ， 我 们 有 : 4 (Sz, z) <1 时 , 1 一 Rex(s) <e 因此 
X(s) 是 特征 泛 函 。 从 而 我 们 证 明了 下 面 的 定理 : 

定理 3 泛 函 X(z) 是 某 一 无 穷 可 分 分 布 的 特征 泛 函 的 充分 必 
要 条 件 是 存在 向 量 a € K, 核算 子 B 和 8B 上 满足 x({0}) 一 0 的 
有 限 测 度 z ,使 得 x(x) 能 用 式 (12) RR. 

E. o) 的 表示 式 (12) 是 唯一 的 。 事实 上 ， 


(Bz,z) = — 2lim 方 lnx (zz), 
因此 今后 可 以 认为 8 一 0， 设 {ex} 是 某 一 基 并 且 数 c, > 0 使 得 
De < o. 
k 

那 末 级 数 i 

>a! Ee + ei 一 全 | = Sla(1-— coster 4)) 

R=1 . 2 =1 
单调 收敛 于 有 界 读数 ,因此 级 数 

> [nze _ InZ(z + ter) - lnXfs 一 :| 





= fer Sell — cost Cepo Jt del gr) (13) 
k=1 


|z | 
Week. Hm DB Y X(2) 就 可 以 确定 表达 式 
f js ` _ sina(eks rN 1 + [|° ; 

fer Dalı pe ) L (az), | (14) 
它 可 从 (13) 式 的 右边 按 变量 上 从 一 5 到 8 求 积分 ,然后 除 以 25 得 
到 ， 因 此 测度 

/< Sloth l lal gy 

# (A) PAZE Ceky x) ) [xz z(dz) f 
被 唯一 地 确定 ,因为 《14) 是 这 个 测度 的 特征 泛 函 。 测度 = 完全 由 
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下 述 条 件 所 傅 定 : 
1) x({0}) 一 0， 
2) 如 果 0E4 , 那 末 
= sin Cer JE |+ ,~ 
z (A) 一 [|> U s a. Gu x) )| Ten (dx), 
这 就 是 说 ,测度 x 被 Xx(z) 的 值 所 确定 。 因 此 ,4 也 就 被 x(z) 的 值 
所 唯一 确定 ， 
独立 随机 变量 和 的 极限 定理 B Ente ,44 是 独立 随机 变 





kn 
量 组 的 序列 ，¢, 一 Din 假定 变量 z, EZD, 即 对 任意 s > 
: k=1 


0, 
limsup P(|#£, | > s) = 0, 


我 们 来 寻求 当 n — co 时 $5; 的 分 布 收 化 于 某 一 极限 分 布 的 条 件 ， 
用 Kx 表示 变量 En 的 分 布 ， 用 w, 表示 如 的 分 布 ， 其 次 ， 设 
a, K 由 下 等 式 所 定义 : 对 所 有 z € 2 


= (z, x) x 

(aos) = [r EE p wata), 

对 足够 大 的 = 演 足 不 等 式 Jael < 5 <1 的 ont 的 存在 与 唯一 
由 下 关系 式 得 到 : 


[Tal <j ratar) < e 
+ lal, z: r| > e}), 
其 中 | 
Ce 
_ Cll + lal + [Dll . 
ITa— Tel < la — |a a = DG + 12 apy “atan 


=< |a — b| [286 + 288 + Lu,,GI r: |x| > 81)]; 


pl Ql + lel + 161)|#l 
L piz + [e—a + |e 
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1 十 5 
ll <a lal <s, e] <2 ER, 


由 这 些 不 等 式 得 知 , 了 在 区 域 la| <? < 1 是 压缩 算 子 且 将 此 区 
域 映射 到 它 自身 .因此 an 存在 且 唯 一 ， 令 


kn kn ` 
aa = D anmo (Vaza) = DV ne z) 
k=] k=1 








(z, x — a, 
(Var, 2) = | 1 + |z — anl Pade), 
且 设 测度 As 由 等 式 | 
; Kn ; |z 一 angl? 
i(z,z) = Hsssn nh? l 
fe | Pa (dz) >J k 1+ [a aal? u (dz), 


所 定义 ， 
定理 4 当 n o 时 测度 序列 v, 弱 收 全 于 某 个 测度 v BJ 3 
分 必要 条 件 是 : 
1) wm 弱 收 全 于 某 个 测度 w; 
2) 存在 极限 。 一 lima, 


3) 算 子 序列 ,是 使 得 Y\(7uets et) 对 于 一 至 收敛 且 对 
k=1 
A z lim(V,z, z) = (Vz, z) 存在 , 其 中 了 是 核算 子 。 同 时 ， 极 
限 分 布 的 特征 泛 函 由 式 (12) 给 出 ,其 中 
(Ba, 2) = (Va, s) — [EZ] GQ, 
e] 


(A) =x (A) 23064, ({0})=0, 
证 ， 充 分 性 。 我 们 有 | 


kn 
Ecin 一 Eei 5am II |a, (dx) 


k=1 


Kn 
= Ece T| fı 一 > (Vaza z) + j| 一 1 


k=} dl 
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Cg) + L Saee] Palda), 


1 + |r — anl’ I+ |r — an 
注意 


; H 一 ` 
| i= EG 825) 
2 1 + |x 一 ank| 


2 
+ 上 (z, x en) |. (2) 
2 1+ |r — anl 





< M costz, xz — an) 一 1]pA(dzr) 


+iffsi —a, — rela, dx 
sin(z, x ank) I+ |e anl RC ) 


= O(V,,z, z) + (1 + |z| )#,,((z:1|z| > 1}). 
由 后 一 不 等 式 得 
ln 下 eeto — i(z, a,) — T (V. z) 


+ Sof eee 一 1 一 Est a) 
k=1 1 十 |z — angl? 


_ y% 
uras P Pi (d=) 
+O isup nz, z) + (1 + |z| )sup Pa {x:1x| > 1}], 
容易 验证 
limsup lanl = 0. 
此 外 ， 


2 
SpV = | e sal 8, dx) < 2ë' + lanal? 
PY nk I1 |z — anl ‘(dx) < lanal 


+ P{ |En] > ó), 
且 办 此 ， 
limsup SpV p = 0, 
因此 由 定理 的 条 件 , 对 所 有 z 
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lim in E ¿ttt == ¿(z, a) — — > (Vs, z) 


n — 
k ; — 
+ lim s 人 ee 一 圭一 ils r — a) 
kaz m 1 + |z — angl 


1 _(z,z — an) x 
We e |a G 2. 

注意 到 

¿(z, x — ank) 


a 
lim $ | | ee — 1 -— _ 
> 1 + |x -一 angl 


1 Goaan) x 
2 工 十 [| a (dx) 
ee — i(2, x) 
1 + |r 
(z, xy lz]? x 
2 CELT z) + p A) 
= i el) -了 — (zs z) 
1 + |x]? 
1 (zx) Y1+ |zË 
2 1 + ER) mp O 


- [es = a, 
. lẹjF 
1 G, z) Y1-+ |*Ë 
2 1 + LPT) pp "(4*), 
因为 当 x = 0 时 如 果 我 们 定义 函数 
(ee 一 1 一 i(z, z) 十 1 (z, ry 1 EU 
I+ IË + 2 1 + |r|? | 
等 于 0, 那 末 它 是 连续 的 。 i 
因此 L 
lim In Eeit = ;(z, a) -> (Bz, z) 


Lk 


+ jee” 一 1 一 人) CE x (d<), 





= lim 


nx 








— 
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为 了 证 明 测 度 >, 的 弱 收敛 性 , 验证 它们 是 弱 紧 的 就 够 了 ， 但 


ka 
= | 1 — eia TT z e=, (az)| 


k=1 





|i — [ereen (dx) 








kn 
< Kad) + Sli — | exerranb p p (dz) 
k=1 


k, 
< |(a,sz)] + Sja — cos(z, x — a,,))u, (dz) 





+ >l e, x 一 mt) 一 ene |a . 


我 们 利用 估计 


|(a,sz)| < ë + + G, zy, 


ja — cos(z, x — a,,))B,, (dx) 


< | (x — aao pin(dx) + of pn (dz), 
x—ankl Ke © 


lx—ankl> 





|: 一 cokl s 
ok sin(zyxy 一 ak)PAKdz 
上 |x anl ( ° O Ë ) 


一 2 1 
< afao pa + + fiina x — ankak (dx 
< oT eT (dz) js (zo OB (dz) 


2 
< of dzeta ye dx 
> 1+ |r — anl ( ) 


1 ， 1 
r (zx 一 ank) t (dx) + F S u (dz) 
j. Al (z, x 一 ank) E, (dx) < (1 十 PNV akzo z). 
由 这 些 估计 得 不 等 式 


一 | (dr) 





=< (1 + <) (1 + +)G.=, z) 
+ Z Can 2 HELZ) + 1) 
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+ (2 + >) u, (1: |z >c — sup lanl D. 
通过 选取 ó 和 <，, REA 
SELA) tet (2 + 1) ma (fr:l >c — sup Langl D 


可 以 变 得 任意 小 ,所 以 为 证 明 w 的 紧 性 , 只 要 证 明 对 于 由 关系 式 
(Saza z) = (V,z, z) + Cans zy 
所 定义 的 算 子 S,, 级 数 


Ders ek) = SO nere) 十 > Çan» ex) 
k=l k=1 =1 
关于 ”一 致 收敛 就 够 了 , 其 中 {e4} 是 任意 规范 正 交 基 . 
DO anerer) 
RTI 


AF n 的 一 致 收敛 性 由 条 件 (3) BERAS Can ex》 的 一 致 收 
k=1 
黎 性 则 由 于 条 件 (2) 有 
tim [Cos er) — (as e) = 0 
PP kaq 


而 得 到 。 这 就 证 明了 定理 条 件 的 充分 性 . 
必要 性 。 设 Easy Eaka REX pADR 
=E, 且 独 立 于 Š> "° ° 9 Enkn? 又 设 En 与 En 具有 相同 的 分 布 。 由 于 


Pp{| a, — Em) > 2e} <2P PE > c} 
和 变量 Ea = Ea 是 对 称 的 所 以 由 于 引 理 3 
P| sup Ye, = s| > 2e} < P [| > En) > eh 
因此 
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_ . 1 kn 
Pep lës Earl > 4e Jap {|F in 


wm c 足够 大 使 得 
P| 2: | > }<1 
4 n c > 
< k 
那 末 由 于 不 等 式 * < —In(1 — r), 
kn ka 
DOPi lEn — E | > 4e} < — 2;InP(|š,, — orl < 4e} 
k=1 k=1 
| = 一 1P {sp lën — Enl < áe} 
7 kn 
<—lh(1—4P k | > e). 
"(1 =P {| Sen |>d)) 
因而 能 找到 向 量 ba 使 得 
kn kn 
DOP{ lEn — bal > 4e} < —In (1 — P [| > z, 
k=1 R=1 
因为 对 任意 s > 0, sup P{ lën] > 引 一 0， 所 以 只 要 
一 int 1 一 4P n 
( | >: k 
就 有 lbn) << +e. W e[c, RNE 
ka kn 
< —In(1 — 4P Eal >et) 4) 
P Plen >90) < a(i = aP {|Z a] > e) 


jk p= 当 |z| <e 时 ; g(x)= 二 0 "4 |=] > c 时 . 
那 末 


?| sup 
kahn 


P Í| Sois 一 和 iD 一 z;)| > a} 





-小 








> e}) < 1 — sup P{ lëm] > e). 








k 
DEn — ENE — | >a} 


Š (š, — s| >a} + 2P [sp lën — Eal > c} 


< 

< 2P 
1 
< 


(l2 
P {|$ G, — O| >a} 


j=1 
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+ aP [| >a, - |>) 


< ||, >$} + sp| > 


对 足够 大 的 “和 “ 这 不 等 式 的 右边 可 以 变 得 任意 小 , 因此 由 引 
理 2 








J> 


kn 2 
E| SEn — EnEn — Eni )| 
对 “= 一致 有 界 ( 对 所 有 足够 大 的 “)， 但 对 所 有 8 > 0 
Ep. (£, — Eai) l Eni — Eni | | 
>P(| < aint | ls alela), 


用 sw; 表示 使 得 能 达到 下 确 界 的 a。 对 足够 大 的 ” 


Gj 一 | zÉ, (dz), 
lzi<c-ő 


因为 当 n — co 时 
nf PS < a) = inf PEJE] <s) —> 1, 
所 以 
sup >|. u ; 一 Gdx) < Oo, 
从 后 一 不 等 式 和 4), RINS 
sf [e — anal” 5 
sup PAE (aD < oo, (15) 
但 . 
|z — anl? = |z 一 anki 十 2(x — anks ünk 一 ask) 
+ |Z, 一 os。 
又 因为 
e ank — Gt) y (dx)=0 
TI 二 [x — aml | nk ° 
所 以 
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ka rz — an|? + ane 一 ng |? 
sup peal t lin ial |an "| t (dz) < ç, 
k=1 


” ] + jx 一 anl’ 
由 此 得 | 
<a |z — anl 
—— T (dx) < oo , 16 
"P >| LF |r — anl’ (as) Q6) 
关系 式 


|r 一 anl’ 
su 一 A (dx) = o( 1 
m |; (dx) = (1) 


也 是 显然 的 .因此 ,利用 不 等 式 


iarann — |] — ¿ (z, í 一 ank) |an dx 
[e 1 + |x — anl’ ds) 





L| e x — a, 
(dx 
2 上 于 一 ok m(dx) 


2 


+ | ¿ao — 1 ETa] ualde) 
( Tr e A 





可 以 得 到 
]ny,(z2) = In Ece! 1) = i (ap, 2) 
ka iaix-an — 1 — i (z, x 一 ang) 
+ AG ol Tt cig) Falas) 
+ (V,z, z)[O (sup CV nezo z)) + o(1)] + o(1)., 
由 测度 的 紧 性 得 知 , 对 任意 s > 0 可 以 找到 算 子 Be T, RAT 
As € So 使 得 (BA,Bz, z) S 1 时 有 1 一 Rex, G) < 1. BWR 
当 (BA,Bz, z) < 1 时 ,对 足够 小 的 6 有 一 ln|X,(z)| < 28. Hi 
此 ， 
kn 


>Ja — cos(z, x 一 om))U (dx) < 28, 


k=1 
但 这 时 
ja — cos(z, z))#, (dx) 
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jx -一 ask |° 


TE a 


k, I 
= PN — cos(z, £ — an)) 
kn 


< Sla — cos(z, x — an) )Ear (dx) < 26. 


k=1 
由 此 得 到 测度 pu 的 紧 性 ， 因 此 ,由 于 $ 2 定理 2 的 推论 2, IP E 
Ea 中 的 紧 集 , 从 而 根据 $ 2 引 理 2 级 数 y O nero e) 对 每 个 
k=1 
基 {cx} 一 致 收敛 ， 显 然 


limx, (7) = lim exp {ice,, z) 一 Z(Y, z) 


-+ 人 了 — 1 — i(z, z) 


L+ |z|? 
1 (z, \L+ |r|? DL. 
21 + |x|? ) 人 xz w, (a 外 


我 们 选取 子 序列 w 使 得 测度 z, 收 丝 于 某 个 测度 x 及 (Vz, e) 
(Va, z). 这 时 (aw，z) 的 极限 也 存在 且 等 于 Ca, z)， 因 此 


lim X (z) = exp {i (as z) -4 (Vz z) 


+ 人 ei 一 ] — izr) 


1 + rP 
1 Gray Nt x de 
t 7 I+ z ) pp ri J}. 


HREAN ERIE — HEEE =, BRAT = H (V,z, z) Brak 
于 (Vs,z)， 此 外 ,由 此 还 得 到 , an 弱 收 俩 于 a。 为 验证 a, R 9k 
于 a， 我 们 注意 当 |z| < c 时 ,xX,(z) 一 致 收 钱 于 X(z) (参考 $52 
定理 3 的 注 ), 当 |z] < cF, (V,z, z) — (Vz, z) 也 一 致 收敛 
《这 由 定理 的 条 件 3) 得 到 )， 最 后 如 $ 2 定理 3 的 注 一 样 , 可 以 证 
BH . 


” 
全 
一 


(ee 1 í (z, £ — an) 
1 + |+ — a, | 
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， — N f 
pi Gre (ae) 
2 1 + |x -一 angl? 


也 一 致 收 伍 于 


(Gi Zi- EAT + z Yi e)” (as), 


因此 当 |z] < c f, Cans z) 也 一 致 收敛 于 《oa, z). Hk, 正如 在 
定理 2 中 所 论证 , 可 以 得 出 , a,《 强 ) 收 敛 于 a。 定理 得 证 ， 
注 。 如 果 利 用 关系 式 


Canga 2) 一 j... (x,z)u (dz) 


定义 anko 而 Ens Varo 了 ,如 在 定理 4 那样 定义 ， 那 末 在 定理 4 的 
条 件 下 随机 变量 L, 的 分 布 将 弱 收 敛 于 特征 函数 为 


X(z) = epf ias z} 一 + (Bz, z) 





t 2 
+| (e — 1 — i(e, r) 1+ lel? Gaz) 
ixlee , |z | 


|z 


的 无 穷 可 分 分 布 ,倘若 选取 “ 满足 Urla] = c}) = 0. 该 条 件 
的 充分 必要 性 的 证 明和 定理 4 的 证 明 一 样 ， 


$ 4. 关于 连续 随机 过 程 的 极限 定理 


在 这 一 节 里 ,将 应 用 $1 所 介绍 的 距离 空间 测度 弱 收 敛 的 一 
般 定理 来 导出 以 概率 为 1 连续 的 随机 过 程 的 极限 定理 . 

设 EO 是 定义 在 区 间 la, b] 上 ， 取 值 于 某 个 完备 可 分 距离 
BAA, BERKE la, b] 上 以 概率 为 1 连续 的 随机 过 程序 
列 。 用 Cul A) 表示 定义 在 la, b] 上 取 值 于 K HERRAR 
xG) 的 集合 . 

在 Ei K) 中 引信 距 离 


e4t0。 


r(xC°), y(°)) = sup pCl yO), 
a<!t<b 


Hho RARER, MEHER, Cul X) 成 为 完备 可 分 
距离 空间 。 用 Bn (F) 表示 Cual) 的 所 有 Borel 集 
的 "代数 。 此 = 代数 与 包含 Cial Z) 中 金 体 柱 集 的 最 小 o 代 
数 相 重合 (参考 第 五 章 42 关于 . 孕 ` 是 线性 情形 所 给 出 的 证 明 ,在 现 
在 的 情形 证 明 是 同样 的 )。 AETA Bia) 上 的 测度 Ar 
与 每 一 过 程 5,(z) 联系 起 来 , 这 测度 在 柱 集 上 的 值 与 过 程 ss(a) 的 
有 限 维 分 布 相同 . 

测度 如 的 弱 收 敛 性 对 于 随机 过 程 ¿,G) 来 说 有 什么 样 的 含义 
BE 

设 e, DATAE E 所 对 应 的 测度 z. 那 末 对 于 每 一 定 
义 在 Cun (SF) 上 5 几乎 处 处 连续 有 界 的 goa (A) 可 测 泛 
A p(x) , 我 们 有 


lim |p Ge Cdx) = [pa Car) 


《参见 第 五 章 $ 1 引 理 )， 天 此 对 每 一 ^ 几 乎 处 处 连续 Bu R) 
PIMA f(x), 对 所 有 实数 1， 


tim |en, (dx) == |. ak dz 3. 
现 注 意 I 


| ea) == Ee : 


| tn (dx) =: Ee, 


2 


(对 每 一 %,,,( 34) TAZA t RR, ECM (EC: EBE 
机 变量 而 且 最 后 的 两 式 是 第 五 章 $1 式 (2) 的 推论 )。 由 变量 
KEC 的 特征 函数 收敛 于 变量 j (EC) 的 特征 函数 得 到 ， 变 量 
f《#$。(')) BU 2yfa kok F F (s (C) 的 分 布 。 因此 测度 所 53 Bz Sk 
于 上 推 得 ， 对 每 一 几乎 处 处 连续 Ban (R) TN EE f (e), 
f GD)) 的 分 布 收 伍 于 (577 的 分 布 。 反 之 ， 如 果 对 每 一 & 几 
平 处 处 连续 的 Bian CA) TWE, fE C: )) 的 分 布 收敛 于 
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(5(- 7) 的 分 布 , 那 未 对 每 一 有 界 疡 几乎 处 处 连续 的 Brn 多”) 
WZA p,Ep (EC ))— EpEC)) BE 


im |p (e, (dx) = fo (Cx) 4( dx), 


因此 ,测度 上 弱 收 化 于 4 等 价 于 对 每 一 4 几乎 处 处 连续 的 
Bial A) WEA fo KE ,C: 7)) 的 分 布 收 贫 于 大 只: 7 的 分 布 。 

通常 在 券 碟 随机 过 程 的 极限 定理 时 假定 了 边沿 分 布 弱 收 敛 ， 
即 对 测度 & 的 所 有 连续 柱 集 4， 测 度 e, (4) 收 伍 于 测度 # CA). 
因为 对 Cinal K) 中 每 一 形 为 

{x ):p(x0), #2)) < s, a < t < b) 
的 开 球 GO 是 Cua K) 中 给 定 的 函数 ) 有 关系 式 
{xC ): CEU), x)) < esa < 2 < 5) 


= U A io GGO, (<e Ek = 1 


此 处 {asz…} 是 在 Las ó] 上 处 处 秽 密 的 序列 ,所 以 测度 4 的 连 
续 开 柱 集 的 代数 Wk 满足 $ 1 定理 4 的 条 件 ， 

为 了 能 应 用 $ 1 定理 4， 需 要 找 出 在 空间 Eiun A) 中 紧 集 
的 一 般 形式 ， 当 .2 是 有 限 维 欧 几 里 得 空间 时 ， 儿 (2 ) HE 
集 的 一 般 形式 由 著名 的 Arzeii 定理 给 出 。 

在 现在 的 情形 里 ,类 似 的 结果 成 立 , 我 们 将 它 叙 述 成 下 面 的 引 
4. 

设 l 是 正 的 单调 连续 函数 , 当 8 > 0 时 有 定义 且 满 足 当 5 0 
时 如 40 的 条 件 , 而 X, EA PIRNER. 用 K(X, 2.) 表示 
Eou X) 中 满足 如 下 条 件 的 函数 O WRA: a) zG(2) € X,, 
0 去 :入 5 b) 4 | — s| < 5 aG) z (,)) < 2。 

BIR 1 RA K(X u) 是 多 ro (Ar) 中 的 紧 集 。 对 
Cao K) 中 每 一 紧 集 K, 均 可 以 找到 9 中 的 紧 集 X, 和 正 的 递 
增 连 续 函 数 tsn = 0， 使 得 KCK (Xis s). 

证 。 为 了 证 明 集 合 K(X ?1s) 的 紧 性 ,我 们 考虑 此 集合 中 的 
任意 序列 C) 并 证 明 在 其 中 可 选取 收敛 子 序列 。 对 每 个 z 利用 
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z, (O 的 值 的 集合 的 紧 性 ,我 们 可 用 对 角 线 办 法 选取 子 序 列 xzw G) 
使 得 对 la, b] 中 的 每 个 有 理 数 1, rn G) 收 伍 于 某 一 极限 。 用 
y, Ce) 表示 z, (z) 并 证 明 序列 O Kok. aSa 
<b EAMA, EHRM Las 4], [as 5 s [ns b] 中 的 每 一 
个 的 长 度 不 超过 a. ME 
,sup POO y) < Sep POC)» y Gz;)) 
+ supi oC) E + Calti), ye) 
l= ul Ko i= 1,--., N). | 

因此 


im rO J yE) < 22,. 


H ó > 0 的 任意 性 得 , nC) 是 基本 列 , 且 因 此 它 有 极限 ， 为 证 明 
引 理 的 第 二 个 结论 ,用 X, 表示 eC) 6 Ki 时 x(#) 值 的 集合 。 我 们 
WEB, X, 一 U X,, z€ [a, b] 是 紧 集 ， 设 x,€ X, WK t, = 


yG), Rh yaC) ER. 选取 子 序列 nz E mt 及 r(ya 
(:),y(:))—> 0， 由 此 由 x, > yG) EX. RRS 
Cal )) = sup{p(x(4), z(2)); | — al < a}. 
易 见 WC) 关于 变 元 6 > 0 入 ) 二 元 连续 。 因 此 由 ,的 
紧 性 得 函数 
sup{Ms(x('))3 xC) € KY = 2 
关于 5 的 连续 性 。 1s 的 单调 性 由 8 < 5, BJ, 
A, C < aC) 
得 到 。 由 于 当 引 0 时 ,Xs(x(*)) 单调 趋 于 0, 所 以 由 Dini 定理 
得 知 ,此 收敛 是 在 每 个 紧 集 上 是 一 致 的 。 因 此 
lim 2, = lim sup{hs(x(*)); 4(*) EK} = 0, 

这 就 是 说 ，K,CK(X,, 2). 引 理 得 证 ， 

定理 1 设 随机 过 程 #,(z) 的 边沿 分 布 收 钱 于 过 程 & GO 的 边 
AD. DEC nE) 上 的 所 有 连续 泛 函 f. f(t,(:)) 的 分 布 
Irak CG C: )) 的 分 布 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 p > 0 关系 式 
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timsup P{ sp p(s), EA) >p} =0 C) 
成 立 ， 

证 ， 必 要 性 .如 果 定 理 的 结论 成 立 , 那 未 对 应 于 过 程 5,(7) 的 
测度 p 的 序列 是 弱 紧 ,所 以 $1 定理 1 条件 b) 成 立 。 因 此 对 任意 
s > 0 可 找到 紧 集 K(K,, 4s) 使 得 

sup CUL) — K (Xi a < e, 
故 
P {sap P (8,(n), š, (a) > la? <E 


如 果 友 足够 小 , 那 末 1, < p 且 
Hm P{ sup p(n (2), EC) > p} < s, 


因为 6 > 0 是 任意 的 , 由 此 得 (1)， 

AOE. ERAH E O 的 边沿 分 布 收 化 于 #(x) 的 边沿 分 布 
得 知 ,在 测度 & 的 连续 开 柱 集 上 ,测度 a, 收 剑 于。 还 由 于 $ 1 E 
理 4,， 只 要 证 明 测 度 4 的 紧 性 就 够 了 。 用 vo: 表示 在 如 上 对 应 于 
EO 的 分 布 的 测度 。 我 们 可 证 明 , 测度 集合 {ra n = l, 2，. 
r€ [as5]} 是 紧 的 .事实 上 ,如 果 we 是 某 一 测度 序列 , 那 末 选 取 
子 序列 n 使 得 ta — io。 容易 验证 ,对 定义 在 如 上 的 任意 有 界 连 
ZAR pC), 


im | Cw (26) = lim E o(š,,G,,)) 
= lim E pl En Cto) ) + limE LPCEnC n) 


= PlëngCt))] = Ep (EC). 
因为 对 任意 紧 集 X, # 6 > 0 


ImEl9 (Ë, 151)) — PEnio) 


< 2sup lp (Cx) | lim [P(£,(n)ex) 


十 P{plEs tar)» Ë, (22 > 6}] 
+ sup. (|p (G) — p91; z€ Xo o (z, y) < 6, 
+ 414 ， 


且 由 于 pC) 的 连续 性 , ww 的 紧 狂 及 条 件 (1)， 上 不 等 式 右 边 可 
以 任意 小 。 
按 条 件 
sup Pi, sup CEAC), EnC” )) > 24) <2 
EBUEF he 设 Xeb 是 紧 集 ， 使 对 所 有 二 及 ze [a, 5]、 满 足 


vo (HR — XV) < 2 — A. 
一 a 


以 Xi 表示 满足 p(r KY) < 2 的 zx 的 集合 ， 那 末 
PiE, G) EXP, a S< < š) 





> P{E Ca + Ihr) € X%; 1 < ! < 一 ， 
k 


sup PCE), £ (02) < 2 h), 


[Hm 
因此 
1—P{é, EXP, a <: S< b) < > PAE (ath )EX H) 
èt 
#k 
+ PI sup. e(8,G2),5,(6)) > 2) < 2 R, 


lit 


注意 A Xi 是 局 中 的 紧 集 现在 我 们 对 s > 0 构造 紧 集 KCX,， 


kam 


1a) 使 得 对 所 有 n, Eua Z) 一 K(X, 2) < 8. Xi, R 
们 选取 m, 使 
252 I-k < 一 


k>m 


且 令 
X, 一 N xP, 


kam 


取 序 列 4, 40, WHEA r, TERE h, ME A, <a B 
sp Pl sup. PG. (#1), Eaa) > 2,) < 





mt 


设 l 是 一 非 负 连续 不 增 函 数 ， 使 得 a, 一 4。 显然 ， 当 


. 415o 


elont jo. iigh, 
P (E.C DSK(X,, 1.) < 1 — PEO EN, a <, < b) 


+> Pí sup aE), Eh) > y) 
r=1 I-t, , 


e S 8 
<+ Dya = 
PEME, 
。 代 替 条 件 1， 可 要 求 下 述 容易 验证 的 条 件 
fim lim PI ,ope ,P(E (1), £,G,)) > e} = 0, (2) 


h> 0R- 


事实 上 ， 由 O 得 知 。 对 任意 > 0 fE 5 > 0 fN, án > N, 
1 < 8 
PI sup p(E,Ga), EA) > s) < n. (3) 


1t =t h 


MRE En (2) 的 连续 性 得 到 它们 的 一 致 连续 些 , 因 此 对 每 个 a 
fm P( sup oC)» EC) > s] = 0, 


所 以 可 选取 5 84823 2 < 8 时 关系 式 (3) 对 所 有 ?= 成立。 
下 面 的 定理 有 时 更 方便 于 应 用 : 
定理 2 RAE E, ( 的 边沿 分 布 收 伍 于 过 程 EG) 的 有 限 维 
分 布 且 存 在 a > 0, 82> 0 fa R> 0, EHRE h, Ela, bli 
所 有 = 
El o(z#,(a), Ea) < Hla 一 如 |1+8。 (4) 
那 末 对 Cion) EBRA EREA fo EC 的 分 布 收敛 于 
18 (C) 的 分 布 ， 
证， 利用 第 三 章 $5 引 理 1, 对 过 程 &, (O 来 说 , 如果 令 
g (4) = hr, Fih 0 < + < 0/a,4(C , h) = HC "hts。 其 中 6 == 
8 一 way， 这 引 理 的 条 件 〈《4) 成 立 。 此 时 由 第 三 章 $ 5 等 式 (8) 所 
定义 的 函数 G(m) 和 Olm, C) 分 别 等 于 


= 2” — apa +à 二 的 
MTT Om O) = eT EE 
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T = b — å, 
于 是 , 由 于 第 三 章 $ 5 关系 式 (7), 不 等 式 
Pl sup e (Enlt) £,G.)) > e) < Lee 


成 立 ,其 中 工 是 某 个 常数 。 证 明 的 余下 部 分 由 定理 荆 可 得 ， 

由 独立 随机 变 重 和 构造 的 过 程 的 收敛 性 Emo Enen 是 
数值 随机 变量 组 的 序列 ,在 每 个 组 中 随机 变量 是 独立 的 , 且 满 足 条 
件 : 

1) Ez, 一 0 一 1 k, 


kn 
2) DE, = bris D bri— 1, 
i=l 


Miu FAAARA 5, C), ze [0, 1]. <+ 
k k 
Sak = È $ni In 一 2 bi» 


£, (2) = Sp + 一 二 必 _ [Sara — Sar] 
Inke — fnk 


对 于 2E [gas kaa] Sm = 0, tm = 0. IER EC) 是 平面 (1, E) 
上 连接 具有 坐标 Cars Sa), k= 0, 131er, k, 的 点 的 随机 折线 . 
我 们 研究 在 什么 样 的 条 件 下 过 程 £ G) 的 边沿 分 布 和 这 些 过 
程 的 泛 函 的 分 布 分 别 收敛 于 Brown 运动 过 程 vO 的 边沿 分 布 和 
它 的 相应 的 泛 函 的 分 布 . 
定理 3 设 随 机 变量 5,; 满足 条 件 1) 和 2) 以 及 Linderberg 
条 件 : 如 果 F, (e) 是 变量 En 的 分 布 函数 , 那 末 对 任意 s>0 
Ka 
im ., dF; (u) = 0, (5) 


LZ 21 
£=1 


在 这 些 条 件 下 , 过 程 S.G) 的 有 限 维 分 布 收 急于 过 程 wO 的 有 限 
维 分 布 且 对 于 Eon 上 的 每 一 连续 泛 函 1，1s C: )) 的 分 布 收敛 
于 FCD 的 分 布 , 

证 ， 由 中 心 极 限定 理 得 到 ， 过 程 5, O 的 有 限 维 分 布 收敛 于 
wa) 的 有 限 维 分 布 ， 为 证 明 对 Eon EAA ERZA f, IEC) 
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的 分 布 收敛 于 wC 的 分 布 , 我 们 来 验证 对 住 意 。 > 0 条 件 
imimP{ sup lë (a) =E (a) >e} =0 (@ 


成 立 , 并 利用 定理 1 的 注 1。 因 为 
sup TEC) — š,(a,)| < Zsup sup (En) — E,(kA)| 


4 le kh<i<(k+2) À 


<4sup sup |#,G)—5E,G0)1, 


k kAh<i<&(k+1)A 


所 以 
P{ sup. |E(a)— EC) > s) 
€ 
< 2 (sp GD — Ea Cka) > š]. 
注意 到 


>, h 


i=ink 





sup |Ë, (7 一 En K <2 sup 


Rh<ti<(k+1)A5 m k < Sin, k+l 


Hja En RE KA IE i 的 最 大 值 .因为 当 j, <s <i, 
时 


fgsh+1 
T 8 256 
Emp p| 2 w | > 2 < 

所 以 当 上 足够 小 时 ,由 于 第 二 章 $ 3 定理 6 

Hm P| sp PG) EGDI > ZJ 


A> kh<t<&(k+)A 


1 _ 一 _ 
h 1-256, im P {18s Copan) En Cng) > il 
E? 


由 iO 的 有 限 维 分 布 收 伍 于 w(2 的 有 限 维 分 布 得 
€ 
lim iim P Íz, Cain, a) 一 š, (es > r) 


1 | - 4 
= 一 -一 e u, 
27 lul> sv i 


于 是 ， 
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Hm Pí sup $4) — $5)| >e} 


n? 
=0(5f ta). 
NAZI lal>e/16V h 


= 0 (+ eT du). 
A Jlsl|>en6 Vs 


因为 


[3 

ti 
imt e ldu = 0, | 
A=>0 Í )lul>e/ Vh 


所 以 得 (6)。 定理 得 证 ， 

由 定理 3 立即 得 

定理 4 设 5 “是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ， 
Et; = 0, D; 一 1. HEO 表示 具有 顶点 (入 ， Z Sa ) 的 贿 机 折 
线 , 其 中 So = 0,S, 一 总 十 十 扣 。 那 末 对 每 个 在 Eon 上 按 
测度 p。 几乎 处 处 有 定义 和 连续 的 泛 函 了, fC.《' )) 的 分 布 收 人 证 于 
Kul 的 分 布 , 其 中 jw 是 对 应 于 过 程 w 的 测度 。 

推论 ”如 果 定 理 4 的 条 件 成 立 , 那 末 

limP{ max | sx <a n }= P í 2E NEZO <æ} 


对 几乎 所 有 a, 
MZ K . 
FCC 一 op, |z G| 


的 连续 性 可 以 得 到 . 
定理 5 HEAR olr) 对 z € 家 :有 定义 且 在 每 个 有 限 区 间 上 
Riemann 可 积 , 而 变量 54 满足 定理 4 的 条 件 。 那 末 


limP {+ > o(s) < a} =P ff o Cw as < a} 
对 所 有 满足 
IEO 一 a) =0 
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的 a。 成立. 
证 。 我 们 来 证 明 泛 函 
GCD = [e Da 
是 在 Con 的 臣 离 下 按 测度 pe 几乎 处 处 连续 。 设 在 [0, 1] 上 
一 致 地 有 n> 那 末 对 所 有 使 得 x (DEhe 的 !， 有 
gp (x, (9) -9(z(D)。 其 中 4 是 函数 9 的 间断 点 的 集合 。 我 们 
用 为 (z) 表示 集合 TERR. WE OEA 对 几乎 所 有 :成 
立 ; 即 
[xG G) = 0, 
那 未 ,由 于 这 时 对 几乎 所 有 n pl (O) —> pO), Es 
sup |z, G| 
ERE p G) 在 每 个 有 限 区 间 有 界 推 得 , p (z, (O) 以 同一 常数 为 
R MAZR IGC EAC) Con 连续 ， 因 为 是 Riemann 
可 积 ,所 以 Ae 的 Lebesgue 测度 为 0。 我 们 得 
E EZOO _ je Xo wl) ds 


1 _ = i 
= | Í e *#—— dxdt = 0, 
?hp Zrt 





ECOLE 是 非 负 的 ,因此 

P|| xo) = o} = 0. 
如 果 用 ACen AREA f 的 间断 点 的 集 , 那 末 

Ac |<: x, GG) > ol, 

从 而 

pA A) <P{ wl) a 关中 一 0 
如 果 E, (O) 是 定理 4 中 所 引信 的 过 程 ， 那 末 根 据 定理 4, 只 要 
P{| pw Cya 一 a = 0, 
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就 有 
lim P || o, (2))& < a} 一 了 ECOL < a}, 
设 GO ,gi (x) 是 两 个 连续 函数 ,满足 pre) <p) < qË CG) 
及 
人 cp — wz lds < e, 
对 任意 连续 函数 PO) 


| (E) )dt 一 ES) @ (5s) 


< >A PEG) 一 os, (5) 


< supi lal) — @G)|; 
[z — yl < Nns EJ < ;,); 


a(i) 5) mal, 


k/n 





dt 








= su 
Nan E 





1 
Ča = sup | S,l. 


nts 
因此 只 要 选取 5 和 C 6 q |z — y| <, |x| < C h? |ë (x) 一 
PO) <e, WA 
P(e ca zes) >] 
< Pin, > 8} + P(¿, > C}. 
但 依 概率 mw 一 0, 又 对 所 有 n, 可 选取 足够 大 的 C 使 Pr > c) 
任意 小 。 因 此 依 概 率 


I (#,(0)4: 一 to 一 0， 
所 以 ,只 要 
P|% (w (E) Jdt = a} =0, 
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mpfi o(s: s) <0} = P [| pwd <a]. 


222312 Cs- <o} <P [iSo (s) <e} 
<P HS q; (2°) < el, 

所 以 , 当 = -co 时 对 此 关系 式 取 极限 ,我 们 得 ,对 每 一 4> 0 
P 人 全 Ge)w <a — | 


<| (=s) <e 


<P {fe (w (74: < 十 hh. 








但 
E | et Cw )as — [p wd: 
<E É pt (wl)) ds 一 | (GO) ] 
< | Fh [gË (6) — pr GD] Tax 
< 2 
M27 
因此 当 5 — 0 时 分 布 
CCO 


收敛 于 分 布 | 9(w(9)ds。 美 似 的 结论 对 pr 也 正确 ， 当 。 一 0 取 
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极限 ,得 证 对 所 有 上 > 0 


P{[ od) a <o+ < imP{ X e(2=°) 


< a} < mp [12 p(s) < al 
<P IE (w (t))dt < o + 让 


当 4 一 0 时 取 极 限 和 顾及 到 如 果 
pw (w (7)az = a} = 0, 
# z = a, BJ PE 28 
ICCO < z} 

是 连续 的 ;我 们 得 证 定理 ， 

独立 增 量 连续 过 程 的 收敛 性 ”我 们 来 研究 有 独立 增 量 和 取 值 
THA Banach ZAA ERIE. WR EG, a < < >, iX 
样 的 过 程 , 那 末 对 所 有 ez > 0 


n—i 
lim 2 P {]|ECan) 一 区 4) > e) = 0, (7) 
>t k=0 
其 中 a= a< n <... < i, =b, 1 — max (hn — h) (参见 第 
= # $ 5 定理 1 和 4). 


定理 6 itë, G), 2 一 0，1;,…' 是 定义 在 [a,2] 上 取 值 于 
S 的 独立 增 量 连续 过 程 。 为 了 使 得 Cuk ) 上 每 一 连续 函数 
p (G), 变量 p EC) 的 分 布 收 敛 于 变量 p (S (Ú: )) 的 分 布 ,如 下 
条 件 是 充分 必要 的 : 
1) 过 程 £,G) 的 边沿 分 布 收 敛 于 E.G) 的 边沿 分 布 ; 
2) 对 任意 s > 0 
limlim sup. P {|En C2) 一 Sa > s) = 0, 


证 ， 条 件 1) 的 必要 性 由 对 定义 在 . 孚 “上 的 任 一 有 界 连 续 
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gCais AD) g CEs Ca) t, En GD) 的 分 布 收敛 于 
g CELA) a ECAD 的 分 布 得 到 ( 泛 函 p(x(:)) = g(x(1),*……， 
z) 在 Cun) 上 连续 )。 因为 
sup. P (IE#,G) — EnC) | > s) 


Hi tilah 
<P { p. |) — ECA) > e} 
所 以 由 定理 1 的 注 , 得 证 条 作 D 的 必要 性 ， 
根据 定理 1 的 注 , 为 证 明定 理 条 件 的 充分 性 ， 仅 需 证 明 由 条 件 
2) 可 推出 , 对 任意 8 > 0 FA 
lim lim Pt upa pln (a) — š, (,)]| > s) = 0 (8) 


h> Ono 


RY. 用 定理 1 注 的 同样 方法 ,条 件 2 可 推出 对 任意 。 > 0 有 等 
式 

lim sup sup. Pt lS) — E,(n)| > sy = 0, (9) 
对 给 定 的 8 > 0 选取 足够 小 的 4, 使 得 

sup, sp. P [IGO Cl > } < >. 


WRA ECO 的 连续 性 和 $ 3 引 理 4, 我 们 得 到 
€ 
P| sup, lë G) — š, (21 > ZJ 


<P {lsG + B) — G) > Š). 


因此 
P{ sup |5( 人 一 (9 > e} 


< P {sup [18 — Eala + RA) kA S — a 


< (k + 2), s <k< | >J 


< >` P frptls,0) — s,Ga + ls 


kA<b—a 


kA Ki S< (k + 2) >J 
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<: >; P flg, + kh +24) 


kA <b—a 


= Ela + Di > 二 |， 
4 
( 当 z > b RRINAA EG) = EG) 由 于 定理 的 条 件 1), 有 


lim P{ sp Es(4) — (0) > e} 


<2 J) P [18 (a + (t +2) 


大 加 < 一 4 


-at> È} 


<4 > P {lg Ca + E 1A) — B G ROIS E, 
kh<b~a 
由 条 件 (7) 得 知 , 4 -> 0 时 最 后 的 和 式 趋 于 0 .定理 得 证 ， 
连续 Mapxos 过 程 的 收敛 性 ”我们 考察 定义 在 区 间 La, b] 
上 取 什 于 完备 距离 空间 (2 , p) 的 连续 Mapgos 过 程序 列 Z,G2, 
z =0, 1, =, H P,(z, Xs $5 A) 表示 过 程 £2(2) 的 转移 概率 . 设 
V,(z) 一 {y:p(x, y) > E}, 
a,(h, e) = sup{ P, (2, x, hs V(x)); 
LEX, |a — | < #). 
定理 7 设 过 程 E.G) BB 2 fi k Sk FEE S (e) 的 边沿 分 
布 以 及 如 下 条 件 成 立 : 
1) 对 任意 s> 0, Jim sup ë, Ch, 8) = 0; 
2) 如 果 a = < n < *** < t, = b,1 = max C kps 一 ír)» BB 
KIHE € > 0 


tim SP {CECA San) > e) = 0, 
Eher 


则 对 Ei A) 中 每 一 函数 p, E C 的 分 布 收敛 于 分 布 
e C). 
作为 准备 ,我 们 证 明 下 述 引 理 ; 
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引 理 2 正如 对 5, (7) 定义 es(h, 6/2) 一 样 ; 对 可 分 MapkoB 
过 程 CGO ENE oG, 6/2), 如 果 它 小 于 1, WK 
P{supl lE), £¿G)); s€ [z, + ñ]] > s) 


pos EG +) > +] 
二 于 ao 
1 —a (h, €/2) 

证 .考虑 到 过 程 的 可 分 柱 ,只 要 对 (10) 式 在 概率 记号 下 的 上 
确 界 对 区 间 [1, z + A] 的 任意 有 限 子 集 上 所 取 的 情形 进行 证 明 就 
EI. W =l = n, i == I+ MM. 用 8 表示 事件 
{o CE (1), (AD)) => s), 


c, = [e GG), šG) > =l. 





— 


那 末 


c,> U {BN e nB. n B.n Gi). 


"g 
一 
S 
V 
"y 
一 一 
Dl 
tar 


1 门 “NB; Bj;}P{BN -+N BiN Bi) 


= (1 — P{C;|B,N "NB B;}) 
x P(B, Y: f B. NB} G — alk, e/2)) 
x DP{BN .NBN Bi}. 
j=1 


还 注意 到 


> PIB,n N BaN Bi) 


j=1 . . 
= P {supl a (8(2), EG)), sE 1] > e}, 
引 理 得 证 ， 
定理 7 的 证 明 ， 选 取 4 足够 小 使 得 
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sup on(28。818) < 
那 末 由 引 理 2 得 不 等 式 
Pfsupf pC), £5)); s€ [ts t + 24] > 二 


<2P {oC O GHAS E, 
由 这 不 等 式 ,用 上 定理 同样 的 方法 我们 可 以 得 到 
lim P{ sp. e (EC), 5G0)) > e) 
<+ > P [oat (k+ DD, Ca + 0) >+] 


Cr 二 6 时 ,我 们 令 EO = 5(5))， 由 这 不 等 式 和 条 件 2) 得 证 
定理 . 


S5. 没有 第 二 类 间断 点 的 过 程 的 极限 定理 


没有 第 二 类 间断 点 的 函数 空间 中 的 距离 fE $ 工 的 结果 可 
以 应 用 于 没有 第 二 类 间断 点 的 过 程 ， 需 要 先 在 没有 第 二 类 间断 点 
的 函数 的 空间 中 引 人 和 人 合适 的 距离 。 我 们 用 Great(. 采 ?表示 定 义 在 
la, b] 上 取 值 于 完备 距离 空间 .2 HH a < ; 过 5 有 极限 值 x(i 十 
0) 和 对 4。 过 + < p 8 z G — 0) BJP83R z G) 的 集合 。 由 于 任意 区 
间 [a, b] 可 以 连续 旦 相互 单 值 地 映 为 区 间 [0, 1], 所 以 今后 我 们 
将 考虑 空间 Donl). 在 所 有 连续 点 上 相等 的 般 数 将 不 加 区 
别 , 因此 对 函数 =G) 在 间断 点 的 值 采 用 统一 的 定义 是 自然 的 。 今 
后 将 假定 DosX) 中 的 所 有 函数 满足 如 下 关系 式 ， 
xG) = l1 + 0), x(0) = <*(-+0), x(1) = <x(1 — 0), (1) 
称 值 p(z(: 一 0),zx(z))29 O 在 点 上 的 跳跃 。 需 要 在 2 u, (22) 
中 引入 了 距离 ,在 此 距离 下 Zoa A) 将 成 为 可 分 距离 空间 且 具 有 
如 下 性 质 ， 包 含 所 有 柱 集 的 最 小 o 代数 和 这 空间 的 Bord RAI o 
代数 相同 ， 还 希望 这 距离 是 足够 ' 强 '《 即 有 尽 可 能 少 的 收敛 序列 
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和 因此 有 尽 可 能 多 的 泛 函 在 这 虐 离 下 连续 ?。 对 这 样 的 更 求 , 一 至 
距离 
parC) yC) = sup p Cele), y) 
不 合适 的 , 因为 在 这 距离 下 Do A) 不 是 可 分 距离 空间 《〈 函 

数 集 

Xs 2 < s, 

< -| o plas) = ó> 0, 0 < ; < 1, 

xs 2 Z= s, 
县 有 连续 统 的 势 , 但 这 集合 的 每 两 个 元 素 间 的 距离 等 于 5)。 我 们 
在 空间 Don X) 中 引入 一 个 比 一 致 距离 稍为 弱 些 的 距离 . 

我 们 用 A 表示 在 [0, 1] 上 的 连续 单调 递增 的 数值 函数 1(z) 使 
1(0) = 0, 2(1) = |! 的 全 体 集合 ( 即 4() 连续 地 和 相互 一 一 地 将 
[0,1] RHES). 

注意 到 对 所 有 %€ 4, K bk 存在 并 且 也 属于 A, mR Nu 
和 < A, 那 末 复合 函数 A) 也 属于 A. 

现 对 Dol ) 中 每 对 x(o) 和 ylz) 定义 量 

ralz, y) = inf {sup pP(zxG)), yQ GD) 
+ up. | — a(l; 16 A} (2) 

EUEí: , ESU Y Zx, (22 ) 中 的 距离 . 为 此 需 验证 函数 >s 满 
足 距离 的 三 个 公理 : a) re(ryy) 之 0 以 及 当 且 仅 当 一 ?时 等 
于 0; b) rp (z, y) = rs (y, z); c) 对 D onL) 中 任意 的 
CJs yC) 2(:) 有 ya(z z) < ra(z, y) + ra(y, 2). 

条 件 a) 显然 ， 条 件 b) 由 下 关系 式 可 得 : 

ra (y, z) 一 inf { sup p (y(), x Q (222) 


+ sup |; — à (O| f=inf í sup py QAG), zG(2))) 
Oil 0<:<t 
+ sp aG) — |; 26 A} = r zGz, y), 


现 讨论 条 件 c)，、 即 三 角形 不 等 式 . wC) y(*) 和 z(:) 是 
Poal Z) HAR, HER Ee > 0 可 找到 通 数 40) 和 hG) 使 
得 下 关系 式 成 立 : 
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talx, y) 之 up pelxt, y(2,(9)) 
+ sup |: 一 和 (人 | — e, 
gial 


r. (y, z) 2 up. p(y (2, z(2,(0)2) 
+ sup |: — ¿,G2)] — e, 
. 0O<:<1 


(3) 


那 末 f | 
rz G, z) < Sp, PELD a z (hh ))) 
+ sup |: — 1L,⁄a,G0)1) < sp. PCl), YAL) 
+ sup |t — uC] + sup PEICK) z(2(2(z)2)) 
+ Snp, 12C) — 2, (ERODI 
= Sup e(z(0),y(2/(0)2) + sup |: — GÍ 
+ sup, py CE), z(1,G2)2)2 + ,SP |, — ul, 
因为 ;如 果 : 取 遍 [0, 11, 那 末 .Cz) 也 取 遍 区 间 [0, 1]。 考虑 关 
系 式 (3), 我 们 得 到 
ra(z, z) < ra(x, y) + ra(y, 2) +28, 
由 于 8 是 任意 的 , 由 此 得 到 c). 

因此 ,yw 可 以 作为 Donl K) 中 的 距离 . ` 

为 了 进一步 研究 距离 *s 的 性 质 , 如 下 辅助 命题 是 必需 的 :， 

对 Z o, K) 中 的 每 一 个 函数 zC- ) 定义 

AC) = sup{min[ (a(r), x(2)); PCl), z0"; ; 
,r— c < r < /< ' < r-+- c) 
+ sup pfx(0)。 z(2)2 + sup {p(x(2), z(1)); 
1— <, <1). (4) 
那 末 由 于 第 三 章 $ 4 引 理 1, 有 
ImAekz) = 0, 

引 理 1 krl) E Zon) RIAR, [e,8]C 0,11. 
mE (C) E le, 8] 上 没有 超过 e WREE, BRAI 一 | < c, 
t, € [e, P] 时 

p (z (Z) C) < 2A, (a) + s, 
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W. BEH ae CO, e) 和 区 间 [Z , e] 中 的 点 r, 使 具有 如 下 
性 质 ; 当 € [Z , T) 时 
PCC), zG)) < Al) + 8, 
op (x (Z), zÇGr)) > A,(z) + 86. ` 
如 果 这 样 的 点 不 存在 ， 那 末 oll), e) < ALl) 十 8, 这 就 
是 说 引 理 的 论断 成 立 。 如 果 点 + 存在 , 那 末 由 于 
min[o(z('), x(z)); Clr), xC1"))] < A,G(z), 
K olr), xK(z)) 2 A,Gz) 十 6, 我们 有 
p (xDs # (7)) <S AG. 
因此 ， I : 
plx(t), z<(2')) < PCr); z(z — 0)) 
+ pCx(7 — 0), z(z)) + pCx(7), z(2”)) 
< A.(x) + ë + £ + A, (z). 
810 到 极限 ,我 们 得 证 引 理 ， 
我 们 用 Y, 表示 使 得 
Y Siym CIm) =A 


的 点 Ym € Z BOTIR EH S, (x) 是 以 * 为 心 半 径 为 e 的 开 
R. M Hnn 表示 在 每 个 区 间 | 冬 ， 《< 十 上 是 常 信 且 取信 于 Yn 


的 函数 COED o (2) RRA. 
引 理 2 对 DoR) 中 每 个 函数 x(,) FE Han HOER 
z" C) 使 得 | 
ra G, a") < — + = + 4Ay, G). 
证 ， 在 每 个 区 间 | 科 ， 和 《十 二 | 中 最 多 能 找到 一 个 点 。 使 得 在 
该 点 的 胱 中 超过 2Av()。 事 实 上 ,如 果 = 是 一 个 这 样 的 点 , 那 末 
Cals), a(r 一 0)) = minl o(s), z(z — 0); 


pr — 0), G) < A G) s€ [Žr]; 


一 
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olal), +G) < Arla), se (r, H], 





从 而 ， 
p(x(s = 0), x(s)) < 2AynCx) < 2A,, (z), SET, 


设 是 区 间 | 条， 《< 二 | 的 点 使 得 

| p(x(Tk — 0), x(T0)) > 2A,, (z), 

如 果 在 此 区 间 这 样 的 点 存在 ， 用 2(#) 表示 4 中 满足 
t=. 


和 


=i! 
n 


的 函数 (例如 用 等 式 
1 (0) = 0, (4E) = es (1) = 1 


定义 的 分 段 线性 函数 就 是 )， 令 ZG) 一 0O) BETO 仅 在 
形 为 kjn 的 点 具有 超过 Avl) KRR A 
r> (z, Z) < sup EE), rA) + sup |z — XD! < —. 


HURAO FFEA) 当 (|, AEL), ka-1; 





和 设 2*(1) 一 了 (二 二 二) BK 


# 


ra (z, 4*) < sup p EO), z*(0) 
LN k+1 
< sup sup |° Go, x ($): Pi <:< tL] 
D FO) JBE 39 2A (e) 只 能 在 形 为 /5 的 点 中 发 生 , 所 以 在 
半 开 闭 区 间 | £, AEL) 中 没有 这 样 的 贝 跃 点 ,因此 按 引 理 1 


p(z ($); EO) < 2E) + Al), 
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y |£, 420, 


n n 
我 们 来 估计 Anl): 
A, (z) 一 sup|min[ EC 2), xG); PCE), ZUY] 


r=} <; <; < <, + 
n 71 


+ sup fao), E); 0 < < <) 
+ sup [E0 20); 1I— T <<] 

= =p {oC(0), 200 < < 1] 
+sp|eGG0), D; 1-1 <1<1) 
+ sup {minL pCzC2C)), zGG9))); A), 
FAUD tsir<r L, 


注意 到 当 a< <n tE, 


4 < < #, 十 工 ， 
# n 


因此 
0 和 (2) —1G) < 2. 


因而 ACE) < Anla). 这 就 是 说 , r (z, #3*) < tAr (z). 
最 后 , 令 O) = yms HEH REEE P, ym) < l/m 的 
最 小 标 码 ， 
因为 PR z*G)) < Lm, MA ral, z*) < 1/m, 
Talx, z*) < r (=, Z) 十 Tol, z*) + rola", x*) 


<4 + 4A,.,, (z) + 1 
x m 
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引 理 得 证 ， 

推论 Uro 为 距离 的 空间 Zo, (2) 是 可 分 的 . 

按 引 理 2, 可 数 集合 U Hna ED o CA ) 中 处 处 稠密 ,由 此 
得 证 推论 . 

z X, 是 .到 中 某 个 紧 集 ,而 1, E: 34 8 > 0 时 有 定义 和 满足 条 
件 4 一 0 的 连续 增 函 数 ， 用 K ,(X,, 1,) 表示 Don LX) 中 使 
34 16 [0,1]br z(2)6 X, BRNE >o AGS 的 函 
数 *(…) 的 集合 . 

定理 1 1) 集 合 Kg(X, 1s) E Zun Z) PARE; 2) 对 
每 一 紧 集 K, 可 以 找到 紧 集 X Cp 和 递增 连续 函数 1, Ar 一 0， 
使 得 K,C K ,(X., 4) 

üE, 1) 我 们 来 证 明 对 每 个 s > 0, Ka (Xis 1) 有 有 限 s 网 ， 
为 此 我 们 注意 到 ,对 每 个 mw 存在 使 得 

U Sym Cn) DX 
选取 m A n 使 得 
tb < 


那 来 项 数 集 Hn ` F [Yms Teea yx=Kml (F [yis °°. ,y:] 是 仅 取 值 
Yis’ "ss 的 函数 集合 ) 是 集合 玉 o(X:， 25) 中 的 有 限 £ 网 .事实 上 ， 
由 引 理 2 Hw Ë K, (X, U) 中 [二 十 过 十 42am ) 网 ,而 且 取 值 于 
集合 {ym .... ymam} 的 次 数 也 构成 这 样 的 网 , 集合 Ky (X, îs) 


是 闭 集 。 容易 验 证 关系 式 
A(x) < Aetr giy) (y) + 3r g (r, y) 


因此 ,如 果 rg (xn» z) 一 0， 那 末 对 每 一 < > 0 

ALE) < Iim Arra (xa) < hepa. 
因此 ,由 2 的 连续 性 有 A,(x) =< 部 果 对 所 有 n, ra (z) € Xis B; 
* lim r G) E X, 也 是 显然 的 ， 
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于 是 ,属于 Kg(X,, %s) 的 序列 的 极限 也 属于 Ko(X,, 4s), 还 
要 证 明 , 属 于 Kg(Xi, 4s) 的 所 有 基本 列 x(- ) 是 收 合 的 。 设 xn(*)》 
是 Kg (X. 1) 中 的 函数 列 ， 满 足 rg (xss xm) 一 0 38 n 一 co 和 
7 一 co( 即 z, C) 是 基本 列 )。 只 要 证 明 某 个 子 列 tC) ARR 
CRBT. 不妨 认 为 序列 zo) 满足 re(zm。 ta) < 2 "2, BB 
末 在 A 中 存在 函数 序列 1, 使 得 


1 
sup |z 一 dnp (z)| =< — 
<: Q 2 


+i 


aR, o (x,(), taalla (2))) < —— 1 


271 * 
令 mE) CE), Molt) = ApC aale). A 


up. |z, CE) — tna Ol < Sup EFO — | < < 


所 以 z, G) KATEA A MK SE SE PB Sk z G), B.G) 满足 条 件 
XK(0) 一 0, px《(1) 一 1、 其 次 
Sup P (z, (a,G2)), rai a, -iG222) 


= sup PCr AnA) v, a (9) < 1, 
OKI 2" 


因此 z Cu, G) 一 致 收敛 于 Donl A) 中 某 个 函数 六 GD。 M 
察 函数 r*G) 和 pg(z) 之 间 的 联系 ， 设 g G) 在 某 个 区 间 [e zB] 上 
是 常 值 。 如 果 r*a) = z*(6), WR 0E le, 81 上 也 是 常 值 ， 
如 果 x*(a) =° x*(8), 那 末 存在 YE [e, 8], 使 得 x*(2) = **(a)， 
当 tE le, r); x*Q) = x*(8), = 1€ [r , 81. 事实 上 ， 若 不 然 ， 
则 存在 属于 la, 8] 的 点 ! < ' < r”, ER <* (r) = <* (”), 
a*r) (0), 于 是 

limmin[ p(xa( pn )), toC tta (222, 

p(xaC pa!” )), ra pa (2')))1 
= min[pCx*(), a*r"), PGA), C) > 0, 
而 psf) < pa G”) < z, (”) 和 por 人 pn) 8 (7) 趋向 
ula). RSF z,(  ) T K, (X,., hs) 矛盾 ， 
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AIO 表示 Don) 中 用 如 下 方式 定义 的 函数 : 对 只 要 

s€ (1, 1] 就 有 p(s) > pl 的 所 有 z, 定义 
z) = r* (aC). ©- (5) 

A (5) 定义 了 Zonal ) rh —hBJPB28 O. 

我 们 来 证 明 ,此 函数 CO) 是 序列 CO 的 极限 。 为 此 构造 属 
了 4 的 辅助 函数 pr W rl. te Æ [0, 1] EIEI x( -) AER 
超过 1/4 的 全 部 点 。 用 [ej, 6;] 表示 (2) 在 其 上 取 值 r; ËJ 85 < 
区 间 ( 这 区 间 可 以 只 包含 一 点 ), 

设 7; 是 区 间 [wy 8;] 上 的 点 使 得 z* (2) = z (z; — 0) 当 
tE loas 7i) 及 x*(t) = z (z;) 4 z€ [7i, fri] 特别, 如果 a; = 7;， 
WMR x* (z) 在 [a;, 6;] 上 到 唯一 的 值 rC) 选取 不 超过 1/2 的 


s 使得 As Ce) < 二 ， 设 w (2) 是 满足 关系 式 Pa (Ti) = Tis 
lp, (z) 一 PO < €n RI RZ. 


我 们 来 估计 sup {pCx*(7), Tp) SS 1), RR 
属于 区 间 (a, 8;] 中 任 一 个 ， 则 因为 x(o 在 na) 和 p) 之 间 没 


有 超过 二 的 中 跃 ， 所 以 依 引 理 1 


PC), EP) = CE), ECP) < 2A,,G) + E, 
如 果 :6 [e;, 7;), 则 因为 
p(zCri 一 0), 直 fi)) > 二 > AlE), 所 以 


p (z=* (2), x(gp,(2))) < sup{p( xr; — 0), 3Cs)); 
s€ It; — Es, tr;)) < A, G). 
类 似 可 证 明 , 4 2E [7;, B] 时 CG EC < A,,(z), 于 
是 ， 
SP P (x*(2), s(@,(z))) < 二 十 2A。(2) < =. 


现 来 估计 ralen) 我 们 有 
ra xa, x) < AERA .), x*( 5 ( 2) 
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+ raat lun CEO) X(@,( ui )))) 
+ ro(x(:), xzCpa pz: )))) 
< sup pxa Hnt), z* (2) + sup p(x*(#), 


x Cpa (2))) + p |z — pa GOD <= 


1 
+Š + sup |, G) 一 Pal < 高 十 这 十 > + Ep, 


Ik, alras E) 一 0， 即 序列 aC ATE CO) 论 
Br E. 
2) AX ERY (JEK RH r 和 2 一 0) 的 集合 ， 那 


未 U x, 是 紧 集 的 证 明和 $ 4 引 理 1 的 证 明 一 样 . 


& A= sup {Aw); x(.)e K). 显然 A 是 的 单调 增 函 
数 。 我 们 来 证 明 ima, 一 0。 ERA BKI URERA 


XN: )E Ki 和 序列 c, — 0。 使 得 对 某 个 5 > 0 A,(xs) 实 5。 由 
于 K, 的 紧 性 可 以 假设 x.(.)->xo(')， 但 当 ro(x, y) < s hf 
A,(x) < Aly) + 3e. 
因此 对 每 个 < > 0, 只 要 c, < c 一 ro(Cxw， x.) 就 有 
A(x) 之 A,-, ¿(x sx) — 3r 2 (x, xo) 
Z ó — 3r graso), 
因此 ,对 每 个 c > 0, ACz) => ë, 而 这 与 条 件 lim A, (x) = 0 f 
盾 . 所 以 lim A, = 0. 显然 可 以 构造 连续 单调 浮 数 2, 使 它 满足 
条 件 A. < 4, lio = 0, PK K,CK(X,, 2s), 定理 得 证 . 
没有 第 二 类 间断 点 的 过 程 的 基本 极限 定理 
定理 2 REG), 0 < < 1, n= 0, 1,: ERATA B 
没有 第 二 类 间断 点 的 过 程 的 序列 ， 而 且 š, G) 的 边 窜 分布 收敛 于 
EO 的 边沿 分 布 。 对 每 一 定义 在 Donl K) 上 在 距离 rp FE 
FAIZA f DAE IEC 收敛 于 分 布 EC 的 充分 必要 条 件 
是 对 所 有 es > 0, 
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lmlim P (A,(8,C-)) > e) = 0. (6) 
证 。 由 等 式 (6) 得 知 ,对 所 有 上 > 0, 有 
limsup P (A,(š,(:)) > s) = 0. 
正如 4 4 定理 1， 由 此 可 以 证 明 存在 连续 单调 函数 ls， 使 — O 
且 
sup P (A, ECD <, 0 < < 1) 2>1 _ (7) 
仍 如 $ 4 定理 1 一 样 , 利用 过 程 5, (2) Bb Wy s J k kk , 可 以 
证 明 测度 族 {vno n= 1,2, 13 0<¿;< 1) (其 中 x,, (4) 一 
P{E G) E 4}) 是 紧 的 ,因此 对 每 个 4 可 以 找到 紧 集 XO 使 
s (X%0) > 1 — 24 


对 所 有 n, 成 立 。 用 XO ERME o (y, XV) < 4-4 的 > 的 集 
A. MR 
X= QP 
k 
是 紧 集 ， 由 于 从 
* (去 7) x°, (2 L)e XP, Ark (xz) < lrt 


得 到 当 





l I+1 ç 
x <: < T BJ, <zG2 € KY, 





所 以 
P{E C JEK (X, 4)} S< 1 — P (A,(š,(-2) < hes 


< <+ X>]. (a ax zj <= 


17=0 2 


十 SS 24E < e, 
k=11=0 4 


于 是 对 每 个 8 > 0 EREK AX) ERA #E SZu, (2) 
上 上 对 应 于 随机 过 程 S.C.) 的 测度 wo。 不 等 式 
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pn (K (X,, 22) 2 1 — 8 
成 立 ， 余 下 只 需 应 用 $1 定理 1《 从 $1 定理 1 的 注 得 知 , 在 不 完 
备 空间 里 定理 条 件 仍 是 充分 的 )。 定 理 条 件 的 充分 性 得 证 . 
为 证 明 条 件 (6) 的 必要 性 我 们 引入 泛 沙 
Fx(:)) = sup p G (0), C) 
+ sup pC), a)Je 
ggl 
+ sup {min[ p(x(2), xCs)e "2; pCl), 
z (upe P]; 0 < <! < z < 1), 
容易 验证 , F,(x(:)) 是 Ze, (2) EBEFA. Aink 
所 有 连续 泛 函 KEC 的 分 布 收敛 于 IEC 的 分 布 , 那 末 对 
每 个 8 >0 
lim P( F.(8,C:)) > e) < P[F,(8C-)) >e}. 
现 注意 到 
AC )) < er F(x)), 
FCN) < A,GC-)) + 50 sup pCO), «C2)). 
因此 


im P (A.(8,(:)) > e) < lim PIF/(Ë,(:)) > e'e} 
< PAFU) > ee} < P aE) > E ee) 
+ P | up o0), E) > £ A), 


根据 第 三 章 $4 引 型 1 且 对 所 有 x Le Donl) 来 说 ， supp 
( *(0), c0) 有 限 ， 以 及 以 概率 为 15 C:)6€ Z, l Z), ik 
当 “ 一 0 时 此 不 等 式 的 右边 趋向 0 ， 定 理 得 证 . 

定理 3 设 El), 2 一 0，1，-… 是 以 概率 为 1 属于 Zon 
CE) 的 随机 过 程序 列 , En O 的 边沿 分 布 收敛 于 E (z) 的 边沿 分 
布 且 存在 wc>> 0;8>0 以 及 万 > 一 0, EH 2220, + < n < Bf 
不 等 式 
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Ele(š,(z,), Ena) CEC), EaD EHO — aa) t 
成 立 ， 那 末 对 Don) 上 的 所 有 连续 泛 函 已 EC 的 分 布 
We CS CD) 的 分 布 ， 

证 。， 利 用 第 三 章 $4 引 理 4。 如 果 令 g (8) 一 加， 其 中 0 < 
7 二 Bp/e, 和 g Q) = 24H}, 其 中 68 = p 一 ay， 那 末 取 


2 m7 
G(m) = 1 一 27r 3 





Q (m, c) 一 ca 
时 ,对 所 有 过 程 5,(#) 该 引 理 的 条 件 成 立 ， 于 是 对 某 个 工 
P(A,(š,(:)) > e} < Le ec" 
余下 只 要 利用 定理 2 就 可 完成 定理 的 证 明 ， 

Mapkos 过 程 的 极限 定理 iz ¿,G) 是 定义 在 [0, 1] 上 样本 
函数 以 概率 为 1 属于 Zon) 的 Mapxos 过 程序 列 。 用 P 
G, z, s, A) 表示 过 程 S.G) 的 转移 概率 ， 其 次 设 

VC) = {y: Cr, y) > 8). 

定理 4 如 果 过 程 S.G) 的 边沿 分 布 收 和 伍 于 名 (六 的 边沿 分 布 

且 对 每 个 e > 0 

lim limsup{Pal, x, S, V(x)); 

re r, U<, — <), = 0, 
那 末 对 所 有 在 Zo, CA) LESA I EM EC 的 分 布 
kak EC 的 分 布 。 

此 定理 的 证 明 根 据 于 下 述 引 理 ， 

引 理 3 itise ,8r 是 一 MapkoB 链 , 使 对 所 有 有 一 7 以 
概率 为 1 

P{p(s E) Selfi} <a < 1, 
那 末 
P (sup {min[ p(8i, 5i); ei ED 1<<;i <;i<1=<n 
> 4e) <— P{p(5 š,) > s], 


《1 — cy 
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证 ， 事 件 
{sup{min[p(&;, E); En ED 1 <i < <1=< ny > 481 
蕴含 于 事件 4, B, 中 的 一 个 ,其 中 
A = {p (ë, E) < 28, j= 1,41, r — l; o(š,EF,)2 28}, 
B, = {sap e(5,, ED 2e. 
因此 
Pí(supimin[o(š;, Ei); p(e El Si <Il Sn} 


>46} < | P{B,lën ts EJP(2e) 


= >] P(B,|š,)P(4e), 


由 于 $4 引 理 2, 我 们 有 


P{B,|#,} 雪 - 一 一 ， 
1— ga 


和 


> Pla) = P{supols,, E) > 2e} 


rml 


< 一 上 Piel, En) 之 e} 
1— æ 


从 这 两 个 不 等 式 得 到 所 要 的 结果 。 引 理 得 证 . 
推论 ”如 果 & (2) 是 可 分 MapgoB 过 程 ， 它 的 转移 概率 P C, 
x, $, A) # 4 < : < ; < 时 福 足 不 等 式 
P(t, x, +, V(X)) <a < 1, 
那 末 
Plsup{min[p(é(7), ECD); PE), EC”) 
r < / L < ” Sh) > e 


< a P{p(EC1)E(n)) > e}. 


现在 我 们 来 证 明定 理 4。 只 要 证 明 对 每 个 8 之 0 
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im limP|[ A,(E,( .))> el = Ú 
就 够 了 ， 我 们 来 估计 这 个 概率 ， 设 < 这 样 小 ,以 致 对 足够 大 的 # 
supi P, Ct, x, ss Venire 30 二 ;一 上: 魏 3c} 一 >. 


那 末 ` 
A.(š,( .)) < SuE os (0)， š, (2) + mp PEC), £,G2) 


+ sup [min[ 2(8,(),8,(2)); oE, s,G72)1; 
ke < < , < ” < (& + 3) c, k < l|. 
因此 
PLACE) > s) < P f sup P (E0), E0) > E} 
E€ 
+P Í sup oC EG > =) 


十 > P{sup{min[ oE, ), £5(2)); CEE), ECD 


1 
k<= 


ETETETT EDIE ES. 





<= + cy P {a(o Elke 十 3c)) 


其 中 
on = sup[P,(2z, z, s, V.aG2)); z€ HR ,0 <s — < 3c). 
由 于 
P {oss(ke), (ke + 3) > —J 


s 
<P |, Elke) Eke + o)) > Z.) | 
€ 
+P {Eke + e), Eke +20) > È} 
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+P lo (Elke + 2e), Eke + 3c)) > zl, 
B—— <2, 所 以 
1 — a, 


PLACED) >s) < taf + 357 P GEk), Eke + <)) 


k<1 
£ 
>z: 
由 于 定理 的 条 件 和 等 式 
i Ë 8 
im 2 P fo (š, (kc), Ë, (kc + c)) > i 


E 
= > PÍ, (ë, (kc), Eo (ke + DERA 


k <t/e 


对 几乎 所 有 e > 0 是 正确 的 ， 因 此 只 要 证 明 后 一 等 式 的 右边 
当 < ~>0 时 有 界 就 够 了 ， 选 取 丰 使 


1 
P, (:, Xs S3 Va (x)) < 


当 
s— i < À, B = E, l 
96 
只 要 证 朋 在 给 定时 对 所 有 i， sa 
> PlpolsChe), Elke + e)) > 48) 
F<k e <ti+ A 
ARMET. 


如 果 P (ë (kc), Elke + c)) > 48, Vk | = 1, 在 其 余 情 
形 设 关 一 0， 


我 们 需要 证 明 > Ex, I š K c 一 致 有 界 ， 
fakecith 


PÍ 


我 们 来 估计 
> m > 1 I. 


#<kce<Ë+A 
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只 考虑 下 标 kE # < kc < £ + h 的。 
设 4, 是 事件 


je: D> im = 1; x = 中 


k<r 


那 末 
PiE > 11 = >P fanfa: > m> o} 


= >| P I> nr > OJE (rz + c) | P(ae) 
< >J. P {sup p(Sol ke), Elre + c) 


> 2,|s (re + OP (aa) < H > Pla) 





一 IBG 
< P Zm > 1 一 1 
因此 对 所 有 和 c 
2 /1N _ 1 
Fakectth En < >) o 4° 
定理 得 证 。 


在 完 各 线性 赋 范 空间 A 中 独立 增 最 过 程 是 Mapkoe 过 程 的 
一 个 特殊 情形 。 因 此 作为 定理 4 的 一 个 推论 ,我 们 有 如 下 定理 ; 
定理 5 设 E, (2),w 一 0,1,*…… 是 定义 在 [0, 11 ERE F 
K 的 独立 增 量 过 程序 列 ， 同 时 以 概率 为 1 属于 Zon). 如 
果 过 程 š, C) 的 边沿 分 布 收敛 于 过 程 名 《的 边沿 分 布 ， 且 对 任 
# e >0 
lim im sup P(l|š,G 0 一 5 > 时 一 0， 


PE LE PLAID 


WRH 多 wu Z) ps tA, FCE (C: )) 的 分 布 收 
£T ECD 的 分 布 。 

注 。 在 定理 2 一 5 中 只 要 求 泛 函 了 是 可 测 且 m 几乎 处 处 连续 
(m 是 Z, CY) 上 的 极限 过 程 对 应 的 测度 ) 就 够 了 。 
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应 用 于 统计 “我 们 应 用 上 面 所 讨论 的 极限 定理 研究 在 数理 统 
计 用 到 的 经 验 分 布 渐 近 性 质 . 
假设 某 一 试验 结果 表示 为 有 未 知 连续 分 布 函数 F (>) 的 随机 
变量 。 如 果 已 经 知道 次 独立 试验 的 结果 是 总 。…， En 怎样 去 
估计 函数 F (z) 呢 ? 
在 数理 统计 中 ,为 此 利用 关系 式 
F3 (e) 一 €) 


定义 经 验 分 布 函数 Fa (z), 式 中 vC) 是 Er WEKE (— o, z) 
的 数目 ， 由 Beinoulli EI, FOO 依 概 率 收 敛 于 F(x). 因此 
函数 Fs(x) 可 以 作为 F(e) 的 一 个 估计 ,自然 ,我 们 对 这 估计 的 误 
差 发 生 兴 趣 。 另 一 方面 。， 有 一 个 F(x) 的 近似 解析 表达 式 是 方便 
的 .这 时 要 解决 如 下 问题 : 如 果 试 验 的 结果 5,,…,$; 是 知道 的 
话 , 能 否 给 出 一 个 函数 O (z) 作为 (x) 的 近似 ， 在 任何 情况 下 ， 
重要 的 是 要 知道 经 验 分 布 函数 和 理论 分 布 函 数 F (x) 的 差 的 性 
£. 为 此 :我 们 引信 过 程 
na) = V n (PHC) — FO). 
引 理 4 过程 yz) BJ yy fE et: Gaus 过 程 % (z) 的 边 
沿 分 布 ,其 中 Er) = 0 和 当 z < r fF 
Ex(z)x(z) = FL ~ F(z)1. 
证 。 注 意 到 


mC) = D) leli — t) — F0], 
Vn k=1 


其 中 ee) 一 0, 3: < 0 K s(D) 一 1， 当 上 > 0， 因为 
Eelër — 1) = FG), 
Eeli, — Delir — r) = FG, 4 ;/<r, 
且 过 程 elf — t) — F GQ 对 不 同 的 & 是 相互 独立 的 ,证明 的 祭 
下 部 分 由 第 三 章 S 1 定理 1 得 到 , 
推论 设 Fo 是 民 (o 的 反 函 数 ， 令 
EnG) = x FG), G) = xF), 
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PRIE SO 的 边沿 分 布 收 伍 于 定义 在 E [0, 1] 的 Gaus 过 程 
š G) 的 边沿 分 布 ,5 G) 满足 
E) =0, EG)t) = (1 =s), 40S: <s < 1, 
# 1. 过程 £, (z) 能 表 为 


E, (0 - > [sQ — 5 — 1, 


其 中 mw = FF) 是 在 [0,1] 取 均 匀 分 布 的 独立 随机 变量 . 

注 2。 过 程 $ (x) 的 有 限 维 分 布 和 Brown 送 动 过 程 w (2, 
0 < ¿=< 1, 在 条 件 w(1) = 0. 下 的 条 件 有 限 维 分 布 相同 。 因 为 过 
程 wa) 在 条 件 we) = 0 下 的 条 件 分 布 是 Gass 分 布 , 所 以 只 需 
证 明 

E( (| w( 1) )w 一 0， 

Eww) Nw wo = (1 — +), 0 </< < 1. 

变量 EO = wa) 一 wl) 与 w(1) 不 相关 . 因为 ECz) 和 
w(1) 具有 联合 Gauss 分 布 , 所 以 过 程 FG) 独立 于 w(1)， 因 此 

ECO le) = EE = 0, 
E(š(2)2(s)|e(1)) = ESCG)ECs). 
利用 EG) = wa) 一 ww(1) 和 上 述 公式 ,我 们 得 
Ewa) w(1)) = iw(1), 
Ewals) wY) = EEDE) + isl w (1)) 
= min[z,s] — ss + siw) P, 

$ w(1) 一 0， 我 们 证 实 了 注 2 开始 时 所 说 的 正确 性 . 

定理 6 对 Zol RY 上 的 任 一 连续 泛 函 f, EC) 的 分 
布 收敛 于 IEC 的 分 布 ， 

证 。 首 先 注 意 到 可 分 过 程 § (x) 是 连续 的 ， 因 此 (2) 以 概率 
为 1 属于 Zo lR. EXE, EU + p) 一 58(z) 具有 Gauss 分 


布 ,而 且 
EGCG + A) — EOY = 3(E[£G: +4) 


— EOY = 0 (Q), 
因此 根据 第 三 章 $ 5 定理 7, 过 程 #(e) 是 连续 的 ， 过程 包 (z) 的 边 
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ay fü k tk £ (e) 的 边沿 分 布 得 证 . 
由 于 定理 2, 余下 要 证 明 关系 式 (6) 成 立 。 因 为 

A(x) S sup jeli) — z(”)|; | — | < cy, 
如 果 对 所 有 € > 0 能 确立 关系 式 

imlimP{ sup |E, — E) > 时 一 0， 《9) 
则 定理 将 得 到 证 明 。 过 程 &(z) + V nt 单调 递增 , Bj jk 34 a < 
5 < 5 < t, BJ 

—_ nG, 一 4) SE) — Enl < š, (u) 

— Enlt) + Vn(n 一 A), 

所 以 


sup Ent) — š, G| < < 


:的 -的 | 


IR m, E n -oo 时 VE — 0, ÑU 92777 > 1, 











+ sup m+ 2 


iki kis t 


为 证 明 (8) 只 要 验证 对 所 有 日 > 0 





mim PÍ _sp n | 和 (和 2“o) — E Ck27”)] > 6} =0 
就 够 了 ， 注 意 到 
i Bama En R12 n) — Eka2 n) | 
5 +1 i 
< ? Zle (5 )- š, G), 





其 中 mO 是 满足 关系 式 2O > 1 的 最 小 整数 (参见 第 二 章 $ 4 引 
理 3 证 明 时 所 涉及 到 的 最 后 的 不 等 式 ). 
wha <i fE 2a' < 1. 那 末 
Pi{ sup, [š (&27) — Eak) > s] 


IRi- kil ec2™ 
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rami E0 


_ (iN 0 — V 
OTE): o 
设 k, EXE n 落 在 区 间 [1, e + A] 的 数 上 月 。 WR 

Pla,= k) = Cht(1 — py" 





和 
EHR) E) =EN n =( 摆 一 中 
经 计算 可 得 (参见 B，B，FseneHko [17], 214 页 ); 
E (EC + A) = LG) < 3 + Ë < 3A + a2, 


因此 , š A > 2 ”时 我 们 有 
ECE C + h) — S, < 4, 
将 此 估计 代 人 不 等 式 (9), 我 们 得 


P{ m, JEn Ck) — E(k2 "7)| > 8) 
lki -起 "Ba 
其 中 
a ŽU — a)! N (2 ay" 
R >e )”, 
定理 得 证 。 


+ 447 。 


第 七 章 ”对 应 于 随机 过 程 的 测 
度 的 绝对 连续 性 


SL 关于 绝对 连续 性 的 一 般 定理 


首先 让 我 们 来 回顾 一 下 测度 论 中 的 某 些 定义 。 

设 在 可 测 空间 (A, B) 上 给 出 两 个 测度 z, Kea WE e RR 
为 关于 测度 内 绝 对 连续 ( 记 为 o < m) 如 果 对 所 有 号 中 的 4 只 
要 jp(4) = 0 就 有 pa(4) 一 0。 如 果 a, < z, K u, < n, WE 
m ~ pa 并 称 这 两 个 测度 是 等 价 的 ， 测 度 z, 和 p 是 互相 奇异 的 ， 
如 果 存 在 集合 4 使 六 (4) — 0, m (SP 一 A) = 0. 互相 奇异 的 
测度 还 称 为 正 交 的 ( 记 为 上 pp)， 如 果 测 度 p 和 e EARE 
i: = n, + x; AP n < z, ndla. 这 样 的 表示 是 唯一 的 。 测 
度 和 v 分 别称 为 测度 pi 关于 测度 a 的 绝对 连续 分 量 和 奇异 
分 量 ， 

对 于 有 限 测 度 来 说 Radon-Nikodym 定理 是 正确 的 : ya n, 


当 且 仅 当 存在 S 可 测 函 数 p(x) 使 对 所 有 4 € 3 等 式 
pa( 4 ) 一 | omar) 


RY RA pCx) 被 确定 精确 到 按 测度 m 的 等 价 类 ， 并 称 之 为 测 
度 各 对 于 pn 的 密度 或 导数 ， RAA 


p(x) = < 如 Z G). 
如 果 pw 关于 n 不 绝对 连续 , 那 末 把 ta 理解 为 测度 m 关于 


m 的 绝对 连续 分 量 的 导数 。 特别 , 如 果 a len, nyse = 
在 这 一 章 里 我 们 将 考虑 测度 a 和 2 是 概率 测度 , 即 p 
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LA )=1 的 这 一 情形 ,如果 .2 是 一 个 函数 空间 , 那 未 罗 被 理解 为 
由 柱 集 所 生成 的 o 代数 , 因此 测度 z; 可 了 解 为 对 应 于 某 个 随机 过 
程 的 调度 ， 这 一 章 就 是 致力 于 研究 这 样 的 测度 的 绝对 连续 性 、 等 
价 和 奇异 性 的 条 件 , 还 有 计算 一 个 测度 对 于 另 一 个 测度 的 密度 . 
在 证 明 关于 可 测 空间 (如 ,加 ) 上 概率 测度 的 绝对 连续 性 定 
理 时 常 利用 如 下 步骤 。 设 5, 是 递增 0 代数 序列 ， 使 得 


of U 8} = 9, 


而 p? 是 测度 pi 在 ,上 的 收缩 。 假定 "代数 B, 使 得 验证 测度 eF 
关于 测度 好 的 绝对 连续 性 是 不 难 的 。 如 果 .经 是 消 数 空间 , 那 末 
通常 将 Š, 理解 为 由 2 的 固定 有 限 维 子 空间 组 成 基底 的 柱 集 所 
生成 的 5 代数 , VZ a < x: H. 


pn (z) = 22 (O), 
dui 


oal) ERSAT, B, m) LARR EXE NENS, 可 
ETO 
|í Ge, G)aCae) = KOOTA) 
~ | Cs) pen (qz) = | (s)a2(dz) 


= reo, Curd) = [roy Can), 
由 此 ,根据 概率 空间 CY, B, m) 上 条 件 期 望 的 定义 ,我 们 有 
E(p, (x) |3,) = Pax). 
但 变量 psCx)3, 可 测 ,因此 ps(z) ER H pslw) > 0 É 
eredr) =a) = 1, 
那 末 根据 欢 的 极限 定理 (第 二 章 $ 2 定理 1)， 按 测度 m 几乎 处 处 
存在 极限 
lim o,(z) = plr). (1) 

定理 1 由 式 (1) 定义 的 函数 p(x) 是 测度 pw 关于 m 的 绝对 

连续 分 量 的 密度 , 即 
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HE, Ék in = au + bu”, 其 中 a + b = 1, p’ < u, pe” Lu, E 
此 pe 和 ”是 概率 测度 .用 ae" 和 pe” 表示 这 两 个 测度 在 ,上 的 
收缩 。 那 末 

pnkx) 一 ap, (x) + bo; (z), 
其 中 


pn „ (z) 一 








r (9， Z (a) = E CO, 
dur 


为 证 明定 理 , 只 4 要 证 明 ps 《xz 一 0 和 pa (x) >4 e= E) # M E u 


几乎 处 处 成 立 。 对 每 个 S, 可 测 有 界 函 数 f(x) == 
o (as) = [r ui (ae) = |í G (ae) 


= (4 o G) (ax) 
成 立 。 因 此 
,E/E 
Pn E (Z (e) lg,)， 
其 中 条 件数 学 期 望 是 在 概率 空间 (A, S, m) 上 取 的 。 由 于 第 二 
章 $ 2 定理 4 对 每 一 单调 递增 "代数 序列 9, 以 概率 为 有 
| im EGIS.) = E (lo [ U 8, |). 
因此 
im ple) = E (H JB) — E Gç 
im G) 一 人 (和 (z)| 8) = SE GO. 
现 证 明 依 测度 z, 几乎 处 处 有 or) — 0, 设 
lim pa (z) = p” (z) 
CH or) 是 鞭 知 极限 存在 )， 根 据 Fatou 定理 对 每 一 非 负 %。 可 
测 函 数 j G) 有 
|1 ae) = | Du "GD = OE) 
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= timh pn ad) > [Ap mlda), 
(此 处 二 > mr), 因 此 对 46E 罗 
[ o G)m(ax) s< (A). 
AE u” (A) 一 0, (A) 一 1， 那 末 
| omas) = 0, 

因此 依 测度 pg 在 集合 4 上 几乎 处 处 p”(x) = 0, 且 因 为 aC A) = 
1 ,所 以 依 测度 z, 几乎 处 处 p” Ce) 一 0。 定理 得 证 . 

推论 1 如 果 由 式 (1) 所 定义 的 o (x) 依 测度 a 几乎 处 处 是 
EHI s M pe, pw; 且 


dia Ce) = | re ES» 
dpa 0, €S, 
其 中 Se 8 满足 pr(S) = 0, m(S) = 1, 
事实 上 ,对 每 一 非 负 B 可 测 函数 sx) ,如 下 等 式 是 正确 的 ， 


| G) (az) = | pC me). 
将 函数 (Go) 取 作 s), RIR 
Í. g (Ja (dx) = | ¿eo 5 als), 


由 此 得 到 我 们 的 论断 . 
推论 2 ”测度 m AT a 绝对 连续 的 充分 必要 条 件 是 由 式 (1) 
所 定义 的 函数 p(x) 满足 条 件 | ; 
[oml = 1, (2) 
因为 
[er C22) =], (3) 


所 以 (2) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ， 在 〈3) 中 容许 将 极限 搬 人 积分 
号 内 , 即 按 测度 m 函数 o, (z) 关于 n 一 致 可 积 。 
有 时 代替 测度 x; 在 Ba 上 的 收缩 测度 好 ,而 考虑 近似 于 心 的 
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某 些 测度 ?使 得 全 > 的 计算 更 为 简单 有 时 这 样 做 会 更 方便 ， 


这 种 情况 在 于 种 程度 上 半 似 于 在 定理 1 及 其 推论 所 考 岂 的 情况 
定理 2 设 在 (A, B) 上 给 出 两 个 概率 测度 序列 凡 和 忆 ， 
满足 条 件 ; 
a) 在 0 闭 包 重合 于 吕 的 某 个 代数 9, E, ai KAF ni: 
limpi( A) = ui(A), A € Bo; 
b) 当 4 宇 1 时 ,测度 由 关于 忆 绝 对 连续 ; 
c) 函数 ps(x) = ze (z) 关于 由 一 致 可 积 , 即 对 任意 s > 0 
可 找到 NN 使 对 所 有 n 
jes Xow (o G) esdx) < s, 
其 中 Xiwel) 是 区 间 [N , co) 的 示 性 函数 . BB a < m. 
WE. AES, RDE 
(A) = lim p (A) = tim | ooOeaCda) 





<N lim pA) + lim | pus) Xn (o, )a)( dx) 
< NI ( 4) 十 8， 
如 果 选 取 N 和 & (Eq t c) 的 不 等 式 成 立 ， 满 足 
CA) S Nm (A) + ë (4) 
的 集合 类 是 一 单调 类 , 它 包含 代数 DB, 于 是 对 田中 所 有 A, OR 
立 ， 由 (4) 式 , 倘若 aC A) = 0,， 则 因为 > 0 可取 任意 小 , i 
CA) = 0, 
注 ， 为 要 定理 2 的 条 件 c) 成 立 , 如 下 条 件 之 一 成 立 就 够 了 : 
1) 对 某 个 xc>1 
sup |En) ni(dxr) < ©, 
2) 存在 正 的 连续 函数 p(z) 使 得 


lim- 一 0 A sup [ocou (d+) < ©, 
>= p(z) 
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3) sup | tog psx) mdz) = sup eve) log pe) Ad) < eo, 
4) 测度 ui! 关于 a 绝对 连续 且 对 任意 。 > 0 可 以 找到 入 ,使 
du} 1 
lms < (z) < =] <e, (5) 
事实 上 , 1) 和 3) 是 2) 的 特殊 情形 ,只 要 取 


pO) =: 和 g) = zlog: + 1, 
条 件 2) 的 充分 件 从 不 等 式 


Jor) Ki pe)) md < "p ROC 
得 到 . 

为 证 明 条 件 4) 的 充分 性 ,我 们 只 要 注意 到 

fos arao ailde) = (fe eo < È). 
由 于 (5)， 可 选取 足够 大 的 N 使 对 所 有 足够 大 的 # 这 表示 式 变 得 


任意 小 。 此 外 由 于 s < uas 1/P C) 按 测度 ua 几乎 处 处 是 正 的 ， 
所 以 对 一 切 ” 


ma 人 维 o< 训 -。 
由 此 和 5), 得 条 件 <). 
”定理 2 没有 给 人 出 计算 22 (x) 的 可 能 性 。 因为 每 一 个 函数 
pu(s) 按照 它 自身 的 测度 被 定义 ， 所 以 不 可 能 谈论 4 一 oo 时 pn( 


的 极限 。 特 别 当 所 有 测度 po 与 点 重合 时 ,考虑 pa) 按 测 度 a B 
极限 才 是 可 能 的 。 如 果 它 存在 , 那 末 当 定 理 2 的 条 件 成 立时 这 极 


限 将 是 党 (x)， 现 在 我 们 来 证 明 关于 密度 z, (x) 的 更 一 般 的 
定理 . 

定理 3 设 在 概率 空间 {9, 6, P) 上 给 出 取 值 于 可 测 空间 
(=, B) 的 随机 变量 .总 ， 1 = l, 2, n 一 0, 1,-` ` 5 且 存 在 其 c 闭 
包 就 是 3 的 代数 S, EINE 4 € 3 依 概率 P 
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x ,(Ë1) — X (š), f 
如 果 测 度 uA) 一 Pl55€ 4} ECZ, B) FS E BE 2 的 条 件 
b) 和 <c) 并 且 在 依 概 率 收 敛 意义 下 


lim p (51) = P 
存在 , 则 p 一 2 GD. 
Et 


证 。 对 3 中 所 有 4 存在 依 概 率 收敛 的 极限 
limps(53)X4(52) = pX (l). 
由 于 定理 2 的 条 件 cC), OCENE) 按 测度 u 是 一 致 可 积 的 , IN 
此 极限 可 取 入 数学 期 望 记 号 内 : 
HA) = lim EX 总) 一 lim Exs(§3)pn($») 


— Ex (Ep = | oaan). 
此 关系 式 可 用 显然 的 方式 推广 至 所 有 4e 9, 定理 得 证 ， 
注 1 。 如果: 依 概 率 收 做 于 某 个 极限 5 > 0， 则 定理 2 的 


条 件 c) 自然 而 然 成 立 , 因 为 此 时 定理 2 注 的 条 件 4) 成 立 。 
注 2 。 如 果 不 要 求 定理 2 的 条 件 c) 成 立 , 而 设 Ep = 1, 则 定 
理 3 的 结论 仍然 正确 ， 事 实 上 , 由 Fatou 定理 得 关系 式 
Ex ED < lim Ep, (£3)X4 (81) 
= limas( A) = (A) 
对 所 有 AEB 成立， 此 外 ,使 
EoX CE) < (A) (6) 
成 立 的 集合 4 的 全 体 构 成 一 单调 类 。 因此 (6) 对 所 有 AES 
立 。 如 果 对 某 个 4 有 不 等 式 
Eox (8) < CA), 
Hi] 
Ep = Eozx ,(š1) + Ex. z -a CE) < ua 4) 
+ X — A) = 1, 
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这 与 假设 Ep — 1 HFE. AHIRA 4 Ee 名 


当 概 率 空间 和 (名 , B, p) 相 一 致 且 随机 变量 是 T 到 2c 的 可 
测 映 象 时 ,情况 是 特别 有 趣 的 。 由 定理 3 得 

推论 1 DAEZ 到 :2 的 两 个 可 测 映 象 序列 T; (z) 
和 TiC), 而 测度 ai EASRA aCA) = (TE '(A)) 所 定义 ,其 
中 T (4) ERR Ti 下 4 的 全 原 象 ，2) 按 测 度 # 对 几乎 所 有 
r TAG) —> TiC), 3) = ~ ur 且 按 测度 & 对 几乎 所 有 # 存在 非 
负极 限 


lim Ses (TA) ) = pila), 


lim e (TLE) = a. 
BBR po ~ p AA ， f 
“ES (TI#)) = p, (2); 
dp 
du ( TH)) = pila). 
dp 
事实 上 ,如 果 我 们 选取 测度 由 十 丰 的 连续 集 作为 代数 S 
BE ni 弱 收 敛 于 测度 uË), 则 此 时 定理 3 及 注 1 的 条 件 成 立 。 
推论 2 设 推论 的 条 件 D 和 2) k X, 此 外 还 有 3) pi = 
pi = p, 4) 5 < x, kp 及 存在 依 测 度 4 的 非 零 极 限 
lim Pa (x) = ple), 


noo 





lm da (T1(<)) ) = (x), 


5) RWE 上 对 几乎 所 有 x, 等 式 
PCT) Jal) = 1 
成 立 。 那 末 A — > B. 


pi (e) = 2 (J), — p (z) = SE # (T) (9), 
da 
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事实 上 ;由 定理 3 及 注 1 得 之 vy， 其 次 ,正如 在 注 2 已 建立 
的 ， 
pS pl < EE TG). 
du dy 
因此 


l= p (T(G) Jole) < 8” (T1(z)) ZE CTH)) = 1, 
du d> 


由 此 得 , 按 测度 = 几乎 处 处 有 
pa (z) = ŻE (T(x)) 
dv 
和 和 | 
p(TIC#)) 一 sa (TG). _ 
K 
但 这 时 按 测度 » 几乎 处 处 有 


pi (z) 一 2 (2)， 


且 因 为 ~ #， 所 以 最 后 的 等 式 也 按 测度 & 几乎 处 处 成 立 ， 因 此 
命题 得 证 . 

我 们 来 研究 在 象 空间 情形 测度 的 绝对 连续 性 。 设 ( 统 ,, B) 
HCR B) 是 两 个 可 测 空间 。 dH, 到 R ;的 映 象 称 为 可 测 
的 ,如 果 对 所 有 AEB, pP (4)E8。 RES, 上 给 出 两 个 测度 
ua vo 而 测度 m, n 在 8, 上 由 如 下 等 式 所 定义 : 

mA) = (g '(A)), aCA) = np "C AD). 
定理 4 PE >, < a, BR >, < m, B. 
i (q(x)) = E (sa |.) 
其 中 Š, 是 形 为 p (A), AEB 的 集合 的 " 代数， 而 条 件数 学 其 
望 是 在 概率 空间 (2 ,, Bo m) 中 取 的 . 

证 。 每 一 3, 可 测 函 数 f(x) 可 表 为 e《(qp(*)), 其 中 & E Š, 可 

测 ， 因 此 
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一 


[rar = | eP alde) = | Enda) 
-| 名 2 (z) ja (ae) = [eCOE (GEOS) aa. 
设 
E (n w18) =. 
因为 p(x) E Š, 可 测 , 所 以 pCp(z) ) 是 可 测 ， 因 此 ， 
[E (ae) = |#(ə2GO)e6(o9G0)(22) ` 


= SAEED), 
由 此 等 式 得 到 定理 的 证 明 。 


§ 2，Hilbert 空间 中 测度 的 容 人 


正如 我 们 在 下 _ 节 将 会 见 到 。 当 研究 在 各 种 变换 下 调度 的 绝 
对 连续 性 时 ,在 测度 的 最 简单 的 变换 一 一 平移 变换 下 ,测度 的 绝对 
连续 性 和 密度 起 着 重要 作用 。 设 “是 在 (r , 9) 上 的 某 一 测度 ， 
其 中 条 是 Hilbert 空间 ,3 是 这 空间 上 的 Bord 集 的 "代数 .我 
们 引入 平移 算 于 : Sux 一 * 十 a。 用 p 表示 由 关系 式 
CA) = n(8-,4) 

定义 的 测度 .注意 ,如 果 上 是 取 值 于 A 的 随机 元 的 分 布 , 那 末 
ps 是 随机 元 十 4 的 分 布 ， 测 度 iu 由 下 式 所 唯一 确定 : 


[10 mba) = |I + aalas) 


只 要 对 于 使 式 中 右边 的 积分 存在 的 所 有 可 测 函 数 等 式 成 立 , 

我 们 说 “ 是 测度 “的 容许 位 移 ,， 如 果 ws < z. 测度 的 容许 位 
移 的 集合 用 M, 或 简单 地 用 M 表 示 〈 如 果 所 涉及 的 测度 不 致 混乱 
的 话 )。 如 果 se Ma WRI 


pla, x) 一 Pula, x) = 





= 4 n (*). 
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在 本 节 研 究 集合 M, 的 结构 和 密度 pa,r) 的 人 性质。 FH 
各 处 所 考虑 的 是 Z 上 的 概率 测度 ， 
定理 1 集合 M, 是 加 法 半 群 ， 即 如 果 a€ M ,及 5 E Mu， 则 
a+ b€ M,; 此 外 | 
pCa + b, z) = pCa, x*)p(b, x — a), 
证 。 我 们 有 


hewa) = (1C + a + alas) 
= EG + ajel, x)uldx) = KOG x — anlar) 
= (ACh, x — adela, z)a(a2), 
因为 这 些 等 式 对 任意 有 界 可 测 函 数 f (x) 是 成 立 的 ， 由 此 得 证 定 
E, 
下 述 定理 表明 ， 容 许 位 移 并 不 很 多 ， 特 别 由 这 定理 得 知 ， 在 
K 的 任 一 无 穷 维 子 空 间 中 M. 是 第 一 类 型 集合 。 
定理 2 iol) 是 测度 4 的 特征 泛 函 , 并 设 妃 是 全 连续 非 负 
对 称 算 子 ,使 当 (Bz, z)— 0 hf pG) — 1. 那 末 对 每 一 seE M, F 
在 bE 如 ,使 得 a = B'2b, PIJ) M CBP. 
HE. iZ a€ M, 和 
P (a, z) = Te (2). 
那 末 测度 s, BJ EFTHETZ PR nj RA 
P.le) 一 | ee, (dx) = | (dx) 


= e'emp(z) 。 





此 外 ， 
Paa) = | = Sp Ga, Cda), 
因此 ， | 
PD — 1 = [ern — De(a, zyn(az), 
我 们 来 证 朋 ， 当 (Bz, 2) -> 0 时 pl -> 1, 因为 对 任 一 特征 泛 
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函 (2) 来 说 不 等 式 
|1 — pl |° < 2Re(1 — $ (2)) 
成 立 , 所 以 只 要 证 有 明 当 (Bz,z) 一 0 时 
Ref (I — es)pla, x) (dz) — 0. 
& pula) = pla, z) 4 pCa, z) < N; prle) = 0 = pCa, =) > N. 
那 末 
R| 一 cp(as rn(az) = | (1 一 cas(z z))es(Go)a(22) 
+ [G — cos(z, #)) [ple, z) — pxl) lad) 
< NRe(1 — 9(2) + 2 Lolas x) — enG) uld), 


选取 足够 大 的 六 可 以 使 第 二 个 被 加 项 对 所 有 z 任意 小 ,而 当 (Bz， 
z) 一 0 时 ， 对 任意 六 第 一 个 被 加 项 趋 于 0 ， 于 是 我 们 证 明了 
当 (Bz, z)— 0 时 q (z) ea ->1。 因此 当 (Bz,z) 一 0 时 
eD — 1, 从 而 当 (Bz, z) > 0 B (a, z) > 0. j (Bz, z) < ë 
时 , |Ga, z)| < e。 那 末 对 所 有 z 有 不 等 式 


Ia, z) < Ë (Bz, 2). 
注意 ,4 属于 算 子 B 的 值 域 的 闭 包 , 因为 对 所 有 使 By 一 0 的 y 38 


有 (a,y) 一 0。 设 u EAT RERE, er 是 对 应 于 它 的 特征 
向 量 . 令 





c=, > Deu RIE 
ó k=1 
(ay z) 人 Ca, e.) <c S Cresa) 
k=1 kat k 
因此 
(a, ek): < 
Ka Ar 
34 n — co 取 极 限 , 即 证 实 存在 向 量 
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= ç (a, er) 
SA 
且 满 足 pop 一 a。 定理 得 证 . 
现 来 研究 在 测度 & 的 最 简单 变换 下 集合 M , 和 函数 (ea; z) 
的 变换 . 
定理 3 1) 如 果 >= zo, 那 示 对 任意 C € X, M, = M,. 


p.( a, x) 一 pu(ay z — c). 
2) 如 果 v < p, jl) 一 S” GO 和 ceM,， 则 a € M, 当 
E 
且 仅 当 表示 式 


a, x 一 帮 z 一 0) a, x 1 
p (a; z) Ke) Pala, z) (1) 


按 测 度 上 几乎 处 处 有 定义 * 即 
uix: fr) = 0) — Iz; fx 一 a)p(ay z) = 01) = 0 


(我 们 约定 习 一 0)， 同 时 oa z) 由 公式 (1) 所 确定 ， 
3) 如 果 v(4) 一 p(L-14)， 其 中 工 是 可 北 线 性 算 子 , WK 
M,= LM,, p (a, x) = paLa, L 'eD), 
证 ，1) 从 等 式 
| vlaz) = | (z+ a + c) (dz) 
= | gC + c)e,(a, z)uCax) = |aG09,Ca, z — cpar) 
= feola, x — c)x(dzx) 
可 得 . 
2) 设 g(x) 是 有 界 可 测 函 数 ， 那 末 ， m re D palas 1) 
按 测度 4 几乎 处 处 有 定义 ; 则 
| erar) = fet + a)>(4z) = eG + aJ) (dz) 
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= | eofGz 一 om 人 io = felona, fx — aulda) 
= | g(x) =n p (a, x)v (ax). 

(B38 a € M, WANAE RTWEM z G) 有 关系 区 
faoa, oY) pos)= [epas DMa — a)a Ux), 
由 此 得 

Paa, Ji) = pula, x)f Cx — a) 

按 测度 “几乎 处 处 成 立 。 我 们 的 论断 得 证 . 

3) NERTIR g) 和 。 = Lp (其 中 be MA) 有 


| e)a) = fec 十 a)jv(dr) = | g(Lr + a) z (dz) 
= | (L(z + bular) = [aC Loob, zxlda) 


= | eoh, L'r) (dx). 


“ 


由 此 得 M,DLM, 和 当 a € LM, 时 p, Ga, z) = o, Ch, Lx), 
利用 算 子 工 的 可 逆 性 得 M.C LM, Wik, M.,= LM ,. 定理 
TE. 

$. 1) 由 1) 得 知 如 果 EREE taoi, 其 中 二 和 
是 取 值 于 . 逐 - 的 独立 随机 变量 , 而 4 是 变量 吉 的 分 布 ， 那 末 M ,2 
M, B23 a€ Mu 时 有 等 式 

pCa, x) = Eolas 6)|E + 9)sto=se 

此 等 式 由 关系 式 


| e)ra) = fela + adolar) 
= (È eCe H y + a)u(aeyP(n € ay) 


一 j g(x 十 y)pn(a, z)u(2<)PÍn € dy} 


= Eg(é + n)o,(a, š) = Eg(š + n)E(e, (a, EJIE + m). 
得 到 。 
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2) 如 果 在 条 件 3) 中 工 是 不 可 逆 算 子 , 则 M,DLMa 及 
Paa, z) = ECpa(b, 5)1 LE)Le:, 
其 中 心 是 满足 关系 式 L = a 的 任意 向 量 。 该 式 可 从 $1 定理 4 
得 到 . 
fal = 1， 我 们 来 研究 对 所 有 4 > 0 使 ee Ms 的 条 件 . 设 
Fl) = p({x;Ca, z) < z)); 
F(z) 是 概率 空间 (A, B, a) 上 的 随机 变量 (a, z) 的 分 布 函 
数 . 对 每 个 4 > 0 在 同样 的 概率 空间 上 变量 
(a, z) + À¿L = (a, r+ 2a) 
的 分 布 函数 FF (1 一 4) 关于 (a, x) 的 分 布 络 对 连续 。 下 面 的 引 
理 说 明了 在 这 些 条 件 下 关于 函数 F (O 可 能 得 出 什么 样 的 结论 ， 
引 理 ”如果 在 直线 AHJ Bore 集 上 的 测度 >, (E) 由 关系 
式 


yi (E) 一 (aF (1 — 2) 
所 定义 ， 且 对 所 有 1 > 0， 它 关于 测度 > (E) 绝对 连续 ， 那 来 
FO 绝对 连续 且 它 的 导数 


= 2E 
pt GQ) 一 1 (z) 


EHRT 上 (有 可 能 等 于 一 c) 有 : bGz) = 0 对 几乎 所 有 : < + R 
PG) > 0 对 几乎 所 有 £ > h. 

证 . 把 FQ) RA FU) = Fl) + FA, 其 中 F, G 是 F 的 
绝对 连续 分 量 ，F: G) 是 奇异 分 量 , 设 


AE) = | aF; G — 2), 
由 于 n< >l t oi lla, 所 以 aà < w. 因此 测度 
(E) = [Ean 
关于 测度 w eE. 另 一 方面 
p (E) 一 I. dF G — 1) ea 
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一 人 4F,(a)e" ‘di < mesE, 
#—t Li 


其 中 mesE 是 集合 的 Lebesgue WE., 由 于 上 关于 Lebesgue 测度 
奇异 ,所 以 5 一 0 BA F,G) = 0. 
现 设 FO) 一 | PG 一 We 及 SE) = JaFCO). 
一 

容易 验证 

好 四- pe 

OD- | PO — 1)e242, 
而 且 在 使 p(s) = 0 的 :的 集合 上 对 几乎 所 有 : 这 个 分 数 的 分 子 
等 于 0 .。 如果 集合 {1; PO) = 0) 有 正 的 Lebesgue 测度 ， 那 末 
可 找到 s 使 得 对 所 有 8 >0 集 合 1 一 0nt 一 5 的 
Lebesgue 测度 是 正 的 。 因 此 对 任意 6 > 0 对 某 些 z € (£ — 8, s) A 
数 

| Ct — 21) dÀ, 
为 0, 又 因为 这 函数 是 连续 的 ,所 以 
[re — 4)e 11 = 0, 


因此 对 几乎 所 有 <s, PG = 0, 如果 p (e) 不 恒 等 于 0， 则 可 
以 找到 一 个 具有 上 述 性 质 的 最 大 s。 那 末 对 几乎 所 有 * < + 有 
pG) = U 和 对 几乎 所 有 + > 有 p(t) > 0。 引 理 得 证 . 

AT, 表示 Cla, x)=: 的 超 平面 。 在 7 的 Bod 集合 上 利 
用 等 式 


WCA) mnr, BCA) = |z CDF. 


定义 测度 yr。 因此 CA) 是 概率 空间 (2 B, u) 上 在 (a,z) = : 
的 条 件 下 zx 的 条 件 分 布 ， 引 人 <z 在 P 上 的 投影 在 (a, x) 一 上 的 
条 件 下 的 条 件 分 布 : 4) 一 (S.A). SEL EE z 32 x fE To 1: 
的 投影 的 无 条 件 分 布 : 


v (A) 一 j: CAP (Qd, 
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用 等 式 
nt (A) == EE NT DpCDat (2) 


来 引入 测度 kx。 注意 z" 是 随机 变量 5 的 分 布 ,是 使 (a,5) 和 二 
在 T。 上 的 投影 相 独 立 , 而 它们 的 分 布 与 概率 空间 CY, VB, py) 上 
的 变量 (a, z) 及 x 在 IT， 上 的 投影 的 分 布 相同 。 我 们 来 证 明 a 
度 & 关 于 p* 绝对 连续 。 注意 到 


m (A) 一 HS-id) = | Cs-efs-a4 NT, Jedrt 
= (San l Ant, Dp Ode 


= [vasala NAT, — di. (3) 
于 是 对 任意 有 界 可 积 函数 不 (17) 
|C Q) dà = ff — IKA CS al A NTF, da 
成 立 。 从 测度 pe* 的 定义 得 等 式 
(ay = [ASLAN EDO ad, 


如 果 pC(4) 一 0， 则 v CS-a [4 站 T]) = 0 按 Lebesgue 测度 对 
LERA z 2> 1, 81 s 之 成 立 ( 其 中 4 如 在 引 理 中 那样 规定 )， 不 
失 一 般 柱 , 可 认为 (4) 一 0 当 t < 4. 此 外 , 仅 考虑 集合 4 属 
TERS a > 0 时 的 集合 (z: (a, 1) >a + 5) 是 自然 的 , 这 因 


we({x; (a, x) SAF) = ur: (a, x) < ny) = 0. 
在 这 些 假定 下 ,条 件 px(4) 一 0 推 得 不 等 式 
| m A = | ,ale — aW A(S ,ANT d= 0, 


因此 ， 对 几乎 所 有 26[ 一 5 0], pa(A4) 一 0。 又 因为 s< mo 
所 以 gC4) 一 0。 我 们 的 论断 得 证 . 
注意 ,对 所 有 4 > 0, Dw < uz. 事实 上 ,由 于 定义 : 


kË (4) = jz G — A) v (S. LA DT.) 
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一 S= x (S_. [Añ ADOTTA E 


因此 ， 
deh (y = P Ka, z) — 2) 
Z" O TaD 
从 而 利用 定理 3 之 2), 我 们 得 到 如 下 定理 : 
定理 4 对 所 有 1 > 0 使 得 Xa € M, 的 充分 必要 条 件 是 如 下 
条 件 成 立 ; 
1) 函数 FO) = eUr: (a, z) < r) 绝对 连续 , 且 对 它 的 导 
数 pG) 存在 4( 可 能 等 于 一 oo) 使 得 对 几乎 所 有 :上 < 1 8 pG) = 0 
及 对 几乎 所 有 上 > aA PUO, 
2) 测度 性 关于 测度 p* BIER, at 由 等 式 
pe*({r: oa < (a, x) < B) Nír; Px 6 A}) 
= p({x: < < (a, z) < 8)])u((x: px € A1) 
所 定义 ,其 中 上 是 在 子 空间 T。 上 的 投影 第 子 ， 又 的 密度 


dp 
p(s) 一 2 (x) 
使 得 表示 式 


PG, a, x) = PCr z) — A) plr — Aa (4) 


p((a, x)) pks) . 
按 测度 p* 几乎 处 处 有 定义 ， 如 果 此 分 式 中 的 分 子 等 于 0, 我 们 就 
认为 表示 式 等 于 0。 
注 . 如 果 对 所 有 实数 1 有 hae Ms。， 则 对 几乎 所 有 :有 
pG) 二 0， 而且 测 度 上 和 pe Sim. ERE, wka) 是 正 的 可 


积 函数 及 测度 | k GQ) pod 是 关于 “绝对 连续 , 则 a" 等 价 于 测度 


EOT 
推论 如 果 Gi ”9 Qy (larl = 1) 是 相互 正 交 的 向 量 , 并 使 
得 对 所 有 实数 1 和 《一 1 e,n 有 Xar € M。，、 那 未 1) 函数 
F,G) = (Íz; (ak, z) 一 个 ) 
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绝对 连续 且 它们 的 导数 
pe G) 一 LFD 


对 几乎 所 有 + 是 正 的 ; 2) 测度 & 等 价 于 测度 g, Hh 8 ARRA 
a([ Nts: ox < lars) < Bx) | N {x: bux € c)) 


— pl {x: Paz € J] uC{x: oa, < (a, z) < BD 


所 定义 ， 其 中 ars brs k= l,a 是 任意 实数 , Ps 是 在 予 空间 
A” = (rz: (x, a) = 0, k=l, nj 
上 的 投影 算 子 ,而 C 是 这 子 空间 中 的 任意 Bord %, 
此 论断 的 证 明 由 如 下 事实 可 得 。 在 定理 4 的 证 明 中 所 构造 的 
测度 z" 的 正 交 于 “的 可 容许 位 移 也 是 测度 ”的 容许 位 移 ，?” 同 祥 
是 在 定理 4 的 证 明 中 所 规定 的 意义 ， 注 意 在 上 面 所 定义 的 测度 z 
是 


E= > maak + Ë" 
F 


的 分 布 ,其 中 poteo 1。 是 取 值 于 A 和 有 密度 p, (2) 的 独立 随 
机 变量 ， 而 8" 是 取 值 于 2" 且 独 立 于 人 的 随机 变量 ， 它 的 分 布 
是 + 在 . 娩 ” 上 的 投影 在 概率 空间 (多 , Š, z) 的 分 布 。 

设 可 以 找到 向 量 a, 的 规范 正 交 序列 使 Mi 包含 这 些 向 量 的 线 
性 包 络 。 能 否 类 似 于 刚才 的 推论 所 说 的 ， 测 度 “是 等 价 于 随机 变 
z o 

š = > ka, (5) 

的 分 布 的 测度 ?其 中 p 是 一 独立 数值 随机 变量 序列 ,并 且 有 正 的 
密度 。 为 回答 这 个 问题， 我 们 研究 测度 E 的 容许 位 移 。 我 们 用 
H” EREA G) 式 的 随机 变量 5 的 分 布 的 测度 集合 。 i 

定理 5 如 果 p 是 有 正 密度 p, (4) 的 独立 随机 变量 ,A 是 由 等 
式 (5) 所 定义 的 变量 点 的 分 布 , 那 末 严 饼 严 当 且 仅 当 级 数 
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> [log 名 (mx 一 a): 一 tog pr(nx)] C6) 


kas 1 ps 其 中 OK = (a, ak). 如 果 这 级 数 收 伍 ， IJ DLA. 
。 设 匹 B 表示 测度 和 在 由 Gas " " "s On 所 张 成 的 
FEA. EARE. M 
duz Pre((x, ak) 一 ar) 
ar O T Me. . 
如 果 P KERT z, 那 末 按 测度 几乎 处 处 存在 极限 
Tal Ce, a ak) k) — a) 
' im L 1 Pr((x, ax)) 
且 此 极限 不 恒 等 于 0; 因此 由 独立 随机 变量 组 成 的 级 数 (6) 以 正 
的 概率 收 纹 ,从 而 它 以 概率 为 1 收敛 (序列 (x, ak) 与 只 在 概率 空 
ECZ, B, p) 上 有 相同 的 分 布 )。 就 是 说 ， 如果 应 <A, WA 
(6) 收敛 且 因 此 
dfa x b, ((x, ar) — ar) 
P (z) = e [25 =. Ta SS k l | 
处 外 是正 的, 风 Fo ~ P. 反之 由 级 数 (6) 的 收敛 得 到 异 于 0 的 极 


限 hm Š SEa 12 的 存在 竹 ， 故 根据 $ 1 定理 1 的 推论 1! 有 & < g, 


ATA n. 定理 得 证 .  _ 
推论 ”如 果 p ~ B, 其 中 ze I, D] z, 与 4 或 者 等 价 或 者 正 


X 


所 以 如 果 我 们 构造 测度 z, 使 得 所 有 4 有 Make Me， 并 存 
在 4 使 # 与 p 既 不 等 价 也 不 正 交 , 那 末 在 T° 中 不 存在 与 4 等 价 
的 测度 5。， 下 面 将 构造 出 这 样 的 测度 的 一 个 例子 . 

加 权 测 度 的 容许 位 移 “” 先 考虑 测度 的 线性 组 合 的 容许 位 移 ， 
WR p = m + , 那 末 自然 仅 考虑 到 与 到 正 交情 形 ， 因 为 在 条 
件 岂 «下 ,测度 及 和 pw 等 价 , 故 它们 的 容许 位 移 是 一 样 的 ; 如 
RART pp 的 绝对 连续 分 量 ， 则 它 可 并 人 2, 从 而 问题 归结 
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为 次 异 测度 情形 。 其 次 假定 对 所 有 a， 志 LW，。 《我 们 发 现 没有 这 
一 假设 大 概 不 可 能 建立 kt 和 岂 的 容许 位 移 的 联系 ， 以 


pt (4) = | fi n Gae), k= 1, 2, 


f(x) 十 hlr) =], ACDA (x) = 0 

为 例 就 可 说 明 这 点 ， 这 样 的 e 和 pr 一 般 可 能 没有 容许 位 移 ， 
但 上 可以 有 )。 如 果 上 假设 成 立 ， 那 末 M, i= MaflM a, 事实 
Eom u < u 8 à < 2 8 

B= pa H a< j= . 
反之 ,; 设 S = E,U E, 和 对 某 个 < 设 WCE) = 0, C E,) = 0, 
I (E,) = 0, WCE) = 0. 那 末 ,如 果 a € M, 则 由 条 件 u'( A) = 
0 得 (An E.) 一 0， 且 因此 0 = u (Af) E,) = uA n E,). 所 
Pl < u, BEA < 2, 这 意味 着 M, 一 Mi 门 Mn,。 AR 
们 来 考虑 怎样 用 

Paz) EG) 和 Pa r) = E C 

du: du 

表示 p (a, z). 如 果 集 合 E 和 E 如 上 述 所 定义 , WK 
u (A) = pl ANE) + pl ANE) 
= | oes am 十 | Pos Dd) 








= | Eoas az + Pas zJza(e]wCda)， 
其中 Xi 是 集合 E, 的 示 性 函数 。 因此 ， 
pasz) = > PCa, 22Xs,(z), 
所 得 的 结果 容易 推广 到 可 数 个 测度 的 情形 ， 
定理 6 设 /2,… 是 一 两 两 正 交 的 测度 序列 并 且 当 i = k 


时 对 任意 ac C lk, 如果 z = Dp, 其 中 p> 0 和 
. DOR . 


> p. 一 1, MUM, = N Mk 
n k=1 
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及 可 以 找到 两 两 不 相交 的 集合 E, 使 得 
pe (a, z) = D P*a, rz)XaCe)， (7) 


k=1 


其 中 





Ca, z) = 2 (O, 
di, : 
” 证。 内 要 对 所 有 《A < u, 就 有 DPn <; Pu, Hi jk 
得 包含 关系 MaD N M å. 另 一 方面 ， 由 两 个 奇异 测度 t 和 
. k=1 . 
D Pu 满足 条 件 l D> pu 得 到 。 如 果 每 个 被 加 项 有 容许 位 
LEk Ik 
移 ， 则 它们 的 和 也 有 容许 位 移 。 因此 M.C M, MT 
M. = ñ Mt, 
k=1 
设 集合 多 ,满足 ul) = 1, e)l, > pr,) = 0. H 
六 天 1 


十 内 和 可 pw 的 奇异 性 得 知 ,这 样 的 集合 是 存在 的 。 
k£l 
现 设 
E, 一 @%,N U ETP 
kI 


显然 MCE) = au EE 两 两 不 相交 ， 其 次 
plA) = 31 put (4) = 31 prt (4AN ED 
k k 


ANE 


z 
-5f 


k ANER 


,Pt bas z) pt (ds) 
Cas z) >) piu! (ax) 
T 


= >| a pte alar), 
Ë . 
由 此 得 公式 O) 定理 得 证 ， 
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现 考虑 并 不 是 表 为 和 的 形式 而 是 表 为 依 击 于 连续 变化 的 参数 
的 测度 族 的 积分 形式 的 测度 的 位 移 。 设 6 是 某 个 完备 距离 空间 ， 
6 是 它 的 Bod 子 集 的 0 代数 .“ 我们 将 考虑 在 (A, 8) 上 满足 
如 下 条 件 的 测度 族 z2, 66 @: 对 定义 在 .多 上 的 所 有 有 界 连 续 函 
MEE), AĜO (az) 按 9 连续 .， 册 此 得 ,对 所 有 AEB, 
wa(4) 是 6 的 6 可 测 通 数 。 设 (40) 是 5 上 的 某 个 测度 (也 是 概 
率 测度 )， 考 虑 测度 . 

(A) 一 | CAJC), AEB. (8) 

定理 7 设 M9 是 测度 的 容许 位 移 的 集合 ; 那 末 

MD 人 M’, 
0 


如 果 除 此 以 外 ， 测 度 心 相互 正 交 且 存 在 取 值 于 @ 的 名 可 测 函 数 
0 (x) 使 得 

(iz: 0(z) = 01) = 1, 
那 末 可 以 构造 按 9， + 关于 x 名 的 可 测 Beles x) a€ QM’, 
使 得 对 所 有 0 € @ 


po 一 $É G) 
(modu’ )， 而 
p (e, x) = pCa, x). . . f (9) 
证 。 如 果 a€ () Mo, WIRO, u? < °, 设 p(4) = 0, 
9 . 
那 末 按 测度 o 对 几乎 所 有 6, we (A= 0。， 但 那 时 按 测 度 o 对 几 
平 所 有 0, ns(4) 一 0. KE (4) = 0 È p < u. 
设 受 ,是 .有 的 有 限 维 子 空间 的 增 序列 , ws(n,') 和 s(n,:) 
是 测度 u° 和 pw 在 这 些 子 空间 上 的 投影 及 
d H s ` 
Ka, a) = SEE GO. 


注意 函数 
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{esipe (n, dx), 


v 


[Ca yenu Cad) 一 ee 
Eizo 和 x 二 元 连续 ,因此 函数 
g (0, y) 一 || =a, a)] ü fota, x)e vip (n, dx) 


也 有 同样 的 性 质 。 当 7 -> co 时 它 按 测度 u(n, dz) 几乎 处 处 收敛 
于 ph(a,y). 于 是 函数 


pela, z) 一 lim g, (0, z) 
《在 这 极限 存在 的 地 方 )》 是 对 于 6 x 8 可 测 且 对 每 个 9 按 测 度 
u (n,.) 几乎 处 处 与 pg(ayx) 相等 ， 令 

pa, z) = lim pš (a> z) 
《在 此 极限 存在 的 地 方 ), 它 就 是 所 求 的 函数 ， 为 导出 式 (9), 我 们 


利用 按 测度 p? 对 几乎 所 有 x, Na, r) 一 p? (a, x), 可 写 出 如 
下 等 式 


| pkd) = [fx + ayn(ae) = Kx + a) | eeac(de) 
= |[f 10a, uar) oao) 
一 [ray a, z)u(dz). 
定理 得 证 。 
注 。 在 所 有 必 关 于 某 个 测度 "绝对 连续 及 函数 
z (8, z) — $É“ (#) 
BO, 1 二 元 可 测 的 条 件 下 ,容易 写 出 px(a, x) 的 表示 式 。 此 时 
J texas) = [G + o)n(ax) = || Kæ + adlar ala0) 


_ Je), zyG, x)v(dx)o(dð) 


ele 


|=, ee, oo(eg) 
= | (a 0 O O 
| g(0', z)o(20') 
出 于 对 所 有 有 界 可 测 函 数 p (o) 
| ouaa) = || PE, yeaa, 
因此 在 上 述 的 假设 下 ,有 


pldx), 


foa, 23800, =) (20) 
Op Y Sa 
这 结果 可 推广 为 : 设 测度 疼 as 依赖 于 两 个 参数 “ 和 6， 它们 分 别 


完备 可 分 距离 空间 .ax 和 6 变化 , 且 存 在 测度 族 ps 使 得 定理 7 
的 条 件 成 立 和 对 所 有 ce .or 有 mr < ms。 设 对 每 一 有 界 连 续 函 


MG) 表示 式 |; G) ure (dx) a Ro 连续， 用 和 6 分 别 
表示 在 .or 和 @ 中 的 Bord RAJORA. olda, 9) 是 A X S 
上 的 某 个 概率 测度 以 及 在 史上 定义 测度 a: 


u (E) = |,=*C(E)seG4a, 0). 


p (a, x) = 


BK M.D 门 M°, 其 中 M° 是 测度 pj” 的 容许 位 移 的 集合 
a, 


且 对 于 a€ 门 M? 存在 按 a, 0, x 的 外 X56 x 可 测 函 数 
aĝ ， 
p Ca, x) 及 gla, 9, x), 使 得 





qo 
Pla, x) = du > Cx) (modu®®), 
du” 





dp”? 
g(a, 0, x)= x (x) (moda), 


q 


而 Pala, x) 是 用 这 些 函 数 表示 为 
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(o"a, rales Ola), Oielo) 
Pala, x) = = —— 
fele, 0C), z) Canl @) 
共 中 o(dal9) 是 由 下 式 所 定义 的 条 件 测度 : 
Jece, 0)oCaal0) or, 20)= |a, 0)oCde, d0). 


等 式 对 变 元 a 和 4 ERTA Ala, 0) 及 使 
ue({x:0 (z) =0})=1 
的 可 测 函 数 8(x) 成 立 。 式 (10) 由 如 下 一 串 等 式 得 到 : 


[1e + oar) = || G: + adur Jalan, a0) 


10) 








一 (a, z)g(e, 0, x)u (dr)o(dal0)a( A, 20) 


= || r Gy oem (a, 2) g (0, 0 G), 2) 

x al(dal0 (x)) u? (dx)a (A, dð) 
fota, Jela, Ox), x)o(da|8(x)) 
— (dr), 

fela, 9G), )o(gal0G0)) 
而 函数 o Ca, r) 及 g(a, 0, z) 的 存在 性 的 证 明 与 定理 7 的 函数 
m (a, z) 的 存在 性 的 证 明 一 样 . 


正如 从 式 (9) 得 到 的 一 样 ， 由 式 (8) 表示 的 测度 的 密度 函数 
Pala, z) 不 依赖 于 测度 o, 如果 测度 x, 和 pw 定义 为 


pa (A) = fu? CA) (48), 
Ho 5o 等 价 ， 那 末 亦 有 pw ~ > 而且 


- da (x) = 22 (g(x)), 
du, do, 


= |) 


其 中 6(x) 是 使 
(Iz: 0G) = 0)) = 1 
WAR. EF Pu (a> x) 和 Pu x) 相等 ,所 以 ， 如 果 对 几乎 所 有 
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a € Mu 和 所 有 * 等 式 6(* — a) 一 9(x) 成 立 , 则 
SH e—a) = 2 (O. 
du 


所 论 及 的 情况 在 菜 种 程度 上 是 一般 的 设 测度 ANY 等 价 且 对 某 
Aa, PEER R a€ Ma I eatas z) = p,a, z). 令 
p(x) = = (z), | 
设 E, = {x: p(x) = J), s 是 直线 上 的 测度 ,使 
o((~%,)) = «(U BE 小 
而 测度 族 x' 由 下 式 所 定义 : 
AaNntzi pO eaAD = | uM), (0 
其 中 4 EB 和 44 是 直线 上 的 Bord 集 ( 即 e 是 在 概率 空间 CY, 
B, a) LERE p (x) =: 下 >x 的 条 件 分 布 )， 我 们 证 明 按 测 
Eo 对 几乎 所 有 t, a 是 测度 pe 的 容许 位 移 。 由 定理 4 得 ， 测 
度 上 可 表 为 | | 
e(a) = || IC, Dad)aF (o), 
其 中 s€ s 
IG, = 一 - É. (x + sa)» 
严 是 在 子 空 间 
S, = (x: Ca, x) = 0} 
上 由 关系 式 B(A) = (PA) 所 定 文 的 测度 , p E+ 2, LAR 
影 算 子 , 布 
FCs) = n(x: (a, x) < £), 
类 似 于 (11) 我 们 有 
a(4) = |E Dol 
(由 按 测度 & 对 几乎 所 有 x, p(Pz) = p(x) 得 等 式 


区 U E,) = alr; p) 一 分 ) 


Ssi 
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= Ax: g (z) < 11) = c ((— eo, ¢))). 
iG, Y, s) 是 可 测 IER, 使 得 当 plr) = 1 时 Kis x, s) 一 š Js 
那 末 


ula) = || G, z, DECADA C) 


-|[| IG, =, DAUE]. 
N | 
|... IEDER = aCA), 
我 们 得 
n(A) 一 | "es (a, 
因此 对 直线 上 所 有 可 测 集 4 和 连续 函数 ge) 等 式 ° 
| [eu awotan = | | eu axola) 
成 立 , 即 按 测度 "对 几乎 所 有 ,有 | 
ferlar) = [aeda o 
但 由 a" 的 表示 式 得 “是 这 测度 的 容许 位 移 ， 最 后 , 注意 到 
v(a) = | pl (az) = |f pee (dr) 0 Can) 
= [Aya Gan, 
ñi Zn (0) 一 ,. 
do 
因此 我 们 证 明了 
”定理 8 ”如果 和 v 是 两 个 等 价 测度 ,使 得 M; 一 M。( 这 些 
集合 是 线性 流 形 )， 和 ps(a, z) 一 (a, z), 则 存在 一 单 参数 测度 


E tE a€ Mn 以 及 可 测 函数 g(x) 使 Ar pG) 一 个 ) 一 1， 
还 存在 直线 上 的 等 价 测度 o 和 oo 使 


pO) = |C aG), WA) = [HCA Do A), 
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同时 ,对 所 有 a € M , 和 按 测 度 对 几乎 所 有 x, AK pte) 满足 等 
A p(x — a) = plx), 

容许 位 移 的 一 个 充分 条 件 ”考察 在 (如 B) 上 的 测度 u, it 
lenon =l, E K RREZE A n EN etto ea MIR 
成 的 子 空 间 , P, 是 在 这 子 空间 上 的 投影 算 子 , z" EWEEK, 
EHRE. RINE an 关于 如 ,上 的 Lebesgue 测度 绝对 连续 , 而 
它 对 于 这 测度 的 密度 f,(x) 是 正 的 . 那 末 


data (y) = hO 一 ar) an). a, = b,a, x € % ,, 
“ | 


由 于 $ 1 定理 1， 按 测度 4& 几乎 处 处 有 极限 
imta (P, (z — 0)) 
>° f, (Prt) 

如 果 a € M,, MÆ g(z,a) = pasz), 而 使 a€E M, 的 充分 必 

要 条 件 是 | 


= g (x, a), 


| G, dulan) = 1 


(参见 $1 定理 1 推论 2)， 验 证 这 条 件 是 很 困难 的 . 下 面 将 导出 
使 对 所 有 实数 :，ia c€ M, 的 条 件 ， 这 些 条 件 根据 于 $ 1 定理 2 的 


注 。 : I 
假定 密度 hO 关于 x 连续 可 微 并 用 V1,(x) 表示 f,(x) 的 梯 
E , 即 在 Aa 中 这 样 的 一 个 向 量 ， 使 得 对 所 有 


ER n Fi fox + ta)|,= = (Vf,Ga), a), 
对 所 有 xyeE2r Ada € X, 


A,(xz;, a) = T Paz T tp VP) Paa). 


我 们 往 证 当 a 固定 而 ”变动 时 h, (z, a) 在 概率 空间 CK, B, u) 
上 构成 对， 以 3, 表示 基底 在 Z n, 的 柱 集 的 o 代数 。 设 
| Gk = (os e) Ik = (x, ck)» j.G) 一 F,(hs jn)。 
那 末 
ll ç o ƏF, 
hal xsa) F, Ga, J (OFE ` lnak 
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如 果 pl) 是 B, 可 测 函数 , 则 q(x) = OCs). HEBRE 
Phata ta) 连续 可 微 和 仅 在 某 个 有 界 区 域内 异 于 0。 那 末 
Eh, (x, a)p (z) 
1 Ta 
7 | Far (OFE `... Don Fanila” Bi a) 


X Pls i s JF, (st o jdi" dt, 
= E(x, ajo) + s| 





Na t+) 


8 
Oz, 
x O(t’ -tył tn jdt; . "dilay = Eh, (x, a)g (x) 


一 Ont | ð 


Inti 





UO Tta tajd’ dint 


= Eh, DP 

由 于 这 样 形式 的 函数 p O 在 全 体 有 界 Š, 可 测 函 数 的 空间 中 处 
处 稠密 ,所 以 等 式 . 
Es,,.(z, a)plx) = Eh, (x, a)pls) 
对 所 有 有 界 8, 可 测 函 数 成 立 。 从 后 一 等 式 得 

下 (ps (z, a)|9,) = h, (z, a), 
RN 4 REF a) ER. 

RITAN 表示 满足 


sup ae, Duld) < o 


的 4 的 集合 。 对 所 有 a € N, 按 测度 “ 几乎 处 处 存在 极限 
h (xz; a) = lim jn(z， a), 
而 且 (h, (x, a), "hn (x, a), h(x, a)} 也 是 概率 空间 
CK, B, u) LORE 
lim [Cx, a) — hx, a)] (da) = 0， 


容易 验证 ,是 一 线性 流 形 , 而 且 对 每 个 实数 及 NN 中 的 a m 
测度 & 对 几乎 所 有 x, 
h(x, ta) = (<, a), Axa + b) = A(z;,a) + hleb) 
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成 立 . 

下 面 的 定理 用 上 面 所 定义 的 函数 p (x, a) 来 给 出 € M。 的 
充分 条 件 . 

定理 9 设 密度 j,(x) 是 正 的 和 连续 可 微 并 且 对 某 个 。& A, 
h(x,a) 被 定义 。 MRR 8 > 0 


| esta (dx) < co, 
则 对 所 有 实数 上 有 ta € M, 及 式 
pfleyx) 一 exp| 一 J! h(x — sa, a)as} (12) 


成 立 。 
证 , 令 
(n AON 
1, (O) 1 (TTS Do 
由 于 定理 的 假设 ,导数 1,(z) 存在 而 且 


, /A ， ¿a fr Cx) ` vdr, 
1a (D = =| p HC H tara) ey OA 
因此 ， | | | 
I OF <| lG + tasa) lfala)dz, 


现 利用 下 面 的 Young KER: 如果 g O 是 对 所 有 上 > 0 有 定义 
的 连续 严格 增 范 数 并 有 8g(0) 一 0， 而 e(O 是 8 的 反 函 数 ， 
a>0 和 2 二 0， 那 末 


ab < | (Dde + fr gD aí, 
取 
g (z) = 二 nl + z); 
我 们 得 | o 
ab LZ ln (1+ a) + 2 l 
G 
利用 此 不 等 式 , 则 有 
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, | _ 加 (x) f ; 
L, G) < MEE + ta, 7 十 ra) falx + ta) dx 


f, G) nl 1 he) x a)d. 
< TETS ( +) + ) z 


-+ +| elanlatio df, (x + ta) dx 
En 





= L 1, (2) 二 +| ¿hatay y (Qz), 
由 这 个 微分 不 等 式 得 | 
1, OOS @ + ferire u (ar) eb 


因 {hrs a)s -s Aalsa) x54)} 是 靳 , 帮 {exp{8|h(z， 
a)|},.…，, exp{6]14(x,a)|)} 是 半 靳 ,从 而 


| eindar) < Jeena (dr). 


于 是 ， 





fa (z — Pra) . fax 一 tP,a) 
2 f, G) S VO 


su fo (x) 
Ssp |." (' + J, (z + >)! C=) dx 
=< sup 1, (2) < co, 


为 证 明 a € M,， 余 下 只 要 应 用 4 1 定理 2 的 注 。- 
现在 着 手 推 导 式 (12)。 首先 注意 ,由 于 
p( G + sja, z) = plta, z)o(sa, x — ta)s 
所 以 只 要 对 任意 小 的 + 建立 该 式 就 够 了 。 另 一 方面 ,利用 Kesa) 
关于 a 的 齐 次 性 ,我 们 可 假定 定理 的 条 件 对 充分 大 的 ó, 例如 6 = 
4 时 成 立 。 利 用 hs (z, a) 的 定义 可 以 有 


Pta = 82 = exp{— | h(x — sa, a)as}, 


因此 


p f: } 
p(za, x) = lim exp U) CG — sas ds. 
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为 证 明 按 测 窒 对 几乎 所 有 * 积分 (AC — sas a) 存在 和 
按 测度 & 有 
tim | ha — sa, a)ds = KE — sa, a)ds, 
只 要 证 明 式 
im || h(x — sas a) — harm — sa, a)|dsa(4r) = 0, 
(13) 
RME TCH A Cr, 6a) 的 8 可 测 性 得 h(x — sasa) 是 的 Borel 
函数 , 对 每 个 了 按 测 度 产 对 几 平 所 有 z, b, (x — sa, a) —> h(x 一 
sa, 4)。 故 由 Fubini 定理 也 按 测度 e 对 几乎 所 有 > 及 按 Lebesgue 
测度 对 几乎 所有 s 成 立 ; 由 式 (13) 得 积分 
|h (z — sas a)lds 
是 有 限 的 及 等 式 
tim | az — sa, a) — h(x — sa, a)|dsuldx) 一 0)。 


neo 


我 们 有 
im [f [Asx — sas a) — nimla — sas a)ldsu (dx) 


is, 


= Ïm | |: FAET a) 一 haim ra)! 
二 ev 9 


s o 


X fniml a + Patma )dsdx, 
再 次 利用 Young 的 


ab < Š l + sin(l + ab), 





则 
— a farm(x + sP, ma) 
|... | 2) — hatal ss o) lm erm) 


X fnaim tæ) dsdx < £ lexpt 14,(x, 9) 


— AÁ, rn (x. a)|} — lla (dz) + |... ae (z) 
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Fn: Eas (x) 
x ln ( tart gm TON 


注意 
exp{2|4n(xs a) — hotnlx, a)l} 
< ; exp {41halxs a)i} 十 > exp {4l AninC2» a)l}, 
因此 积分 
[Cerpi itae, a) — haral xs a)|))a(ae) 


-HAR ,这 意味 着 函数 exp (|ñ, (z, a) 一 +a Ces a)|} 一 致 可 
积 从 而 能 将 极限 取 人 积分 号 。 因为 当 一 co 和 疡 一 0 时 依 测度 
Ks IAEF a) 一 b,,m( x, a)Í 一 0， 所 以 


lim Jexp {lhl#s a) — hntnkxs a)l u (az) = 1, 
因此 
im fF ERER a) 一 harm( Xs a)|dsu( de) I 





-- (x 
Sif deon (rt) 
由 于 序列 | 
n = — fe (22 O O. 
fnCx — sP,a) Loof 
是 概率 空间 CRK >B, Bsa) Apl ga A ~ 
ho = p(— sas x — sa) = mw, 全 
使 得 


En. 一 lim Ex, = 1; 


所 以 这 序列 一 致 可 积 , 因 此 由 于 第 二 章 $2 定理 3, 序列 i n = 
1,2,---, co] BÆR, RA 

sup En, in a 十 an) < co, | 
所 以 序列 [aala (1 + ana)» n=], 2 5 oo] RET. Cup En, 
Xia (1 +ans) KA PRERE RUF I, (z) 的 有 界 性 的 证 明 ; 而 
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4 e < 1 本 来 是 我 们 所 需要 的 ,由 1,0) 的 有 界 性 可 得 )， 因 此 
Enla (1 + ann) < En. In (1 + ena), 
lim En,ln (1 + an) = En. In (1 + ana) 
(数学 期 望 是 在 概率 空间 (Y, B, pa) 上 取 的 )。 因为 
En, ln (1 + en) = J (z) jn (1 +a 一) dx. 


f ta Cx — sP,a) i 
所 以 | 
imf |j (z) In (1 +a S) dxds 
= f [aa + apl —as, x — as))au (dx) ds, 
因此 ， o 


im (| hake — sa, a) — haralx — sa, a)|dsu (dx) 


< 站 aa + ap(—ass x — sa)) pa (dx) ds, | (14) 
易 见 积分 
fna + apl —as, x — ;a))gu, (dz) 


Ha | 0 时 单调 趋 于 0. 在 (14) 式 当 % J 0 取 极 限 ， 即 得 (13)。 
定理 得 证 . 

.推论 设 # 是 均值 为 0 和 相关 算 子 为 B 的 Gaus 测度 。 那 
R M, = BIK, 

证 。 因 为 测度 上 的 特征 泛 通 具有 形式 


| p (z) = exp _— (Bz, 了 
E p) 一 1 当 (Bz，s) 一 0。 所 以 由 定理 2, M.C p'a. 我们 


He: ca … F dao åra tte 分 别 表示 算 子 了 的 特征 向 量 和 特征 值 。 
mE K r, EHe’ Cn 所 张 成 的 子 空 间 ， 那 末 


hO = @Ə (TI a) [5a], 


kai åk 
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因此 
RET a) = -Se .. 


易 见 
jo, yan = Seat, 
因此 只 要 | | | 
pesay co, 
Wes 就 被 确定 且 
kw) ~ nee) 


因为 (x, ek) 是 概率 空间 í, B, p) 上 独立 Gauss 随机 变量 ,所 
以 h(x, a) 也 是 Gauss 随机 变量 ， 从 而 . 
ñ. 
jw < Jae + e7] u (dx) 


一 2 exp 位 h: P (x, a)u(4z)| 





= 2 exp | É Ca 21, 


1 
. . a: 5 2 k=1 år 
于 是 ,由 于 定理 9, 只 要 
x ay Zs 
> " < 
BI a EBAK , WA a € M ue HORE. 
H (12) 式 得 L f 
(x,e Kaser) _ 1 (os ery 
| 


= ep{(s-o， B- 127" a ; 8al}, 


pasz) = exp| 
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最 后 ,我们 给 出 测度 天 的 一 个 例子 , 它 使 得 Ms EX 中 处 处 
稠密 的 线性 流 形 ， 且 存在 不 属于 M ,的 向 量 4, 使 得 z, DEX z, 
我 们 考虑 均值 是 0 和 相关 算 子 分 别 是 4 和 3B 的 Gauss 测度 pt 和 
成 。 我 们 设 黄 个 算 子 的 特征 向 量 相 间 并 表示 为 cu， eate MAAE 


值 分 别 用 mw 和 Bi 表示 。 设 当 #* 一 oo 时 a 一 0。 易 见 Mn CM 
及 Ma 一 Mu 是 一 非 空 案 ， 如 果 ae Ma Mos W| 2-2, M 
m Lut (参见 定理 5 推论 )。 我 们 往 证 aLe. 3ER Cre) = Ë, 
在 概率 空间 (r B, w) 和 {好 ,3, 1) 上 均 是 独立 Gauss 变量 ， 
而 且 在 第 一 个 空间 上 Ez, 一 0, Dz, 一 PB, 在 第 二 个 空间 上 E54 = 
(a, ek), Dš, 一 ok， 因此 依 测度 w 四 


I 1 < (z, ek) si 
f 2 Ë ° 
及 依 测度 n I 
1 N Gae o, 
P2 Br 
TERE e Ra EZ, 注意 ， BATA BINENE 8 3] 2 Le, 
但 在 这 种 情况 下 由 于 定理 6, 测度 ' 


Leapa 
# ra + P) | 
的 容许 位 移 的 集合 与 M. M, —Ë, 即 与 Ma — Ë. 如 果 
ae Ma — Ma, IR m AATRE WAERDE — ab, Ë 
此 满足 所 要 求 的 条 件 。 


5 3. 在 空间 的 映 象 下 测度 的 绝对 连续 性 


这 一 节 所 研究 的 基本 问题 是 ， 在 什么 条 件 下 由 Hilbert 空间 
到 自身 的 映 象 将 测度 变换 为 关于 & 的 绝对 连续 测度 。 如 果 T (x) 
EX 到 经 的 可 测 映 象 , 即 对 所 有 4€ 3, TT) EB, PRE 
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WRR FEE z 2632025 z: 


x( A) = TA) (1) 
下 面 我们 将 寻求 保证 关于 上 绝对 连续 的 充分 条 件 以 及 2 用 测 
度 w 和 了 映 象 了 的 特征 表示 的 公式 ， 


在 考虑 无 穷 维 空 间 中 的 测度 以 前 ， 我 们 首先 对 所 提出 的 问题 
在 有 限 维 Euclid 空间 情形 寻求 解答 ， 设 测度 上 有 关于 Lebesgue 
测度 的 密度 
pCa) = | Edr, 
而 且 了 不 为 0。 我 们 还 设 映 象 工 是 双方 单 值 和 连续 可 微 的 ， 那 未 
对 有 界 可 测 函数 sg 
felda) = SECTE Ju Ca) = [TOE az 


= jew) a 





3 


ah PTOL ATARAR Jacobian， 由 于 所 作 的 假设 。 此 闻 


映 象 也 是 可 微 的 ， 在 上 述 一 串 等 式 中 最 后 的 一 个 积分 可 以 写成 按 
测度 的 积分 : 
| feor ron PT ]a 


-so yT (D !(y)) DT” O) (ay). 


1(y) Dy 
注意 ， 
Í 一 JG 一 e TOD =, G — TG), y), 


其 中 p(a，*) 是 测度 关于 测度 4 的 密度 (我 们 利用 $2 的 记号 )。 
因此 ,在 有 限 维 空间 中 有 公式 | 


fave) = | eCe — Te), PTO] cz) 
此 公式 形式 上 在 Hibe 空间 仍然 有 意义 ， 只 要 我 们 对 变换 的 
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jacobin 贼 予 合理 的 意义 。 设 是 茶 个 线性 算 子 , 它 使 得 一 1 是 
全 连续 算 子 , 其 中 了 工 是 恒 等 变换 ， 那 末 YV* 是 非 负 对 称 算 子 , 而 
VV* 一 了 也 是 全 连续 算 子 。 设 4 是 算 子 VV* 的 特征 值 序列 (这 
算 子 有 特征 向 量 的 完备 系 ), ¿2 0, k —> 1, < 


|detP | = Jin 5 
k=1 


如 果 这 无 穷 乘 积 或 者 收 化 ,或 者 发 散 到 0 或 十 %， 

设 5 (z) ERZAK 的 某 个 映 象 。 如 果 存 在 这 样 的 线性 
算 子 dS (xo) 使 得 

[SCxo + x) — SlCr) — dS(xo)r| = o(]*|]), rEZ, 成立， 
则 称 算 子 8(x) 在 点 和 是 可 微 的 ,而 算 子 4S(Cxo) 被 称 为 S(x) 在 点 
zo 的 微分 。 如 果 Z 是 有 限 维 空间 , 则 易 见 变换 S) 的 Jacobian 
就 是 |detdS(x) |， 最 后 的 表示 式 在 Hilbert 空间 也 有 意义 。 因此 
我 们 得 到 公式 


fevar) = (eCe — TE), 1) derd T) aCi). 
G) 








此 公式 对 足够 广 的 函数 z 的 类 成 立 导 出 等 式 | 
S G) — eG — THE), ldd TEON, G) 


在 这 一 节 的 余下 部 分 将 致力 于 研究 在 什么 条 件 下 不 仅 对 
Gauss 测度 而 且 对 更 一 般 的 情形 式 (3) 成 立 。 为 使 式 (3) 有 意义 
需要 对 测度 z 和 变换 了 附加 上 某 些 一 般 条 件 . 

条 件 1 测度 上 有 容许 位 移 的 线性 流 形 M 和 对 所 有 规范 正 
交 基 er}, 测度 上 在 RK, En 是 由 etta es 生成 的 子 空间 ) 
上 的 投影 好 有 关于 A, LA Lebesgue 测度 的 连续 密度 ， 且 对 每 
个 < > 0 和 有 限 维 子 空间 NCM, 依 测 度 & 
sp | OS as --pla,x)|; laj < c, sen] 一 0， 
这 里 p, EEK 。 上 的 投影 算 子 ,和 
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p (ar) 一 im (z), 


末 件 2 映 象 TCx) Sayat IEA S), AFP TG) MSC) 
BRA RME Eu M MEAR |dedTCe)| 和 [deds (e) | SIB, 8 
于 零 ,连续 和 局 部 有 界 . 

定理 1 设 条 件 1 和 2 成立 且 在 M 中 存在 有 限 维 子 空间 N， 
使 得 x 一 T(x) EN, x 一 S$ G)€ N 对 所 有 re X RY, E 
E PEN LOIRET N] PTC) = T(Px), P(S(z)) = S(Pz). 
那 末 v — 4 及 公式 (3) 成立, 

证 。 选 取 基 eiere ERRA m, 向 量 ce1,:…, em 构成 N 的 
É. Ae Mr RENEM ETZARA, LERE BK 
当 n 之 m 时 对 定义 在 .有 "。 上 的 任意 有 界 可 测 函数 z, 均 有 


| g(x)»" (dx) 一 |, g(P,xz)ə (dr) = | aCP.T Eaa) | 
= | ECTP pa) 一 | eT Cda) ` 


= | CTED ar, 
在 所 作 的 假设 下 ， 当 # > m 时 映 象 T 和 s 将 纪 , 映 为 多 ,， 作 
积分 的 变量 替换 x 一 SO), RINS 
| 8C" (az) = |. gC) ESED 1deas GO |a" (az), 
Yn En fa (z) 
由 于 SC) = x HPS) 一 x)， 所 以 变换 5 (z) 的 Jacobian 38 
阵 有 形式 1 + V, AHV EBI m fr SE 0 的 元 素 ， 而 且 这 些 


元 素 不 依赖 于 m 因此 ， 当 wm 时 变换 SC) 的 Jacobian 的 模 
数 不 依赖 于 = 且 等 于 [deds (*)|， 





因此 ， 
- 2 (w) ~ p) [detds (z) |. 
F 
显然 ,测度 >" 和 Am" 等 价 ， "ë 
du” (z) = h 1 
dv” hS) |det2$ (z)| ° 
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因此 





dp ry tr) _ í __ 
gy TOD) f(x) detaS(T(<))| 


=E |deta T (xl, 


因为 按 复合 函数 的 微分 法 则 
I = d< = dls(T(x))] = dsS(T(x))aT (x=). ` 
由 于 条 件 1, ERMEE 收敛 的 意义 下 存在 异 于 零 的 极限 


mL) p(x— 
Jim CPx) S(r), £), 


=s À, 一 pG- TG), 


(此 处 我 们 用 到 + — s Cx) e N, z — T (2) EN 是 局 部 有 界 和 条 
件 1)、 余 下 只 要 应 用 $ 1 定理 3 推论 1。 定理 得 证 . 
注 1. 我 们 已 证 明 在 定理 1 的 条 件 下 ,>~w; 且 除 公式 (3) 外 ,有 
S (reo) = p(x — T(x), z)|detaT (x) |, (4) 
注 2。 如 果 对 任意 y 可 以 找到 5 和 有 限 维 子 空间 NCM 使 
得 只 要 用 N; 代替 N, 当 | 一 y| < 时 定理 条 件 成 立 , 那 末 仍 有 
公式 (3) 和 (4). 
定理 2 ARI IMZ REM RIDAR (e) 存在 ， 


c 


1) 对 足够 大 的 n 映 象 | 
T,(z) = x + P,(T(z) — x), 
Sale) = z + P, (S(z) — x) 
有 逆 映 象 , 及 在 依 测度 & 收敛 的 意义 下 
|deta T(x)| — |detd T (x)|, 
|\detdS„ Cæ) | — |detdSCx)!. 
2) 4 a 一 co 时 依 测度 <, 
e(P,(x — S(z)), z) 与 plP,(x — T(x)), x) 
有 极限 , 并 分 别 记 为 p(x 一 5 (x), x) 与 p(x 一 了 T(x),*); 在 
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piz 一 S(x)sxz) 中 可 用 了 (中 代替 * 且 
ATO) — z, TC) elr — T (x), x) = L, 
那 末 测度 4 和 ?2 等 价 及 式 (3) 和 (4) 均 成 立 ， 
证 . 设 
Sa Cx) = z + P,(S(B,,x) — x), 
m> n hF 
SZ(P,,x) = P,,S2(<). 
每 Sa 和 它 的 逆 映 象 满足 定理 1 的 条 件 ， 如 果 冯 是 由 等 式 
(A) = x(S2(A)) 
所 定义 , 那 末 
2i C) = p (z — SZ (z), x) |detdS3 (1. 


注意 到 由 条 件 1 和 对 所 有 n, fa) 是 连续 和 正 的 可 推 得 ， 当 
a€ RX ms |a| < c B, pCa, z) RWE r ik a 是 一 致 连续 的 , 即 依 
测度 z, 当 5 一 0 时 
sup{ |pCais z) — plaz x)|; lod < c, Jal < c, 
ais ax € RZ ns |a, — al < ó) — 0. 
因为 对 所 有 m, x- 一 Saa) ER n WWE RA r — S3 (x) 一 + 一 
Sl) 及 + 一 S32(x) 有 界 。 所 以 当 mw->00 依 测度 2 
p(x — S?(z), z) — p(x — S, (z), z). 
其 次 ,对 所 有 m, 4S3(x) 显然 有 形式 dsr) = I+ VRC), Hp 
V; G) RETEAUA Xn 可 以 验证 , 这 时 VV 将 如 Bk A 
K n Pr, 
ldet (1 + V)| = |de||((T + V) eis ep 和 os， 
其 中 CA + V Yeis e;)];; =i... 是 4 阶 矩阵 ， 其 第 i 行 第 j 列 的 
元 素 是 (U + V)e;, ej). 由 于 对 所 有 i i,j 
lim (aS (z)e;, e;) = (4S,(x)e;, e;)s _ 


所 以 
lim |detdaS” (<) | = |detdS, Cr)  。 
因此 ,在 依 测 度 & 收 敛 的 意义 下 
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lim < — ” (x) == p(x — Sale), z) [detas C). 


m>o m 


利用 等 式 * 一 S,(x) = P(x 一 s) 及 定理 的 条 件 , 可 以 验证 在 
依 测度 4 收敛 意义 下 


lim lim or = plr — S(x), x)idetdS Coh. 


因此 可 以 选取 序列 n, p m, 使 m, > ne 和 测度 x, = oi 满足 依 
WE p 
limt (z) = plx 一 s ,+)|detds(x)|. 


现 设 TE). = x + PTa) — 一 x*)。 类 似 的 证 明 可 以 选取 
序列 n, 和 meo 使 对 测度 
P (A) 一 aPC), 其 中 T = Tht, 
# fk WJ z W SB 意义 下 
lm SE ERD = olx 一 T(x), x)ldetaT (z) |, 


最 后 ， | 
efT(z) — x, T(x))|detdSt T O) ) |p Cx 
— T(x), x)|detd T(z)| = 1, 
HARE A RA PR 2 EE WI) 

I = dx = 4(S(T (z) )) = dS( T(<) )d4 T (x) 
HEKK. I 
{detaS( T(x))| ` ldetaT(x)| = 1, 

而 由 于 定理 的 条 件 2) 
p(T(x) — x, T(x))p(x — T(x), z) = 1, 
从 而 可 利用 $ 工 定理 3 的 推论 2， 得 证 定理 ， 

现 考虑 测度 站 是 有 均值 为 0 和 相关 算 子 BH Gauss 测度 的 
情形 ， 在 $ 2 已 证 明 在 这 一 情形 M = BX” EF a = Bb, c, EA 
F B 的 特征 向 量 , fi 是 对 应 的 特征 值 , 则 

po 一 人 全 ant er) _ Slaen) < 
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= exp SAG. )(x. ea) 1 2 
s| 2226) — 2 bp]. 


设 映 象 T(x) 有 T(z) = x + BA(x)，、 其 中 4(x) 是 连续 和 连续 可 
mR. WE TARR IMK 
S(x) = x + BA*(x), 
其 中 
2* (x) = — 21(S(z)) 
也 是 连续 和 连续 可 微 的 . 


因为 在 Gauss 测度 的 情况 下 In fs 是 关于 “的 二 次 
BEERA mom EEA k at T e (a, z) 得 aER ns 
lal <。 时 此 收 化 对 一致 ， 其 中 加 和 < 是 任意 的 。 因此 对 
Gaus 测度 来 说 定理 2 条 件 1 恒 成 立 。 现 考 虑 该 定理 的 条 件 2, 
因为 


plPs(x 一 TD) = exp {— OO e) G e) 
R=1 br 


1 2 
-7 [P,a G) | h 
所 以 异 于 0 的 极限 
lim plPs(x — T (z)); z) 
的 存在 等 价 于 级 数 


TaD, er) E 
k=1 Bx 
依 测 度 & 的 收 伊 性 , 且 这 极限 等 于 


p(x— T(z), z) = exp yao, 2 (z, ex) 
k=1 k 








1 2 
-二 2 G |. 
FIR, im p(Pu(z — S (2), z) 存在 当 且 仅 当 级 数 
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E G), e) C 
k= Br 
依 测度 上 收敛, 且 这 时 
plx — SCs), z) = exp | y GY, OG, e) 


k=1 br 
1 * 2 

— + la*G|! I. 
最 后 ,注意 
eT) — SCT(x)), T(x)) 

CA*CT (£) ), er) CTC), er) 

f > É, 

1 * 2 

-4h (TCD 


= ep 二 


n= aD eO x eX x + BA (2), e) 
k= P. 


— T lG] 
(ale), ek) (r, e) 
> Êr 
alr), ek) (z), Be,) 
+ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 二 
> Ë. 


k=1 


= ap] 


_ 1 E lG] = (e (z — T (z), x))”*, 


员 此 我 们 证 明了 如 下 定理 。 
定理 3 r 是 均值 为 0 和 相关 算 子 为 忆 的 Gauss 测度 ; Êr 
和 e, 分 别 是 算 子 下 的 特征 值 和 特征 向 量 。 wR - 
a) kR T) 满足 条 件 2 和 有 形式 T(x) 一 x + Bi), t 
S(x) = T(r) = x + B1* (x), 5 n EEKE 
T(x) = x + P,B1(<), S) = x + P, 
ERR, H 
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|deta T ,(z) —> 1detdT (©) |, [detd$, tx)! — |de48(2)1s 
b) 级 数 
CIO ek) (x, er) 和 5U (OF ei) (z, ek) 
k=1 Bk = 1 Bt 

按 测度 z 几乎 处 处 收敛 , 那 末 测 度 & 和 2? 等 价 ,而 


多 G) = (deds (a) | exp 二 JU es, eO 


-ipoh E (5) 


我 们 现在 来 讨论 出 现在 b) 中 的 级 数 收 全 的 某 毕 充分 条 件 ,这 
对 验证 定理 3 的 条 件 b) 是 否 满足 是 有 用 的 . 

引 理 “如果 测度 k 是 与 定理 3 —Ë T (z) E: 2 到 .2 的 
连续 映 象 , 那 末 级 数 | 


5a Osen lesen (z, (z, e) (6) 
k=1 k 


fk uug i 收敛 的 充分 条 件 是 如 下 条 件 之 一 成 也 : 
1) 存在 这 样 的 数 ox 使 得 xa < oo 及 级 数 Zape) s ea) 
按 测度 & 几乎 处 处 收敛 。 
2) 级 数 | 
TAE) — Prst) en) Se, TAP) ea 
k=1 k k=1 
依 测度 “ 收敛。 
3) 级 数 
Ehia 5 e;)(2;i (x) 5 ei) 一 ( aCe), DA sej)leldx)s 


> ja, „yea n (dz) 
k=1 pk 
It Eh 
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ie] = Alr — (z, eiei — (z, ej)ej). 


W, 1) 从 不 等 式 
5 @ s (2 (z), 291 -< JS ak ca . 
k=1 k 


k=1 








Q GD. es 六 
< ok 


2) 不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 La l < <; 因为 由 级 数 (6) 在 
集合 lz: la G| < y 上 (ce 是 任意 的 ) 收敛 推 得 它 依 测度 = Wg 
D RPA Hn 表示 满足 | 

> OP, 2)» ay <m 


k=l ` 
BJ r 的 集合 , 设 lal) = 4(x) 当 re B, L,CO = 0 E x€H,, k: 
IBARUTA P), cx 的 收 全 得 知 ， 当 mool po >l, 
k=1 _. -, Ti 
所 以 为 要 级 数 (6) i RENEA m 3 


5 Can (xz)。 a) Een s) 


k=1 


依 测 度 z KARET. (H 
>Ë (aG), ea y ea) 


o 


= XG, G) — 1, CPi- €s 2ta) 


< 
&=1 


+ Eagan o E, 


k=i 
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注意 到 由 于 不 等 式 | 
Y IG (P. Bir) e) < S G (Piar) en) 
k=1 kt ` 


+ TUP), ek) <, SUP, ae), e) 
k=1 ` k=l 


+ [Cp 
对 所 有 ¿z€ Ha 成立 , 故 有 Pix € Hnte， 设 +& Hm-.， 那 末 


Dant) — (P... ix) ex) O 
k=1 k 


=a Taw 一 (P, x), er) Ga, 
k 


kat 
由 假设 知 最 后 的 级 数 收 剑 。 因为 mw 可 以 取 和 任意 大 , 所 以 证 明 级 数 
SanPin) er) Cx, (x, er) 
Bx 


k=1 .. 


KIIRE z akha T. 在 概率 空间 A, B, p) 上 , 它 的 部 分 和 构 
成 抽 ， 由 此 得 该 级 数 收 化 ， 事 实 上 , Ce ek) 是 独立 Gas 变量 ， 
此 外 


E ( 7G,,(P,-,z), ex) KAR 
k=1 Br 7 
= E $) an (Pxa- z), eY Ga) 
4= 1 br 


= SE (XmCPrix) s eE Gaa < m. 
k= ñ 
3) 现 来 证 明 级 数 (6) 均 方 收敛 。 显 然 ， 
J( Eee 0 G, Dy, (de) 
ter . 


-站 era QO 


= 
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(Qat n e;)(4;i (z) ° e;i)(z> eilr, e zj) u(dx) 
n<i<i<m f bibi 


+2 X) SAW, DAE, e) 


n<ti<j<m 


+ 2 


一 (Gle), ei) (x) 5 ei) x Ge ses nCdx) 


lib i 


= -eye ty Gaz) 


“kun 


+2| 351 IGG), DA, e) 


n<i<j<m 


一 - (Aul) , e;)( ia), e;)] Co eias ei) “ (dr), 


AH, 由 于 量 Alr), (z, ei)s (z, ei) 在 概率 空间 (27. B, u} 上 
I 


Ju, e) (A; (<), e;)(x, ei)(=, ci)u (dz) = 0, 
Ek, n 一 co 和 mco 时 
QC), a (z, eY (dx) > 0, 
(È i n (dx) 


引 理 得 证 。 
我 们 应 用 定理 3 到 与 恒 等 变换 稍微 不 同 的 变换 了 (x) 的 情 
#. BARRE T.G) 一 x + ew, RAA 
S,(z) = x — 54x) + OCs’) 
(我 们 仅 考 虑 阶 数 不 高 于 e 的 项 ). wm da (x) 有 一 有 限 迹 , 那 末 
34 e > 0 足够 小 时 | 
in |deta T, (x)| = >C p= ~ etSp [gA (z) ]*, 


于 是 , 仅 限于 阶 数 不 高 于 e 
de G) 一 工 一 eSplaa(*)] 
da 
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-一 sy Ce ek) Cale), er) + ole. 
k= Bx 


由 此 式 见 到 ， 利 用 定理 3 时 所 引起 的 基本 困难 在 于 验证 该 定理 条 
忻 b) 中 级 数 的 收 伍 性， 这 对 任意 近似 于 恒 等 变 换 的 变换 仍然 如 
ik. 

现在 考察 映 象 了 是 线性 时 的 情形 , 

定理 4 设 4 是 均值 为 0 和 正 相 关 算 子 为 屯 的 Gauss ñH 
度 。 如 果 线 性 算 子 了 是 可 逆 的 旦 有 形式 了 工 一 了/ 十 BCB-， 其 中 
SpCC* <0, HAFI +C 具有 有 界 逆 算 子 , 那 末 


“” (O) = Kexp (W(x)}, (7) 
du 
其 中 
K = lim |det(]1 + D,)| e 75", D, = P,DP,, (8) 
W (x) = lim{—(DB-!P,r, B 'P,x) 


一 ; |P,DB-!P,xl? + SpD,]. (9) 


这 极限 理解 为 关于 测度 & 均 方 意义 下 的 极限 ,P, 是 在 .有 ,上 的 投 
KSF, D 一 B-17-1B8 一 1]. 
HE, WT T SMS M ,因此 DD 至 少 在 M 上 有 定义 ，: 我 们 
往 证 SpDD* < co, 因为 
T = 1— BCB-'T-, 
D = CBTB = C (I + C): = CV, 
其 中 了 是 有 界 算 子 , 所 以 


SpDD* 一 S (Ders D*e,) = DS (V*C*e,, V*C*e,) 
k=1 


kal 
Srv le*e P = |py*]| Spcc*, 
k=1 
由 此 关系 式 还 得 到 刀 的 有 界 性 , 令 D, = P,DP,. BRY nol 
Sp(D — D,)(D — D,)* = SpDD* — SpD,D? 
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= $) Dt — D Diel 
k=1 k=1 


= >> (D*ers ei) 一 > 2 (Dte,, e) — 0, 
k=1j=1 k=li=1 
我 们 来 证 明 极限 
lim |det(7 + D,)| exp Í—SpD,) 
存在 且 异 于 0， 设 
f U, = D, + D# + D,D2. 
IWK | 
ldet (1 + D,)| exp{—SpD,} 
Jali L U SZ SU exo] L * 
= det (1 + U,)e Š pf z SP DaD? }. 


由 于 SpD,D# -> SpDD*， 所 以 证 明 极限 
limdet (7 + U,)e su» (10) 

”存在 就 够 了 . £ 口 一 十 D* + DD*. 

由 条 件 SP(D 一 D,)(D — D,)* — 0 得 

SKU 一 UD — U," — 0, H aP, a 表示 
A, PRET U。 的 特征 值 (0。 将 ARRA A n MERER 
余 为 0)， 和 用 片 , … ,1 表示 对 应 的 特征 向 量 〈 假 定 按照 绝对 
E ar EAF) H 


DL IUR — PRV < Sp (U — U,— 0 
i=1 


得 4? 一 村，f”"” 一 所 其 中 所 是 算 子 器 的 特征 向量 , 如是 对 应 


det (7 + Us)e Pon = J] (1 + aP) ea 
: k=1 


w = 


- (Ña am) +o (Bae), 
由 于 _ 
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m° i] lM 
所 以 为 证 明 极 限 《10) 的 存在 性 只 要 证 册 
lm lim TDAP) = = 0. 


mor noom 


imīa $ GPX = iaa r: ui — -5 apy] 


mown- kamt) 


.= lim Sp? 一 - 21] = 0, 


n 


于 是 极限 (10) 的 存在 性 得 证 。 因为 算 子 O + D) (1 + D*) 可 
逆 , 故 极限 异 于 0 的 事实 由 关系 式 





K 一 VI (1 + Ag) et eSpDD* 
k=1 ， 


K 1 + ¿, = 0 得 到 . 
现 证 明 极 限 (9) FE. 设 


W, (z) = |- (D,B~ix, BP, x) — > |D,B-'P z|? + sep,]. ， 
那 末 由于 第 五 章 $ 6 公式 (7) 
(EW, G) — W, G) pdx) 


一 (2. +> DiD, — Da ， 
— > D3 Da} Bx, B) 
+ Sp(D, — Dey Adx) 

= |+ sp (ptp, — D3 pu) 


D, — D,, + Dš — Dš 


+ spl 
P 2 
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+ 2 二 Dipo 


2 


< 一 1 7 * À ` xn y a, 
< |— Sp (D? D, — Da Dm) : 
1 ` 
+ a Sp(U, 一 Un), ， 


4 n -~*co 和 m ->co 时 ,最 后 的 表示 式 趋 于 0， 得 证 极限 (9) FE. 
现 往 证 式 (7)。 设 测度 n 是 由 等 式 >, (4) = ACT54) È 
义 ， 其 中 T7 一 BCU + D,)B-:。 那 末 由 定理 3 得 


dYa = |ae 371 — N (DB 'z,ex)(z, ex) 
du (x) = |detB(I -+D,)B lexn] P i 


26k 
= |det (1 + D,) |exp{— (D,B-'P,x, B 'P,x) 


+ (D,B `x, ga l 


-5 18-D,B-Pz | ; | 


因为 [deB (7 + DB | 和 在 r, 中 考虑 能 用 规范 正 交 基 写 出 
的 变换 矩阵 BU 十 D.B 的 行列 式 的 模 相等 ， 所 以 
ldetB(1 + D,)B™| 一 |det(7 + D,)|. 


因此 
Da (z) = Ksexp{W,(x)}, 
du : 

其 中 W, GO) 如 上 所 定义 ,而 


K, = |da (1 + D,)| e er, 
正如 我 们 已 证 明 依 测度 上 收敛 意义 下 


lim 22a (<) = Kexp{W (x)}. 
n -oo du 


现 设 测度 5, 由 p, = (Fo 4)) 所 定义 ,其 中 
T, = 1 + BP,CP,.B™, 
类 似 上 述 可 证 , 依 测 度 = 
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lim 2e. (EE) = Rexpt W C), 


Jih Ë, SIAR (8) 及 (9) 当 用 了 7"! 代替 了 T 而 用 TPT* (Ñ 
BBHREN. 
现 利 用 $1 EEH 2, ETE, 


$4. Hilbert 空间 中 Gauss 测度 的 绝对 连续 性 


设 在 Hilbert 空间 中 定义 两 个 Gaus 测度 加 及 如 ,它们 分 
别 有 均 值 .a 及 a2 和 相关 算 子 B, 及 Bı. 下 面 寻求 为 H2 关于 Ha 绝 


对 连续 要 求 as an Bo B, 满足 的 充分 必要 条 件 。 WERTE A 


处 处 是 正 数 , 从 而 pi 关于 pn 绝对 连续 将 导致 测度 上 和 疡 的 等 价 
性 。 此 外 还 证 明 绝 对 连续 性 条 件 的 破坏 将 导致 测度 的 正 交 性 . 
此 两 个 Gas 测度 或 者 是 等 价 或 者 是 正 交 . | 
当 测 度 的 不 同 仅 在 于 位 移 , 即 B, = B, 时 ,在 $52 已 部 分 地 进 
行 了 研究 . 
定理 1 mi B, = B, = B, 那 末 pa < Hi 的 充分 必要 条 件 是 
—a EBR; 这 时 


: a (z) = exp{(B (x — a,)ə B Car — a )) 
ln 


1 -1/2 2 ， 
一 过 [B (a, — a)] I. (1) 
如 果 a,— a EB PR, R Lp 
证 。 第 一 人 ERRAR (1) 在 $2 已 经 验证 。 现 设 


— (a; 一 act) = hs 


i 
其 中 从 是 算 子 B 的 特征 值 ,而 cx 是 对 应 的 特征 向 量 。 如 果 


a — aB A, N) X ol = 十 co。 现 考 虑 函数 
k=1 I 
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so 一 人 Sa) Dji (z 一 assez). 





”由 于 
| gG) (dz) = 0, Í gas) pa dr) = 1, 


| mca) = |,e) - 1) pdx) = (Za y ， 


所 以 依 测度 lis gs 一 0 和 依 测度 tas En > 1, 由 此 得 Am 和 pw 的 
正 交 性 。 定 理 得 证 ， E 
A a = a, = Ü 的 情形 。 设 jz < pa。 PE (Bz, z)! 
(Biz, z) 对 z € @ 必定 有 界 ， 事 实 上 ， 如 果 能 找到 序列 zs，* 使 4 
lim (B,;z,, Za) — 


n>a (Bizas Za) 


那 末 依 测度 wm， -2 0, 而 


Bza, z,) 














|(z,, x)| `> 1 | 3 28 
“(eS S) e < Z 
因此 ， 了 不 0, 这 与 14 关于 m 的 绝对 韦 
2na’ Ban 


SERTE. BI, 5 的 非 有 界 性 甚至 导致 测度 和 4, 的 


奇异 性 。 因此 这 比值 应 当 以 一 正 数 为 下 界 。 由 此 得 算 子 BY 和 
By 的 值 域 是 一 样 的 且 算 子 C = B/B” 和 C7 = B/B 是 
有 界 的 注意 由 算 子 C 的 有 界 性 得 知 ，(* ，Bzwx ) 不 仅 是 依 测度 
入 的 可 测 泛 函 〈 参 见 第 五 章 $6), 而 且 也 是 依 测度 am IPI MZ 
函 ,这 因为 
(yz，BzV2x ) 一 (z> C*BI =r) = (Cz, BI Ax), 

MABEARME 子 C*C 一 BBB”, 我 们 证 明 C*C = ! + D, 
其 中 妃 是 全 连续 算 子 。 为 此 只 要 验证 ， 如 果 E, 是 算 子 DD 的 单位 
分 解 , 那 未 当 1 二 0 时 算 子 E, 和 当 1 > 0 时 算 子 【一 E, 的 投影 


. S02 。 


将 .如 映 为 有 限 维 子 空 间 。 首 先 , RINER, 对 算 子 DD 不 存在 特征 
a = 0 使 得 对 应 于 它 的 特征 子 空间 是 无 穷 维 的 。 若 不 然 ， 则 在 
该 子 空间 中 可 找到 规范 正 交 无 穷 序 列 2s 使 得 依 测度 =, 有 

一 + 5 (za, Bi x —>1 


k=1 
和 依 测度 t 有 
+ > Ga, Bi r) >l +A, 
f 好 k= 
这 因为 在 概率 空间 (x, %, tn) 和 (< ， B, tn) 中 的 每 一 个 上 ， 
变量 (z,, Bz r) 构成 均值 为 0 和 方差 分 别 是 1 十 4 和 1 的 独立 
Gauss 随机 变量 序列 . 
事实 上 ， 


Je, Br'z)(zi, Bz x)m (dz) = (zrs 2 ~ By 
[Cers BEX ais Bs) (d+) | 
一 (B.B; z Bz'2zi) 一 (zh z) 
+ (Dz, zi) = (1 + 2) dw. 
所 以 二 > (zt 本 wz) 依 测度 pm 和 m Rd FRE REAU 
k=1 ， 


B a W KJER., Mk 
z€ (Ena — EDE, 
其 中 0>1S u> u> e > 20 ME (Enn — Ep 是 非 
空子 空间 。 ME Cers BI x) 仍然 是 概率 空间 (27. 6, pn) 和 
Oo, 5, Ha) 上 的 独立 Gauss 变量 ， l 
事实 上 ， 
Jee Bxy'z)(zis Bzr) (dz) = ORjs 
| Bix)(2;, Bi x pdx) = 8y + (Der, zi) 
Ml 
= Og ( 十 |. Ad (Ez, sO). 
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利用 强大 数 定律 ,可 以 证 明 依 测度 wz。 


1 5 Ce B> 1, 
f kzi 
B 依 测度 ia 


lm 一 LGe B; < < lim + 


n> neo n 


>(' + l: “(Ets z) ) < < 和 1 二 1 一 1， 
ik 


k=1 


从 这 两 式 青 次 得 到 x, 和 ps 的 奇异 性 . 为 完成 证 明 还 要 注意 
到 ， 或 者 当 一 个 无 穷 维特 征 子 空间 对 应 于 某 个 1 <0 或 者 当 在 
《一 co , 1) 上 存在 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 ， 使 得 在 它们 每 一 
E, 的 增 量 不 等 于 0 时， 对 于 1 < 0 子 空 间 ES 是 无 穷 维 的 . 
因此 得 证 4 过 0 时 E, 是 有 限 维 的 。 同样 可 证 当 2 > 0 R$ 
(7 一 E)Z 是 有 限 维 的 。 

因此 , 算 子 D 是 全 连续 的 。 设 e, ex … 是 它 的 特征 向 量 ， 
而 54 是 对 应 的 特征 值 。 现 来 证 明 由 ps 关于 pp 的 绝对 连续 性 得 


> 81 < co, 
k=1 
事实 上 ,如果 


那 末 考虑 函数 列 
ga G) 一 (> a) Sla Lers BY — 11. 
k=1 k=1 


我 们 已 经 指出 ， 对 于 属于 算 子 D 的 不 同 的 特征 子 空间 的 向 EL z 
Cers B7 x) 是 概率 空间 《 ,3, MDAC, By p) 上 的 独立 
Gaus 变量 。 由 


| g.) (dz) = 0, 
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83 Cp Ar) = > 8, 7 > aZ || Cer Bia) 
> 


二 1 


— 2 (es Bz + Halde) = 2 (3 a). 


k=1 


CO A 


k=1 


| — 1'ui(qz) 


. (> a) > ôk {fc Bix)'p(dx) 
É 一 [Cer Baeza (az)| 1 
-信人 fao +o (ay) 


k=] k=1 k=1 


得 , 依 测度 pas gal) — 0 和 依 测度 mo g) >l 因此 , 条 件 


Ta =a 十 o0 


k=1 


推 得 测度 e, 和 =, 的 正 交 性 。 ó, 满足 的 另外 一 个 必要 条 件 由 下 式 
得 到 : 
_ (Ders ek) ._ (Bz' B, Bi ek, er) 
1 = _ =m Aa o x 
Fo l+ Cer» ek) (B;'2B,B; ers ek) 


= im Baza) > 0, 


n>a (Bazas Za) 
其 中 Z, E: BR 中 的 向 量 序列 , 使 得 Ba, 一 ct。 因此 ， 
ó, > —1, 


设 34 之 一 1 B 3181 < oo。 现 我 们 证 明 测度 m Ma Si. 
k=1 
为 此 考察 由 等 式 
ACA) = | eGOaC42) 
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定义 的 测度 a, 其 中 


1 H| in 2 őr 
x) = exp 1 一 一 Br ta e) 一 -一 -一 
eW = e |= 7 22 Oe a 


— ln (1 +a 
级 数 ' 
> [Gs=, ay r= — G+] 


R=1 


RWE wm 收敛 从 如 下 事实 得 到 : 在 概率 空间 (多 , B, x) 上 ,这 
级 数 是 由 独立 随机 变量 所 组 成 ,而 对 应 的 数学 期 望 和 方差 


. Š 
E | (sz， 2_ k 一 jn 人 (li 十 5 ] 
《8 e rs ( +) 


== Ör 一 in (1 + 61) 一 O(62 ),- 





= ör 1 = 2 == 
D| C5: 0 +! OE +a = 284 
所 组 成 的 级 数 收 售 . 
RWE HEA: 


£ (z) 一 |: aa) 一 Í et )ə(a)z (dz). 
对 每 个 ze .有 , s 
(z, z) = (Bz, Bz z) = > (Bz, ct) (B32, e) 


成 立 , 其 中 右边 的 级 数 按 测度 =, 几乎 处 处 收 人 
利用 变量 (B r, ek) 是 慨 率 空间 CK, B, a.) 上 取 均 值 为 
0 和 方差 为 1 + ó, 的 独立 Gauss 变量 ,得 


LC) = Eexp f; > (BY z, ek) (Bzr, er) 


大 一 1 


| 2 ' s J} 
一 工 B In 
2 = (B: =“ TFS, (1 + 84) 
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(B3 x, ek) MEI + 





Ör 2 
- H jla z, et 一 T 5 


oi, -f zp | l pu: a 
I+ ae II exp ze > (Bi z, e} 
== exp |- 二 (Bz; z) }. 
由 于 测度 的 特征 泛 函 和 测度 的 特征 泛 函 相同 ,所 以 = 产 及 
(z) = p (2. 

于 是 ， mimpi. 

定理 2 设 jy 和 是 取 均 值 为 0 和 相关 算 子 为 Bek =1,2 
的 两 个 Gauss 测度 。 测度 z 和 pw 等 价 的 充分 必要 条 件 是 ， 算 子 
D = B7™?B,B3" — 1 是 Hilbert-Schmidt 算 子 且 它 的 特征 值 5 满 


ERFA 64 > 一 1. - 如果 这 条 件 不 满足 ， 8 末 测 度 m 与 后 正 
X. 在 测度 等 价 情形 时 A 


du, _ exp F 1 5 | (Br, e) _ ó, ` 
d ， 2 k=1 s 1 


a + ó, 





— h G + p|]. O 


成 立 ,其 中 ce 是 算 子 D 的 对 应 于 特征 值 54 的 特征 向 量 。 
W. aR m EMER MENDE, HLOR 
示 关 于 测度 m 和 户 的 线性 可 测 泛 函 的 Hilbert 空间 (参见 第 五 
章 $ 6)。 如 果 存 在 泛 函 序列 {1 (x) ,一 .1, 2，…} 使 得 它 属于 
两 个 空间 且 是 这 两 个 空间 中 的 每 - 一 个 的 完备 正 交 < 系 以 及 
op = uyata i= t, 2, 1s 2 


那 末 在 条 件 Y 0, 及 


+ 507 è 


Fe 1 ~ phs 此 外 
AOA PALS par ea] 


这 个 论断 的 证 明 完 全 类 似 于 定理 2 条 件 的 充分 性 的 证 明 . 

现 来 考察 一 般 情 形 . 除 测度 a f $k, 还 引信 人 测度 mas © 
有 均值 a 和 相关 算 子 B,。 我 们 证 明 , 由 条 件 a < = 推 得 关系 
m < pn < n, Ak 


dp, duo dp 
而 且 可 利用 式 (1) 计算 zB, w 可 利用 式 (2) 计算 人 只 要 证 明 


ua < m RET ,因为 在 这 种 情况 下 。 Bn ~ pn. 因此 m < ux. 如 
果 环 是 均值 为 aa — a, 和 相关 算 子 为 B, 的 测度 , 而 z, 28 8 2 0 
和 相关 算 子 为 B, 的 测度 , 那 末 n < n. VENUE af 由 关系 式 
EFCA) = a(x: ~x € AY) 

MEXRI ar = m. AE a? < z, A m * sr < n * a. 59 
见 m. k Ff 是 均值 为 0 和 相关 算 子 为 2B;: 的 Gaus WE, MWE 
A*a 和 它 相 蜡 之 处 仅 在 于 相关 算 子 等 于 2 5,。 FE n<, 其 
中 vi 是 均值 为 0 和 相关 算 子 为 B, 的 Gauss 测度 。 但 因为 =a 和 
后 可 由 测度 >, fl >, 位移 a, 得 到 , 故 ms < p。 因 此、 在 一 般 情 形 
如 下 定理 是 正确 的 : 

定理 3 如 果 测 度 m, m 是 两 个 Gauss 测度 ,它们 有 特征 泛 函 

a G) = ep fila) — TB h k = 1, 2 

那 末 测 度 a 和 z 等 价 的 充分 必要 条 件 是 如 下 条 件 成 立 :“ 

1) a,— a, = Bb, rh be Z, 

2) F D = B7" B, B3” 一 1 是 Hilbert-Schmidt AFH È 
的 特征 值 6, 满足 不 等 式 & > —1, 若 有 一 个 条 件 不 成 立 , 则 测度 
A 和 £ EX, 对 等 价 测度 来 说 Ñ 


1 [SA pa 
S G) 一 emp r EEG- ayy) ats 
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— n+ a)| + (B3? (x — a), b) — + ll] (3) 


成 立 ,其 中 4 是 算 子 DD 的 特征 值 8, 所 对 应 的 特征 向 量 . 

MAR Gaus 测度 绝对 连续 的 某 些 充分 条 件 。); 验证 下 面 给 
出 的 条 件 看 来 会 更 方便 , 因为 它们 不 包含 相关 算 子 的 分 数 害 。 设 
JT BBY 和 BB AR. & V = BB; — 1. 由 于 了 一 
BDB”, M V? = BP DB”, Wh ERT B 的 特征 向 量 
的 规范 正 交 序列 。 那 末 ' 


2 m = 2 = 3 1⁄2 BY 
SpD 2) Dhs h) > (° DV a B; “to TE et) 





= $, (DBI h, BI h) = 5 V'h, h)» 
k=1 k=1 


2r = (B,fx, hi). 
因此 ,只 要 Spr’ 有 限 就 有 SD <o., BF V 是 非 对 称 算 子 , 所 
以 验证 Sp 在 在 的 条 件 也 可 能 是 困难 的 . 但 是 利用 不 等 式 
> |Vřer, ei)t -= > |(F ers V*ex)| 


k=1 


o 


< 5 |Verl iV *e] < Sivar . Dy lV*erl’ 
k=1 I kal k=1 


= 4/SpV* V - SpVV* == SpV*V 

(因为 SpV*V = SpVV*)， 可 以 用 非 负 对 称 算 子 V*V 的 迹 的 术 
诸 来 陈述 绝对 连续 性 的 条 件 。 

定理 4 设 后 和 心 是 均值 为 0 和 相关 算 子 分 别 为 B, 和 了 :的 
Gauss 测度 。 如 果 存 在 有 界 算 子 了 满足 关系 

VB,= B — B,  SpV*V 一 co， 

且 一 1 不 属于 算 子 7 的 谱 ; 那 末 m < n. 

W. KBRI, WRAYI +V u], BH BBY 有 界 ， 则 

> 一 1 就 够 了 。 设 对 某 个 mm ，pr 一 一 1。 PRE z= Ben, 
我 们 有 
(1+V)s—s+ BEDB BYe, = z — Bem = 0, 
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即 一 1 是 算 子 VV 的 特征 值 ,由 定理 的 假定 ,这 是 不 可 能 的 ， 
我 们 还 指出 在 均值 为 0 时 一 个 Gauss 测度 对 另 一 个 Gauss 测 
度 的 密度 的 一 个 简单 公式 ， 虽 然 在 某 些 附 加 限制 下 这 公式 才 有 意 
义 , 但 因为 它 不 合算 子 DD 的 特征 向 量 和 特征 值 ,所 以 更 便于 应 用 . 
注 。 如 果 定 理 4 的 条 件 成 立 且 SpV 被 确定 ( 即 级 数 z (Ve, 
ex) 对 任 一 规范 正 交 基 收 剑 ) ， 那 末 


Sh G) = a/ det (1 + V) exp 全 ” (Br'Vx, x) } (4) 


成 立 。 根 据 第 五 章 $6 的 结果 ,因为 Spy 存在 且 SpY*V < co, 故 
二 次 泛 函 (BV, z) 关于 测度 a 可 测 。 为 证 式 (4)， 注 意 到 由 
SPV 的 存在 得 到 SpD 的 存在 ,因此 ,级 数 


È êr È) (1 + 20, D Gre e a 
WEA | 
VP. 是 在 由 eyes 张 成 的 于 空间 上 的 投影 算 子 , 那 末 


om 6 ° 
B= e 2 k.. = | Bzr e 2 
D Bn ay at= Dl G=, a) 
— (Br, e4) i] = 2 (Bz, e) 
k k=1 
— (Bix, ek) (Bz, BY Bi' B1e,)] 


= DCB x, e, — (Bz'2x, eX B BTX, er)] 
R=1 . 





一 lim > LCP Ba x, ea) — (PBP, ec ~ 
x CE Br'x; ex)] = lim [CP,B7 x, Bix) 
— (P,Bz x, BYBr'x)] = ((Bz' — Biri)x, z) ` 
= (BriVr, x). ` 
其 次 ， 
5 log (1 + 64) = log |det (I + D)| 


k=1 
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= jog idal] + BËDB7'® | = log [dal 十 了 )|。 
将 所 得 的 表示 式 代 人 公式 (2) 就 得 (4)， 


$ 5. 对 应 于 平稳 Gauss 过 程 的 测度 的 等 价 性 和 正 交 性 


我 们 考虑 在 区 间 [— T, T] 上 的 两 个 实 平稳 Guss EEC) 
各 (1)， 对 应 于 这 些 过 程 是 [一 7, T] 上 全 体 平方 可 积 函数 0) 
的 空间 ZIT, T] 上 的 Gas 测度 a 和 入。 考虑 有 内 积 
CG, y) = | (y Ga 
的 复 值 函数 空间 较为 方便 。 设 ERO = (O) 而 RO EIR 
EO 的 相关 函数 。 那 末 oi(* ) 是 测度 z; 的 均值 且 相关 算 子 Bi 由 
式 
Bi, y) =) | RG — Oy) deas 
所 定义 。， 本 节 的 目的 是 研究 这 种 特殊 类 型 的 测度 x TU əx 的 等 价 
和 正 交 的 条 件 . | 
用 Fi(x) 表示 过 程 EO 的 谱 函 数 : 
Ri CD = | ap Q), 
WIR EO 有 谱 表示 : 
f Er = ai @) + | edy), (1) 
其 中 y(4) 是 复 值 不 相关 增 量 Gauss PLE, B 
E |y) — yi) = LFC) — FOO. 
今后 我 们 将 用 到 空间 Yr， 它 由 可 以 表示 为 


ga) = Ë eitig() ds 


的 函数 gC1) 所 组 成 ， 其 中 pOL T, T]. 空间 Wr 与 
在 实 笛 上 平方 可 积 的 不 高 于 了 的 指数 型 的 整 解析 函数 的 空间 相 一 
致 ， 今 后 我 们 仅 在 实 轴 上 考虑 S 中 的 函数 ， 用 9, (FO) 表示 
在 距离 | 
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lal, = | 1014F) 
FORE, SA (已 ) 是 有 内 积 
(go ga 一 500) 可 CFA 


的 Hilbert 空间 。 首 先 研 究 有 不 同 均值 和 相同 的 R ( 的 过 程 所 
对 应 的 测度 的 等 价 性 和 正 交 性 的 条 件 . | 

设 RO) = R), al) = 0, wml) = a(2. 

ZAL SUB a MeSH EE k. e [— T, T] 
时 函数 o(2) 可 表 为 


a (à) 一 ECOL 2), 
其 中 BAES KLF) MERRER N 
“E CE, C.) = exp Í| b ay G) (2) 
dm, 
1 . . 2 . . 
一 ¿| [Par Q); (3) 
这 里 y,(2) 是 出 现在 ERO 的 谱 表示 式 (1) 中 的 函数 。 
证 。 首 先 设 a, 如 ， 正 如 由 $4 定理 1 所 得 
< (x) = exp {1 (z) — c), 
du, 
其 中 7 G) 是 依 测度 所 的 可 测 线性 泛 函 , c 是 某 个 常数 。 在 第 五 


章 $6 已 证 明了 [一 T, T] 上 的 平稳 Gauss 过 程 品 (9 的 所 有 可 
WREE! GCD 可 表 为 


ECD ~ | na), 


其 中 601)6 WCF). 为 找到 al), blz) ME <“ 之 间 的 联系 ， 
我 们 写 出 EO G : 园 定 时) 的 特征 函数 : 


exp fia (e)z 一 > #R(0)} = Eei 一 Eeto ëa ERG ')) 


= Eexp II [Ca + soem] dy (1) — ek 
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利用 Ek 一 0 时 对 所 有 Gas 变量 (包括 复 值 情形 ) 公 式 
l K, 
Eet = exp Ë Ez | 
RU. RH S G) 为 实 值得 


dyla) = dy(—2) 和 4F(—4)= 4dF (2); 
因此 | 


E {frea + izela} =E [Q + iee ®Jdy (A) 
x [ea + ize] dy, (—2) 
= E SLAC) + ize” ay (a| (一 + iee zy GD 
= | LACA) + ize tiel — a) H ze tdF (24) 


一 人 xD)K 一 Da 十 2 b (4) edF (4) 
一 =R, (0). 
REBI (C) 是 实 值得 
[Ga Q) = |2G5 2. = |D yG), 
因此 ba) = ¿(—1), b( 一 4) = G), B. 
oye pap Q) = | APARO). 


m | 
exp fiza (站 一 = R, (0) al = exp 三 c 
+ +J Js NAIF) + iz ass 
一 n ZR, (0) l 
HAH 


e= H| PURG), l= | ea QD, 
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于 是 我 们 证 明了 定理 的 条 件 的 必要 性 及 式 (3) 成 立 ， 
现 往 证 定理 条 件 的 充分 性 , 
设 式 ORE. RISANE A 它 关于 测度 a 绝对 连续 日 


密度 s 等 于 等 式 (3) 的 右边 部 分 。 我 们 证 明 ， 测 度 m AA 相 
等 ， 为 此 , 我 们 来 比较 它们 的 特征 泛 函 GUE A R a REZE 
SIA MURT). PA 

X,(z) = exp f; fa (z) z (2) de 


ood 
其 次 ， — 


G) 一 Eee 下 | OEO EE ECD 
= Eep [| [a+ z oera] dy (2) 
一 L| bar) = eef- H GO G) 
telpas J osos] >e] 
= apf iL 0 | BOD + Baa E Yd 


Hif oaf, ouno) 


= X, (z). 

因为 为 一 z, 所 以 m = R. 定理 得 证 

推论 ”由 定理 1 得 到 ,如 果 对 某 个 了 在 区 间 [ 一 了 ,了 ] 上 ,过 程 
ECORI E) + aG) 对 应 的 测度 ei 和 z 等 价 , 那 末 函 数 a G) 85 
能 扩张 到 整个 直线 上 ， 使 得 在 (一 00, co) 上 这 些 过 程 对 应 的 测度 
pr 和 pz 也 是 等 价 的 . 对 所 有 n TRA (2) 的 右边 作为 这 种 扩 
k, 

设 谱 函 数 POA) 存在 谱 密 度 内 1)。 设 ae(z) 是 上 述 所 说 使 测 
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度 ur 和 ps 等 价 的 a?) 的 扩张 .如 果 aO 是 函数 a*() 的 Fourier 
变换 , 则 
aCA) 一 bA fA). 

Eto IWE p R pw( 原 先 在 定理 1 中 所 考 砌 的 测度 ) 等 价 的 充分 
必要 条 件 是 函数 a (9) 在 (一 co 。 co) 上 存在 扩张 ， 使 得 扩张 函数 
的 Fourier 变换 Z0) 满足 关系 式 

jou 上 dà. < oo, | 

Aa) ` : 


可 取 C20- SN 
那 末 可 取 汪 0 作为 5 (Q. 
现 考 虑 过 程 EO, P= 1, 2， 它们 的 均值 同 为 0 但 有 不 同 的 


相关 函数 ROM RO. 用 表示 形 为 
T (T o. 
b (a, p) = EE, er Ca, Pdrds 


的 函数 5Ca, 8) 所 组 成 的 空间 ,其 中 中 是 在 [一 7T, 7T] x {一 7,7] 
上 平方 可 积 的 函数 。 用 VIC) ARERR 


Chis 5) = || hia, 8) (e, PAF CaA FB) 


FMEERERT, YIRE. 
定理 2 如 果 EHO 一 0,j 一 1, 2， 那 末 测 度 m Mm 3849 
的 充分 必要 条 件 是 SIC) 中 存在 函数 b (o, 8) 使 得 表示 式 


RG — $) — RG — s) = ||.-=*Ce, PFCa)ZPX) 
| (4) 
成 立 ， 此 外 ， 


BALD) = exp [|| Kas Pyare) an (0) h G) 
其 中 函数 9 (e, 8) 通过 下 式 
(2a, 938 JAFE) ~ ba, 7) — Blo, 7) (9 
与 5 (os 8) 相 联 系 ,而 i 
c = — la Eep {|) Ka, Dardan} D 
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证 ， 必 要 性 。 设 za ~ pp。 那 末 关 于 测度 pn 和 ps 的 可 测 线性 
泛 函 空间 是 相同 的 ， 经 (ja) = LZ (u) (关于 可 测 线性 泛 函 参见 
第 五 章 $ 6)。 正 如 对 EECA = 0 的 平稳 Gaus 过 程 EC) 所 提 到 
的 ,每 个 可 测 线 性 泛 函 1(&;) 可 表 为 
I(E) = | Kayay((a), 


其 中 ge WCE). ERMER? 时 已 构造 出 同时 成 为 S (pn) 
和 SG) 中 的 完备 正 交 系 的 可 测 泛 函 序 列 〈 这 泛 函 序列 是 
(Br r, e) 一 (x)， 其 中 cx 是 算 子 DD 的 特征 向 量 )， 
设 | 
ED = [aC 
tB Je 按 测度 ya 和 pn 的 正 交 性 得 ` 
0 = E | gua)ayi(o) [sayay (a) 
= | e (a) gn (a) dF; (a), k= m. 
TE | 
| leal (a) = 1, 
此 外 , 设 
NCParAe) 一 1+ a, 


由 $4 定理 2 得 <o $ 
k=1 


b Ca, = D ant) aCA) 
k=1 
并 证 明 Co, 8) 满足 关系 式 (4)， 考 起 函数 
$G, s) = || emma, 8)4F/(a)2F/(0) 


+ RC — +) — R,G: — š), 
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如 果 
z(a) 一 (ep dt, 


IMK 
| F s, sP) pls) dids 


= [fea 2C) Ce, 8)4F/(e)2F (e) 
+ | lela)l CaF (a) — 4F,(a)) 


R=1 
十 > 
k=1 


-| > eela) (CE) (PF: (P| 2P/(a) 


hea) ela) ap, (o) |' 





| za ala) aF, oF | a 








-S(t a | olara] 


x gile)aF (a) = 0, | 
利用 等 式 G+) = G, DRE G, = 0。 必要 性 得 证 . 
充分 性 ， 现 往 证 定理 条 件 的 充分 性 和 导出 式 G) 设 存在 函 
数 bC, ESF), 满足 式 (4)， 考 虚 积 分 算 子 
Fe(p) = È (a, Delad F (a), 
MEAC, -)€ %1(F,), SEE S T-38 o ,( F,) B3| 9Z”;( F.), 
这 是 容易 验证 的 ,只 要 注意 对 任意 有 界 函数 z, 


目 VEW r, 如果 bC, EA, 


IVI = || (a, BAF, dF, Cp). 


REES CF) LEWAT V REH SEK F. 它 是 有 平方 可 
* 517 ° 


积 核 的 积分 , 由 此 得 知 ， 它 是 全 连续 且 是 Hilbert-Schmidt F. 
以 ela) 表示 算 子 了 的 特征 函数 的 完备 正 交 序列 ,而 以 2, 表示 对 
应 的 特征 值 ， 那 末 
b Ca, 8)— X ngae) D< o. 
k=1 k=1 


按 z(a) 的 构造 ,函数 z(a) 在 orx F.) 中 正 交 。 现 证 明 ,它们 在 
WAP) 中 也 是 正 交 的 。 AOE AIT, T] 中 的 函数 序 
列 ,使 当 ” 一 co 时 在 WCF) 中 的 收敛 意义 下 


|: ata): — aa, 
那 未 
B É RKE = Op) PH) deds 
= f F RG- AO FO deds 
= (faa 2)| oas 
x af Pils )e~  dsaF (a)aF, (0). 
当 = ->co 时 取 极限 得 
je ; (a aF) 一 [ealo) ray dpe) 
| ~ jfae, Pela de PJA Fa) dF, (E). 
2038 £ = 了 时 | .. o 
||eç=, Pelaa: Ga) ap (8) = 0, 
FUH k = j 时 有 等 式 | 
jacea Co)aro) = [eae TEFC) = 0, 


因此 序列 gla) 同时 在 空间 9Z,( F) 和 S/( F.) 正 交 。 由 
式 (4) 得 ,2(c,p) 可 选取 为 ga p) = 5 一 c, 一 0); 此 时 可 选取 


gla) (E eela) = BC 一 5)， 在 此 条 件 下 , EE | 84 (oe)dyi (a) 
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是 过 程 5(D 的 实 线性 泛 函 ， 由 于 $4 定理 2 的 注 ; 有 吉之 加 和 


WUO) = fh > | aoo] 





— h(i + WI}, 
其 次 注意 到 由 于 第 五 章 $ 6 公式 (15), 下 式 


从 [a (a)dy, (| 一 !| 


k= | + Ar 
= || oa, Pay Co)ay (8), 








成 立 ,其 中 
Ka, P) = DTH mop). 
k=1 
完成 证 明 , 只 要 注意 到 
[oa yG, Dan) = Di a 


= bCa, 8) — b (a, £). : 





I OILO | 
k 


定理 得 证 . 
假定 谱 密度 
fi GQ) 一 FO) G =1,2) 


存在 ,我 们 引入 测度 等 价 性 的 某 些 充分 条 件 。 为 此 需要 在 F, 具有 
特殊 形式 时 关于 SF) 中 正 交 尖 的 一 个 辅助 结果 。 

引 理 设 大 (2) = |o (2), 其 中 EW ,和 g Q) E 
PLF) 中 任 一 正 交 基 。 那 末 

1 一 -T ts 
> la (OP < ey: . (8) 

证 。 由 于 ;在 % (FO 中 处 处 稠密， 所 以 对 RANEH: 
时 证 明 不 等 式 (8) RET. 在 此 假设 下 ANAE S mo F 
是 | 





CDm(D 一 | e Qa, 
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其 中 WELIT- s, Tts] AX 
MOTOMOTO TENTOON 
所 以 由 Parseval 等 式 
W WO $i G) dt 一 二 ökje 
因此 ，V2z pO 构成 S#,[—T — +, THs] PRR ë EX iË 
数 系 。 因此 由 Bess 不 等 式 得 


Ca 





TH in ? rt: —iur|2 
2z > P. ei Ppr (o| < 全 1e |?adz 
= IT 十 27， 
或 , 
2x > VeA < 2 (T + s). 
k=1 
引 理 得 证 . 


定理 3 设 p 和 = 是 对 应 于 有 BE O -0 和 谱 密 - 度 
1X4) 的 平稳 Gaus H EC), 1 一 1,2， 的 测度 。 如 果 存 在 函 
数 m(1)6 or 和 常数 c, < 使 得 不 等 式 


alpa) PS AA) < alla), (9) 
成 立 ,此 外 
|| = i A <, 
BRIER T WE a M a F. 
证 . 令 


IA) = lL, 
7, G) 一 pox BAD SAA) 


. haJ hO) < h(2), 
7, (2) = po + GQ) 一 ha); hO) > AA), 
ha); pC1) < (2), 


7 (a) = A haJ pG) > AA); 
5 hO) < tO). 
用 Ga, i= 1,2.3, 4 表示 在 [一 了 , T] 上 分 别 有 谱 密度 (14) 的 
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平稳 Gauss 过 程 所 对 应 的 测度 ， 由 于 所 一 Bia Ba j= 1, 

(独立 过 程 的 和 的 谱 密度 等 于 被 加 项 的 谱 密度 的 和 ) ,所 以 ， 为 证 明 
p 和 m E RR A — A k i ñ, i= 2, RET. R 
后 的 关系 对 j = 2 和 i = 3 证 明 是 相同 的 。 我 们 用 FO) 表示 有 
谱 密度 (4) 的 谱 函 数 。 设 {gi a Z, (F,) 中 的 任意 正 交 


基 . 令 | 
lia) 一 ha) = hC), 


ha) 
那 末 根据 引 理 得 


并 [TecopzgiGD) — | eaaa] 
k=1 
= >|| PAC GD] 
k=1 
< AOLO SOKOL 


TH laa 


ron), 设 了 是 AF) 中 的 对 





(因为 OO <| 





称 算 子 ,满足 
(Vz, e) = | EOAR). 


>(v — Iler g.) < c 


k= 
成 立 。 由 这 式 得 知 ， EIV- IÆ Hilbert-Schmidt AF, 
设 g | 是 算 子 了 一 工 的 特征 函 煞 序列 , 而 wx ER ARRE. 


那 末 由 于 > ak < co ,所 以 函数 
k=1 
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bCa, 8) 一 X) argo)g CE) 
. k=1 


被 确定 且 属 于 A F). DL R, 表示 谱 密 度 为 h 的 过 程 的 相关 函 
数 , 以 DA) 表示 函数 e”, |,| < T CET SZ KFD. BWK 


RO= 3 — RG — s) = | AURA) — aF, (1)) 


= ([V — l]#,, p) = DOV — 1]$,, grX gts D) 


k=1 


-= > ald., Bi) gh» p) 
= D aafe BAPA] ee PAF, (8) 
k=1 ` 


= (| ua, BAF Ced P CE). 


为 完成 定理 的 证 明 余 下 只 需 利用 定理 2, 

EE. 在 满足 

Aa) 1 一 
| < k=l? 
“J 寺 限 测度 的 集合 A 上 ,不 等 式 (9) 可 以 不 满足 。 事 实 上 ,在 此 情 
形 可 以 引进 测度 er, 它 对 应 于 有 满足 不 等 式 (9) 的 谱 密度 A): 
cilla)’ ¿€ A 
的 平稳 Gauss 过 程 。 那 末 
haJ- fF Q] f) — EADP 

II TEN Ja < o, I! FO) Ja < =, 
因此 e ~ar, m et Nl m pm, 

现 来 寻求 在 假设 pG 1)2 f (2) 下 测度 m 和 ps 正 交 的 充分 


条 件 。 首先 考虑 OD) ~ — 的 特殊 情形 ， 设 入 等 价 ， 


根据 定理 2 可 以 断定 存在 函数 上 (4c, 8), 使 
9 532， 








R.Gz -— s) — R,G(: — :) = ese 8) e ; d 








@ 1 + # 
B 
2 da _ dp 
j Ko Di i pipo 
由 于 函数 
B 
Kas 2 1+@ 
是 于 广 可 可 ,所 以 存在 i 
"A [Raz( 一 ) 一 RG -2 f | 
且 ， 


GH OL _ 
za; LR s) — R,G: — $) 


一 ja Žr £ E to Bdadp. 
令 RO) 一 RG) 一 RC), 我 们 得 


| | LR (t — Yd + ds 
-T-T 
= + LRP IZT — r|d: < co, 
4 J—r | . 
利用 
[E ROPT =a = [V št Aa) 
一 2 ， 一 (e = 8) 


e° J 一 oo 


— ACAYIP) — h(8)1daa8, 





以 及 等 式 

1 2 

YOSSSSES 
我 们 发 现 , 当 

ha) 一 = 时 
由 测度 的 等 价 性 得 
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i in? Tla = B) pla) — hla) 
-æ (a— B) hla) 


x KATAU dad < co, 


因此 ,如 果 对 某 个 了 0 
| | sin’ T (a — £) h(e) — h (e) 
-0 《ea 一 6) hla) 
x k t) dadp = 十 oo， 
所 以 对 应 于 [一 T, T] 上 的 平稳 Gauss 过 程 的 测度 和 pw 在 条 
1 本 
件 AC) 一 Ipa 之 下 是 正 交 的 . 
上 述 全 部 论证 仍然 有 效 , 只 要 对 于 某 些 c, 和 c, 不 等 式 


ay Aa) 


= 0 


一 oo 








Ità 1 + 2 
成 立 。 
现 设 pU 是 不 高 于 s 的 指数 型 整 解 析 函 数 , 满足 
° dì 
E + 22) |p a)l? 


设 对 于 某 些 CL 和 cs 谱 密 度 Ca) 满足 不 等 式 


<f a) S —— 
k COSC T wO 





(1 + 2)|@ (2) 


EG) 一 W 4)dy (2), 
其 中 yi(2) HERA (1) 所 定义 。 易 见 me WCF), KERF 
列 
WA) 一 | hu ed 
EESE) 中 收敛 于 AA) RE 
EG) = lim fe | hududa) À, 
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= bm| Ez + uh Ludu, . 


因此 过 程 EO 在 [LT —;, 7 十 中 上 的 值 确 定 了 过 程 
ËG)#E[—T, T] 上 的 值 。 过 程 EO 的 谱 密度 等 于 
JC) = Gap A, 
因此 


_— A _ < 1y< — 
Itay < ( )< ru 





hoh == A 一 A 
h L 
根据 以 上 证 明 ,如 果 
sin °T Ca —p)hla)— fila) hll) 一 - ACB) 
| (a—pY ` (a) (8) dadp to, 





(10) 
则 测度 a 和 a, 正 交 。 然 而 此 时 测度 <, ,和 pz 也 是 正 交 的 。 最 后 
指出 ,函数 《1 + ip) 也 是 不 高 于 * 的 指数 型 整 函数 。 因 此 
我 们 证 明了 
定理 4 如 果 a RL 是 对 应 于 I-T, T] LEWE hQ), 
j= 1,2 和 均值 为 0 的 平稳 Gaus 过 程 ;而且 存在 不 高 于 s <TH 
指数 型 整 解析 函数 ， 使 对 某 个 a > 0 和 o > 0 不 等 式 
e, < ICAC) sa 
成 立 , 则 由 关系 式 
(位 (T — s) Ca — 8) hla) —h (a) 
(a — 8y hæ) 
x EE daag 一 十 co 


推 得 测度 mm 和 pw EX, 
E. HEA a> 0 函数 


1) 我 们 假定 pi 是 对 应 于 在 区 间 [一 7 -1T + s) LHE SU). 
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q (2) -| (191* + DE 


Rh m>at1) HE 


ê < inf (we 1 十 TTE) 


< up (pCOF I+ TE) 
函数 p (4) 是 不 高 于 me 的 指数 型 整 栅 数 。 在 验证 定理 3 
和 4 的 条 件 时 可 以 利用 这 类 函数 


推论 mE fMh) 是 有 理 分 式 障 数 ， 那 末 测 度 a 和 
m 等 价 的 充分 必要 条 件 是 


< oo, 


m BOL = 1. 
= AG) 


W. WR AaS 0， 则 pa 为 上 注 所 给 出 的 形式 时 ,无 论 
是 定理 3 还 是 定理 4 对 于 Ca) 相应 的 条 件 成 立 。 如 果 


lim G) = 1, 
sara f(a) 
则 


并 能 利用 定理 3, DRARAKAR, TERE, 如 果 AO) 
28 0, 则 可 用 满足 闵 (2) > 0 和 
im (APG) 一 1 


BJ fra) RE fa). 


$6. 对 应 于 MapKoB 过 程 的 测度 
的 密度 的 一 般 性 质 


设 在 某 个 数 集 工 上 给 出 两 个 随机 过 程 世 (7) 8 #, GO, = 111 
取 值 于 某 个 带 有 可 测 集 的 5 代数 % 的 空间 有 上 ， 设 了 是 由 
(~, TNT 上 的 柱 集 所 产生 的 "代数 ， 我 们 用 好 表示 定义 
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在 "代数 S, 上 对 应 于 随机 过 程 8;(z) 的 测度 ， 用 pi 表示 oP. R 
t < x, 和 . . E I 
e (&(:)) = “5 (5.)), 


dp, 


那 末 对 所 有 Tr 也 有 友基 ,而 县 
pe (EC) = T CEC) =E (o5 (-))|S,), 


其 中 条 件 期 望 是 在 概率 空间 {FA ), So, u} 上 取 的 ， 其 中 
FÈK) EENET LRF 么 - 的 全 体 函 数 的 空间 。 易 见 , 过 
E (eo S.) Eh ,满足 条 件 Ep, 一 1. 另 一 方面 ， 所 有 满足 条 件 
Ep. 一 1 的 非 负 著 , 对 某 一 对 过 程 EO MEO 来 说 ,可 表 为 三 关 
于 皮 的 密度 。 对 任意 过 程 这 个 结果 均 正确 是 不 大 有 意义 的 。 如 
REE EG) MEO 是 更 窄 的 一 类 过 程 中 的 过 程 时 ， 将 会 得 到 更 
有 趣 的 结果 .。 在 这 一 段 我 们 将 讨论 两 个 过 程 都 是 Mapo 过 程 
的 情形 ， 

REIO 和 EO 是 定义 在 区 间 la, b) 上 取 值 于 可 分 距离 Z 
CR, A) 的 Mapkos 过 程 (% 是 Bored 集 的 代数 )。 用 F ias 
表示 定义 在 la, 8] 上 取 值 于 .用 -的 全 体 函 数 的 空间 ,而 用 竺 so 表 
示 由 柱 集 记 产生 的 ， 多 ta 的 子 集 的 代数。 设 piito,m( 4) EE 
XE Sen 上 由 过 程 £; (2) 在 条 件 Ela) = x 下 转移 概率 所 构造 成 
的 测度 ， 由 过 程 的 Mapkos 性 质 得 知 ,对 形 为 A= A, A 4; (A, 
和 4 分别 是 和 oa 和 SL, 中 的 柱 集 ，A; 是 S. 中 的 柱 集 , 即 形 
HAC): Cee E} 的 集合 ) 的 柱 集 , 式 


en (A) = |, roa dss ada 1) 


成 立 , 其 中 pls 是 对 应 于 [a, c] 上 的 Mapros 过 程 &; (z) 的 测度 
(是 一 个 多 wa 上 的 测度 ), 而 za (A 4) 是 由 等 式 

pia A); Ar) = ph A, A) 
所 定义 的 测度 〈 它 是 一 个 关于 A, 在 Sia 上 的 测度 )。 我 们 指出 ， 
4n .4404 是 池 oo 中 的 柱 集 : 它 包含 所 有 这 样 的 函数 +); x(.) 
限制 在 [a, cl, Ic, c] 和 fc, b] it, SIEF dis A. 和 A. 类 


sa527。， 


似 地 定义 ANA. 现 来 建立 一 个 辅助 结果 。 我 们 记得 ， 如 果 存 
在 一 集合 序列 Ais A,, "使 得 o 代数 & 与 包含 所 有 集合 Ar 的 最 


小 代数 相 一 致 ， 则 称 E 为 可 分 的 


DE iz (2.9) RT (S , CE) 是 两 个 可 测 空间 ，p 和 jw 是 
A 上 的 概率 测度 。 和 对 每 个 ze 2” 给 出 6 上 的 概率 测度 p (z, 
C ) 和 (z, C )， 使 对 每 个 CE ç, vz, C) 是 8 可 测 . 利用 等 式 


m (B x C) = | pAdx vax, C), Be %, CE €, 


定义 x CERME m MEn < = 及 存在 可 分 "代数 @ 使 
按 测度 ww 对 几乎 所 有 *， 它 按 测度 w(x。 c) 的 完备 化 包含 5， 那 


K m < m, 且 按 测度 pw 对 几乎 所 有 z 有 w(x, e) Kal 


证 . + 
ole, y) = SB (z, 9), 
那 末 对 所 有 B e 8 qL C e €, 我 们 有 , 
m (B X C) = | [È <=, xC, a| mlar) 


(69) a, 
ee 人 


取 C = 多， 我 们 得 
多 (z) 一 Í. olz, y)x (z, dy). 
利用 (2) 和 (3), 可 得 
m (B x C) = | ><, C)m( dx) 
= | | Z=, res dy) dr), 
其 中 | 
Kasy) = pas || or yolas dy")| 
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x [Í| Kes yae, a| mer). 


(2) 


(3) 


(4) 


因此 , 榨 测 度 w 对 几乎 所 有 =, 对 每 个 C 式 
va (2, C) = | Eles yu Ce, dy) (5) 


成 立 ， 
iz Ci 是 生成 @ 的 集合 序列 。 那 末 可 找到 集合 p*c%, (8 
Wa(B*) 一 1 Bx ze B* 及 每 个 Ci 


nasca) = | EC yu Ces dy) 


成 立 。 但 此 时 对 所 有 Ce @ 等 式 (5) 也 成 立 , 因此 , 这 等 式 对 G, 
关于 测度 s(x,，) 的 完备 化 中 的 每 个 Cc 也 成 立 ， 引 理 得 证 . 

我 们 指出 ,对 取 值 于 可 分 空间 的 随机 连续 过 程 来 说 ,总 可 以 找 
到 可 分 o 代数 胖 〈 在 过 程 自 变量 的 定义 域 的 可 数 处 处 稠密 集 上 的 
柱 集 所 产生 的 o RARE) ER P 按 对 应 于 过 程 的 测度 的 完备 
化 包含 3。 应 用 已 证 明 的 引 理 于 由 等 式 (1) 表示 的 测度 niso R 
们 得 知 , 按 由 Ee) 的 分 布 所 决定 的 测度 对 几乎 所 有 *， 有 

site < Hhiobh 
用 prea 表示 测度 pi 关于 Haa 的 密度 ， 如 果 在 这 个 密度 的 自 变 
HHH E G) 来 代替 (我 们 假定 ,所 有 的 过 程 5;(z) 是 定义 在 某 个 因 
定 的 概率 空间 {9, 8, P} F). 类似 地 , 用 o, 表示 (有 同样 的 
自 变量 ) 测 度 eon ATF yaoa 的 密度 。 那 末 由 公式 (1), 引 理 和 
式 (4) 得 式 
Piob) 一 PleawcID se), [eb], (6) 
用 S, 表示 概率 空间 (O, 8, Py 中 当 z€ [e, 8] RE EC) 所 
生成 的 代数 ， 变 量 preci 和 psieo 分 别 对 Bio ABe TW, A 
区 闻 Lla, z] 的 任意 分 割 : 
a = & < # < KRF. 

由 式 (6) 得 


k-1 
Piai) = Piroti] li PEG intitile (7) 
pe 


我 们 利用 式 (6) 证 明 如 下 定理 : 
定理 1 WR EG) RL CO 是 随机 连续 Mapo 过 程 ， 那 末 
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联合 过 程 (EG); pan) bE Mapo 过 程 ， 
证 ， 只 要 证 明 对 两 个 变 元 x € 2 和 5: 22 的 全 体 有 界 连 续 
函数 Krss), H a< <: 时, 式 
EEG), Piet) | Bta) = EGCC), Pia DECA) Pias I)e 


(8) 
成 立 就 够 了 ， 


由 于 pw = Pisonis 所 以 
KEC), Ptal) = PCE), Plan JPEG») 
其 中 p(x, s.s) EZX RXRA EA 5UESEDR SK. AE 
Plx, srs n) = plr, 5) p(s), 
那 末 利用 PEG), Pron) 关于 Bu 的 可 测 性 及 E G) 的 
MapkgoB 性 质 , 我 们 有 
Elp), Prato (ou) | Št) 
= p (Piat JE Cp EE), Prent) Bta) 
一 中 ( pian DE CAROFF Paitr) | EC 4)) 
=E Cp par) P(E) , phutu n |Ë ), Prat1), 
WAR (8) 的 两 边关 于 f 是 线性 的 ,而 形 为 
Ecepex, 52)pbals) 
的 线性 组 合 可 以 逼近 任意 连续 函数 ,所 以 我 们 证 明了 式 (8), 定理 
得 证 . 
注 。 设 对 所 有 ¿c [a, b] 和 区 间 la, 可 的 分 割 公 式 (7) 成 
立 , 其 中 pw 和 pg 是 分 别 关 于 Sa 和 got 可 测 的 
变量 。 那 末 , 如 果 E (2) 是 Mapkoa 过 程 , 则 过 程 吕 ( 也 是 ,而且 
过 程 EO 的 转移 概率 由 等 式 
PO, z, hs 4) 一 E (XCEL) Proteo l ECA) Jsa 
所 确定 ， 
事实 上 ,对 A 中 任意 一 组 集合 Ao: 4 有 
Ex, a) `X, Gat)) 


k 
= Ex, CEC t Derant JI ZEP) [ti-i äl 
j=2 


* 5304 


k-i 
= Exs E(t))pr a [I Xa LELI Preje eor 
` j=1 
X ECX aE) pacar ta Biorg) 
k-1 
= Ex, (E 411))pwn [Í XZ, E11) oso, Dian 
j= 


X POC Etr- )s ts 4.2. 

由 此 式 得 所 要 求 的 结论 . 

现在 考虑 按照 过 程 E, O 和 总 (的 转移 概率 构造 函数 Prane 
同时 还 得 到 对 应 这 些 过 程 的 测度 的 绝对 连续 性 的 某 些 充分 条 件 . 
由 引 理 得 到 ，p 关于 扬 的 绝对 连续 性 蕴涵 ， 对 £, 《2) 的 分 布 所 决 
定 的 测度 和 几乎 所 有 z, XPE LC 的 转移 概率 POG, x. , A) 
《作为 4 的 函数 ) ATARE E (O 的 转移 概率 P'(2, z, s, 4) 的 绝 
对 连续 性 。 令 


pis rs sy) = Pears e) ç) (9) 


dPOY I, x, s,*) 

(如 果 对 于 给 定 的 x，P@ 关于 PO 不 绝对 连续 ， 那 末 p 表示 P 的 
绝对 连续 分 量 关 于 PO 的 导数 )。 其 次 设 eO) 表示 E (a) 的 分 布 
关于 ë (a) 的 分 布 的 密度 。 如 果 a = a< 1 < …' 二 和 一 入 是 
[a, b] 的 某 个 分 割 , 则 


PLEAD TT Pirs Et) tas E110)) 
R=0 


与 测度 P 关于 pf” 的 密度 相同 ,其 中 pf 是 测度 pi 在 0 代数 
Sa 上 的 收缩 ， 而 A, 是 变 元 z 的 有 限 集 :As = {os hstta feh, 
如 果 AsCAhrts 则 存在 极限 


(m) 
lim p” = im A (SC )) 


n>» duj” 
【以 概率 为 1). 如 果 





A= UJ A, | 
在 La, b] 上 处 处 稠密 ,而 过 程 品 (5) 随机 连续 , 那 末 4 按 测度 pn 的 
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完备 化 包含 S 且 因 此 lim e" 就 是 Otadle 


定理 2 设 POG, z. s, Ad). i= 1,2、 分 别 是 定义 在 la, b) 
上 的 MapKoe 过 程 E CO 各 (2) 的 转移 概率 。 如 果 下 面 的 条 件 
成 立 : 

a) so) 的 分 布 关于 所 (ae) 的 有 密度 为 oo (z) 的 分 布 是 绝对 
连续 的 ; 

b) 对 所 有 rE 如, a<: < < b, WE POG, we +) Š 
于 有 密度 为 pC:, z, s, y) 的 测度 PPCG, s,s,，) 是 绝对 连续 的 ; 

c) 存在 常数 c, 使 


Í log plz, Ty $, POC, Ta Sy dy) < cks 一 1); 
INRE m 关于 p 绝对 连续 且 
dm . 
da ECD 


= im eke)) T] Cne ECDs taris BC) C10) 
其中 
和 集合 
HERH: 


a = tp Z ee < in = b 


An = (z, k = 0, .... n) 


A,CA,. E Ut 


在 la, b) 中 处 处 稠密 。 

证 。 引 人 人 过程 5(z)， 它 的 转移 概率 与 过 程 E, Ge) 的 转移 概率 
相同 ， 而 Ca) 的 分 布 与 5(a) 的 分 布 相同 ， 设 a, 是 对 应 于 过 程 
EG) 的 测度 ， 而 pj? 如 上 所 述 是 测度 pi 在 o 代数 分 ,, 上 的 收缩 ， 
如 果 A, = {iao k = 0,.……,w}。 那 未 , 易 见 


Z” CECY) = pd és (a)), 


ds” 








Py ?一 
e EC) = Tolar E (z, D> aktis Elink) )e 
1 k=0 
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显然 (n) 
lim (8a)) = pd Es a)), 


n sodu 


并 且 以 概率 为 1 存在 极限 
lim TI pnks P G) tattis EC fna )). 
n° ¿=o 


用 p' 表示 这 极限 为 要 a, < x 成 立 , 只 要 Er = 1 成立， 


由 于 $ 1 定理 2 的 注 , 只 要 表示 式 


n—1 
la = E IÍ e Cinks EiCtnk)s faktis Ei (tsk41)) 
k=0 


n-i 
x log II PCak Elink)» fnktis Er( tnk+1 )) 
k=0 


有 界 就 够 了 。 利用 等 式 
E (plins ECs) lnktis Elta DIEC n) = 1, 
我 们 得 


n—1 


I, = E I! P Cinks ECan)» fnk+19 EC taka )) 


k=0 


n-i y 

x > log pl ks Ei Prk Ys nktio El (C1441)) 
k=0 
#—1 !—1 


=E >; > Pisk» Eltak)» Ink+is Elaa )) 


1=0 k=0 


x | log plin1, Elta), lnliiy yP š, 


s-i 
x Cint) tnts dy) <c >; (taa = ta) 
i=0 


= c (Ó 一 a). 
于 是 ， Ha < i, m s. 因此 ， Ia < ps 
公式 (10) 是 式 


dm 2 dun 
dri du, du, 
的 推论 。 定 理 得 证 ， 


为 此 
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现 来 考察 构造 Mapo gE s a) 的 问题 ， 使 它 对 应 的 而 度 
LATARA Mapkos PPE š, (a) 对 应 的 测度 z, 是 绝对 连续 。 

定理 3 jk ara <: <, = b ERM [a , b] BS 2y #ll 
序列 ， 使 得 集合 A,= {tsk = 0, -03 n) 构成 递增 序列 且 
U An Æ la, b] 处 处 稠密 。 设 对 每 个 = 给 出 x,， y 的 可 测 函 数 


a, (z, Xa Sy y), Xs y€ £$, a <: < ; < à, 满足 条 件 : 
1) 在 依 概 率 收敛 意义 下 存在 极限 
n == lim >, aa(zaks Eia)» lnk+19 Etak) 3 
2) 按 x 一 致 地 有 
|a, Ga, Xs 55 PYG, Xs $s dy) = O(s 一 1); 
3) 对 每 个 z; K, 
ernie pm, Xfnkriy dy) = 1, 
那 末 在 Sun 上 由 等 式 
mA) = Ex ,C5( ))e’ 
定义 的 测度 = Æ La, b] 上 对 应 某 一 Mapo 过 程 。 
证 。 首 先 证 明 ,测度 心 是 概率 测度 。 即 Ee” 一 1， 设 
la 一 > Cntnk, E Gak) fnk+tis Eline) o 
X=0 
那 末 由 定理 条 件 3) 得 
r n-i 
Ec 一 J Pis.(a) € dxo} III ela nki nke Eki) 
《20 
x P” Cisko Xkə 了 nk 上 +i3 dzin) = 1。 


Een ]n es = Eeng, 


n—1 k—1 
_ >) Pte(c)e dxo} | etnaj njoj 
=U j=0 
x P% (taja Tis trinidat) entants, 
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因此 ，Eerln ce” 有 界 ， 这 就 是 说 ，ew 关于 ”一 致 可 积 且 在 式 
Eer 一 1 中 可 以 将 极限 号 搬 人 数学 期 望 内 。 为 证 明 测度 对 应 
于 NMaprop 过 程 ,我 们 考虑 函数 


n (D = lim > An Cno Ein)? nk+is AORTO) 


S t,k<t 


《了解 为 依 概率 收敛 意义 下 的 极限 )。 现 证 明 对 所 有 sé La, b], 


这 极限 存在 且 等 于 
ln E (ce7| Bion) = lim In E (en | Bion) 


《由 于 e" 一 致 可 积 , 极限 可 以 取 进 数学 期 望 内 )。 
当 z€ UA, 时 ,有 等 式 | 
Na (z) = >: On Cini» Ei Cta) Inkt’ Eliata) ) 


Inks! 


== In E (etri Yr0,n ), 
因此 当 tE U A, 时 ， limn, 存在 ,但 如 果 fai < t < nitis 则 


In E( esa | Bio) 一 >; Go tnks Etat)» tartis Ea fag+1)) 


takti 
= |n E( etrapna nji nD Bo). 
由 条 件 2) 和 3) 得 , 当 ?=~>co 时 ,对 ;一致 地 有 
Eea nin oti nt la (ti Eni Jatni Eni) —> 0, 
利用 exp le,(z,;, Eni )s ts Etin) 关于 = 一致 可 积 以 及 
依 概率 收敛 于 1 可 得 ,在 依 概 率 收 化 意义 下 
In E (“sC api nP ne iaia) | B10 ) — 0, 

1 (z) 的 存在 性 得 证 ， 设 se 一 < 一 和 praa = expín(c)), pt. = 
exp (CD — (e). 显然 , pewsi 关于 Bia 可 测 。 借助 于 定理 1 
的 注 ,我 们 得 证 定理 ， 

现 考 虑 ë (2) MEO 是 定义 在 [a, b] E, Ea) = 0, 有 独立 
增 量 的 随机 连续 过 程 这 一 特殊 情形 , 设 区 间 læ, BP]Cle,6], a 
表示 !€ læ, 8] 时 对 应 过 程 8;(2) 一 ë (a) 的 测度 。 R, pw < pa 
推 得 Flo, < Fm， 设 Bto,g 表示 由 变量 EU) — # (a), z€ la, 
PF]， 所 产生 的 o 代数。 变量 
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ae CE.) 


ESen 可 测 ， 取 区 间 la, 0] WERIN: a= n< n < < 
5 = b. 考虑 可 测 空间 CF uenn Susan) 的 乘积 和 在 其 上 的 
乘积 济 度 


由 El 是 独立 增 量 过 程 得 


3 
k 
> 
内 


x C) = 5 x (n) + Xml)» Im < 1 S fmu 


py 


(JEF uns z (Ó e ER 
将 空间 CF upad Stp) BIRREA (F tasis Sua) 的 双 
方 单 值 可 测 映射 将 这 乘积 测度 映 为 测度 a AE 


s (aC) ~ TUE EC). 


BUtkotk+4] 
上 式 中 右边 的 因子 是 相互 独立 的 。 设 测度 z 和 pw 等 价 。 那 末 这 
密度 是 正 的 且 最 后 的 乘积 可 取 对 数 。 因 此 得 
定理 4 为 使 


_ da, 
Pion 一 uN EC) 
是 对 应 于 定义 在 [a, 4] 上 的 独立 增 量 过 程 的 等 价 测度 的 密度 的 充 


分 必要 条 件 是 ,联合 过 程 (E.G). apen) 是 独立 增 量 过 程 , pton 是 
Bie 可 测 和 等 式 Epen 一 1 成立, 
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第 八 章 Hilbert 空间 上 的 可 测 函 数 
$ 1. Hilbert 空间 上 的 可 测 线性 泛 函 和 算 子 ” 


我 们 考虑 定义 有 测度 & 的 可 测 Hilbert ZE (2,8). 定义 
ERX 上 的 所 有 连续 线性 泛 函 上 xz) 显然 是 到 可 测 的 。 我 们 已 经 
知道 ， 如 果 对 所 有 *， 连 续 线 性 泛 函 序列 /。 (z ) 收敛 于 某 极 限 
l (xz)， 则 这 极限 也 是 22 EERE., 然而 ， 如 果 要 求 
l (z) 不 是 对 所 有 * 有 极限 ,而 仅 在 &(D) 一 上 的 集合 D 上 有 极 
BR, 情况 会 有 所 不 同 。 将 这 样 的 极限 函数 称 为 8 可 测 线性 泛 函 是 
自然 的 。 作 为 可 测 函 数 的 极限 , 它们 也 是 S 可 测 的 。 由 关系 式 

lim /1s (ax 十 8y) =a lim fa(x) + glim I,(y) 

TZR. (x) 的 定义 域 D, (假定 它 在 极限 存在 的 地 方 有 定义 ) 是 
一 线性 流 形 旦 ix) 在 D, 上 是 线性 (可 加 和 齐 次 ) 证 函 。 今 后 将 孝 
虚 对 空间 .2 的 所 有 特征 子 空 间 工 有 a (L) = 0 的 非 人 退化 测 
度 。 由 于 D) = 1， 所 以 D, £ $ RAR. AE, 如果 IK) 
是 上 面 所 说 的 意义 下 的 可 测 泛 函 ， 那 末 : 1) 它 定 义 在 男 可 测 线 
性 流 形 Di E, E CDi) = 一 1 2) i(x) 是 名 可 测 函 数 ; 3) 1(z) 
在 D, 上 是 线性 的 。 为 要 I)E u- 可 测 , 这 些 条 件 也 是 充分 的 . 
这 可 从 下 定理 得 到 ， 

定理 1 如 果 函 数 ! (x) 满足 条 件 1) 一 3)， 那 末 存 在 连续 泛 
RES] i,Cx), 使 得 

I(x) 一 lim ax)(modp), 








O 本 节 的 定理 1 和 定理 2 在 本 书 第 三 卷 英 译 本 1979 年 版 的 附录 中 进行 了 改正. 
现 本 节 正 文 仍 按 原著 译 出 , 而 英 译 者 对 本 节 的 内 容 的 改正 将 附录 于 本 节 之 后 ， 
供 读者 参考 ， 一 一 译注 
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证 .我 们 构造 连续 泛 函 序列 1, (z), MES KUNI z W Sk T 
IG), 因为 从 这 序列 可 选取 按 测 床上 几乎 处 处 收敛 的 子 序列 ,这 
就 是 定理 所 要 证 明 的 。 设 S= {x: (x)| < ck. 因为 

lim (D, 一 S) = 0, 

所 以 对 每 个 s > 0 可 找到 c 和 紧 集 KCS., 使 得 AD — K) < s. 
不 失 一 般 性 ,可 以 认为 玉 是 凸 的 和 对 称 的 ， 因 为 S, 就 是 这 样 的 集 
合 。 我 们 用 Z 表示 集合 KK 的 线性 包 络 且 在 丝 中 引进 范 数 使 
得 到 变 成 单位 球 。 选取 开 使 得 % 在 此 范 数 《为 区 别 于 S ”的 范 
数 , 将 用 | .| 表示 ) 下 是 完备 可 分 的 。 泛 函 !x) 是 在 S 上 的 有 
界线 性 泛 涵 ,于 是 它 在 范 数 1: | 下 连续 。 由 于 KK 的 名 可 测 性 ,我 们 
BL 的 全 体 Bord 集 为 8 可 测 。 HL ERL 中 的 Bord AJ e f 
数 ,用 x 表示 测度 & 在 上 的 收缩 。 可 以 在 S# 中 找到 紧 集 ,使 
K,CK 和 A(K — K,) <e. MEPA r) Æ K, 上 是 通常 意义 下 的 
连续 函数 。 设 rz > r Ñi z, € Ki。 那 末 , 这 序列 在 S 中 是 紧 的 且 
有 唯一 极限 点 ro。 因此 在 S€ 中 z,— xa, AM Crn) — 1xo)， 由 
I (x) 在 紧 集 KK; 上 的 连续 性 得 一 致 连续 性 ， 因 此 对 所 有 p > 0 可 
找到 5 > 0, EH r, y€ K, MNH |z 一 y| 二 5 得 不 等 式 |1 (z) 一 
I(y)| 二 p。 设 N 是 有 限 维 子 空间 ,使 NK 构成 ,中 的 8 网 .用 
Ia) RR Ia) 从 N( 在 整个 有 限 维 子 空间 NC SZ Er) 连续 ) 
到 整个 Z 不 改变 范 数 的 扩张 〈 按 Hahn-Banach 定理 , 这 样 的 扩 
KEE) 显然 ， 这 样 的 扩张 保持 连续 的 模 数 ， 就 是 说 , 当 |: 一 
y| <ó BJ IG) 一 In(y)| 二 p。 因此 对 z€ K, 

li (z) — IG) < Jne) — Iul + [Cx) — L(x)|, 

其 中 =€ N 满足 |z —='| < 5, FEH x€ K, 时 ， 
linl) — I(z)| < 2 p, 
于 是 ,对 给 定 e> 0 和 p > 0 45 HE Ez E ba s 
px: Uul) — IG)] > 201) < 2, 
定理 得 证 。 

推论 mE) 是 可 测 泛 函 且 Z, EA RATZ EF A, tE 

LED BU sZ, EX 中 秽 密 ,而 Ps £ Z, 上 的 投影 算 子 ， 
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W ICPa) RIE e AF Ce). 

这 可 从 如 下 事实 得 到 。 可 以 从 序列 SZ , 中 选取 子 空间 作为 
上 定理 证 明 中 所 说 的 子 空间 N. Hl (Psx) 的 不 改变 范 数 的 扩张 
可 以 构造 出 ， 

为 构造 出 全 体 4* 可 测 泛 函 的 空间 ， 利 用 测度 4 的 特征 泛 函 是 
方便 的 。 设 连 续 泛 函 序列 《zw。x7 依 测度 上 收敛 于 某 个 可 齐 泛 函 
1x)， 那 末 对 所 有 实数 : 


lim exp{it (z, — zas +)} = L 
因此 ， | 
lim ole 一 2m)) 一 lim exp{is (z, — z,,s *)} 
f x a(d) = 1. a) 
设 


1 
Ko) = |a — oG) y di 


那 末 序列 Cen, z) 依 测度 4 收敛 意义 下 极限 存在 的 充分 必要 条 件 
是 





lim Ce, — 3m) = 0, 
这 条 件 的 必要 性 由 (1) 和 积分 号 下 取 极 限 的 定理 得 到 。 为 证 
明 充 分 性 ,注意 


kz) 一 人 | 一 ee) dt | plar) 





= a| 0 — en)par). 
因此 对 任 一 > 
Atr:1(zs 一 zoom > 8}) S Èk Cea — mC — e"), 


由 此 得 (gn x) 依 测度 e rey, 
因为 


kat aa) = r | GQ — ieentte9i) a (gz) 
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< "| (1 — eioi) AKC 


< <| (1 一 ein u (dE) 


~ 


+ [G — eme )u(de) 


- 


_ kC) + A(Cz)， 
所 以 P 可 考虑 为 具有 距离 
r(z, y) = k(x — y) 
的 距离 空间 。 
设 过 表示 在 距离 + 下 2 的 完备 化 ，. 安 中 每 个 元 素 可 以 
MEA A WR IG) 联系 在 一 起 : 如 果 在 2 中 存在 序列 sas 


使 r(z,, Z) -> 0， 且 依 测度 z, (en, r) IC), R z 用 
L (A 表示 全 体 疡 可 测 泛 函 的 空间 。 我 们 把 依 测 度 r 几乎 处 处 
相等 的 泛 函 不 加 区 别 。 则 . 金 和 S# (a) 之 间 的 对 应 关系 $ 是 双 
方 单 值 的 。 如 果 在 (a) 中 引进 距离 


rOl, L) 一 [z 一 eA adx), 


” 


则 上 面 引入 的 对 应 关系 是 等 距 的 。 因 此 空间 4 f (u) B REK 
加 区 别 , 今 后 我 们 总 是 这 样 做 . 

我 们 还 指出 , 具有 距离 7 的 空间 .过 的 一 个 特点 。 测度 z 的 
特征 泛 函 可 由 距离 "下 的 连续 性 扩张 到 整个 E 上 ,这 种 扩张 可 
E; 

PC) = | eu (ae) 
(其 中 1 作为 E eA) 中 的 元 素 是 可 测 泛 函 )。 我 们 证 明 在 
某 种 意义 下 S 是 g(z) 能 按 连 续 性 扩张 的 最 宽 的 空间 ， 
设 多 是 具有 工 离 的 某 个 线性 距离 空间 ,而 生 

alx, y) = p(0, x — y) 
及 设 p(s) 在 2” 上 的 距离 ? 下 连续 和 按 连 续 性 扩张 至 2 E, W 
为 9 在 距离 p 下 连续 ， 所 以 对 任意 >0 可 找到 8 之 0， 使 当 
p(0,s) 二 6 时 Re(1 一 gCz)) < s， 则 利用 
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lo) — pl) < fi 1 — etnn | a( dx) 


< V: (I — cos(z, — zı, z))u(dx) 


< 2 Re(1 一 p C2 一 22)) 
得 知 , 当 Re(I 一 p(z)) < 8 时 


Re(1 — p15) < 21 No — 12) — pko) 


< n/2z, 
因此 当 p(0, 2) 二 6 时 
Ka) 一 | RG — pl) 一 4 
dt 
1 + 2 
dt 
lt 








= fiie Re(1 — @ (12)) 





+ fisa Rell — p12)) - 


<mV2st +, 
n 


因此 ,如 果 o(z,, z) —> 0, W) kles 一 2m) > 0, BEY 可 以 等 


距 地 嵌入 Z 的 某 个 子 空间 。 


空间 7 实质 比 2 宽 ， 因 为 它 包 含 , Pih r 在 内 积 
(z, y)-= (Bz, y) 下 完备 化 得 到 的 空间 222, KHB 8 @ 


p(x) EAR (Bz, z) 下 连续 的 核算 子 。 


除 所 有 可 测 泛 函 的 空间 (u) 之 外 , 还 可 考虑 所 有 平方 可 积 
线性 泛 函 的 空间 Lu) BE, 这 空间 可 能 仅 由 一 个 0 元 素 所 
组 成 。 如 果 测 度 & BARAKAT C, WEZ? (a) 包含 K 在 
内 积 (Cx,y) 下 的 完备 化 ,但 不 一 定 和 这 完备 空间 相 重 合 。 此外， 


可 能 发 生 对 所 有 == 0 有 
[Cer ulat) = +o, 
而 同时 LAA 可 包含 异 于 0 的 元 素 ， 


作为 例子 考虑 测度 z, 它 是 形 为 


ë = 21 inek 
k=1 


的 随机 元 上 的 分 布 , 其 中 (e) 是 规范 正 交 基 , m4 是 有 稳定 分 布 


Eci = exp {irs — |s|} 


的 同 分 布 独立 随机 变量 序列 ， 


首先 设 7 = 0, a > 1。 那 末 (£, z) 有 以 同样 的 0 为 指数 的 


稳定 分 布 。 因 此 对 (a) REZA (x) 
| eitt dx ) = ele. 

因此 , 仅 当 必 x) = 0 时 | 
[ar< <o, 


如 果 a > 1, 7 == 0, 则 取 序列 

= 15 

我 们 有 Í 
(E, z,) = 1 > Nte 

因此 ,以 概率 为 1, 亦 即 依 测度 4 几乎 处 处 存在 极限 


lim (x, z,) = Ey = 7, 


显然 ， 
I (x) = lim Cx, zn) 


属于 Za). 
另 一 方面 , (z, z) 有 指数 “的 稳定 分 布 , 因此 ， 


| e, 1a) = +o, H z = 0, 


这 例子 表明 ,在 一 般 情形 考虑 空间 SC u) 是 不 合乎 常情 的 ， 

可 测 线性 算 子 ”如 可 测 泛 函 一 样 。 线 性 算 子 自然 定义 为 连续 
算 子 的 序列 依 测度 4 的 极限 。 因为 可 以 考虑 序列 A, (z) Siray 
或 者 弱 收 敛 , 所 以 也 可 定义 强 可 测 或 者 弱 可 测 性 ， 因 此 ,如 果 存 在 
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连续 线性 算 子 序列 A, 使 4,x 强 〈 弱 ) 收敛 于 Ax (moda), HW 
+ 4 称 为 关于 测度 上 38 (88) 可 测 。 显 然 , 强 可 测算 子 也 弱 可 测 ， 
设 4 是 弱 可 测 ， 用 D4 表示 序列 4,x 存在 弱 极 限 的 那些 x。 那 末 
用 NN 表示 在 Z 中 的 某 个 可 数 稠密 集 ,我 们 有 

D, = {x: sup lAn] < co， 存 在 lim(z, Ant), z€ N). 


由 此 可 见 ,D4 可 测 。 D. 是 一 线性 流 形 也 是 显然 的 。 对 每 个 
z€ D+ 存在 弱 极限 Az = lim A,z, W E. 


A(az + 8y) = adx + pAy, 
对 所 有 实数 gk 和 8 以 及 x,y€ D,. Eli. K(D,)= 1。 RTE 
出 ,为 使 算 子 4 是 强 可 测 的 ,上 述 条 件 也 是 充分 的 。 因 而 证 明 强 和 
弱 可 测 性 概念 等 价 。 
定理 2 WEWE 上 (D2) = 1 的 可 测 线性 流 形 Da 上 定义 的 
取 值 于 2 的 可 测 函 数 4x, HRA x, yE D4 和 实数 e, B, CW 
足 关 系 式 4(ar 十 py) = aAr + pAy. 那 末 存在 连续 线性 算 子 
序列 An 使 
Ax = lim A,x(modu). 
证 。 我 们 注意 ，14x| 是 可 测 函数 。 因此 
lim pl {x: [4x| > c}) = 0, 


这 意味 着 , 对 任意 s > 0 可 找到 紧 集 天 ,使 当 +€ KF lAl < c 
eR — K) < 8s。 可 以 认为 * 这 紧 集 是 凸 的 对 中 心 为 对 称 的 集 
合 ， 如 定理 1 的 证 明 , 定义 有 范 数 | | 的 空间 <, 和 在 中 选 
MRE K, ië KOK 和 p(K — K) < 6, 算 子 4 在 范 数 |l F 
在 缘 上 连续 和 在 Z HHE FEK LEŽ, AE, HER 
PP 之 0 可 选取 5 汪 0, 使 当 |z — y] < 8, x, y€ K, 时 ldz- 
Ay| < p。 设 是 有 限 维 子 空间 使 N (YK, WE K 中 6 网。 用 如 
下 方式 构造 算 子 Ax: 当 x*eN 时 ，4xwx 王 4xz， 如 果 Y 正 交 于 N, 
W Any 一 0， 这 时 将 4 从 C 扩 张 到 整个 A 而 不 改变 4 的 连续 性 
的 模 ， 因 此 (参见 定理 1 的 证 明 ), 1Anx 一 Ar| <2 633 x€ K.. 
这 就 是 说 ， 
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ulf | Anr — Ar| > 20}) < 26. 

选取 序列 8 一 0 和 p 一 0， 构造 有 界限 性 算 子 序列 使 其 依 测度 收 
敛 于 4， 而 从 这 序列 可 选取 几乎 处 处 收敛 的 子 序列 ， 定 理 得 证 . 

在 今后 将 使 用 简单 的 术语 “可 测 线性 算 子 ” 而 不 说 明 是 强 的 
(RI). 

现在 来 考察 绝对 可 测 的 线性 算 子 的 概念 。 如 果 对 每 个 可 测 线 
HEZA C) IAr) 也 是 可 测 线性 泛 函 , 则 线性 可 测算 子 称 为 绝对 
TIWA. (Ar) 是 可 测 线性 泛 函 可 有 两 种 解释 。 第 一 ,因为 存在 
序列 mm， 使 kG 一 z,)— 0， 所 以 可 以 将 !(4x ) 理解 为 可 测 泛 函 
序列 La Ce) = Cens Ax) 依 测度 & 的 极限。 EZ, (Ar) 可 以 理 
解 为 两 个 可 测 函数 通常 的 复合 . 它 也 是 可 测 的 . 可 加 性 和 齐 次 
性 的 条 件 在 这 函数 的 定义 域 得 到 满足 。 这 函数 的 定义 域 是 集合 
{x: Axe Di), 其 中 Di 是 1(x) 的 定义 域 。 如 果 A, 表示 算 子 4 的 
值 域 , 那 未 ,1( 4x) 是 可 测 泛 函 的 充分 必要 条 件 是 等 式 

(A (A. DOD) = 1 

成 立 。 此 外 , 因为 任意 可 测 线性 流 形 工 只 要 z (L) = 1 就 可 取 作 
Dı, 所 以 ,如果 a(L)= 1， 则 条 件 (A (A. n L) = 1 应 成 
立 ， 利 用 定理 1 和 2 可 以 证 明 , AF (Ar) 的 可 测 性 的 两 种 解释 
是 等 价 的 。 | 

我 们 来 叙述 绝对 可 测算 子 的 构造 ， 注 意 到 对 任意 绝对 可 测算 
+ 4， 可 测 线 性 泛 函 序列 1, (z) 依 测度 “收敛 于 !(z) 推 得 序列 
1.(Ax) 依 测度 收 化 于 1C 4x)。 为 证 明 这 一 点 , 只 要 考虑 几乎 处 处 
收敛 代替 依 测度 收 剑 就 够 了 .在 此 情况 下 ,可 以 找到 线性 流 形 工 ， 
(L) 一 1, EH re Lit) IG). Bit, L.CAz)— ICAz) 
对 所 有 使 得 Are L Ú x 成 立 , 而 由 于 算 子 4 的 绝对 可 测 性 , 这样 
的 集合 的 测度 是 1。 因此 , RARAN) = 4r), H F lk 
入 & 的 算 子 4* 与 绝对 可 测算 子 4 联 系 在 一 起 。 从 上 面 所 述 可 
得 ,这 算 子 在 距离 + 下 连续 ,因为 在 此 距离 下 泛 函 的 收敛 性 等 价 于 
它们 依 测 度 & 的 收敛 性 .我 们 证 明 反 之 亦 然 ， 如 果 4 是 可 测 线 性 
算 子 使 对 所 有 z € K 由 关系 式 4*z (z) = (z, Ax) 定义 的 算 子 
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A* 在 距离 + 下 依 连 续 性 扩张 到 整个 FE 上 ， 则 4 是 绝对 可 测算 
T. 如 果 4* 依 连续 性 扩张 到 Q E, W| p(d4*z) 是 ?连续 正定 
函 。 因 此 对 任意 正 交 基 {ex} 级 数 


Ax 一 > [A*e,] G), 


k=1 


按 测 度 e 几乎 处 处 收敛 ， 而 且 p( A*2) 是 用 这 种 方式 定义 的 变量 
4 的 特征 泛 函 。 设 ! ETWA, H 是 已 中 的 规范 正 交 基 。 
IK 


Ax = > (Ax, Joh = > (A*f;, Of 


PLP, EH h,e fa 所 张 成 的 子 空间 上 的 投影 第 于 我 们 证 明 
人 Ps4x) 依 测度 上 收敛 于 某 个 极限 。 事实 上 ， 


(Pu4z) 一 > (Af, DIG = |a" > LOOF 
和 因为 根据 定理 1 的 推论 
_ (> IG), z) = 1 (P,) 
RWE KAF IG), 所 以 由 在 F 中 4* 的 连续 性 。 依 测度 4 
[4 > CD e) > Cat) G. 


j=l 


AE A ERREZA I, 
I(4x) = [4*1] (x) 
是 可 测 线性 泛 函 。4 的 绝对 可 测 性 得 证 . 

我 们 来 考察 一 个 Hilbert 空间 R 到 另 一 个 Hilbert 空间 多 
的 线性 可 测 映 象 。 

我 们 仅 考虑 强 可 测量 人 象 。 看 来 研究 这 样 的 映 象 可 自然 归结 为 
研究 2 到 统 的 跨 象 ， 即 可 测 线性 算 子 。 事 实 上 , 设 R 是 多 
HX 上 的 双方 单 值 等 距 映 象 《 我 们 假定 两 空间 都 是 可 分 的 )， 
AVEK 到 多 的 可 测 映 象 , 屠 末 可 找到 连 续 线性 映 象 序 列 了 。， 
ERWE z, Var > Vr CE € ih), 但 RV, GEK 到 家 N 
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续 线性 映 象 序列 , CRIE KAF RV. 因此 RV 是 可 测 线性 
算 子 。 反 之 ,如 果 忆 是 由 .2 HRX 的 可 测 线性 算 子 , WUR 是 
KIL 的 可 测 线性 映 象 。 因 此 由 A #l| 2Z 的 所 有 可 测 线性 映 
象 完全 被 描述 。 

用 > 表示 在 @ 中 由 式 >(BE) = pw(Y-(E)) 定义 的 测度 , 其 
HVER 到 多 的 可 测 线 性 映 象 ,我 们 求 测度 » 的 特征 泛 函 .为 
此 需要 VV 的 共犯 映 象 的 概念 。 设 刀 是 映 象 了 的 定义 域 ，w(D) = 
1。 对 所 有 ye @ 和 xe D, (Vz, y) 有 定义 且 是 D 上 的 可 测 线 性 
泛 函 。 因 此 存在 元 素 26 S, 8 (Vr,y) =le). Ll = V*y; 
V*y 确定 了 一 个 齐 次 可 加 的 由 多 AE 的 映 象 , 它 在 下 述 定义 下 
是 连续 的 : 当 | 太一 yal 一 0 时 r(V*y,, V*y,) 一 0 这 上 映 象 了 * 被 
PA V RS. 当 V* ul 36 82 H 7 到 Q 关于 测度 > 的 
可 测 映 象 时 是 特别 有 趣 的 。 设 {ex} 是 2 中 某 个 规范 正 交 基 . 
V*y 属于 .2 的 充分 必要 条 件 是 


V*y= >; (V*y, ee, = > (y, Ve)ek 
REI 


和 级 数 D (y, Ve 按 测度 p LEk. 后 一 条 件 等 价 于 
k ` 
级 数 >， (Vz, Ver) 按 测 度 上 4 几乎 处 处 收 剑 。 最 后 , 求 测度 5 的 
k 


WEZE p). RIA oO 表示 特征 泛 函 o, (z) EK 上 的 
连续 扩张 ， 那 末 


pO) = “wao= ja (dr) = pa (V*y), 


附录 ( 英 译本 第 三 卷 1979 年 版 附录 中 
关于 本 节 内 容 的 改正 ) 


函数 (x) 被 称 为 Hilbert 空间 (2 , 8) 上 关于 测度 4 的 可 
测 线 性 泛 函 ,如 果 e) 是 连续 线性 泛 函 序列 1,(x) 依 测度 4 的 极 
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定理 1 为 使 8 可 测 函 数 1(x) 是 关于 测度 4 的 可 测 线性 泛 
函 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 一 对 称 凸 紧 集 玉 使 得 如 下 条 件 满足 : 

1) 如 果 Z 是 天 的 线 杜 包 络 , 那 未 (2) = 1; 

2) 1 G) 在 D LÆRER; 

3) !(z) 在 天 上 是 连续 的 . 

证 .必要 性 .如 果 1(x) 是 一 可 测 线性 泛 函 , 则 存在 一 连续 线 
性 泛 函 序列 1u(e) 使 

I (<) = Am DCx) 
和 
a [|= Ls hal > Z) <1. 


n 


令 


F, = ñ fz: (pæ) — I, C) <l. 


n=k n 


显然 ， 多 * EA RARER 
xX%,)=1— >; (= 一 fz: (E 一 lale) 


s> 


1 S1 
< 1) => 1 之 z 
因为 1,(x) 在 多 的 每 一 个 上 一 致 收 全 于 1(x) ,所 以 在 集合 多 ;的 
线性 包 络 多 i: LAFO, 从 而 1(x) 在 多 :上 是 线性 的 . 设 F, 
是 满足 F4C 多 it， 风 多 it 一 了) < 1/k 的 对 称 凸 紧 集 ， 及 多 4 是 
玖 的 线性 包 络 。 选 取 序列 10 使 
Zeol sap Íz] + sup sup is (z)]) < co 
及 设 
K = (z: x= Dotes tE Fa}. 

易 见 : a) KÆ-HKRDOER; b) S K BJb2 kE 6325 22 ta 5 2 k 
Z, BIS, (Z) = 1; c) ERELL) 一 致 收 剑 于 e, A 
IG) 在 Z 上 是 线性 的 。 定理 条 件 的 必要 性 得 证 . 

充分 性 。 记 K, = (z; l/n)z€ K}. MU Z= UK, HN 
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此 对 任意 8 > 0 存在 ”使 KK) 二 工 一 s。 显 然 K, 是 一 对 称 同 
Kk. 我 们 来 证 明 ， 对 任意 5 > 0 存在 连续 线性 泛 范 v(x) 使 
对 1E Ks。 有 |p(x) 一 1(x)| < 8. <$ 


s, = Íz: 1 G) > Zak, s= fua- 2]. 


由 于 条 件 2) 3), 9 和 S, 是 关于 原点 0 对 称 的 凸 紧 集 。 因此 存 
在 通过 原点 并 且 分 离 这 些 集合 的 超 平面 。 设 以 

{x: (a, x) = 0) = L 
表示 该 超 平面 。 以 p(x) 表示 泛 函 

pla) = r) Ce ea 
其 中 me S, 是 使 (a, x) 极 大 的 点 ，p(x) 是 一 连续 泛 函 。 此 外 ， 

G) ool = || ey — (a 822) 
— + (a, £ 

| :( ' : 
然而 ， 因为 Ca, x)/Ca, xo) <l, 所 以 


ES 《as z) 
L (z 一 0) K N LEKASAN. 

















(+ (= = be 2) <, HG)— G| <. 


定理 得 证 ， 

注 。 如 果 1(x) 是 一 & 可 测 线性 泛 函 ， 则 在 多 中 存在 规范 正 
交 基 {et} 使 Ks) EESC) 依 测度 产 的 极限 。 事实 上 , 设 依 
测度 ft 


1 (x) = lim (ans r). 
存在 一 处 处 为 正 的 函数 p(x) 什 
tim | [eo, z) — KO Fol) (dx) = 0, 
J læ loar) < eo, 
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设 4 是 一 对 称 算 子 满足 
(Az, z) = | (z, z)'o(x)u (dz), 


从 第 五 章 $-$ 5 引 理 得 知 , 4 是 一 对 称 核算 子 。 以 {ex} 表示 
它 的 特征 向 量 及 以 2, 表示 对 应 的 特征 值 。 那 末 


| [Cans x) 一 Cans r)l]'e(z)u( dz) = (A(a, 一 am), ay 一 Gn) 
一 >, 1, [Can ez) 一 (am, epre 
因此 存在 极限 


lim (an, ek) = œ; 
使 
S lalu < o, IG) 一 Bal er)» 
k=1 


其 中 级 数 依 测度 由 收 伍 (参见 第 五 章节 6). 

定义 在 和 上 取 值 于 Z 的 可 测 函 数 4 (x) 称 为 可 测 线性 算 
子 , 如 果 存 在 线性 算 子 序列 4。 使 4,(x) 依 测 度 & SS Sk F 4(x)， 
即 对 所 有 y& 2, 数值 序列 (A.G), y) RWE z Iko (AG), 
y). 

定理 2 为 使 4 (x) 是 可 测 线性 算 子 的 充分 必要 条 件 是 存在 
一 对 称 紧 集 天 使 如 下 条 件 满 足 : 

1) WR Z 是 K 的 线性 包 络 , 那 末 KZ) = 1; 

2) 4(x) 在 多 上 是 线性 的 ; 

3) AG) £ 2 上 是 连续 的 。 

证 。 定 理 条 件 的 必要 性 如 同 定理 工 的 证 明 , 现 证 明 其 充分 
性 . kS, Eš U Z 。 在 2 中 稠密 的 有 限 维 子 空间 的 单 调 序列 ， 
XR P, 是 在 多 ,上 的 投影 算 子 。 因为 对 所 有 x, Al) H n— co 
时 P A) ~> 4(x) 所 确定 ,所 以 只 要 证 明 对 每 个 2 算 子 P,4 (z) 
是 某 一 算 子 序列 APC) 依 测度 上 收敛 的 极限 。 但 在 那 种 情况 下 
PAPC 也 依 测度 4 收敛 于 PAG). 为 了 后 者 得 以 实现 , 只 要 
证 明 (Ar, ex) WWE KAF (P4), er), AR {ex} 是 一 
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s: TEHERBE Z, 中 的 基 。 因 为 (P,A(x), ex) = (AC), e) 
一 4 可 测 线 性 所 Di, 根据 定理 1 可 找到 向 量 序列 so 好 使 当 
m 一 00 时 依 测度 a 
《zy a) 一 (4(x)，ck)。 
但 也 依 测度 上 有 


S (x, aP9)P, e I — P, ACE) 
k=1 


( 左 端 和 式 中 仅 有 有 限 个 被 加 项 是 非 零 的 )。 因 此 所 需 的 算 子 序列 
AQ 由 方程 
(ARE, ck) 一 Ni d), EL ns 
0, Ci é L as 
所 确定 。 定 理 2 的 条 件 的 充分 性 得 证 。 


$ 2、 司 测 多 项 式 函 数 。 正 交 多 项 式 


虽然 对 线性 可 测 函 数 我 们 在 上 一 节 已 证 实 了 可 测 函 数 空间 和 
平方 可 积 函 数 空间 之 间 基 本 上 是 不 同 的 。 但 是 在 考虑 高 阶 多 项 式 
函数 时 我 们 仍然 限于 由 连续 多 项 式 函 数 的 均 方 极限 产生 的 平方 可 
积 函 数 。 这 种 限制 的 原因 一 方面 是 平方 可 测 函 数 的 结 梅 的 复 杂 
性 , 另 一 方面 是 平方 可 积 函 数 在 各 种 分 析 应 用 中 ,特别 在 构造 正 交 
分 解 式 时 是 方便 的 。 但 是 为 保证 非 平凡 的 平方 可 积 连 续 多 项 式 存 
在 ,我 们 应 当 对 测度 上 附加 某 些 限制 。 

RIHM, 表示 满足 


Jialraar) < % 
的 测度 的 类 ,并 设 
一 N M,. 


Gauss 测度 是 M. 中 的 测度 的 一 个 例子 。 对 M. 中 的 测度 来 说 ， 
每 个 > 阶 多 项 式 将 属于 (Xu), Lhe) 是 依 测度 4 平方 可 积 的 
可 测 函数 空间 。 WR we Ms， 则 所 有 连续 多 项 式 包 含 在 Z [u] 
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th. 
我 们 回顾 多 项 式 函数 〈 或 简单 地 说 多 项 式 ) 的 定义 。 函数 
9(x) 可 表 为 
Olr) 一 已 (xx r), 
其 中 H(t, tn) ER 上 的 = 线性 型 , 则 称 @ (a) 为 > 次 齐 次 
多 项 式 :而 形 为 


T, Ce) = D>) Bi (z) 
k=0 


的 函数 称 为 ”次 多 项 式 ,其 中 Bi 是 次 齐 次 多 项 式 . 对 每 个 让 次 
齐 次 多 项 式 存在 由 多 项 式 (对 应 的 多 项 式 ) 生 成 的 线性 连续 对 称 
函数 入 (x,,.…， x4)， 这 样 的 函数 被 唯一 地 确定 ， 设 {ce} 是 绝 ” 
中 某 一 规范 正 交 基 , 数 
ik 二 Ë (e; >° ..5 Cip) k 
称 为 函数 A 和 在 这 基 中 的 型 @ 的 系数 ,型 @ 可 用 它 的 系数 表 为 

Ola) = | oii ei) (z, eh). 
AZERA E 

[|T.ey rey (an, 


其 中 T, 和 T, E.F z BEF oRB9 2 i=. 因 T。(z) Ti, (e) 是 
多 项 式 ， 所 以 能 确定 单个 多 项 式 的 积分 就 够 了 。 为 此 只 要 确定 
一 个 齐 次 型 的 积分 就 够 了 。 设 pe M。 和 @ (x) 是 = 次 齐 次 型 , 
用 五 表示 对 应 的 线性 连续 函数 ， -如 果 了 是 在 某 个 子 空间 上 的 投 
影 算 子 , 则 : 

19(z) 一 BPr)| = (HCx, z) — HCPx, -+., Px)| 


<> IHG tit; e. x, Pr, +++, Px) 


£ 
—H(x,...,*, Pr,-: PO) Hx,- ... z, 
ragg k 


— Px, Px,-**, P+)| < nC |x — Px||+*|”"”, 
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其 中 

C = spl H(z ttt a |z;l < 1). 
因为 当 P 一 7 hr $ (G) 一 2(Pr)- 一 0 和 变量 22Clzl” 按 测 
度 & 的 积分 是 有 界 的 ,所 以 


{oC par) = lm) OP). 


选取 任意 规范 正 交 基 {en} 和 用 P,, 表示 在 由 eist, em 所 张 成 的 
子 空间 上 的 投影 算 子 ， 那 末 


| oC (Gaz) = lim f CPs) dr). 
如 果 四， 是 型 @ 在 这 些 基 中 的 系数 。 则 


k= len 
和 
[oO Cde) 
= >, G. | oi) Ces ein)UCdr)。 
RE 
设 


SiP (my tta Za) = (C, z). Cr, z,)u( dx ) 


ENE £ bJ n MERE, MBR 
SP (eitt. ei) = | (z, ei) t Cx, ei, JuCdx) 
是 在 基 {ct} 中 该 型 的 系数 ,于 是 
| Br) pdr) = lim D ironias P cei) 
为 证 明 上 表达 式 右边 是 收 化 级 数 的 和 ， 我 们 指出 下 关系 式 成 立 : 
(onar) = „im | por， …， PozwCan) 


m] 


Mn 
3 ... H es . Sm ， .. e: 
ali e mare > Ceis > Cig) M Cei» ° is), 
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5 Heia’ ttn Cp JSC *, ei,) (1) 


收敛 。 mi ABA 2 RER RESER f S> 来 说 , 在 任意 正 
交 基 中 级 数 (1) 收敛 , 则 这 级 数 的 和 ( 它 不 依赖 于 基 的 选取 ) 将 表 
为 SpH *S% 并 称 它 为 这 两 个 型 的 乘积 的 迹 。 因此 我 们 证 明了 
公式 
(Oeae) = SpH¥ so, (2) 
HP H EY [YR OH n RER T St EWE = EN. 
多 项 式 函数 的 正 交 系 的 构造 ”在 今后 ,我 们 假定 we M。. R 
们 将 不 高 于 = 次 的 可 测 多 项 式 理 解 为 n 次 连续 多 项 式 的 均 方 极 
R. 为 构造 出 所 有 可 测 多 项 式 , 利用 多 项 式 的 正 交 系 是 方便 的 , 设 
P, 是 次 数 不 高 于 # 的 所 有 可 测 多 项 式 的 集合 ; D, 是 Hilbert 空 
间 Z, x] EZE., TA, Z@# O cZ Cn. 用 22。 表示 
在 P, 中 Ppi 的 正 交 余子 空间 ， 子 空间 Pas Pis .... Pas’ °. 
是 互相 正 交 且 称 为 多 项 式 的 正 交 系 。 每 一 可 测 多 项 式 可 唯一 地 表 
为 Zes (z), BH ge Bk 为 构造 出 所 有 可 测 多 项 式 , 只 要 构 
造 出 所 有 子 空间 P, RET. 用 归纳 法 来 进行 这 样 的 构造 是 自 
然 的 . 
设 T(x) 是 = 次 齐 次 型 ， 它 由 二 线性 对 称 函数 鼠 所 组 成 。 那 
* . , 
T(x) = P, (H, x) 一 2: O (H, x), (3) 
其 中 P,(H, z#y€ @,, OKH, xe @,, WR, P,GH, x) 和 


O,(H, z) 是 线性 相关 于 H. 用 ë" 表示 所 有 ?= 线性 连续 函数 的 
空间 .在 @ 中 引入 内 积 


(H, H), | P CH, PC aG), GO 


并 在 这 内 积 下 将 ó" 完备 化 。 所 得 的 Hilbert 空间 用 O 表示 , 它 
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此 它 可 以 扩张 到 整个 @ F. 我 们 同样 用 PH, z) 表示 在 @, 

中 对 应 于 HE 0° 的 函数 。 式 G) 中 的 函数 Q (H, x) 可 表 为 
OH, +) = P,(H,, =), 

其 中 H,€ Bt 将 . Heb RA H,€ 的 线性 算 子 用 U, ER. 

因此 ,由 《3) 得 


PH, TG) + SP aH) (5) 


后 的 公式 表明 ， 当 He ë" 时 为 确定 PH, +) 只 要 知道 算 子 
V a 就 够 了 ,而 为 要 PH, x) 扩张 到 @" 上 则 需要 知道 (+ ,* ),。。 如 
果 有 了 这 两 个 特征 , 那 末 公式 (5 ) PERA P.H, +) 归结 为 构 
造 PH, z), k < s. 

对 H,€ Ë I H, € ë, RAIA H, x H, 表示 (> + 人 线性 型 
H, (CE sxn) H, (z, `. Xnet) (这 是 非 对 称 的 ). 由 式 (2), 
(4), G) 得 如 下 递 推 关 系 ; - 


n-i ~ 
(H, H'>, = Sp (H X H kS) 一 22 aB, V, HY, 


(6) 
为 确定 V nks 我 们 引入 双 线 性 型 AA Hs H,),. ar H, € ë", 
HE Št 时 它 定义 为 


An (B, BO = | TGP, Da(do， (7) 


其 中 T(x) 是 +» 次 齐 次 型 ,HE 6° 是 对 应 的 二 线性 函数 。 为 确定 
Ans H (5) 和 (7) 还 可 得 一 递 推 关系 


k—1 
Anl Ha, H,) = Sp(H, x H, * S+) + > Ani(H,, V uH). 
了 二 0 


(8) 
最 后 为 确定 V. ,, U P, (Ht, +) 38 (5) 式 并 积分 ， 得 到 对 所 有 
He go 和 Pie @ë* 成 立 的 等 式 
AnH, H) = — V nH, He (9) 
如 果 (Hi, m 一 1,2,-- 18 6t 中 某 个 规范 正 交 基 ， 则 
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V. H = — >) A. (H, HAHS,. (10) 
m=1 


关系 式 (6), (8), (9) 使 得 能 相继 地 确定 《 °. >° As, Vx; 
Ç, “is Ax, Vos Aas, Vas 等 等 。 

作为 例子 , 我 们 对 于 均值 为 0 和 相关 算 子 为 8 的 Gaus 测度 
考虑 子 空间 P, 的 构造 。 如 果 利 用 内 积 

C, y)+ = (Bx, y) 

和 在 此 内 积 下 能 计算 得 迹 、 则 全 部 公式 可 实质 地 简化 。 在 内 积 
(s, +). 下， 测度 的 矩 的 型 有 很 简单 的 形式 当 ” 是 奇数 时 。 
S$ Casts Za) = 0; 而 当 ” 是 偶数 时 


n/i 
£ S; (z, Za) = 2; TI Ciko Ziso 
R=1 : 


Rahim ama I 2 on 分 成 w/2 个 偶 对 人, ji) 的 所 有 
可 能 分 法 来 取 的 ， 由 等 式 
St Ceist Za) 


n 


=p” E fex; (: ,5 ak =) u (dz) 








Ci 


a,=0 
y 
“0 


== z£” 元 二 exp _ 1 (z. ARTk’ 之 mza), I. 


得 到 最 后 的 公式 ， 在 内 积 ("，')3 下 将 用 Sp, 表示 迹 ， SAMAR 
Spå H (z1, °` ° e, Zaa) = 2 H (eas Eks C19°** Zaa) 


所 定义 的 由 人 "到 多 "一 的 映 象 ， 其 中 {ej 是 在 内 积 ( °) FED 
规范 正 交 基 。 RATARI EBET V. MAR O Ya Ë 
先 计 算 
Sp:(H, x Hak S$). 
n+ + 是 奇数 时 这 量 等 于 0。 设 sn + k= 2m, 我 们 指出 ,为 计 
M Sp (Hnr ¥ Shae) EH Hrn 是 2 + k REN TARARE 
Hatk 划分 为 各 种 可 能 的 偶 对 ， 然 后 对 每 个 偶 对 进行 眷 积 ( 即 用 规 
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范 正 交 基 中 同样 的 向 量 代替 自 变量 的 这 一 偶 对 并 按 基 求 和 ) 且 相 
加 这 些 结果 。 设 自 变量 H, X H, 划分 成 偶 对 ， 使 包含 H, A H, 
的 有 s 个 偶 对 ， 按 余下 的 偶 对 分 别 卷 积 每 个 型 ,我 们 得 


m= k= 
(Spi) 2: H, M (Spi) T H, 





这 些 分 法 的 数目 是 
C;k(k— 1): (一 二 12 一 5 一 1 人 一 :一 1 
= nik! 
sa — OK— Ol 
于 是 , 令 
是 一 人 _; Bok ay 
2 J> 2 5 
得 
Sp+(H, X H,* S$ ++) 
= _— m 2 \jH7 23; 
> nn — s)! 1(R— 9N Sp+{CSp4) YH, * (Spi) Ha}. 
利用 这 式 可 以 确定 
V, H,, = 一 (2 n — 1)11(Sp4 )"H,,, 
Full = — Q n + 1)! 1CSpi)” Hne 
其 次 ， 
AnH, H,) = Qa Spr( (Spi) Han x H,) 


(2n 一 2)11 . 
+ (2a — 1), 1 (Spå) Hia(SpiH:) 一 A;, (H.,,V, 1H,) 
= mL Sp, (Sp1)" Hn * H). 





(2n — 2)1! 
于 是 
. = — (2 n)! 2 An 一 ! 
Van Un — 23112 一 2)1 12 (Spi) Hine 
用 归纳 法 可 验证 _ 
A, (Hins 一 — 2) Sp,((Sp1)” *H,, x H,,), 


(2n — 2k)1! 
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(Hirs Pòn = (2k)1Sp Ha TA 


且 因 此 有 
a (2n)1 n- ， 
V a.z Han ~ C2a 2k)1 120! (Spi) + Haine 
同样 地 
_ (2n + 1)! aSa- 
Vsti2ktiH2nt1 Cn — 2k) Qk + D) Z 2k)! TZ + 1)! (Spi) Hstie 
因此 ,最 后 得 
(Hs, AA = ntSpH, * Aas 
0 ntk FAR l 
nie aP (Sp T H,, s + REAN 
(n — Iki P+ H,, . 


现在 研究 可 测 多 项 式 在 Lla] 处 处 称 密 的 问题 下 引 理 给 
出 一 个 充分 条 件 。 

SIE WPW r REER pC) 使 对 每 个 z, KZ ole) 
在 0 的 某 个 邻 域 中 是 上 的 解析 函数 ， 则 可 测 多 项 式 的 集合 在 
Lul 中 稠密 。 

证 ， 用 表示 所 有 可 测 多 项 式 的 集合 的 闭 包 。 我 们 证 明 
e oD 作为 + 的 函数 属于 玫 。 为 此 只 要 证 明 对 实 变数 的 多 项 式 的 
某 个 序列 q,G2 有 


lim | | — q,((z, z))|ta(az) = 0 (11) 
RBT. 
EOE SETE 
F(a) = pl{x: (z, z) < 2}), 
式 (11) 等 位 于 下 式 : | 
im 人 lo gx) AFO) = 0, (12) 
由 于 


pli) 一 fetur), 
所 以 由 这 函数 在 0 的 邻 域 的 解析 性 ;对 某 个 8 二 0 
I + 557 + 


| |a FG) < co, 
设 ç 是 复 值 函数 gC4) 满足 
J lsG) har) < oo 
并 有 内 积 
[aym GOaF Q) 


的 空间 。 设 Z 是 所 有 多 项 式 的 集合 在 S 的 闭 包 , 并 设 gG) 是 
函数 e ELZ 上 的 投影 。 那 末 对 所 有 ”之 0 


2 一 gCD)2aFGD = 0, 
x || < Z it, 利用 不 等 式 


> Ga |<: Nn, 


2 





Ger — zG) > ao < le? — gOP + ee, 


0 = tim | Çe” — g(1)) seyr dFCa) 
= | — DAFO). 
对 + 微分 这 关系 式 , 我 们 发 现 当 |z| < Č m 
| (e g (A) eaF (2) = 0, 
于 是 , 当 |t < Š B lu] <t 
2 2 
= fe — za) Dau) ¿pQ 


mr | (e — z (2 )yeietie F (a) 
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RA l| < ó 时 
o= È Ce — BANJE) 
继续 上 述 论证 ,我 们 得 ,对 所 有 : 
[e — eaea Fa) = 0, 
令 + 一 一 1, 我 们 得 
[Ce — eOe Q) =, 


连同 等 式 
| — UDE Q) = 0 

一 起 就 得 出 式 

[ 1e” — PFO) 一 0， 

由 此 得 (12) 


我 们 来 证 明 , 任 一 可 测 有 界 函 数 属于 集合 号 ， 设 jx) 是 这 
样 的 函数 .选取 紧 集 K, 使 风采 — K) < s. 函数 从 x) EK E 
RER, BE J 84 s> 0 f DD 3 26 > 0, 使 当 |= 一 
y| <5H |Ax) Ol < s. 

NEK HAY è 网 的 有 限 维 子 空间 ， 在 Y 上 的 投影 算 子 表 为 
P, K 是 天 在 YY 上 的 投影 。 在 YY 上 存在 一 三 角 多 项 式 T(*), 使 当 
xeK' 时 [J(Px) — T(x)| < s ° 上 且 按 绝对 值 它 不 超过 sup [f œ. 
容易 证 明 ， 


| IE) — TP+) adr) = oC), 


因此 , 除 三 角 多 项 式 外 ,还 有 全 体 有 界 连 续 函 数 属于 集合 ZP, 
因为 所 有 有 界 连 续 函 数 构成 Zle] REREH, 所 以 Zele 
多， 引 理 得 证 . 
现在 我 们 引进 一 个 例子 来 说 明 ， 即使 在 实 直 线 上 也 存在 这 样 
的 测度 ， 对 该 测度 所 有 平方 可 测 多 项 式 在 . 红 Adel 不 稠密 。 设 在 
R 上 用 密度 
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+ ee 去 logzz ， r> 0, 


f(x) = p> 


定义 测度 p ZE SZ,[ z] HAR g(x): 
( W Ir} sinz=(1 — 2e )logr, x*>0, 
g(x 


yx<0. 


0, r<, s< —. 


对 所 有 整数 和 下 等 式 成 立 : 
xkp(x)J(x r= L et eTit? oin x(1 一 
Í kp(x)J(x)d =). ki eTit)? sin Z (1 — 28): 





f exp{ (k + ix(1 一 28)) 一 一 >a — 26)’ } dt 


一 7 expÍ(k — ix(!l — 28))— + (1 — 2e) }dr 
=l fex (k + ix(l — 28) 
ji( p] 2 (1—28) } 
— ex (k — ix — 2N _ 
P — Ts )) 
因此 ,函数 g(x) 正 交 于 所 有 多 项 式 ， 
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设 有 和 多 是 两 个 Hilbert 空间 ,分 别 有 Borcl 集 的 5 代数 
4 和 男 ， 定 义 在 也 可 测 集 D, 上 取 值 于 多 的 函数 R (z) 如 果 对 所 
有 BEB, RB)eU， 则 称 RGE) H 2 到 多 的 可 测 映 象 ， 如 
果 pk(D:) 一 1， 这 样 的 脆 象 将 称 为 ” 广 可 测 引 或 关于 测度 x 可 测 ， 
其 次 ， 在 本 韦 中 可 油 了 象 抬 代理 和 为 关于 相应 的 测度 的 可 济 泊 和 
RRR R rA, A 

(B) 一 pRB)) 

定义 v， 则 映 象 将 测度 4 变换 为 (多 ,8) 上 的 测度 vz。 按 测 
度 ”计算 积分 可 归结 为 按 测度 4 计算 积分 ; ”对 任意 等 可 测 函 数 
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只 要 这 些 积分 中 有 一 个 有 定义 .在 各 种 应 用 中 ,从 测度 & 的 已 知 的 
特征 确定 测度 ”的 特征 (特征 函数 或 托 函 数 ), 是 一 个 重要 的 问题 。 

H 2 到 多 的 连续 映 象 是 可 测 映 象 的 最 简单 例子 。 下 面 的 
定理 表明 了 连续 映 象 和 可 测 映 象 之 闻 的 联系 ， 
1 ”定理 对 任 一 上 可 测 肌 象 R(x) 均 可 找到 连续 映 象 序列 
R,G), (Ë 

R (z) = lim R,(xz) (mode). 
只 要 证 明 对 任意 > 0 可 找到 由 2 到 % BJ yE 2 Rh # 
Ro 使 
plir: IRGO — RG) Í > 81) < 6. 

用 7 表示 在 映 象 RR 下 5 变换 成 的 (多 ,$B) 上 的 测度 ， 设 天 

是 多 中 的 紧 集 ,使 
7( — K) < 了 一 


用 K 表示 在 映 象 下 K 的 原 象 . ax 
Ap (2 一 K) < > 


设 N 是 K 中 的 二 网 ， 且 是 2 中 的 有 限 维 线性 子 空间 ， Ys 
Bw 是 N 中 的 基 ， 那 末 对 所 有 <€ K 

RO- E RO, n| < £ 
因为 (R〈*7，yx) 是 按 测度 “的 可 测 函 数 ， 所 以 存在 连续 函数 


qx(*), 使 
e(a a-a o| > 2-1) < Z. 


(Ë. 


那 末 





R G) 一 > Pr a | > |) 
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+ > p (f: ICR), y) — a| > aI) 
余下 只 要 注意 到 上映 象 
R (z) 一 > Pele) yr 

是 连续 的 ， 定 理 得 证 . 

在 研究 由 .2 到 多 的 可 测 映 象 时 只 要 研究 由 .8 $J 22” 的 
可 测 有 映 象 就 够 了 ,因为 由 < AY 的 每 一 可 测 映 象 可 表 为 由 < 
到 经” 的 可 测 映 象 和 由 Z 到 多 的 连续 映 象 的 复合 ， 

多 项 式 映 象 现 若 虑 .有 到 2 的 映 象 。 映 象 尺 称 为 是 
多 项 式 的 。 如 果 对 任意 (RO) z) 是 x 的 多 项 式 。 如 果 对 任 
É z 表示 式 (R(z), zx) 是 n 次 齐 次 多 项 式 型 , 那 末 称 R(x) 为 4 次 
齐 次 多 项 式 映 象 。 EMAR KEMARA RH., 下 面 所 考虑 的 某 些 
标准 映 象 起 着 重要 作用 . 


AZI RRK 线性 对 称 连 续 型 $ 的 空间 , s 要 求 满足 条 件 
SpS*5 < co, 





R G) 一 > (R(x), y| > Sy) 


有 内 积 
(s, T) 一 SpS* T 


的 空间 如 是 可 分 Hilbert 空间 ， 用 8+ 表示 在 A 中 的 Borel 
集 的 "代数 。 著 虑 由 关系 式 


T k 
rz<—T(zs* °", zk) _ [I (zis x) 
imt 
所 定义 的 如 ”到 2 的 上 映 象 ， 这 了 映 象 是 连续 的 ,这 因为 
Sp(7。， — T, J*K(T, 一 T,,) 


= > (I (x, e,)— I (zs ei ) 


Dia 
_ > {> TI 《my ci; )Ga 一 Xas ei) ) TI Cras aD) 
dsik “I=1 j=} 7 一 7 十 站 
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< kja — n| max {|a 2 + jr) 
Lak 


于 是 , 它 是 可 测 的 。 利 用 式 
u*(A) = a( T '( A)) 
在 孚 “上 引进 测度 ot, 测度 a 称 为 测度 z J k Kak. ES t 
是 在 概率 空间 ( 纪 ,8, py) 上 取 值 于 2 % B B8 BL 3 E: T, Ka 
布 . 
用 o, T) 表示 测度 t OREZZA. 因为 
SpT, kS = S(z,** °, z), 
所 以 
PaCS) = | asar) = eise Gan, 


因此 , PCS) 由 测度 上 所 确定 ,从 而 也 就 由 测度 & 的 特征 泛 函 p(x) 
所 确定 。 现 来 讨论 由 p) 计算 p] (S) 的 一 些 方法 。 f iz V urug 是 
A” 中 形 为 


k 


V, (s: `. Zk) 一 II (tj, zi) 


1 


的 型 ， 那 末 
(V...) = fo fi JI Gred} a Ga, 


为 计算 右边 的 积分 ;注意 CUA +-- 二 tux) 是 变量 (x, t) `... 
(<=, m) 的 联合 特征 函数 , 且 


[ee fis I (x, 2) t (dx) 


k 

是 在 概率 空间 (A, B, u) 上 变量 [[ (z, ww) 的 特征 函数 。 如 果 
i=l 

函数 q(t 十 … + tatr) 关于 fi19°* "a Zh 绝对 可 积 , 则 


1“ . . 
Pe V ars m) 一 (>) f- . -fex isi 
， 2x 
— istapi + -e + trug)dti > - da ds: dl (1) 


AR AIR EE ARP Bak P (1) 的 积分 (例如 ,在 积分 号 下 引 
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入 因子 exp{ 一 e383}， 然后 在 6 — 0 时 取 极 限 ), 则 式 (1) 对 任意 
WIEZA P E ERR. 
考虑 联合 特征 泛 函 
Pua(T» 一 | exp{iT Cess 十 Ka Du (am), 
设 | 
[lltplar) < eo, 


那 末 对 .人 A 中 的 任意 型 3 如 下 关系 式 成 立 : 
Spdig]a (T, z)* $ 


= it [Ses sedep liT Ces +y 2) + iG, 4) u(x), 


其 中 dpa (T, z) TER palT, z) KT z ËJ k RMI MA 
Æ k REN) 5-H. 
ifs (x,t, x)exp{iT Ce, +, 4) + i(z, lG) 
= Spdprn (T, z)* S, 
其 中 4 (T, z) 是 函数 PCT: z) 关于 了 的 一 次 微分 
因此 ,满足 微分 方程 
i% dipr (T , z) = dip. (T , z). (2) 
还 要 指出 ,pk ws 2) 可 按 式 (1) 计算 ， 只 要 在 (1) 的 
右边 以 p (z 十 au 十 … + hak) 代替 g (m 十 :十 wa) 即 
xj, 
1 V J H 2 % RK 的 任 一 可 测 线性 上 映 象 。 复合 映 象 


ARR 
将 称 为 下 次 可 测 多 项 式 映 象 ， 设 R GO) 是 这 样 的 映 象 ， 那 末 
对 每 个 z (R (z), z) 是 次 齐 次 多 项 式 或 者 是 这 些 多 项 式 依 测 
度 上 的 极限 。 
事实 上 ， 如 果 R(x) 一 FT*， 其 中 了 是 由 Z*E 的 可 
OPP 则 (R(x),z) = VX(T:)， 其 中 V* Ë V JE pk 8 
见 $ DCR ` 上 的 可 测 线性 泛 函 变 换 为 . 冤 % 上 的 可 测 线 
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HERA), V+ 是 A LEA, 它 是 Z FAyE2DB (z, DER, 
VIGS) EZR V# 作用 于 Se 2 WE. 

如 果 Vz 是 连续 证 图。 则 VIC.) 是 和 次 齐 次 多 项 式 。 如 果 
VP! 还 是 定义 在 A" 上 的 连续 线性 泛 函 z, 依 测 度 t 的 极限 , Wii 
KIBE e ga (CT) > VICT =)> M zg, (7z) 是 和 次 齐 次 多 项 式 。 反 
之 , 设 R(x) S H < 到 经 的 齐 次 多 项 式 映 象 ， 用 S, 表示 满足 

(RG), z) = S(x,- z) 
的 线性 型 ， 如 果 T; 是 A 中 由 等 式 

T, Gisti ta zk) = (z, z): * (z, zk) 
所 确定 的 元 素 ， 则 (R(x), z) = SpS,* T:。 显然 , S, E. $C 到 
多 % 的 线性 映 象 ,以 U 表 示 它 ; S,= U,。 则 
(R(x), z) = SpU,* T, = (z, U*T,), 

其 中 U* EURT. 因此 R G) 一 U*T,， 其 中 U* 是 由 
AHR 的 连续 线性 上 映 象 . 

Hit R(x) E k MERER R, (x) 依 测度 上 的 极限 。 那 末 
R,(z) = V,T, H RC) 按 测度 上 几乎 处 处 收 伍 。 因 此 存在 由 空 
ER F OFRER V E VT 依 测度 px ek F V B. 
R(x) = VT.. 

利用 函数 p, (T) 容易 求 得 测度 > ARERR, v 是 在 和 次 可 
测 多 项 式 映 象 R (z) 下 由 测度 2 变换 得 到 的 : 

v( A) = a RA)), 
事实 上 ， 


p, (z) = | e FRG) a (dx) = | eiT udr) 


= | evanpt(adT) = pe(V*), (3) 


用 多 项 式 的 正 交 系 展开 可 测 映 象 ” 设 测度 上 使 全 体 多 项 式 的 
集合 在 Lal RAR, 而 R (z) 是 由 K 到 2 的 可 测 映 象 , W 
足 条 件 


| IRG) la Gae) < eo, 
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那 束 对 每 一 se RK, ERA (R(x),x) 可 按 $2 所 构造 的 正 交 子 
空间 2, 展开 : 


CRE), 2) = SIB (z, z), 
t=0 
其 中 Pi(z, z) € Pre 显然 ， P,( z, x) 线性 地 依赖 于 z. # 中 
取 某 一 规范 正 交 基 {ex}。 ME 
|> |P,(e;, z) | Cdr) < > (R(x), ei) pdx) 
[IR Œ a Go. 
因此 ,级 数 
> Prleis z)e; = R,(z=) 
依 测度 a lot. H. 
P,(z, x) = > Pileis z)Xz, ei) = CR), z), 
因此 ,在 上 述 假设 下 可 测 映 象 R(x) 可 表 为 
R G) = D R G, 


其 中 每 个 映 象 R, 是 《次 可 测 多 项 式 映 象 和 级 数 在 均 方 意义 下 收 
$k. "4 K >= i 时 映 象 R, 和 R; 在 下 述 意 义 下 正 交 : 对 每 一 有 界 算 
+ B 等 式 | 
| (BRiCx), Ri (z))u (dx) = 0 
成 立 。 事实 上 ， 因为 当 k = š 时 (Rl), z) 和 (R;(z), z) 正 交 ， 
所 以 
| BRG), Ri GO) Gaz) 


= j> (BR,Gz), ci)(eis Ri) Ju (dz) 


= |> RG), Be(RiGO, e)a ldr) = 0, 
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因此 
| RO Pali) = 21 | RO Pn Ge) 
k= 


[RO zyG = D | RO Pd) (O 
k= 


A (4) 给 出 了 计算 测度 > 的 相关 算 子 的 可 能 性 , > 是 在 映 象 R (x) 
下 由 测度 上 变换 得 到 . 


$ 4. 变换 测度 的 某 些 特征 的 计算 


在 这 一 节 给 出 的 结果 使 我 们 能 确定 由 给 定 的 测度 通过 可 测 映 
象 获 得 的 测度 的 特征 泛 防 和 某 些 其 它 的 特征 。 一 些 类 似 的 结果 在 
前 面 已 遇 到 过 ， 例如 ,在 第 七 章 $ 3 就 曾 得 到 过 变换 测度 关于 原 
来 的 测度 的 密度 公式 ， 在 本 章 $ 1 已 给 出 了 从 已 知 测度 通过 可 测 
线性 变换 得 到 的 测度 的 特征 泛 函 公式 ， 而 在 $ 3 得 到 了 从 已 知 测 
度 通过 可 测 齐 次 多 项 式 变换 所 得 的 测度 的 特征 泛 函 的 类 似 公 式 ， 
当然 下 面 所 提供 的 结果 对 解决 在 概率 测度 的 可 测 变 换 理 论 所 遇 到 
的 所 有 问题 是 不 够 的 .然而 对 很 多 重要 的 应 用 问题 根据 这 些 结果 
可 以 建立 关于 解 的 计算 算法 ， 

变换 群 ” 设 在 Hilbert 空间 A 中 给 出 依赖 于 实 参 数 : 由 微 
分 方程 


-Rilx) = F (Ri)) (1) 
dt 


` Pra Ph Ea RO, 其 中 % (=) 是 2 A 的 连续 映 象 , 它 
保证 在 满足 对 所 有 EZ, RE) 一 * 的 初始 条 件 下 , 方程 (1) 
有 唯一 解 。 那 末 对 所 有 t R (*) 也 是 S 到 经 ”的 连续 映 象 ， 
设 & 是 ( 缀 ,38) 上 某 一 概率 测度 ,而 v, 是 由 测度 4 通过 上 映 象 
R, (z) 得 到 的 ， 用 gr G) 和 (x) 分别 表示 测度 w, 和 的 特征 
M, R 


e 567e 


pi) = [|e'==ema (as), (2) 
设 
(1g(R.G) lalar) < =. 
BRE (2) 的 右边 的 积分 可 按 z 微分 且 
2 p) = i| C FR) em ar) 


= | (z, Giod). 


对 于 多 (x) 附加 某 些 假设 后 ， 后 一 等 式 的 右边 可 以 用 9 G) 表示 
H. W 

G(x) = G(r) + Fa), 
其 中 F a 是 多 项 式 映 象 , 而 多 :(%) 假定 有 如 下 表示 : 


g, (x) = | ¿ino (du), (3) 


其 中 p (du) EENE CY 8) 上 某 个 取 值 于 受 具有 有 界 变 差 的 
可 数 可 加 集 函 数 ， 那 末 , 如 果 


(FC), z) = S Hils: “9 £), 
k=0 
其 中 HXCx,,*… ,xi) 是 连续 线性 型 , 则 
| (F(x), z) av, dx) 一 5 i *Spd*p, (z) * Hke | 
k=0 


另 一 方面 ， . 
| (z, g, (x)) een, (dx) 


= |! ¿lm inn) (z, o (du))u,(4x) 
= || [eean] (zs p(du)) 
= [pu + z)(z, oCdu)). 


因此 ,在 上 述 假设 下 p (z) 满足 如 下 积分 -微分 方程 
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BPs) = i 2” iCtSpato, G) * HE 
k=0 


+ folu t as old) (O 

接近 于 线性 的 变换 ”如 果 变 换 接 近 于 线性 ， 借 助 于 取 值 于 

儿 - 的 有 界 变 差 的 可 数 -可 加 函数 的 Fourier Bi, HARMKE 

的 表示 式 确定 变换 测度 的 特征 泛 函 。 设 RG) = Vr 十 e9: G), 

其 中 了 是 连续 线性 算 子 , s 是 足够 小 的 数 ， 而 多 ;是 按 6) 所 表 
Z. PRI ERE 


P» (z) = | Pada) = | e'sVetega ud) (dx ) 


一 | s i es S 2C%))« eiD (dr) 


k=0 





= D EE [o Pda), 
k=0 = 


利用 (3), 得 | 
(z, G) = |fe o(a] 


= | .. estan, pladu)):: Ce, peldu). 


因此 ， 
| G, ,OY e*=2 (az) 
= [f0 +u eee g) 
x (z, o(du,))° * (2, pCdug)). 
最 后 ,我 们 得 : 


Rek 


Pv (z) = > h J eos + t, +: + ur) 





kk 
X (z, pldu))-: ` (z pldux)). (5) 
注意 ,在 我 们 的 假设 下 ,这 级 数 对 所 有 & 收敛 且 是 关于 & 的 整 解析 
AR WRG ie = 二 + 和 假定 1> 0, (z, pldx)) 是 非 负 测度 , 公 
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式 (5) 可 得 到 本 质 的 简化 。 设 mx(dz) 是 经- 中 有 无 穷 可 分 和 特 
征 泛 函 是 
|o") = exp | a [Ce — DG; e(262)] 
的 测度 ， 那 末 


>É f [o (V*z + u, tee + uk) 
weg 
X (z,p(du,))- + -Cz,pĆdu)) = [pa*z + x)æ,ldx). 

显然 ,测度 P 可 以 不 在 K 本 身上 给 出 ,而 是 在 它 的 某 个 扩张 上 给 
出 ,在 其 上 函数 g(x) 可 以 按 连续 性 扩张 ， 

对 偶 公 式 和 其 它 按 小 参数 寄 的 展开 式 在 Hilbert 空间 中 计 
算 各 种 按 测度 的 积分 (特别 按 对 应 于 平方 可 积 过 程 的 测度 的 积分 ) 
时 ， 利 用 按 一 个 测度 的 积分 归结 为 按 另 一 个 测度 的 积分 的 十 分 简 
单 的 公式 有 时 是 方便 的 。 设 5 和 7 是 两 个 取 值 于 受 ” 的 独立 随机 
变量 , 4“ 和? 是 这 些 变量 的 分 布 , pn 和 是 它们 的 特征 函数 。 用 
两 种 可 能 的 途径 计算 积分 

Ec: 一 (í tD ulda )2 (dy) 


(一 种 先 对 然后 对 v, 另 一 种 反之 ), 我 们 得 
fouar) = fouar), (6) 
这 公式 称 为 对 偶 公 式 。 这 公式 的 一 个 特殊 情形 是 : 
| e term (dx) 一 222 (dy), 
其 中 "是 有 相关 算 子 也 的 Gas WE. HWE” 是 一 无 穷 可 分 
分 布 时 ,公式 (6) 十 分 便于 应 用 ， 设 AGO 是 形 为 二 log p, C) 的 
泛 孙 ,其 中 "是 无 穷 可 分 分 布 。 引 和 人 具有 特征 泛 函 


e's) = Eerw . 


HEIRE a, 那 末 EO (R rh š R OB T £ 共有 分 
布 上 的 随机 变量 ) 可 按 公式 〈6) 计算 : | 
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Eei?® = Epel). : (7) 
这 公式 仅 对 * > 0 是 正确 的 ;对 负数 : (或 在 Laplace 变换 情形 对 
复 值 已 可 以 利用 所 得 的 表示 式 按 z WETEA. 
如 果 知 道 变 量 E, 的 特征 泛 函 按 圭 数 e 的 展开 式 , 则 为 得 到 随 
机 变量 £, 的 泛 函 的 特征 函数 按 小 参数 8 的 寡 数 的 展开 式 ， 可 以 利 
用 对 偶 公 式 。 设 
E tš 一 plz) 一 Detrr(z), 《8) 
和 要 求 计算 ACE) 的 特征 函数 ,其 中 4 满足 公式 (7)、 那 末 
Eet 一 SetEXi(ns), 
作为 这 公式 应 用 的 例子 ,我 们 考察 (z) = (Br, z) 时 的 情况 ,其 
中 8 是 正定 算 子 .我 们 有 等 式 
(Bx, z) = log Eet, 
其 中 是 有 相关 算 子 B 的 Gaus 随机 变量 《我 们 要 指出 , BET 
以 定义 在 空间 受 ” 的 某 一 扩张 中 )。 因 此 


BBE) — Ee Eon — s 
Eereteso — E Eg (féa) 
如 果 qs(z1z) 是 “上 ERRAR, 最 后 的 公式 是 正确 的 。 如 果 在 这 
个 公式 中 以 。= it 代入 ， 那 末 得 到 变量 (B88。,5。) 的 Laplace Æ 
换 : 
E 560 一 Ep.(V z x) = EetEx,G/ z). 
设 依赖 于 正 参数 e 的 随机 变量 族 F, 满足 当 8 — 0 hj , kita 


.下 0。 其 次 , 设 对 变量 5 一 一 E, 的 特征 泛 范 p.) RFR (8) 
成 立 ， 再 次 , 设 函数 h(x) TAR 

š Ce) = > P, GO), 
其 中 P.G) 是 次 齐 次 多 项 式 , H, 是 生成 它 的 大 线性 型 。 在 展 式 
(8) 可 以 逐 项 无 穷 次 可 微 的 假定 下 ,我 们 对 变量 二 (5.) 的 特征 
RRRS e 的 展开 式 ， 我 们 有 
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Eexp j KED} = Eexp Ë > PED} 
= Eexp fis > ek-1p, E} 
= Eep lip.) = [is > spls)| 


= Eexp{isp(8.)} 2) e” D, Qa (E,)r, Gs). 
n=0 k=0 


此 处 Cuk G) 是 次 齐 次 多 项 式 ，rm G) 是 次 数 不 高 于 &/2 的 数 
值 ( 实 值 ) 多 项 式 . 这 多 项 式 由 关系 式 


> Onl) rag G) = = exp L: > g*-1p, G) 


k=2 s= 
唯一 确定 。 设 P,(xz) = (a, x)» 其 中 
a 0, OQ, (z) = Talt ts r) 
其 中 T,, E: k REE, WE 
Eexpíiíp,(8,)]O, G£.) = Ee toT (8,, ... sa) 
= ¿i“tSpdtp,(sa)# Tug = i 11 s”SpdtX,Csa) * Tage 
于 是 ， | 
15 E 
Eexp [Ë (82) 


= >, e> r (s); t > g”Spatxn (sa ) k Tnk (9) 
n=0 k=0 m=0 


将 有 相同 次 数 s 的 系数 合并 在 一 起 , 重 写 展开 式 (9)。 同 样 地 ,可 
以 得 到 有 余 项 估计 的 有 限 展 开 式 ， 只 要 代替 (8) 中 的 级 数 而 取 有 
余 项 的 展开 式 ,和 将 h(x) 表示 为 
(Co 一 > PEA) + o (Tua C)» 
k=1 
Tua 是 Y 十 工 次 齐 次 多 项 式 。 
如 果 变 换 R (z) 表 为 
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ROF RGE (10) 


其 中 R, G) 是 下 阶 齐 次 多 项 式 变换 ， 为 求 得 变换 测度 的 特征 泛 
函 , 可 以 利用 类 似 于 (9) 的 公式 ， 设 V, EZ A Bz kE 
象 , 它 将 x 变 为 由 多 项 式 (Ril) z) 产生 的 型 V G). WR 


| ERY (dx) 


= | ¿Ikma x 二 (; > (Piler „DY ulda). 
n=0 ñ; k=2 
如 果 用 p, 表示 测度 > 的 特征 函数 , 那 末 


p, (z) = > Spat, (Vz) * Tk» C11) 
k=0 
其 中 Ti 是 形 为 
=> DV pG (12) 


j tnat tn Mal tenyt 


的 《线性 型 。 如 果 测 度 & 满 足 条 件 ， 对 所 有 mw 和 z 
fe RO | ulder) < o, 


则 分 解 式 (11) 有 意义 . 

正 交 多 项 式 的 一 个 应 用 设 产 是 某 一 个 使 正 交 多 项 式 
PaCHi， zx) 被 构造 出 的 测度 《参见 $2)。 我 们 来 研究 这 个 事实 怎 
样 帮助 我 们 求 得 由 测度 & 通过 变换 R G) 得 到 的 测度 v 的 特征 证 
E prne 假设 已 经 有 函数 RO 按 正 交 多 项 式 展开 成 级 数 : 


ee K(x)) 一 > P, (H:,;x),. 
k=0 
WE 


p,(2) = | eR par) = PAHE), 


D 用 Po 表示 VV, 
k 
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因此 展开 io 的 问题 不 比 求 p,(x) 更 简单 。 当 vr 是 关于 4 绝 
对 连续 和 密度 

2 (z) 一 p G) 
属于 Zial 时 ,利用 正 交 多 项 式 更 为 自然 。 设 已 经 知道 p(x) 按 
正 交 多 项 式 的 展开 


p(x) 一 Dy P, (H, z), 
k=0 


那 末 | 
py (z) = | ¿eo (z) u (dx) 
= Í er) DJ PKH x)u(dx) 
R=0 
= > | eSP, Go z) a (az), 
k=0 
显然 ， 


| e= Ge) p (az) 
(O 是 某 一 多 项 式 ) 容 易 用 p) 表示 为 形 如 
> F Spdtpu (z) * Ht 
的 微分 算 子 。 因 此 可 以 认为 函数 
Ka His z) = | ep, z)a(a) 
被 确定 ,所 以 g, (e) 可 用 这 些 函数 由 式 、 


p) = 31 X,GH,, z) (13) 
k=0 
崇 示 出 . 

在 第 七 章 $3 已 经 给 出 变换 测度 关于 原来 的 测度 的 密度 的 表 
ZK. 这 个 密度 用 函数 pC(a, z) KER, elas r) 是 位 移 测度 a, 
关于 原来 测度 的 密度 。 
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MANR olas x) 按 正 交 多 项 式 展开 的 方法 ， 设 
p (as z) 一 PAs), (14) 
其 中 Hi 是 依赖 于 4 的 某 个 人 线 作 型， BRN P, 中 的 任意 多 项 
式 PCH 1) (参见 52) REXER 
|P, P GI, sp (az) 


一 | PHa» z)e(a, z)u (dz) 


一 | Pa x + a)a(dz) = S.XH,). 


我 们 应 用 Taylor 定理 展开 多 项 式 Px + a) 和 利用 成 为 正 交 
多 项 式 的 级 数 所 得 到 多 项 式 的 每 一 个 的 展 式 , 容 易 计 算 t 上 的 线 
HEZK SAH4)， 显 然 ,在 名 上 的 线性 泛 函 S,(H,) 可 表 成 内 积 

| S.(H,) = (H, 有 和 
(参见 $2)， 由 此 关系 式 Hy WE Was, 然后 函数 pCa z) 由 公 
A (14) 所 确定 。 为 使 ay z) 存在 和 属于 双 :[w]， 充 分 必要 条 
件 是 级 数 (14) 收敛 , 即 满足 不 等 式 


> (Bi, HEN < oo, 
k=1 
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注 É 


在 下 面 的 注释 中 ， 包 含有 关 本 书 所 讨论 的 问题 的 一 些 参 考 文 
H. ERE, 我 们 并 不 打算 给 出 随机 过 程 论 的 一 个 完整 的 文献 目 
录 或 阐明 它 的 基本 思想 的 历史 。 在 许多 情形 中 , 我 们 没有 援引 那 
些 难以 搞 请 楚 的 原始 著作 ， 而 只 是 给 读者 指出 较 近 出 版 的 教科 书 
和 专著 ,在 这 些 著作 中 含有 所 讨论 问题 的 文献 月 录 ， 


第 一 章 
$ 1， 这 一 节 的 令 述 是 基于 现在 已 被 普遍 接受 的 用 集合 论 话 
言 给 出 的 概率 论 公 理化 体系 ， 这 一 体系 是 A. H. KomMoropog 于 
1929 年 提出 且 在 他 的 专著 [29], [102] 中 叙述 .有 关 在 本 书 中 用 到 
的 测度 和 积分 理论 的 结果 可 参看 下 列 著 作 : A.H. KonMoiropoB 与 
C. B. Pomnn [37], P. Halmos [66] , H. H, Taxvan 与 A. B. Cropoxon 
[14], J. Neveu [44] 以 及 P. A. Meyer [106]. 
$2， 一 般 的 0-1 律 是 由 A. H. Kojioropop [29] 建立 的 
$ 3， 条 件 概率 和 条 件数 学 期 望 的 理论 是 由 A. H. Konwo- 
ropo [29] 引入 的 ，J Doob[21] 进一步 发 展 了 这 个 理论 ， 还 可 
以 参看 M. Lotve [40] 和 J. Neveu [44]. 
§4， 基 本 定理 是 属于 A. H. KonMoropos [29] 的 ， 
第 二 * 
$ 2， 许多 作者 都 讨论 过 拷 论 ,但 这 理论 的 系统 化 应 归功 于 了 . 
Doob [21]. 他 首先 推出 了 热 的 基本 不 等 式 ， 证 明了 关于 极限 存 
在 的 定理 , 引入 了 半 拷 的 概念 并 得 到 了 其 它 一 些 结果 . 更 多 有 关 
页 的 知识 可 以 在 上 面 援引 过 的 一 些 书 一 一 J. Doob [21], M. Loéve 
[40] 和 P. A. Meyer [106] 中 找到 . 
$3， 这 一 节 的 基本 思想 和 结果 是 属于 A. H. Konmoropoe 与 


e 576% 


A. A. Xunn [81] 以 及 A. H. KonMoropos [100] 的 。 在 J. Doob 
[21], M. Loéve [40] 和 A. B. Cxopoxon [60] 中 对 独立 随机 变 
量 序列 作 了 更 详尽 的 讨论 ， 

54. 有限 状态 MaprkoB 链 是 由 A. A. Mapkos [42] (在 1906 
E) 引入 并 加 以 研究 的 。 Mapkoe 链 和 Mapkos 过 程 的 一 般 定义 
是 属于 A. H. Kommoropos [31] 的 。 在 E. B. Jpbzana 的 专著 
[23],124] 中 发 展 了 更 一 般 的 观点 ， 

$5。 可 数 状态 Mapkoa 链 首 先 在 A. H. Konmoropos [104], 
[30], W. Doeblin [85] 的 著作 中 加 以 研究 ,随后 许多 作者 对 此 又 
作 了 进一步 的 研究 ， 参看 W. Feler [65], K. L. Chung [721， 
E. B. Ibix £ A. A. IOumeguq [251, J. S. Kemeny, J. L. Snell 
与 A.W. Knapp [98]. 

$6. 许多 作者 都 研究 过 随机 游 动 并 得 到 了 大 量 的 结果 . 参 
看 W. Feler [65], E. B. 瓦 blHKHH 与 A. A. Oresay [25], A. 
B. Cxopoxon 与 H. II. Cno6onestor [61] 以 及 F. Spitzer [63]. 

$ 7. B.B. Taemeako [16] 首先 讨论 了 一 维 格子 点 分 布 的 局 
部 极限 定理 。 参 看 B. B. Tuenenuko 与 A. H. KonworopoB [18], 
H. A. MH6parnMoB 与 IO. B. Jiaaaag [26] 以 及 A. B. Crkopoxon 
与 H. IE Cno6onemorx [61]. 

§ 8 遍历 定理 的 产生 与 统计 力学 问题 有 关 . 参看 A. JH. 
Xmu 的 有 关 这 方面 的 书 [69]。 第 一 个 遍历 定理 是 属于 J. Von 
Neumann 与 G，Birkhoff 的 ， 它 是 遍历 理论 深 人 发 展 的 出 发 点 ， 
在 E. Hopi 的 专著 [70] 中 全 有 遍历 理论 的 第 一 个 发 展 时 期 的 一 
个 综述 ， A. H. Konmoropos [32] 给 出 Birkhoff-XaHqan 定理 的 
一 个 简单 的 证 明 。 在 P. Halmos [67], K. Jacobs [95] # P. 
Billingsley [77] 等 书 中 讨论 了 遍历 理论 的 进一步 发 展 . 


第 三 w 


$1， 中心 极 限定 理 的 多 维 推广 首先 是 由 C. H. BepunrreiH 
[76] 指出 的 。 B. de Finneti [90] 开始 系统 地 研究 独立 增 量 过 
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z. TA. H. KonmoropoBs [101] 找 出 了 当 二 阶 矩 为 有 限时 独立 增 
量 过 程 的 特征 函数 , 而 P. Lévy [1051 则 得 到 了 一 般 情形 的 相应 
结果 (二 者 均 是 一 维 情形 )， 关 于 Maxo 过 程 的 一 般 定义 还 可 参 
看 第 2 章 Š 4 的 注释 . 

4 2 31583. E. E. Cryuguñ 和 A，H，KomMoropoB 首先 讨论 
了 构造 随机 等 价 于 已 给 过 程 ， 且 其 样本 函数 满足 一 定 正 则 性 条 件 
的 随机 过 程 的 可 能 性 (参看 E. E. Cayat 的 文章 [62])。 许 多 
关于 随机 函数 公理 化 定义 的 各 种 说 法 和 进一步 发 展 的 本 质 结果 是 
属于 J. Doob 的 。 早期 的 参考 材料 可 以 在 他 的 专著 [21] 中 找 
到 。 $2 和 $3 的 基本 定理 是 属于 J. Dob [21] 的 。 还 可 参看 
E. E. Cryukuñ [62]. 

$ 4。 形式 上 稍 弱 一 点 的 定理 1 是 被 H. H. Hemos [71] 证 
明 的 。 J. H. Kinney [99] 《对 于 Mapxkos 过 程 ) 证 明了 定理 2， 
P. Lévy [105] 证 明了 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 没 有 第 二 类 间断 
m. J. Doob [211 讨论 了 款 的 样本 函数 的 性 质 ， 

$5. E. B. Lpngag [22] 和 J.H. Kinney [99] (对 于 Mapxos 
过 程 ) 各 自 独 立地 证 明了 定理 2，。 定理 6 的 稍 弱 一 点 的 提 法 是 属 
F A. H. KorMoropoa 的 ， 它 首先 发 表 在 E. E. Cnyuguñ 的 文章 
[62] 中 。 IO. K. Penmaes [3, 75] 研究 了 Gaus 过 程 的 局 部 性 
质 ， 还 可 参看 H. Cramer 与 M. R. Leadbeuer BJ 232 [84]. 


第 四 章 

$1 和 $2。 广义 平稳 过 程 这 一 概念 是 由 A. YT. Xman [68] 
引 人 和 人 的， 在 同一 篇 文章 中 还 指出 了 广义 平稳 过 程 的 相关 函数 的 谱 
表示 。 F. Riesz 和 G，Herglotz 在 1911 年 得 到 了 正定 序列 的 谱 
表示 , 而 S. Bochner [4] 在 1932 年 得 到 了 正定 函数 的 谱 表 示 。 
J. L. Schönberg 的 文章 [111] 包含 有 Euclidean 空间 和 Hilbert 空 
间 中 的 齐 次 迷 向 随机 场 的 谱 表 示 。 

§3. E. E. Cayukaä [113] 和 M. Loéve 401. 

$ 4. H.Cramér [82] 提出 了 随机 积分 理论 , A. H. KonmoropoB 
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[35] 则 首先 阐明 了 随机 积分 , 谱 表 示 和 Hilbert 空间 理论 的 方法 
之 间 的 关系 。 还 可 参看 J. Doob [21]. f 

$5. 定理 1 是 属于 K. Karhunen [96] 的 ,定理 2 是 属于 H. 
Cramer [82] 的 。 

$ 6， 利 用 滤 过 理论 不 难得 到 平稳 过 程 的 谱 分解 (A. Blanc- 
Lapierre 与 Fortet [7])。 借助 H. M. Temanı 和 K. Ito 提出 
的 广义 随机 过 程 理 论 (H. M. Tepana 与 H. S. BameHga [10], 
K. Ito [94] ) 可 以 建立 更 一 般 的 随机 过 程 线性 变换 理论 。 

87. 关于 平稳 序列 情形 的 基本 结果 是 A，H，KumMoropoB 
[35] 得 到 的 ,关于 连续 时 间 平 稳 过 程 的 结果 则 是 属于 K. Karhu- 
nen [97] 的 (参看 J. Doob [21] 和 IO. A. PosagoB [52]).. 

SB. A. H. Konmoropæ [35] 给 出 了 (平稳 序列 的 ) 线 性 预测 
问题 的 一 般 提 法 ， 它 和 Hilbert 空间 几何 的 关系 以 及 把 它 归结 为 
ARGEN., N. Wiener [116] 发 展 了 连续 时 间 过 程 的 线性 预测 
和 滤 过 问题 的 有 效 解法 ， A. M. friom 的 方法 连同 大 量 的 例 了 予 
可 以 在 他 本 人 的 综述 性 文章 [74] 中 找到 , 

$ 9. 关于 平稳 序列 的 分 解 定理 以 及 确定 的 和 非 确定 的 过 程 
这 两 概念 是 属于 H. Wod 的 。 根据 平稳 序列 的 过 去 进行 预测 的 
问题 的 一 般 解 是 A. H. Kornworopos [35] 得 到 的 。 对 于 连续 时 
间 的 过 程 来 说 ,这 问题 的 一 般 解 则 是 M. G. Krein [38]，[39] 得 
到 的 。 JO，A. Posagop [50], N. Wiener 与 P. Masani [117] 讨 
论 了 向 量 值 平稳 序列 的 预测 问题 。 关 于 连续 时 间 过 程 的 预测 问题 
的 详细 论述 可 在 J. Doob [21] 和 IO. A. Posanos [52] 等 书 中 
找到 . | 

第 = 章 四 

在 N. Wiener 的 文章 [115] 中 首先 实现 了 构造 函数 空间 中 
的 测度 ，A.H. Konmoropos [29] 提出 了 构造 这 种 测度 的 一 般 方 
zÉ. 在 A. H. Konmoropos, E. Mourier [107], IO. B. Tlpoxopos 
147] 和 K. R. Parthasarathy [108] 等 文章 中 研究 了 Panach 空 
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间 和 完备 距离 空间 中 的 测度 。 

§ 3， 从 在 其 上 存在 以 给 定 的 正定 漳 数 为 特 社 汇通 的 测度 的 
空间 出 发 进行 扩张 是 属于 L. Gros [92] 的 。 $3 的 定理 是 属于 
E. Mourier [107] 的 。 

$ 5 的 定理 是 B. B. CasoHoB [55] 和 P. A. Muunoc [431 证 
明 的 .Hilbert 空间 中 的 广义 测度 是 IO. A. Jlaneuxuñ [19] 引 人 的 。 

A. M. Bepnmxa [6] 建立 了 线性 空间 中 Gauss 测度 的 一 般 理 
论 ， 他 还 研究 了 对 这 些 测 度 可 测 的 线性 泛 函 和 二 次 泛 函 。 K. Ito 
[93] 构造 了 多 重 随机 积分 。 IO. A. Posani [54] 找 出 了 平稳 
Gauss 过 程 的 线性 泛 函 和 二 次 泛 通 的 一 般 形 式 。 


| 第 六 # 

SL 定理 1 条 件 的 充分 性 的 证 明 属 于 IO. B. TIpoxopos 
[47]. 

$ 2. Hilbert 空间 中 测度 的 弱 紧 性 条 件 是 K. R. Parthasarathy 
[108] 建立 的 。 

$ 3， 无 穷 可 分 分 布 的 一 般 形 式 以 及 取 值 于 Hilbert 空间 的 
独立 随机 变量 和 的 分 布 收 倒 于 这 桩 的 分 布 的 条 件 是 S. R. S. Va- 
radhan [114] 得 到 的 .H. HI. KaHnenaxn 与 B. B. Casonos [27] 
UU Y e Sk F Gaus 分 布 的 条 件 。 在 K. R. Parthasarathy 的 书 
(108] 中 对 这 些 结果 有 相当 详细 的 论述 ， 

$ 4. M. Donsker [86] 首先 开始 研究 随机 过 程 的 一 般 极 限定 
理 ， 他 的 结果 在 定理 4 中 叙述。 定理 1 一 3 是 属于 IO. B. Mpo- 
xopoB $J. 

$5. 没有 第 二 类 间断 点 过 程 的 第 一 极限 定理 是 H. N. Taxman 
[12] WEBAK. A. H. Ckopoxon [57] 研究 了 Don 空间 和 这 空 
间 中 过 程 的 极限 定理 。A. H. Konmoropos [35] 和 IO. B. Yipoxopos 
[47] 讨论 了 Duou 空间 中 的 收 伍 性 。 H. H. denuop [71] 得 到 
了 一 个 有 趣 的 极限 定理 ， 将 这 定理 略 加 改变 就 是 定理 3, A. B. 
Cxopoxon [57], [58], [59] 研究 了 独立 增 量 过 程 和 MaproB 过 
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程 的 收 钙 性 。M，Donsker [87] 和 H. H. Taxman [13] #8 T E 
限定 理 在 统计 问题 中 的 应 用 . 
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在 H. H. Tamas 5 A. B. Cropoxo 的 文章 [15] 中 讨论 
了 函数 空间 中 测度 的 绝对 连续 性 的 各 种 一 般 问 题 。 

§2. B. H. Cynakop [64] 讨论 了 有 容许 位 移 的 处 处 稠密 集 
的 调度 。T. S. Picher 研究 了 容许 位 移 的 集合 的 构造 。 定 理 4 在 
A. M. Bep 的 文章 [7] FEAR. 

$3. R. H. Cameron 与 W. T. Martin [79], [80] 研究 了 在 . 
各 种 不 同 的 变换 下 Wiener 测度 的 绝对 连续 性 。 在 非 线性 变换 下 
Hilbert 空间 中 Gauss 测度 的 绝对 连续 性 的 某 些 结果 可 以 在 B. B. 
Barma 与 A. JI. Hlaranpun 的 文章 [21 中 找到 。 

$4. 绝对 连续 性 条 件 和 在 位 移 下 Gauss 测度 的 密度 公式 是 
U. Grenander [91] 得 到 的 .Ja. Hajek, J. Feldman 和 IO. A. Posanos 
的 文章 [9], [88], [89], [53] 中 得 到 了 Gauss 测度 的 绝对 连续 
性 和 奇异 性 的 一 般 条 件 . 

$5. 定理 1 和 定理 2 属于 IO. A. Posauop. 在 他 的 书 [54] 
中 叙述 了 这 方面 的 基本 结果 。 

$ 6. H. B. Tupcagop [11], A. B. Cxopoxon [59] 讨论 了 
某 些 Mapkos 过 程 类 的 绝对 连续 变换 . 在 H. H. Taxman 与 A. 
B. Cxopoxon 的 文章 [15] 中 给 出 了 对 应 于 独立 增 最 过 程 和 Mapxoa 
过 程 的 测度 的 绝对 连续 性 一 般 定 理 。 


第 A 章 


$ 1. ÆT. E. Wais 与 Qanu Mok Taw B [73] 中 研究 
TAWAR RTAMRA. 

$2. Æ K. Ro 的 文章 [93] 中 构造 了 Wiener 过 程 的 多 项 式 
EZA. 在 N. Wiener 的 书 [8] 中 指出 了 这 些 多 项 式 的 各 种 应 
H. A. M. Bepuiak [6] 构造 了 Gauss 测度 的 正 交 多 项 式 。 
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引 论 


马尔 科 夫 过 程 在 随机 过 程 论 中 占有 特殊 的 地 位 ， 这 是 因为 在 
马尔 科 夫 过 程 的 定义 中 本 质 上 使 用 了 概率 论 的 概念 ， 而 正 是 这 些 
概念 使 概率 论 从 一 般 测 度 论 中 分 离 出 来 。 成 为 一 门 独立 的 学 科 . 
以 独立 性 概念 为 基础 的 概率 论 的 直观 ， 在 马尔 科 夫 过 程 论 中 体现 
得 最 完整 

马尔 科 夫 过 程 论 的 另 一 个 重要 特点 ， 是 它 可 以 用 不 多 的 构造 
性 的 特征 量 ,来 描述 过 程 的 全 部 有 穷 维 分 布 ,从 而 可 以 计算 过 程 各 
MEB y H. | 

注意 ,对 于 其 它 一 般 过 程 类 (高 斯 过 程 类 除外 ), 通 常 只 能 确定 
概率 为 0 或 1 的 事件 ， 

最 后 ， 马 尔 科 夫 过 程 的 一 个 最 重要 的 特点 就 是 它 发 展 的 进化 
Ek: 过 程 现时 的 状态 完全 决定 它 将 来 的 概率 状态 ， 因 此, 在 很 多 
场合 ,如 果 适 当地 扩充 过 程 的 相 空 间 ,就 可 以 把 所 要 研究 的 过 程 化 
为 马尔 科 夫 过 程 。 另 一 方面 , 由 过 程 发 展 的 进化 性 可 以 导出 递 失 
关系 式 (对 离散 时 间 情形 ) 或 进化 方程 (对 连续 时 间 情 形 ), 从 而 决 
定 过 程 的 概率 特征 ， 

当前 ， 在 随机 过 程 论 中 很 大 程度 上 是 研究 各 种 马尔 科 夫 过 程 
38. 

作为 马尔 科 夫 链 的 推广 产生 了 马尔 科 夫 过 程 的 概念 。 马 尔 科 
夫 链 是 一 种 试验 序列 ,最 初 由 A. A， 马 尔 科 夫 所 研究 ， 和 Berno- 
di 概 型 不 同 ,对 马尔 科 夫 所 研究 的 序列 ,将 来 试验 中 事件 出 现 的 
概率 依赖 于 过 去 试验 的 结果 。A. H. Konvoropos 在 《概率 论 的 解 
析 方 法 》(1931 年 ) 一 文中 提出 了 马尔 科 夫 过 程 的 一 般 概念 。 在 
这 篇 文章 中 A. H. Konworopos 研究 了 随机 决定 体系， 也 就 是 
现时 状态 能 完全 决定 将 来 概率 状态 的 体系 ; 这 些 体系 是 由 函数 


.1 . 


P (s, x, t B) 描述 的 , 其 中 PG, r,t, B) 是 《体系 在 时 刻 * 处 
于 状态 z, MERA :(: > s) 的 状态 属于 BES > 的 概率 , 是 
ZAR HITER RE Piss z, 1, B) 称 做 转移 概率 ， 由 全 
概率 公式 和 随机 决定 性 可 知 ,转移 概率 满足 下 列 关 系 式 : 


PG, Xs ts B) = |, PG, Xs iis dy) P(u, Ist, B). 


G<u <D, CD 

其 中 .2 是 体系 的 相 空 间 。 上 式 称 做 KozMoropoB-Chapman 方程 . 

这 里 首先 出 现 的 一 个 问题 ,就 是 讨论 方程 (1) 的 各 类 解 的 问题 。 

当 相 空 间 纪 -由 有 穷 或 可 列 个 点 x, ree 组 成 时 , 转移 概率 

由 一 组 函数 p; Cet) 一 PCs, ris ts (zi) 所 决定 ,其 中 {zxj} 是 一 

个 点 才 所 组 成 的 集合 。 A. H. Kosworopos 证 明了 , 在 一 定 的 条 
件 下 函数 pi;(s, z) 满足 下 列 微 分 方程 组 

2 = > a (s) p Ces t)s 


dt 
A. H. Komoropæ 所 研究 的 另 一 个 重要 的 过 程 类 ,是 有 和 转 
移 概率 密度 PG, r, z, 7y) 而 相 空 间 是 有 穷 维 欧 几 里 得 空间 的 过 程 
R, HRR pC rt, y) 满足 一 定 条 件 时 (这 些 条 件 与 体系 运动 
的 连续 性 的 直观 概念 相对 应 )，A，H.，Komworopoa 得 到 了 函数 
P (es z, t> y) 的 下 列 偏 微分 方程 : 


Op(s, x,t, y) + 5 als, x) Op(s, x, t, y) 
Os Oxk 


1 p(s x,t, y) 
+ 一 > b. x == 0 
2 k a ) 8x;8zxx Í 


dpils, t). 一 > Pa (e z) a). 
k 





Opla tatt) 十 之 a [alts y) pls, xs ts y)1 
1 8: 


2 +T Oy;yk 
A. H. Korworopog 还 给 出 了 欧 几 里 得 空间 中 更 一 般 过 程 的 
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[ba (z, yels, Xs ts y)] = 0. 


方程 。 这 些 过 程 的 状态 可 能 连续 地 变化 , 也 可 能 既 路 地 变化 ， 对 
所 有 上 述 情形 ，A. H，Komoropos 成 功 地 把 非 线 性 函数 方程 (1) 
化 为 更 常见 的 进化 型 线性 微分 方程 (对 中 断 过 程 ， 是 积分 -微分 方 
E. 这 时 ,过 程 的 本 身 由 相应 方程 的 系数 来 表征 ， 而 这 些 系 数 具 
有 简单 的 概率 含意 ,并 且 是 过 程 的 无 穷 小 特征 

H. T. Tlerposckuñ 和 A. $. Xanuma 曾 利 用 马尔 科 夫 过 程 
来 构造 扩散 的 概率 模型 ， 后 来 , 这 种 过 程 被 称 做 扩散 过 程 。 结 果 
表明 ,由 A. H. Komvoropoa 所 引进 的 过 程 的 无 穷 小 特征 ,不 仅 可 
以 确定 转移 概率 而 且 还 能 计算 过 程 的 各 种 泛 栈 的 分 布 《 过 程 到 达 
某 区 域 的 时 间 以 及 在 到 达 区 域 边界 时 过 程 值 的 分 布 等 ). 

A. H. Kororopop 的 思想 是 马尔 科 夫 过 程 数学 理论 的 基础 ， 
并 且 指出 了 研究 的 总 的 方向 研究 过 程 的 无 穷 小 特征 ， 构 造 对 应 
于 给 定 无 穷 小 特征 的 转移 概率 ， 

ii> A. H. Kommoropoe 所 引进 的 过 程 的 无 穷 小 特征 并 不 
是 在 任何 情况 下 都 存在 的 ， 而且 即 使 存在 也 不 是 都 能 唯一 地 决定 
过 程 的 。 人 此 ，W.， Fele 提出 的 运用 伴随 转移 概率 的 算 子 半 群 
理论 的 思想 是 很 有 成 效 的 。 算 子 半 群 理论 适用 于 时 间 齐 次 过 程 ， 
也 就 是 转移 概率 PC, x,t, B) 仅 依赖 于 时 间 变 量 之 差 1: 一 * 的 
过 程 ， 即 P(s, x, 1，B) = PG — s, z, B). 这 一 限制 并 非 实质 性 
的 。 因 为 ,只 要 适当 人 地 改 变相 空间 ,就 可 以 很 容易 地 把 任 音 马 尔 科 
夫 过 程 化 为 齐 次 马尔 科 夫 过 程 。 

设 多 a 为 所 有 8 可 测 的 有 界 实 函数 的 空间 。 由 


TA) = [1PC z, dy) fe > 0, 
所 定义 的 算 子 了 ,的 族 称 做 伴随 转移 概率 PO, z, B) 的 半 群 。 访 


半 群 完全 决定 转移 概率 。 另 一 方面 , 在 很 多 情形 下 半 群 唯一 地 决 
定 于 它 的 无 穷 小 算 子 A, 其 中 


t 
只 要 对 所 有 rE K 右 便 的 极限 存在 ，W.， Fele 提出 把 无 穷 小 算 
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FA 看 作 过 程 的 无 穷 小 特征 。 他 利用 半 群 方法 论述 了 闭 区 间 上 
的 全 部 扩散 过 程 。 这 时 过 程 的 无 穷 小 算 子 具有 如 下 形式 : 

Aj =a Ai. + 1 b zL. 

dx 2 de 

Hh a A 8 W Konvoropop 方程 中 的 那些 系数 。 算 子 A 的 定义 
域 依 赖 于 过 程 在 边界 点 上 的 状态 ,并 由 满足 一 定 附加 (边界 ) 条 件 
的 全 体 二 次 可 微 函数 组 成 。 W. Feler 和 A. Ji. Bentem 论述 
了 各 种 可 能 的 附加 条 件 ， . 

E. B. Momm 通过 对 过 程 轨道 的 研究 ,改进 了 W. Feler 的 
纯 解 析 方 法 。 他 引进 了 现在 普遍 使 用 的 马尔 科 夫 过 程 的 一 般 定 
义 ,详细 地 研究 了 过 程 的 强 马 尔 科 夫 性 ( 即 关于 不 依赖 于 将 来 的 随 
机 时 间 ， 过 程 的 马尔 科 夫 性 仍然 成 立 )。E. B. Momm 定义 了 强 
马尔 科 夫 过 程 的 特征 算 子 4。 如 果 妇 的 定义 域 为 多 xs， 则 在 一 些 
十 分 自然 的 条 件 下 有 DCZ, 并 且 当 fe Z. 时 有 Af = Uf. 

和 无 穷 小 算 子 比较 ， 特 征 算 子 的 优越 性 在 于 : 为 计算 特征 算 
子 , 只 需 知 道 在 流出 初始 点 任意 小 的 邻 域 之 前 (包括 流出 的 瞬时 ) 
轨道 的 状态 。 所 以 ,在 很 多 场合 (例如 , 对 跳跃 过 程 和 直线 上 的 连 
SAE) 可 以 很 容易 地 算出 特征 算 子 。 因而 ,如 果 特 征 算 子 已 知 ， 
则 为 求 无 穷 小 算 子 ,只 需 找 出 它 的 定义 域 2 . D1 是 Za hk 
缩 , 从 而 可 以 利用 一 定 的 附加 (边界 ) 条 件 将 Z, 从 Da 中 划分 出 
来 ， 可 见 , 在 一 般 情 形 下 也 要 出 现 与 区 闻 上 的 扩散 过 程 类 似 的 情 
形 ， 

刻画 与 给 定 的 特征 算 子 相 对 应 的 无 穷 小 算 子 定义 域 的 一 般 性 
问题 尚未 解决 。 结果 表明 , 该 问题 的 解决 与 对 过 程 的 调和 函数 和 
过 分 函数 的 研究 有 关 ,过 程 的 这 两 种 函数 由 G. A. Hunt 所 研究 ， 
另 一 方面 ，E，B.4 几 pakaa 引进 的 可 乘 泛 函 和 可 加 泛 函 、 对 于 构 
造 过 程 的 各 种 变换 (这 些 变换 可 以 大 大 简化 对 过 程 的 研究 ) 起 着 十 
分 重要 的 作用 。 而 这 些 概念 又 与 过 分 函数 的 概念 有 密切 的 联系 。 
对 过 程 的 过 分 范 数 以 及 对 可 加 泛 函 和 可 乘 谤 函 的 研究 ， 是 当前 马 
尔 科 夫 过 程 一 般 理论 的 重要 组 成 部 分 。 在 《马尔 科 夫 过 程 论 基础 》 
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和 《马尔 科 夫 过 程 》 这 两 部 专著 中 ，E. B. Ibm 首次 相当 完整 
地 阐述 了 这 一 理论 . 

在 发 展 一 般 理论 的 同时 ， 对 各 种 专门 的 马尔 科 夫 过 程 类 进行 
了 详细 的 研究 。 每 一 个 马尔 科 夫 过 程 类 描述 一 种 具有 更 为 独特 性 
质 的 体系 的 模型 。 下 面 列举 最 重要 的 马尔 科 夫 过 程 类 . 

独立 增 量 过 程 是 重要 的 一 类 马尔 科 夫 过 程 ， 即 这 样 一 类 过 程 
E): 对 任意 > 和 (0 <, < x < --* K TE 

£(0), EC) — E(0),::  , EEn) — EG naa) 
相互 独立 。 这 类 过 程 可 以 看 作 连 续 时 间 的 随机 徘徊 , 最 初 用 来 描 
述 布朗 运动 。 这 种 类 型 的 一 般 过 程 是 作为 (空间 ) 均 匀 随 机 介质 中 
任意 体系 的 进化 模型 而 应 用 的 。B，Finetti，A.，H.， KosrmoropoB 和 
P. Levy 的 工作 全 面 论 述 了 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 。 从 一 般 理 
论 的 角度 来 看 ,独立 增 量 过 程 就 是 空间 齐 次 马尔 科 夫 过 程 ， 

除 对 独立 增 量 过 程 分 布 的 解析 论述 之 外 ， 还 研究 了 过 程 样本 
函数 的 性 质 。 ?，Levy 证 明了 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 没有 第 二 
类 间断 点 。 有 A. Y. Xau 研究 了 独立 增 量 过 程 的 局 部 增长 ,特别 
是 证 明了 著名 的 重 对 数 定律 。 

为 描述 生物 群体 的 数量 ，F，Galton 和 H. W. Watson 提出 
一 类 随机 过 程 。 在 概 桥 这 类 过 程 的 基础 上 ，A. H. KormworopoB 和 
H. A. Imarpues 引进 了 一 个 特别 的 可 列 状态 马尔 科 夫 过 程 类 ,并 
称 之 为 分 枝 过 程 .后 来 ,在 生物 学 和 物理 学 中 ,在 描述 具有 个 体 ( 质 
点 ) 的 出 现 , 消失 和 赔 变 的 体系 时 ， 这 类 过 程 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 
分 枝 过 程 在 每 一 时 刻 的 状态 决定 于 体系 中 每 种 类 型 质点 的 个 数 
(例如 , 生物 群体 每 种 性 别 的 个 数 )。 每 个 质点 可 以 晓 变 : 或 完全 
消失 , 或 裂变 为 任意 数量 任何 可 能 类 型 的 其 它 质点 。 如 果 体 系 中 
现 有 的 每 个 质点 以 后 的 演化 不 依赖 于 它 的 年 龄 以 及 其 它 质点 的 演 
化 , 则 这 样 的 过 程 就 是 马尔 科 夫 分 枝 过 程 。 灭绝 概率 或 每 种 类 型 
的 一 个 质点 在 无 穷 小 的 时 间 自 内 晓 变 为 质点 群体 的 概率 ， 是 过 程 
的 无 穷 小 特征 。 利用 这 些 特 征 , 可 以 列 出 体系 中 质点 个 数 的 母 池 
数 的 微分 方程 。 


当 * — co 时 , 对 体系 中 质点 个 数 渐 近 行为 的 研究 , 其 中 包括 
求全 部 质点 从 体系 中 消失 (退化 ) 的 概率 ,以 及 求 质点 个 数 无 限 增 
长 (暴发) 的 概率 ,是 很 有 意义 的 。 

为 了 更 精确 地 描述 现实 中 的 体系 ,自然 应 考虑 质点 赔 变 的 概 
率 依 赖 于 质点 年 龄 的 分 枝 过 程 。 这 一 点 是 可 以 做 到 的 , 为 此 只 需 
引进 这 样 一 个 相 空间 : 质点 在 相 空间 中 可 以 变动 位 置 ， 并 且 质 点 
嫉 变 的 概率 与 它 在 相 空 间 中 的 位 置 有 关 。 这 样 便 得 到 马尔 科 夫 分 
枝 过 程 的 一 般 定 义 , 它 的 状态 距 取 决 于 每 种 类 型 质点 的 个 数 ,也 取 
决 于 它们 在 某 一 相 空 间 的 位 置 ; 并 且 每 个 质点 在 相 空间 中 的 运动 
是 由 一 个 马尔 科 夫 过 程 来 描述 的 ， 该 过 程 的 转移 概率 只 依赖 于 质 
点 的 类 型 

如 果 不 是 用 个 数 而 是 用 质量 来 表征 质点 的 类 型 ， 并 且 假 设 质 
量 可 以 连续 地 变化 , 就 可 以 得 到 分 枝 过 程 另 一 有 趣 的 推广 。 开展 
对 一 般 分 枝 过 程 研究 的 时 间 尚 不 很 入， 而 且 在 这 一 理论 中 仅 得 到 
了 一 些 初 步 的 结果 ， 这 些 结果 涉及 求 过 程 的 无 穷 小 特征 , 以 及 根 
据 这 些 特征 来 构造 过 程 等 . 

包括 应 用 在 内 的 大 量 文 献 涉及 排队 论 的 问题 ， 服 务 系统 有 下 
列 一 些 特征 : .输入 事件 流 ,服务 线 的 条 数 , 每 条 服务 线 对 每 个 事件 
的 服务 了 时间。 如 果 输 入 事件 流 是 Poisson 流 , 而 服务 时 间 服 从 指 
数 分 布 , 则 这 样 的 服务 系统 由 可 列 状态 马尔 科 夫 过 程 来 描述 。 我 
们 用 一 个 专门 的 马尔 科 夫 过 程 类 ， 即 所 谓 半 马 尔 科 夫 过 程 来 描述 
更 为 一 般 的 服务 系统 。 半 马 尔 科 夫 过 程 有 可 列 个 状态 , 而 且 由 一 
个 状态 到 另 一 状态 的 转移 概率 依赖 于 过 程 在 该 状态 的 逗留 时间. 
如 果 把 半 马 尔 科 夫 过 程 的 状态 连同 过 程 在 该 状态 的 扣留 时 间 二 者 
辣 看 成 某 一 体系 的 状态 , 则 这 个 体系 就 成 为 马尔 科 夫 体系 ,在 半 马 
尔 科 夫 过 程 理 论 中 ,根据 应 用 特点 提出 来 的 基本 问题 是 :计算 转移 
概率 , 求 其 在 相 空 间 中 的 平稳 分 布 ,确定 应 用 遍历 性 定理 的 条 件 . 

具有 离散 随机 扰动 的 一 般 过 程 是 半 马 尔 科 夫 过 程 的 自然 扒 
广 。 这 类 过 程 在 接连 出 现 的 两 个 随机 扰动 之 间 是 马尔 科 夫 过 程 ， 
随机 扰动 的 作用 ,在 于 过 程 (以 非 马尔 科 夫 的 方式 ) 突然 改变 它 在 
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相 空 间 中 的 状态 。 这 时 , 过 程 的 状态 连同 上 次 随机 扰动 出 现 以 来 
的 时 间 二 者 构成 一 个 马尔 科 夫 过 程 . 

第 二 卷 的 全 部 内 容 都 是 马尔 科 夫 过 程 论 。 在 这 一 卷 中 , PEI] 
述 了 一 般 理 论 , 也 论述 了 最 重要 的 马尔 科 夫 过 程 类 。 但 扩散 过 程 
除外 ,我 们 把 它 留 到 第 三 卷 再 做 详细 研究 。 

在 第 一 章 中 给 出 马尔 科 夫 过 程 、 马 尔 科 夫 随机 函数 以 及 强 马 
尔 科 夫 过 程 的 一 般 定义 ;建立 强 马 尔 科 夫 性 准则 ;研究 马尔 科 夫 过 
程 的 可 乘 泛 函 和 子 过 程 ; 研究 样本 函数 的 性 质 。 在 叙述 一 般 理 论 
之 前 , 先 介绍 广义 马尔 科 夫 过 程 , 即 不 依赖 于 过 程 样本 函数 概念 的 
那 部 分 基本 理论 。 这 里 导出 了 各 种 过 程 的 Konmoropos 方程 。 

第 二 章 讲 齐 次 马尔 科 夫 过 程 。 本 章 中 引进 伴随 马尔 科 夫 过 程 
的 半 群 ,过 程 的 预 解 式 和 生成 算 子 ; 证 明 Hille-Yosida 定理 , H 
随 给 定 生 成 算 子 的 半 群 的 存在 性 定理 .第 二 章 以 相当 大 的 篇 幅 研 
究 紧 空间 和 局 部 紧 空 间 的 Feler 过 程 ; 找 出 了 给 定 的 算 子 是 局 部 
紧 空 间 上 Feller 过 程 特征 算 子 的 条 件 ; 描述 具有 给 定 特征 算 子 的 
全 部 过 程 。 研 究 马尔 科 夫 过 程 的 可 加 泛 函 。 描 述 了 Feller 过 程 的 
所 有 连续 可 加 泛 榴 ;研究 了 时 间 的 随机 替换 . 

FIEMME. AEREN, ARRIER A; 
研究 可 列 状 态 齐 次 过 程 , 半 马尔 科 夫 过 程 . 具 有 半 马 尔 科 夫 随 机 扰 
动 的 过 程 以 及 有 离散 随机 扰动 的 一 般 过 程 。 

第 四 章 研 究 独立 增 最 过 程 。 研究 过 程 样本 函数 的 性 质 , 局 部 
增长 和 在 无 穷 的 增长 。 对 于 一 维 过 程 得 到 了 过 程 基本 泛 冰 的 分 
布 : 首 达 某 一 水 平 的 时 间 和 通过 该 水 平 的 跃 度 的 分 布 以 及 过 程 的 
上 确 界 、 下 确 界 和 过 程 值 的 联合 分 布 。 此 外 还 论述 了 过 程 的 一 些 
非 负 的 连续 可 加 泛 函 类 . 

第 五 章 是 马尔 科 夫 分 枝 过程 ， 研 究 具有 有 限 种 类 型 的 质点 的 
分 枝 过 程 \ 有 连续 质量 的 过 程 和 有 分 枝 的 一 般 马 尔 科 类 过 程 。 

正文 中 很 多 地 方 没有 引证 原始 文献 。 但 在 书 未 附注 中 一 定 程 
度 地 作 了 介绍 。 在 参考 文献 中 作者 尽量 列 人 与 节 中 所 提 到 问题 有 
关 的 马尔 科 夫 过 程 的 全 部 主要 文献 。 
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第 一 章 “马尔 科 夫 过 程 的 一 般 定义 和 性 质 


SL 广义 马尔 科 夫 过 程 


定义 “无 后 效 ” 过 程 的 思想 是 马尔 科 夫 过 程 概念 的 基础 ， 设 
想 有 一 个 可 以 处 于 不 同 状态 的 体系 (或 质点 )， 该 体系 可 能 的 状态 
组 成 一 个 集合 4 , 即 所 谓 体 系 的 相 空 间 .” 假设 体系 随时 间 而 进 
化 。 我 们 以 r 表示 它 在 时 刻 z 的 状态 。 如 果 ze B, Eh BC 
.有 ， 则 说 体系 在 时 刻 :位 于 集合 中 .设想 体系 的 发 展 具有 随机 
性 ,也 就 是 说 , 它 在 时 刻 : 的 状态 一 般 不 是 唯一 地 决定 于 它 在 时 刻 
ss 过 中 以 前 的 状态 ,而 是 随机 的 ,需要 用 概率 的 规律 来 描述 。 记 
PCs, x, t, B) 为 在 x = x 的 条 件 下 事件 {x,€ BIG < 2 的 概率 ， 

KER Plo rt B) 为 所 考察 体系 的 转移 报 率 ， 所 谓 无 后 
效 体系 是 指 这 样 的 体系 : ENAC < ) 以 前 体系 的 运动 完全 已 
知 的 条 件 下 ， 它 在 时 刻 : 位 于 集中 的 概率 等 于 P(s, r,t, B). 
因而 这 个 概率 只 依赖 于 体系 在 时 刻 : 的 状态 。 在 以 后 各 节 中 将 要 
给 出 完全 严格 的 定义 。 现在 我 们 只 引进 这 一 概念 的 简单 的 、 然而 
对 一 系列 问题 已 够 用 的 定义 。 

记 P(e, z. us Ysta B) HE x,= x, z, == y (s < z < t) Ë 
条 件 下 事件 (z, € BY 的 条 件 概 率 ， 由 条 件 概 率 的 一 般 性 质 有 


PCs, x,1, B) 一 Í. PCs, x, #, y, t, B)P(s, z, u, dy), (1) 


对 于 无 后 效 体系 PCs, £st, ys t B) = P(u, ys ts B). 这 时 ,等 
= (1) 化 为 


Pls, x, f, B)= |, Plu, y> t> B Pls, X, dy), 
(s<u < t), (2) 
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(2) 式 称 做 Konworopop-Chapman 方程 . 它 可 以 作为 无 后 效 
过 程 ,也 就 是 以 后 所 说 的 马尔 科 夫 过 程 的 定义 的 基础 . 

设 (A, %) 是 一 可 测 空间 。 如 果 函 数 P(x, B), ER, 
Be 8， 满 足下 列 条 件 : 

a) 对 固定 的 x, PCr, B) 是 8 上 的 测度 ,并 且 P(x，22 ) < 1， 

b) 对 固定 的 B, P(x, B) 是 x 的 可 测 水 数 
则 称 PCx, B) 为 半 随 机 核 ;如 果 对 所 有 rE P(x, 和 ) = 1, 
则 称 PCr, B) 为 随机 核 。 

在 更 为 一 般 的 场合 ， 当 洋 数 P(x, B) 的 自 变量 z 在 不 同 于 
{LE , 3} 的 另 一 可 测 空 间 AZ. 8) 取 值 时 ， 仍 使 用 这 些 术语 . 

设 .Z 是 有 穷 或 无 穷 半 区 间 。 满足 KomMoropos-Chapman J 
程 的 半 随 机 (随机 ) 核 族 

(P, (=, B> 一 PCs, x, 2, B),s <, DEL x ZY 
称 做 马尔 科 夫 半 随 机 (随机 ) 核 族 , 

定义 1 HFA REE E A RRN: 

a) 可 测 空间 (22 B) 
b) 3338 LOKEHCEREN RE) Z , 
c) 马尔 科 夫 随机 核 族 i 
ÍP,,(xz, BD), í < z, (s, DES XAY 
核 族 P(xz, B) = P(s, x, z, B). 称 为 马尔 科 坟 过 程 的 转移 


° o è o —.- 


市 把 Pu (r, B) 一 p(s x,t, B) EEIE C < t) 体系 
位 于 相 空 间 中 点 * 的 条 件 下 。 它 在 时 刻 z 位 于 集 B” 的 条 件 概率 ， 
以 后 ,我 们 假设 核 P, (x, 3) 在 * 一 上 时 也 有 定义 。 这 时 , 自 
然 规定 | 
l Pap (x, B)= X(B, x), 
其 中 X(B, x) 是 集 瑟 的 示 性 函数 : 当 x*ED， X(B,x) = 1, 而 当 
xEB, X(B, z) = 0. 
显然 ， 如 果 这 样 定义 核 P, (x, B), WA u 一 :或 4 一 :时 等 
A (2) 一 定 成 立 。 
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KorMoropop-Chapman JER HH, $X PCr, B) JE Pelra B) 和 
Pal) (ç <x <) 的 卷 积 。 关于 核 的 卷 积 的 定义 见 本 书 第 
一 卷 . 

中 断 马 尔 科 夫 过 程 ” 以 后 我们 不 但 要 研究 由 随机 核 决 定 的 
马尔 科 夫 过 程 ， 而 且 还 要 研究 由 半 随 机 核 决 定 的 马尔 科 夫 过 程 ， 
这 时 ,关系 式 PCs,x, t, K) < 1 自然 地 解释 为 体系 有 可 能 从 
相 空 闻 中 消失 .。 这 里 ， 如 果 xz: 一 x, 则 规定 它 在 时 间 区 间 (s, z] 
上 消失 的 概率 PCs r,t) 等 于 1 一 PCs, x,t, Z) H Komor- 
opoB-Chabman JER PG, x, t) 作为 上 的 函数 不 减 。 事实 上 ， 
u i>, 


Pls, x,t + À, A) = PG, r, 4) PG, yst Hh, R) 


< | PCs, x, 2, dy) = Pls, £t, Z). 


能 这 样 来 解释 关系 式 P(e, z, t, K) < 1 的 很 据 如 下 。 体 
系 从 相 空间 中 消失 ,可 以 看 成 它 落 人 某 一 状态 b, bir, 把 相 空 
间 X 扩充， 给 它 补 充 一 个 新 点 b, 并 且 把 扩充 后 的 相 空间 记 作 
S, 在 S, 中 引进 5 代数 $8,， 它 由 属于 3 的 所 有 集 B 和 形 
如 BULD}, Be 加 ,的 集 组 成 ， 对 == b, B € 8,， 补 定义 函数 
PCs, x,t, B): *4 +e b If, $ 

PCs, x,t, B) =PCs, x,t, B\{b}) + X(B,5) BCs, z, 2), 
而 当 x = bh, $ 
PCs, b, 2, B)= X(B, b), 

引 理 1 随 机 核 族 PCs, z, t, B) G€ .Z,:6.Z, s< r), 
LEX, B e 8,， 是 马尔 科 夫 随机 核 族 . 

为 证 明 引 理 只 需要 验证 , P 满足 Konmoropos-Chapman 方程 . 
有 

PCs, b, t, B) = P (Cs, b, u, {b}) P(u, b, z, B) 


= | P Cs, b, u, dr) P (u, x,t, B), 
“b 


BEB s < ú < t, 


mF BEB, rEZ, MI 
PG, s t B) = P(e B)— | Pl(s, rx, u, dy) 
x 


*P(u, y; z, B) j. P (s, x, u, dy) P (u, y, t, B), 


现 设 LEX, BIED, B = B, U {b}. 那 末 
P Ge, x,t; B)= P(e, x, 1, BO + P (s, x, t, {0}) 


= |, P (s, z, u, dy) P (a, y, t, Bo) 


+ PG, x, t, {5}). 


但 
P G, z, #, (b) = 1— PCs, x, z, X) 
= ] 一 |, PCs, z, u, dy) PCa y, t, HR) 
-1- Í, PCs, x, u, dy)P(u, y, t, K) 
-| PG, x, u, dy)P(u, Yst, {b}). 
所 以 


e 


B(s, x, 2, B,U(51) = ha PCs, £f. us dy) Plu, Ys ts B.) 
4 


+ |, Pls, Ys Us dy)P (u, ys t, {b}) 
b 


-| PCs, x,u, dy) Ë (u, ys t, 
K, 


B,U(5)). 
引 悍 得 证 ， 


如 上 所 证 ， 可 以 相当 容易 地 把 马尔 科 夫 半 随 机 核 族 化 为 马尔 
科 夫 随机 核 族 .尽管 如 此 ,由 于 相 空 间 补充 了 一 个 新 点 , 它 的 拓扑 





结构 发 生 了 变化 。 所 以 ,区 别 这 两 种 情形 有 时 还 是 有 意义 的 ， 


定义 2 由 相 空 间 {Z ,$$}、 时 间 区 间 .和 RB) H 


C 





的 马尔 科 夫 半 随 机 该 族 (Pu (x, B), <t, G, I) € Z x ZY Bi 
组 成 的 对 象 的 全 体 , 称 做 中 断 广义 马尔 科 示 过程. PRZE 
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措 体系 从 相 空间 中 消失 (过 程 中 断 ) 的 可 能 性 . ] 而 若 P,,(z, AS 
1， 则 称 这 样 的 过 程 是 不 中 断 的 。 

马尔 科 夫 过 程 的 流 信 律 。 估 为 这 一 节 只 考 虐 广 义 马尔 科 夫 过 
程 ,所 以 常 将 “广义 ”二 字 省 略 . 

回忆 上 面 给 出 的 (中断 或 不 中 断 ) 马尔 科 夫 过 程 的 定义 ,可 见 
它们 一 般 并 不 以 事件 {x,e B) 的 概率 有 定义 为 前 提 . 

” 然而。 如 果 在 8 (或 8,》 上 给 出 一 个 概率 测度 4,， 并 且 令 

P(z,€ B} — 9;(B)， 则 根据 概率 论 的 一 般 公式 , 当 1 > :时 ,事件 
{x€ B) 的 概率 4,(8) 应 由 下 面 的 等 式 来 定义 : 


4(B) 一 PtzeB] 一 (PG, x, t, B)a, (da). (3) 


这 个 定义 就 下 面 的 理解 是 合理 的 。 

根据 《3) 式 算出 9 和 gils < x 一念 ， 然 后 在 (3) 中 令 + = 
“s q, 一 gs， 再 重新 计算 q. 那 未 ， 用 不 同方 法 算出 的 测度 z, 相 
间 ， 确 切 地 说 就 是 ， 对 给 定 的 z, s 和 4, = 2,, 如 果 把 按 (3) 式 求 
4 的 运算 记 作 q, = F, Cs, 9)，、 则 对 任意 ¿€ (s,t) 有 

q, = Flu, qu) = Fu, Fuls, 9)). (4) 

这 一 命题 的 证 明 要 用 到 一 个 简单 的 引 理 . 

设 {多 ji, 3;} G = 1,2) 是 两 个 可 测 空间 ，w 是 8, 上 的 测 
度 ， gx, B) (re H 1,B € B.) 是 半 随 机 核 . 

令 


(B) = |. 2 (=, B)m as). 
显然 ， 4 (B) 是 B 工 的 测度 ,并 日 gq(B) < MCX). 
引 理 2 如 果 测 度 w 有 穷 , 则 对 任意 有 界 并 且 8 可 测 的 函数 
f(y) 有 
|.) | Haas an) OONO, 
证 。 记 天 为 使 (5) 成 立 的 函数 类 ， 那 未 ,KK 包含 属于 %, 的 
集合 的 示 性 函数 ,并 且 是 线性 的 ,从 而 它 包含 所 有 简单 函数 。 其 
次 ,KK 关于 单调 序列 的 极限 运算 封闭 ;因而 它 包含 所 有 非 负 的 和 有 
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RAI S 可 测 函 数 ， 引 理 得 证 ， 
利用 已 证 明 的 引 理 ,容易 验证 (4) 式 .事实 上 ,由 KorMoropos- 
Chapman 方程 : 


Flu, Fols, 9)) = | PG, y, z, B)qsCdy) 
_ | (a=) pC, ys t, B)PG, z. u, dy) 
= [Plss z, r, B)gCdr) = Fis, 4). 


由 上 面 证 明 的 事实 可 见 , 如 果 Z 中 有 最 小 元 素 a, 并 且 随 党 
给 出 一 个 概率 测度 9.:9.《B8) = P(z,€ B}， 则 可 以 由 (3) 式 得 到 
随机 元 素 z, 在 以 后 所 有 时 刻 的 分 布 。 如 果 .9 中 没有 最 小 元 素 ， 
为 对 所 有 46 Z 给 出 ”的 分 布 ， 则 显然 必须 在 S 上 给 出 这 样 一 
族 概率 分 布 {4:。x6 .和 }， 使 它 的 任意 两 个 测度 都 满足 (3) A. 

定义 3 PS 上 的 概率 测度 族 {q,, +€ .9 } 为 广义 马尔 科 夫 过 


前 面 的 论述 表明 ,如 果 Z 有 最 小 元 素 。, MS 上 的 测度 族 
q (B) 一 Je, x, š, B)alax) 


(其 中 9 为 加 上 的 任意 概率 测度 ) 是 马尔 科 夫 过 程 的 流 人 律 ， 

由 转移 概率 产生 的 算 子 ”转移 概率 可 以 与 两 个 算 子 族 相 联 
A. 

W A = AE) 为 8 上 所 有 有 穷 测度 的 全 体 ， 令 m= 


m, ( B) = JG, y, 2, B)m(dy), s < z, B € %, (6) 


显然 , TSERE Z h À. A 的 算 子 。 由 Komoropæ-Chapman 公 
式 可 以 得 出 算 子 T; 的 简单 复合 律 。 
设 :<w <, 利用 方程 Q) 和 引 理 2, 得 


ms(B) = j. m(dx) zc Yst, B)PCs, z, u, dy) 
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一 = |, (I. PCs, x, u, dy) m(4z))PG, y. fə B) 


一 | m¿GaDP(u, ys t, B), 
又 可 以 写成 
T: = TT (ç < x < t). (7) 

从 而 , 作为 区 间 [s, z] 的 函数 , 算 子 族 TE 在 一 定 意 义 上 是 区 
间 的 有 向 可 乘 函 数 ， 这 里 ,区 间 的 可 乘 函 数 的 方向 是 拱 (对 应 于 区 
间 的 给 定 分 割 的 ) 乘 积 因子 的 两 个 可 能 的 排列 顺序 之 一 . 

现在 要 引进 的 另 一 个 算 子 族 , 它 作用 于 全 体 有 界 S 可 测 函数 
空间 。 记 该 空间 为 5(8), 它 的 全 体 非 负 阔 数 记 作 5(3)i， < 
T.j = fs > 其 中 


fe ™ OPG, LERZ dy). 
由 转移 概率 关于 x 的 8 可 测 姓 知 , AR fae 为 3 可 测 ， 其 次 ， 
如 果 在 bS) 中 引进 范 数 :者 = supll, WTE ll < ll 


因而 , 算 子 Ts ELD) MS 变换 为 它 自身 ， 当 s 之 4 二 
z 时 ,利用 KoÜworopop-Chapman 公式 和 引 理 2, 得 


fa (x) = iWPG, Xat, dy) 
-= ho) fP, x, u, dz)P(u, z, t, dy) 


= aPC r, u, dz) 
或 

Ts, = T,,T,, G <x <). (8) 
Am AF T, 也 构成 区 间 的 (不 可 交换 的 ) F] 38503 (BE: huy 
向 性 与 T£ AA, 

如 果 Pule, @r) = 1, Wi 
T,,1 = 1; 
一 般 T, 1 < 1, AA P,, (z, B) = x(B, z), MA 
T = 2 T, = 1, 
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其 中 【是 单位 算 子 

定义 4 马尔 科 夫 过 程 称 为 齐 次 的 ,如 果 Z = [0, co)? 并 
且 核 P,,(z, B) 作为 变量 (s, 22 的 函数 仅 依赖 于 差 — s; 

P,,(x, B) = P,-,(x, B) G >s) 

”对 于 齐 次 马尔 科 夫 过 程 ， KoxMoropop-Chapman 方程 具有 如 
下 形式 。 f 

P,.,Gz, B) = jz. (z,4y)P,O, B), 4>0,v>0. (9) 

HR (P,(z, B), : > 0) 又 称 做 齐 次 马尔 科 夫 过 程 的 转移 概 


来 
对 齐 次 情形 , 算 子 THs 和 Ta 都 不 依赖 于 s。 因 此 ,用 由 


T#m (B) = | P(x, B)m(dxr), 


Tf œ) = | WRC dy) 


所 决定 的 单 参数 算 子 族 (Tr,:> 0} 和 {T,,: 0} 来 代替 两 
个 参数 的 算 子 族 (T£, t> +> 0} 和 {T,, 0 <+ < t} 更 为 适 
宜 。 这 样 ,复合 公式 《7) 和 (8) 就 具有 如 下 形式 ; 
T = TT*, Ta = T,T,; 

这 说 明 , 算 子 族 (Tr, > 0), {T > 0) 在 相应 的 空间 中 组 成 
算 子 半 群 ( 见 第 二 章 ). 

KonMoropos 方程 ”可 以 指出 马尔 科 夫 过 程 论 的 下 面 一 些 最 
重要 的 问题 : i 

a) 确定 具有 各 种 独特 人 性 质 的 重要 马尔 科 夫 过 程 类 (模型 ), 并 
用 转移 概率 族 来 描述 它们 ; 

b) 全 面 地 ,构造 性 地 措 述 对 应 于 已 知 蕊 尔 科 夫 过 程 类 的 转移 
概率 ; 

c) 研究 各 种 马尔 科 夫 过 程 类 的 转移 概率 的 浙 近 人 性质. 

当然 ,上 面 的 提 法 是 很 一 般 和 很 不 确切 的 ,而 实际 的 研究 领域 
是 十 分 广泛 的 。 在 这 一 节 我 们 只 能 涉及 它 的 个 别 环节 。 这 里 所 引 
进 的 定义 和 结 扫 是 初步 的 ， 其 目的 在 于 说 明 一 般 问题 的 提 法 和 后 
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面 将 要 得 到 的 有 关 结 果 . 

马尔 科 夫 过 程 的 分 类 , 首先 是 它们 按 相 空间 的 分 类 ， 从 这 个 
角度 来 看 ,最 简单 的 过 程 是 有 限 和 可 列 状态 马尔 科 夫 过 程 。 这 时 ， 
如 果 给 转移 概率 加 上 一 些 解析 上 的 限制 ， 则 可 以 使 Kosmworopos- 
Chapman 方程 线性 化 ,由 此 得 到 常 微分 方程 组 〈 即 所 谓 Komoro- 
pos 向 前 微分 方程 和 向 后 微分 方程 ), 在 一 些 场合 它们 完全 决定 转 
移 概率 。 

在 更 为 一 般 的 相 空间 中 ,可 以 这 样 来 定义 广义 马尔 科 夫 过 程 ， 
使 它 的 转移 概率 具备 某 些 性 质 ， 而 且 这 些 性 质 反映 体系 在 相 空 间 
中 运动 特点 的 直观 概念 。 根据 这 种 观点 可 以 定义 如 下 一 些 过 程 
类 . 

a) KRIE. 这 类 过 程 对 应 这 样 的 体系 : KARARAN 
的 某 点 之 后 ,在 一 个 随机 的 正 时 间 区 间 之 内 逗留 于 该 点 ,随后 由 一 
个 跳跃 随机 地 落 人 空间 另外 一 点 ; 然后 体系 在 此 又 渡 过 一 个 随机 
时 间 区 间 , 等 等 . 

b) 具有 离散 随机 扰动 的 过 程 这 种 过 程 本 身 就 是 动态 体系 ， 
其 轨道 在 随机 时 刻 呈现 具有 随机 路 度 第 一 类 间断 点 . 

c) 扩散 过 程 。 这 是 指 有 穷 维 线性 空间 中 的 过 程 , 它们 在 短 时 
间 区 间 上 的 行为 类 似 于 连续 独立 增 量 过 程 ， 

d) 有 穷 维 空间 中 在 短 时 间 区 间 上 、 可 以 用 任意 独立 增 量 过 程 
逼近 的 马尔 科 夫 过 程 ， 

在 定义 各 种 广义 马尔 科 夫 过 程 类 时 ,通常 是 以 前 面 提 到 的 、 关 
于 Konmoropos-Chapman 方程 线性 化 的 思想 为 出 发 点 。 这 就 是 给 
转移 概率 附加 一 些 条 件 ， 使 它 的 非 线性 方程 (2) 可 以 化 为 线性 方 
Ë. 后 者 是 积分 -微分 方程 , 或 者 是 抛物 型 偏 微分 方程 或 是 既 包 
含 一 阶 和 二 阶 偏 导数 又 有 积分 项 的 方程 ， 下 面 将 要 对 于 某 些 马 尔 
科 夫 过 程 类 导出 这 种 方程 。 现 在 我 们 指出 推导 这 些 方程 的 方法 的 
一 般 思想 . 

设 A = [0, *). MERN ES o Y 为 满足 下 列 条 件 
的 函数 类 :f(x) & 2(%)， 对 每 个 *e (0,2), ER, FERR 
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im Tt — IG _ A 


A10 ñ 


Em T,_,,,f Ge) = f(x), 
+ 0 


这 里 A, 是 定义 在 Z 上、 依赖 于 ye (0, 1) 的 算 子 。 显然 ， 
D 是 线性 空间 ,而 A, 是 线性 算 子 . 
令 
Jes z) 一 Tf x), +€ [0, z]. 
假设 Tafa e Z. WE, HAR IG. <) 的 左 导数 有 
TEONE 


hy0 — h 


-im Td DED — — AJG, 2. 


Ato 
在 很 多 场合 ， 由 此 可 推出 导数 2 D 的 存在 性 、 因 而 它 满 
足 方程 


ed —A,(s, z) sE (0, t). (10) 
还 应 根据 多 的 定义 给 出 方程 的 边界 条 件 
lim f(s, +) = f(x). (11) 


当 xX(B, x) E€ Z 时 , 令 f(x) = X(B, x), 可 见 fC， z) = P 
(e, z, t3 B) 满足 方程 
Plo EhB a APCs, zt, B)], s€ [0, #], 
s 
limP (s, z, t, B) = x(B, x), 


RHEA, ED 时 ,函数 类 D 仍然 可 以 是 相当 广泛 的 ,以 致使 
TAOD GEZ) 的 值 唯一 地 决定 转移 概率 PC, x,t, B) 如 果 
类 多 关于 函数 的 有 界 逐 点 收 伍 在 5(8) 中 处 处 稠密 , 则 上 述 情形 
成 立 ， 这 时 ,如 果 对 任意 fe Z 方程 (10) 一 (11) 解 的 存在 性 和 唯 
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一 性 定理 成 立 , 则 它们 (在 区 间 (0, ) 上 ) 唯 一 决定 转移 概率 ,并 且 
可 以 用 来 实际 求 出 函数 Pls, r,t, B) 或 者 研究 它 的 人 性质. 

方程 (10) 一 (11) 称 为 Konmoropos 向 后 方程 。 

类 似 的 讨论 也 适用 于 算 子 族 (Ts, >; > 0}. 

记 W = W(%@) 为 8 上 全 体 有 穷 负荷 的 空间 , 即 吕 上 全 体 有 
穷 完全 可 加 集 函数 的 集合 ; 记 .2# 为 丈 的 子 集 * 它 由 满足 下 列 条 件 
的 负荷 9(8) 组 成 : 对 任意 G. B)E Ls, *) x 9, RH % %, 
s 固定) 存在 极限 | 


üm 人 一 外 下 一 Arg(B), 


lim Tr, :49(B) 一 4(B). 
令 gl, p) = Tš ‘9(B8)， 如 果 对 9CB) 有 G, B) e Z* , M 
一 阶 导数 9944> Ë) 存在 ,并 且 


84G, B) 一 jm C+ h, B) — g(r, B) 





Oz PET) À 
= lim itag, B) — 4l, B) 
k40 h ? 


FE G, B) 满足 方程 
84G, B) _ Argl, B), (02 
Or f 
imq( B) ~ 4(B). (13) 


mE X(B,z)€ 2*, W| 4(B)—X(B, z) 时 ,方程 (12) 一 
(13) 化 为 


— P) 一 A*[P(s, z, t, B)}, 


lim P(s, z, t, B) = X(B, x), 


称 方程 (12) 一 (13) 为 Konmoropos 向 前 方程 。 关于 这 些 方 
程 及 其 应 用 可 以 作 与 Konmoropos 向 后 方程 类 似 的 说 明 。 
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下 面 我 们 将 给 出 部 分 号 尔 科 夫 过 程 关 的 算 子 A 和 AF 的 形 
sÇ. | 

有 穷 或 可 列 状态 过 程 A r 是 由 有 限 或 可 数 个 点 组 成 的 空 
间 , 6 是 2 的 全 体 子 集 类 ， 我 们 用 i, js kse 表示 空间 22 的 
K. ZBEK 中 取 值 的 不 中 断 广义 马尔 科 夫 过 程 。 令 

Ps, z) = PCs, i,t, G. 
显然 ,对 任意 BCA , 概率 p;(s, z) 决定 转移 概率 
PG, f, t, B) = >; Pils, t). 
下 列 各 式 显然 : 
Pu, 2 0, 2) Pult) = 1, Pils, s) = ôi, 

ik G) E 2” 上 的 任意 有 界 函数 ， 这 时 , 算 子 Ts 由 下 面 的 

式 子 给 出 
fa) 一 T,JG) 一 > Pils, DIG). 
jeg 
如 果 m 是 S 上 的 任意 测度 ，m (7) = mU. WAT T RETF 
下 列 关 系 式 
m, (j) = Tim( {7}) 一 > m(i)pils, 2). 


这 时 ，KonMoropos-Chapman 方程 具有 如 下 形式 : 
pils, D= Sl Pales pG, G< ux <. 
RES 


可 以 把 上 面 的 式 子 写 得 更 精炼 些 。 假 设 K 的 元 素 按 某 种 方 
式 排 成 一 个 序列 。 以 P(s, t) 表示 以 Pule, 2) DTH, f 表示 
AIG 为 分 量 的 列 向 量 ;类 似 ,m 是 列 向 量 ,分 量 为 mG); P*(s, 1) 
EEEPC, D) 的 转 置 , m" 是 行 向 量 《 单 行 矩阵 , 即 单列 矩阵 的 转 
置 )， 那 末 

Tf = PC, Df, Thm = m*P*(s, t), 
PCs, 1) = PCs u)PCu,t), ($< x < 5), 

KomMoropop-Chapman HHRH, E PCs, r) 是 区 间 《s, e) 的 可 
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FAR. 

集 D 由 所 有 满足 下 列 条 人 性 的 序列 GEZ} AR: 对 
任意 IER, sE (0, 1)， 存 在 极限 

(ADO) = im Jy HETH IT G), 
310 jeg 
并 是 
lim > bia — h, G) = JG), 

KE, i= j BJ 8; = L, W0233 í >< j RJ ë;; = 0, 

例如 ， 如 果 对 每 对 G, DEX x A 和 € (0, z] 存在 有 
穷 极 限 


则 Z 包含 满足 条 件 D O< 的 所 有 序列 从 门 , 这 时 
(A.D) G) = >` AO). (15) 


在 很 多 场合 上 面 的 说 明 是 不 够 的 , 83k —Jp 38. 为 此 我 
们 指出 ,如 时 极限 (14) 存在 , 册 
as) = aC) <0, a)20 Gj) 
由 不 等 式 | 
1 — pils — h, s) bis — h, s) 
人 > 
(J E43y FEE, iJ) 可 见 
3 ail) < (O, (16) 
其 中 对 ”表示 对 所 有 je 2r NG) 求 和 。 在 充分 规则 的 场合 , 例 
如 当 级 数 
Sh Pueh) 
> h 
对 任意 ， > 0 关于 4 >> 0 一致 收 化 时 ， 可 以 招 不 等 式 〔16》 化 为 
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3 a) (O. (17) 


引 理 3 如 果 对 任意 GER XA Wa s> 0 极限 (14) 
存在 ,而且 等 式 (17) 成 立 ， 则 Z 包含 所 有 有 界 序列 UG)» j€ 
2}. 

证 。 注意 ,由 引 理 的 条 件 可 知 ,级 数 (15) 绝对 收 化， 不 失 一 
般 性 ,可 以 假设 spl < 1. # 83 

a — 3; iG h) — Bš (GD — 3 ad). 


对 任意 > 0 #gtE—8 3 JC, 使 ie J, 并 且 
i DOLE > a, (s) < E, 


现在 有 不 等 式 
1A| < Des 一 ” s) — õi _ a| 





bi (e — h, s) E 
+ pa 4 + 4 
选择 一 个 加 > 0, 使 对 任意 Ac (0, 如) 上 式 右 侧 第 一 项 小 于 se/4。 
这 时 
Pijs — h, s) 
pa 5 
-5 (talh) — O + + (2) 一 > TORS 
因而 , 当 hE (C0, h) 时 [Al 二 s。 引 理 得 证 。 
为 得 到 上 述 过 程 的 Konmoropos 向 后 方程 ， 我们 加 强 关于 在 
在 极限 (14) 的 要 求 ,引进 更 强 的 条 件 , 即 要 求 存 在 极限 


im Pabet L a(s), (18) 
全 fy — si ; 


我 们 指出 , 仿照 引 理 3 可 以 证 明 下 面 的 命题 : 如 果 对 所 有 j 
极限 (18) 在 :点 存在 ,并 且 等 式 (17) 成 立 , 则 级 数 
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> Pias sD) — ôi (19) 
jeg E ft 
EF s, Ñi s 8 < s < sx $f — 8 < b+ Bk, 
定理 1 如 果 对 任意 G, j JEZ x % x (0, t) 极限 
(18) 存在 并 满足 等 式 《17), 则 概率 Pol, 站 对 s(0 <, < 2) F] 
微 ,并 且 满 足下 列 微分 方程 组 《Konvoropop 向 后 方程 ) 


一 Bio 人- alu D), (20) 
Os ER 
证 。 B 
pi 2) l m Pula, t) pis O) 
8s siteni sa -一 1 
. pi (e, £) 一 Oik 
= Jm Pale D EI Gn t)» 


SiiS Sat 了 全 


所 以 由 上 面 提 到 的 级 数 〈197 的 一 致 收敛 性 ;有 


— Bis» t) __ 2 anl prikss e) 
Bs kem 


í 5 — Š; 
= lim D [ERRE O] 


GEEST TREA $z — $1 
+ lim >; aj (e) [Pu (s> £) — Pai (s, 23] = 0, 
matt kez 
定理 得 证 . 


现在 来 推导 Konmoropos 向 前 方程 。 我 们 只 限于 考虑 状态 有 
限 的 情形 (A 由 有 限 个 点 组 成 )。 假设 极限 (18) 存在 。 那 末 


(17) 式 自然 成 并 ， 
设 


m) 一 >; MPG 1), t> $, 


keg 
那 末 党 1, <t <, BJ, 
mj; (t) 一 mi Ce) = 5 mC) Pril» h) 一 Št; > 


1 Le 


ER 


9 23 < 


> m(Dar(), 


kem” 
因而 
LAOS SIERO ONER Q1) 
âz kem 
特别 
Əbil) > PRCO, Dau), >s, (22) 
8r kez 


在 状态 有 限 的 场合 ,方程 组 (20) R (22) 是 线性 常 微 分 方程 组 .在 
关于 函数 aul) 的 相当 宽 的 条 件 下 ， 它 有 唯一 解 满足 初始 条 件 
Pris, s) = Sri A, 这 时 每 个 KororopoB 方程 组 都 唯一 决定 

广义 跳跃 过 程 ”在 充分 正则 的 场合 可 以 预料 到 ， 可 列 状态 马 
. 尔 科 夫 过 程 是 下 面 一 种 过 程 的 模型 : 在 一 个 随机 时 间 区 闻 内 动 点 
处 于 初始 状态 ， 之 后 按 一 定 的 概率 规律 转移 到 另外 一 个 可 能 的 状 
态 ,并 在 一 个 随机 时 间 区 间 内 逗留 于 该 状态 中 ,然后 又 转移 到 新 的 
状态 ,等 等 , 

可 以 在 任意 相 空 间 内 考虑 类 似 的 过 程 ; KETTORE 

在 相 空 间 {多 , 8} 中 考虑 广义 马尔 科 夫 过 程 ， 它 的 转移 概 
KY Pls, x, 2, B), sL (s DEF x 假设 0 代数 8 包含 
K 的 单 点 子 集 。 我 们 只 考虑 不 中 断 过 程 . 

定义 5 广义 马尔 科 夫 过 程 称 为 跳跃 的 。 如 果 对 任意 G, x, 
B)€ .Z XA x % 存在 极限 

lim PCs, r,t, B) — X(B, x) = 4 (s, x, B), (23) 


t4 t — s 
HERNEEN C, z), ICs, z, B) E 9 上 的 有 限 负 荷 . 
广义 卡 路 马 尔 科 夫 过 程 称 为 规则 的 、 如 果 在 《23) 式 中 关于 
G x, B)E [0,1] x A x % 的 收 合 是 一 致 的 ， 并 且 当 (x, B) 
固定 时 ,函数 Cs, z, B) AT (r, B) 对 s€ [0, 1] 一 致 连续 ， 
其 中 z 是 Z 中 的 任意 数 。 
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我 们 指出 ,函数 a(s, x, B) 具有 如 下 性 质 : 
a (s, Ta X) = 0, 


ils, x, B) = lm PG z, a, B) > 0, <ëB, 
itos £ — 


als, z, {x)) = — gG, x, A\D 
= lim? X,t, íz) — 1 <0, 


tt £ — $ 
其 中 {x} 是 一 个 点 * 的 单 点 集 。 可 以 把 这 些 式 子 联 立 为 
a(s, z, B) 一 一 als, z) x(B, z) + als, x, B), 


其 中 

a G, x) 一 一 a G; x {x}), a G, x, B) 一 aG, Xa B\{x}), 
而 als, z, B) ES 上 的 有 限 测度 ， als, x, {x} = 0. 

对 于 规则 跳跃 过 程 ,由 (23) 式 的 一 致 收 钙 性 uj hL, ¿ G, r, 
3) 是 等 上 的 有 限 负荷 . 

ERE HAR a(s, z, B) 的 定义 可 以 直接 看 出 , 它 是 区 上 
的 非 负 可 加 集 函 数 ， 现在 设 B,C Brn, B EB, B = U B,, 
x€B， 那 末 

a(s, x, B> = imet B) z, ta 了) 一 lim lin PCs xs t> Ba) žst, Bn) 

ths -一 了 


t t 4 + non £ — $ 


a lm i EC x,t, Ba) 
Wms z 一 了 
因为 (23) 式 关于 了 为 一 致 收敛 , 所 以 可 以 变更 极限 顺序 。 从 而 
函数 als, z, B) 的 完全 可 加 性 得 证 . 
我 们 再 指出 规则 距 跃 马尔 科 夫 过 程 的 一 个 性 质 : 对 每 个 
t€ .⁄ 存在 这 样 一 个 带 数 K, EIMA Cs, x, B)€ [0,z] x 
í XBA 


lima(s, x, B,); 


la (s, x, B)| < K. 
Vle RIEZ- ih HA AARRE. 


令 
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aft, x, B) 、 
HG¿, x, B) -| alt, z) ` = G.) > 0, 
X(B, x), 当 aG, x)= 0. 
对 固定 的 《1, x), HG., z, B) ES 上 的 概率 测度 。 不 难看 
出 它 的 概率 意义 ， 由 (23) 可 见 , 当 Ar— 0, s— 0 时， 
PG:, x, t + Az, {x})= 1 — (alt, z) Te)A, 
因而 ,精确 到 高 阶 无 穷 小 ，a(:, *)At 是 “在 时 刻 : 动 点 处 于 状态 
x, 而 在 时 刻 : 十 At 它 已 不 在 该 状态 ”的 概率 。 其 次 , 当 aG, r) 
0 时 ， 





Mle, z, B) = lim LCt tt Ar, BMY) 
ao P(z, x, t + Ar, ÆN Y) 


RE NG, x, B) 可 视 为 “体系 在 时 刻 z 处 于 状态 * 并 在 同一 时 
刻 离开 此 状态 ， 通 过 一 个 跳跃 落 人 集 B” 的 条 件 概率 之 所 以 能 
解释 函数 TG. x, B)， 在 第 三 章 $ 1 将 得 到 证 明 ， 
关系 式 (23) 可 以 化 为 
PCs, x, t, B) = [1 — als, z)G — s)]X(B, x) 
十 [als, x, BD) + rls, z, t, B)]G — s), 
(24) 
其 中 r(s, x,t, B) 是 某 一 个 函数 , 当 上 时, 它 关于 G, r, B), 
+€ [0, z], BKAT 0, 
特别 ,由 上 式 可 见 ,对 任意 x€ .Z 有 
IPCs, x, z, B)— X(B, x)| < KG — s), (25) 
其 中 K, 是 常数 ,不 依赖 于 (s, r,t, B) € [0,s] x Æ x [0, 
u] x ®B, : 
现在 我 们 来 推导 跳跃 过 程 的 Konmoropos 方程 。 先 推导 向 前 
方程 . 
设 :固定 G> s), m 是 和 上 的 任意 概率 测度 ,而 m:(B) = 
Tx*m(B)， 其 中 是 前 面 定 义 的 算 子 ， 如 果 n> , > s, W 


m,,( B) 一 Mm, (B) == |, m, (dz) [PCa, rx, hB) 一 X(B， x)]. 
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因此 ,由 不 等 式 (25) 可 见 
sup |ma(B) — ma(B)| < KC — 4). 
其 次 ,由 (24) 可 知 
m, (B) — ma(B) = 人 一句 | LEC z, B) 
+ ra, xs h, B)]m,Cdx). (26) 
现在 令 blo att BK | 
ma(B) — ma(B) _ 


i 





| alt, x, B)m(adx) 





(x,B) 


< sup| r Cis Xa 2 B)| 
(x,B) 





| [alts z, B) — a(z, x, B)] z, (dx) 





+ sup 
(x,B) 








|, ¿G z,B)[m, (dx) — m,(4z)] 
=< Ei 十 22 十 Ksup|m, (B) -一 m,( B)| ° 
其 中 


+ sup 
(x,B) 


g, = sup | ri z, hs B)| > 0, nti, 512, 
ê: = sup 1544sx， B) — aG, z, B)] — 0, ati. 
H (26) 还 可 看 到 ， 当 ut 时 ， sup |m, (B) 一 m,(B) | — 0, 从 而 ， 
我 们 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 2 ”对 于 规则 味 颇 过 程 ， 当 * > sit, T£ (B) 作为 自 变 
FE z 的 函数 可 微 ,而 且 


* 
sam = A*T*m, (27) 
£ 


其 中 
Aym(B) =] aC, y, B)m(2y) 
= =h asy ma) + | G, y, B) m(25), 
可 以 把 (27) REA 
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sd) = -| alt, y)m,(dy) + | alt, y, B)m(dy). 

(28) 

设 m(B) = x(B, x), 得 m(B) = Phs, £st, B). 由 定理 2 得 下 
面 的 推论 . 

系 规则 跳跃 过 程 的 转移 概率 PCs, Xs ts B) 对 t 可 微 , 并 且 


OP(s, z. t B) — -| al1, y)PCs, z, t, dy) 
B 


ð: 
+ j. alt, y, B)PG, x, t, dy). (29) 
H (23) 式 可 以 得 到 微分 方程 (28) 和 (29) 的 初始 条 件 
limm;(B) = m(B),limP(s, x, t, B) = X(B, x). (30) 


如 果 方 程 (29) Ti Bg Ja R AE ERT 
到 所 考察 过 程 的 转移 概率 。 
现在 我 们 来 推导 Konworopog 向 后 方程 。 
设 z EE, f(x) € b(%), izil = sup IZ) |s 而 
f(x) 一 Tf x) = N TODPCs, Xs fy dy), s < z, 
ÉE s < s < s < :. 那 末 


fa Ce) 一 f(x) 一 AO 一 大 Cy) ]P(a% X, S23 dy) 


= (s 一 BUA — fCy)][aCs,r, dy) 

+ rs X, Ny dy)]. 

由 此 可 见 
sup (F) — fa | 
< 2 Cs — s) |x +2 sup |r Go £3 s23 pi]. 
(31) 

其 次 ,考虑 到 ar z, 9) 一 0， 有 不 等 式 
Í, x) — Fala) + [LEG x, ay)| 


$: si 
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<|frop — 1,G013G, z, a) | 


+| 





(fs) la, z, dy) — Esis z dy)] | 








+ | | Ua) — 1 1 rGs z, sis dy) 
而 由 不 等 式 (31) 可 知 , 上 式 不 大 于 
2|/|KGG — DEK + 2sup |r (sis £3 s> B)|] 
+ lll2sup |2G, x, B) — als, £> B)| 
+ l|: 2sup Irs x, n> B)|., 
H X FEREKEPHEES0IPERO E ULRI A, sls, abs 时 ,上 式 趋向 于 
0。 于 是 ,我 们 证 明了 下 面 的 定理 ， 


定理 3 对 于 规则 广义 跳 聊 过 程 ， 函 数 jx) = T Ae, 
s<. (关于 x 一 致 ) 对 $ 可 微 ,并 目 满足 方程 


S) 一 一 IZOLO z, dy) 


. 
> 


= a(s, z) [f(x) 一 jhe, z, dy)]ss <, (32) 


和 边界 条 件 
im Ce) = fC). (33) 


方程 (32) 是 规则 跳跃 过 程 的 Konmoropo8s 向 后 方程 ， 前 面 
引进 的 算 子 A, 现在 具有 如 下 形状 


AJC) 一 aryz)[ 一 xz) + boyu, z, dy)]. 
系 BAHUBSEKILEBJESPSHIRS3E AT G < > 可 微 ,并 且 满 足 方 


E 
OPG n nB). ~ a(s, IPG, z, 5, B) 
$ 


一 jG, Yat B)IIGe,x, dy)] 


G4) 
和 边界 条 件 
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limP(s, x, t, B) = X(B, x). 
sii 


现在 我 们 来 证 明 ,在 一 定 的 条 件 下 函数 a(t, z) 和 aC, z, B) 
唯一 决定 规则 广义 马尔 科 夫 过 程 。 首先 讨论 在 相应 的 边界 条 件 下 
方程 (29) #n (32) 的 解 的 问题, | 

设 Z = [0,z#), iEWOGHDREKETEESDHIPERS EE K. HRR 
a(t, z) 和 aG, x, B) 加 下 列 条 件 : 

a) 对 固定 的 G, z) €e Z XA, AR r B) ESBE 
的 测度 ,而 且 aG... dr}) = 0, aG, z) = aG, x, X); 

b) 对 固定 的 (x, B), 函数 aG, x, B), 6 Z, XT (x, P) 
Ae RER Co B) EER, CE x RIS 可 测 国 数 ， 

记 W = W(9%) 是 定义 在 可 测 空间 {T , 8) 上 的 ,全 体 有 限 
完全 可 加 函数 (有限 负 荷 ) w) 的 空间 。 在 三 中 定义 距离 w, 
w) 如 下 : 

p(wi, w) = l|, (B) 一 wa(B), mi € W, 
其 中 
lw(B) = sup{|w(B)|, BES}. 

不 难看 出 , 友 是 完全 赋 范 空间 。 我 们 把 方程 (28) 和 (29) 看 
成 是 空间 环 中 的 方程 ， 而 且 对 〈28) 式 左 侧 的 导数 也 作 相 应 的 解 
Æ. 

RDAS —AEWw pp A E S EB 38 Z = Z, = wB), 
z€ [s, *] 的 空间 Eelis m], 它 的 范 数 Iall = ma{lž,l, : € 
[s,:*]}. 

定理 4 WRR a(1:, rs B) 满足 条 件 a) 和 tb， 则 方程 组 
(28) 和 (30) 在 @&“ 中 有 唯一 解 。 如 果 m(8) 是 测度 ， 则 这 个 解 
也 是 测度 

证 。 注意 ， 由 条 件 b) 可 知 函数 el z) 关于 G, z) 一 致 有 
R, aG, z) S< K <O, 在 Eris 1 中 引进 函数 4,(B): 


q,(B) = Í, i a(9, z)48] mi(dx). 
在 WW 中 ,如 果 遂 数 m, 可 微 , 则 q, 也 可 微 ， 反 过 来 也 对 ,并且 


* 30 * 


40 (B) _ a(t, z)q (dz 
di |, G )q,(dz) 


+ | ee 站 a (0, *)a0| laa), 
若 用 方程 (28) 右 侧 替换 “=, 则 得 


aD f [e.o as s3109) 


a(t, ys dx) gay) = | G, y» B) aas), 
其 中 
bG, y, B) 一 RESIN [a(0, r) — a8, 7)148} 


-alts ys dz). 
因而 ,方程 (28), (30) 和 下 列 方程 等 价 
4, (B) = m (B) + l. BCO, y, BYgo dy)a0s t€ [s, "l, (35) 
其 中 bi Y» B) 一 致 有 界 ， bli, Y» B) =< K,, 而 且 对 固定 的 
(¿, y) 它 是 B 的 测度 ， 由 等 式 


(Qw), (B) = m(B) + | | + (0, y, Byw (dy)a0 
在 多“ 中 所 定义 的 算 子 Q* 满足 下 列 关系 式 
IQ) = (QZ < 2 K,G — Hy — Zl, 


KOES) — (LYA < GK ao iz — zl, 


其 中 Q” 表示 算 子 Q* tJ n kis. 内 此 , 算 子 Q* py3t at E 
缩 算 子 。 由 压 综 映 射 原理 可 知 ,方程 (35) 在 @“ 中 有 了 唯一 解 。 可 
以 用 逐次 逼近 法 求 此 解 ， 所 以 ,如 果 m(B) 是 测度 , 则 q (B) 也 是 
测度 ,定理 得 证 . 

可 以 同样 讨论 方程 432)。 经 蔡 换 


/CD = expf — | «0, oa g.) 


方程 (32) 可 以 化 为 较 简单 的 等 价 方程 
Og:(*) 
ðs 
—— {eep {| [eC0, 2) — aC, y)1a0) 
-als x, dy), si 
其 边界 条 件 为 Lo = (x)。 而 此 方程 又 等 价 于 方程 


g (z) = f(x) + l), gv(y) exp i [a(0, x) — a(0, 7148| 
. alv, z, dy)dv. (36) 
记 E90, 为 连续 函数 f— f, = LOG) 的 空间 : “是 自 
变量 , A(S) E f ER: J ER MIN = supi lhe): r) E 
[0, 1] x Æ) WQE ZV] 上 的 线性 算 子 : 
(Qa GD =G) + || gu xp {|, a0, #) — a(@,>)1 
` a9} alv, x, dy)dv, 
它 把 空间 2(%) rH 3Efa ESA ESRA EAS mH 
IQF) — (QF < K,G — Allg — g'i 


KE) — (QV < s @— 2 lz — ZI, 


其 中 K,= Ke, 因此, K+ Q BJP, MAE 
(36) (从 而 方程 (32)) 在 E0, 4] 中 有 唯一 解 ， 满 足 边界 条 
件 (33). | | 

定理 5 如果 函数 aG, z, B) 满足 条 件 a) 和 b) WHE 
(32) 一 (33) 有 唯一 解 。 特别 ， 此 时 函数 aG z, B) 唯一 决定 过 
程 的 转移 概率 ， 

$. 可 以 用 逐步 逼近 法 来 求 方程 《36) 的 解 。 因此 , 方程 
《32) 一 (33) 的 解 可 表 为 


f(x) 一 > 1PC), 
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其 中 
1P) = ep] 一 | «0 #)a0} G), 
pm [Í moss [= f eoa] 
- alv, x, dy)av. 
特别 ,可 以 得 到 转移 概率 P, x,t B) 的 如 下 表达 式 : 
PCs, x, £, B) = 5 PCs, x,t, B), (37) 
s= 0 


其 中 
PUG z, t, B) = exp{ — | a(0, £300} XB, e), (G38) 


t 
POs, x, p) = Í] P™(v, ys t, B) 
sJ 


. epf 一 a(0, r0 lalo: x, dy)dv, 
n= 0,1,2,4, (39) 
在 第 三 章 $ 1 中 将 要 说 明 , 函数 POG, r,t, B) 有 简单 的 概 
率 意义 ， 那 里 还 将 说 明 , 在 比 上 述 情形 更 一 般 的 条 件 下 ,如 何 根据 
已 给 函数 a(s, z, B) 来 构造 马尔 科 夫 过 程 。 
所 得 结果 可 用 于 可 列 状态 过 程 。 这 时 , 空间 .2 由 可 列 多 个 
点 组 成 , 故 只 著 虑 向 单 点 集 的 转移 概率 就 可 以 了 。 设 pi(s, D = 
PCs, i,t, GD- i, JEX, 代替 als, x. B), 我 们 考虑 函数 als, 
i, j)» | 


a(s, is j) = iB). j xj, 
它 和 前 面 引进 的 函数 aC) 相同 。 这 时 ， 条 件 a) 和 b) 取 下 列 形 


a) alt, i) = > a (z, is Ds 


ig 
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1 — Pis t), 

#£ — s 

b) aG, i, 在 [0,2#] 上 关于 G, jD 对 上 一 致 连续 . 

如 果 这 些 条 件 成 立 * 则 可 列 状 态 马尔 科 夫 过 程 的 KonmoropoB 
向 前 方程 和 向 后 方程 有 唯一 解 , 此 解 可 由 上 述 公 式 来 求 出 。 

例如 ， 


alsi) 一 lim 


Pils, t) = Depe, t)» 
n=0 
其 中 
mG D = exp | 一 se) 8; 
PICs) 一 Co, 站 exp1 一 人 a(0)40 
om = | De, Dal | aoao} 
. .aik(z)ar， n=0,1,2,., (40) 

独立 增 量 过 程 设 Z 是 度量 向 量 空间 ,8 是 BJ Borel 
集 的 co 代数 ， 记 B+ < (BC &r ,x € @r) 为 集 B 关 于 x 的 推 
移 : B+ x= {y;y =z +z, 26B}. 考虑 S 上 的 概率 测度 族 
P,,( . Xs 之 0: 7 一 s)» 满足 下 列 条 件 : 

a) 对 任意 BEB, P, (B 一 +) 是 * 的 3 可 测 函 数 ; 

b) 如 果 一 :一 WJ 


P,(B) 一 | P.G 一 Palay). GD 
不 难 验证 ,对 任意 有 和 界 Š 可 测 函数 Ax), FA 
|. fz +) Palay) = |. KPsldy — 2) 
成 立 (对 S 可 测 集 的 示 性 函数 等 式 显然 )， 所 以 ,由 (41) 可 见 
PCB 一 六 一 | PB — Pldy — £). 
故 如 令 Pls, z, z, B) = P(B 一 x)， 则 函数 PCs r, 2, B) 就 是 


转移 概率 。 它 具有 空间 齐 性 。 这 就 是 说 ,对 所 有 y < 2 
PG, xz + yi B + y) = Ps, x, n, B), 
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相反 ,如 果 转 移 概 率 具 有 上 述 性 质 ， 则 Pr，xzr，!'，B) 一 
P, (B — x). 

设 4(B) ELK, G) 上 的 任意 概率 测度 。 考 虑 分 布 族 Phr 
nI LAL Ls n=l, 2, y), EP Puer (B) 是 
L2”, S) 上 的 分 布 ,由 下 式 给 出 (B% e %7): 


P... B”) = | {f o PO, os fis dxi) PCs Xis s dx;) 
°... P Cta» Enis fns dxa)} q(dxo). 


不 难 验证 ,上 述 分 布 族 决定 独立 增 量 过 程 。 这 就 是 说 ,如 果 把 
Pen 看 成 是 随机 元 素 序 列 SC), O SG, 的 联合 分 布 。 则 对 
任意 4 ns t'i (0 <: < < ++ <) 随机 向 量 £(0), 
EC) — ECO), SG.) — ECan) 相互 独立 。 

事实 上 :如果 K= 0,1, -n 是 任意 有 界 S 可 测 函 
数 , 则 

E PEOD AEG) — EO hE) 一 ED)) 


= |. `` f, foCx fx 一 zD . “farn 一 zaa) glar) 
x Po, (dx, — +P, (dz, — x): ° `P,,_ a (az, 一 tai) 


-Í | GO G.) AGOBGO 


P, a (dy,): X Pa (day)9(ar) 
= Ef(š(0))Ef(š(a) — ECO) : ` Ef, 
(ëG,) — $C15-1))s 
由 此 可 知 ,随机 向 量 5(0), EG 一 EO es En) 一 (4,) 相 
互 独立 ， 

在 第 一 卷 第 三 章 $1 中 ,对 于 < 是 有 穷 维 空间 (r = 
E”), 而 独立 增 量 过 程 随机 连续 并 且 具 有 空间 齐 性 《 即 P,,(8)== 
P,_,(8)) 的 情形 , 曾 全 面 刻 划 了 满足 (41) 式 的 测度 族 {P,} 的 结 
构 ， 具 体 地 说 ,在 这 些 条件 下 夯 分 布 PB) 的 特征 函数 JG, u) 可 
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IG, uy = |, ertweP (dx) 
me ep| | iC, u) 一 到 (Cut 


+J (ee — Ai — S D) 
a” 1+ izl? 


.1 EP ñ z nar)|}, (42) 
其 中 ac Z=, b 是 从 多 ”到 R” AiR ERRE E S 
上 的 有 穷 测 度 , 了 {0} 一 0. 注意 ,上 式 可 化 为 
JG, u) 一 cp| 2 RQ z) 一 ” (bu, u) + | ce 

— 1 — (zs z)) Hi(dz) 

+ | (et — DICza)|}， (43) 
其 中 sE 腕 ”中 以 原点 为 中 心 的 球 , 向 量 2 和 测度 了 的 合意 不 同 
于 上 式 ( 它 未 必 有 穷 ), 但 是 仍然 满足 I{0} 一 0 和 下 列 条 件 : 

[le PIC) < co, IRNS) < co, 

当 卫 = 0 时 ,过 程 是 高 斯 过 程 ， 这 时 ,2 称 为 过 程 的 方差 算 子 《或 
HAER). TË a= 0, b = 0, ICZ") — q < co, 则 过 程 称 做 
广义 Poisson 过 程 . 这 时 ,PAB) 与 xz) 个 独立 同 分 布 随机 向 量 之 
和 的 分 布 相同 ;它们 之 中 每 个 随机 向 量 的 分 布 为 ” ICB), 而 rA) 


是 以 q 为 参数 (强度 ) 的 Poisson 过 程 。 
令 


LG) 一 | fCy)P(s, Xs i, dy) 


E + y)P,, (dy), š <i, 


显然 ,如 果 JG) 是 二 次 连续 可 微 函 数 ， 而 且 它 连同 一 阶 和 二 阶 偏 
导数 有 界 , 则 函数 jz) 具有 同样 的 性 质 ， 由 等 式 
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人 的 二 区 一 | UG +) 111 na (ay), 


以 及 第 一 卷 第 三 章 s 1 证 明定 理 3 时 所 得 到 的 结果 可 知 ， 导 数 
LO 存在 ,并 且 清 足 方程 


FEI (oye) + L GV, Vx) 
ðs 2 


+ | [px + z) — fx)]I(42) 


+ | Le + a) — a) — GV) GO In(dz), 
(44) 
其 中 asb, I, $ 的 合意 和 (43) 式 相同 ; vf 是 函数 f 的 梯度 ， 


m Of(x 
Gs Df Da Cv, vy 
k=1 


m fCx 

a, 是 向 量 “在 R” 的 某 一 基底 中 的 分 量 ， 妈 是 上 述 同 一 基底 中 
BE EBE b 的 元 ， 

对 于 任意 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 ， 在 第 四 章 将 通过 其 它 方 
法 得 到 类 似 的 结果 . 

广义 避 可 微 马 尔 科 夫 过 程 在 有 穷 维 空间 中 研究 马尔 科 夫 过 
程 时 ， 自 然 要 研究 和 独立 增 量 过 程 具有 同样 局 部 结构 的 过 程 类 ， 
对 这 类 过 程 可 以 给 出 很 一 般 的 定义 。 

我 们 引进 分 布 PCs, z, r, B) 的 特征 函数 

J z, t, u) = |. eu)P( x, 1, dy), 


s< t, J x; ss u) = i. 
广义 马尔 科 夫 过 程 称 为 弱 可 将 的 。 如 果 在 点 * = ;, 函数 J(*， 
z, t, u) 在 # 的 有 限 变 化 域内 对 :一 致 可 微 ， 也 就 是 说 ， 对 所 有 
rE R”, r€ (0, r*), 极限 
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plne, u) = limit z. y —1 
sti ł— s 


为 关于 “5 jal <4 的 一 致 收敛 ， 其 中 4 任意 

由 前 面 提 到 的 、 第 一 卷 第 三 章 $ 1 定理 3 的 结果 可 知 , 如 果 马 
尔 科 夫 过 程 弱 可 微 , 则 存在 向 量 als, z) 6 A”, URR A" EK 
自身 的 非 负 定 对 称 映射 6(:, z) 和 9 上 的 测度 ss xs B), EX} 
任意 二 次 连续 可 微 函 数 JO), > € R”, >ú f(x) 及 其 一 阶 和 二 阶 
偏 导 数 有 界 时 ,下 列 等 式 成 立 ; 

A JG) = jim Tette) 一 — fe 


= (a(s, z), V(x) + > (G, z)V, VYE) 


+| n, Ux + z) — JO] dCs z, da) 
+| s+ 2) fC) — (GV) 
x f(x)]19(s, x, d2); (45) 


而 且 Css z, {0}) = 0, G, z, Z'S) < co, 
(lelas z, de) < o, 
特别 ,如 果 gC, z) = 4(s, z, Z") < co， 则 (45) 式 可 写作 
AJE) = GG, z), Vf) + — QG 2)V, VYC) 


= [as AO — | ,fs + aG, z, ds)|，(49) 


如 果 aler) = 0, blr) = 0 G,k= 1, -**, m) MH 
A IBJSS 3 E] Nl, Hy RJ EE ZR El kE SEE BRIK ph, 

在 一 般 情形 下 ， 对 (46) 式 可 以 作 如 下 说 明 。 以 GO 表 由 
已 给 马尔 科 夫 过 程 所 描绘 的 体系 的 状态 。 B EG 一 *。 BB 
末 精 确 到 高 阶 无 穷 小 可 以 把 AS(e) = EG t Ar) 一 x RY: 
As(s) = AS, + AE, + As ， 其 中 As 是 位 移 As 的 非 随机 分 量 ， 
并 且 可 以 表 为 Ai = als, x)As; Aš, 对 应 于 以 (s, 2) As 为 方 
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差 阵 的 Wiener 过 程 的 位 移 ; 最 后 ,A5; 以 概率 1 一 gls, DAs 等 
于 0, 而 以 概率 gC, z) 等 于 一 分 布 为 4(s, *,B)/9(s,*) 的 随机 
HE. RE Af RAE Y. 

如 果 (45) 式 中 4(ç, z, B) = 0, 则 相应 的 马尔 科 夫 过 程 称 做 
扩散 过 程 。 这 时 ,位 移 A#(s) 的 主 部 由 非 随机 项 a(s,5(s))As( 移 
动向 量 ) 和 振动 项 组 成 , 其 中 振动 项 服从 吉 维 高 斯 分 布 , 均 信 向 量 
等 于 0, 协 方差 阵 为 bC, ECAs. 

扩散 过 程 在 马尔 科 夫 过 程 的 理论 和 应 用 中 起 重要 作用 ， 它 将 
在 第 三 卷 中 详细 研究 ， 这 里 只 限于 给 出 它 的 一 个 稍为 不 同 的 定义 
及 其 Kommoropos 方程 的 严格 推导 ， 

定义 6 广义 马尔 科 夫 过 程 称 为 扩散 过 程 ， 如 果 下 列 条件 成 
立 : 

1) HER re Z”, s> 0， 关 于 z < / < *) 一 致 有 

P(s, z, 2, S) ) 一 0( — s), (47) 
Hh SG) 是 以 x 为 中 心 以 为 半径 的 球 的 补 集 ; 

2) 存在 取 值 于 A” WRR aC, z) 和 把 R” RATAAN 
线性 非 负 定 对 称 算 子 blesa) Cs z)€ [0, *] x A”), ERE 
E +€ R” 8 s > 0, 关于 ss 二 一 致 肥 

|. OZ OPs £s n dy) = G, DG — D + G — 5), 
(48) 
J, Go 5 一 DPC z, 1, dy) 
= (bls, z)z, zX 一 s) + oG; 一 了 )， (49) 
向 量 als, z) 称 为 移动 向 量 ， 算 子 b(e, z) 称 为 马尔 科 夫 过 程 的 
TREF, 
E 统 ” 中 选取 一 个 基底 ， 向 量 al, z) 在 这 个 基底 中 的 分 


量 记 作 ai( s, x), i= l, tts m, 而 在 同一 基底 中 算 子 和 矩阵 
bls, x) 的 元 记 作 b; (e, z) 1 j = lees m. 


定理 6 ”如果 函数 als, z), Css z) 连续 ,而 f(x) 是 有 界 连 
续 函 数 ,使 


*39. 


uls, 9 一 | ， ,fy) Pls, z, t, dy) 


有 连续 偏 导数 8, laa 2), MJ un(s, x) 有 连续 偏 导数 
ðu 


EG, 22), MB WE JE 





一 Pesar) == Cals, r), v) uls, z) 
+ QG aY ves, #) — GO) 
和 边界 条 件 
lima(s,t) = f(x). G1) 


IE iW a << =s <: 因为 函数 有 界 , 所 以 
u(s z) — UCs, x) = Í, [u( as y) — “Css z)] 


Plais zs ss dy) 一 | [nlss y) — (as 2)1 
` PCsis £, s13 dy) + o,( e — s) 

其 中 对 任意 固定 0, 2 人 一 区 一 0， 根据 Taylor 公式 可 知 ， 

(as y) — i) = O — z, Va 2) 

+ (=a, VG z) re, y3 5) 

并 且 当 y€S,Gz) BF. Ire, y, J| < |y 一 zl?os， 其 中 当 E 一 0 
时 ,有 

a= sp [OC z-+6G—z)) 0% x)| ,0 


Bisa ESE DxiDzi OxiOx; 
由 此 得 等 式 
ulsis z) — uCsrs z) = [Cals z), V)u( s, z) 
+ T Qa, x)V, V)x(oay z) 
+ R'](a — s), (52) 


. åQ e 


其 中 iim Em R'= 0, # (52) AWWA RA s ss RER 


EP0 rmi 


Vs， sts 求 极限 ， 由 于 该 式 右 侧 前 三 项 对 连续 ,出 得 方程 (50)， 
由 下 式 和 Ax) 的 连续 性 可 以 得 到 边界 条 件 《517: 


ulss z) — G) = |, [GD 一 Ka] 
°. Pls, Za is dy) + AG — s), 
其 中 e> 0 是 任意 小 的 数 。 定 理 得 证 。 
现在 假设 存在 概率 密度 ， 即 存在 一 个 次 数 pls, Xs $s y) tE 
得 对 任意 Bore 集 B 


PCs, x, t, B) 一 | G, zs t, y) dy, 


WH A” 上 的 Lebesgue 测度 进行 ， 这 时 KonMmoropos-Ch- 
apman 方程 可 写 为 


pls, z, 2, y) = m plss z, u, z2)P(u, z, n, y)dz, <<, 
(53) 
mE PG, r, 1, HAEA G, y) 的 函数 充分 光滑 ， 则 它 满足 Kor- . 
Moropos 向 前 方程 ,又 叫做 Focker-Planck 方程 ， 
定理 7 ”如果 (47), (48), (49) 关于 x 一 致 成 立 ， 并且 有 连 
续 导数 
Op(s, = 2 y) lail, yplss z. 3), 


Oxi 


8° PPG, y) pls, x. ts 221 
8x;Ox; 


则 对 (z, y) é (s, 1*) x A”, 函数 Pes, Tsi, y) 满足 方程 
oC nn — (v, a(2, y) p(s, x, 1, y)) 


+ " (V, V(t, DLs, Xa ly y). (54) 


证 。 设 g(x) 是 任意 二 次 连续 可 微 函 数 ， 并 且 在 某 一 紧 致 集 
以 外 为 0， 仿照 上 一 定理 的 证 明 可 以 断定 ,关于 < 一 致 有 
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im 
fabs ti h — n 





IEO z, hy y)dy 一 so] 


= (alt, £), 7) gx) + GG, z), V)E(a). 
根据 定理 的 条 件 和 上 式 可 得 


a | ec z, t, y)g(y)dy 
o: 





jG, r, s Y)—PCss z, h> y)]g(y)dy 


= ž lim 
titt h — H 


1 
= Jim | PCs, Xs his y) x | 一 一 | PCasysaya) 
; 一 


tr tdi O H 
. gader) |ay= fes x, t, y)[Cal y), V)gGy) 
+ + GG y)V, Vey) 1ay. 


对 上 式 作 分 部 积分 ,得 


| zs Xs fs y)g (ydy 
t 


=— | [CY, Plss z, t, y)a (z, y)) 
+ n (V, VbG, z, t, yb y))]g(y)4y. 


由 于 函数 O) 的 任意 性 ,由 上 式 即 得 方程 (54)。 定理 得 证 . 





$2. BRR ARENLAR 


定义 和 简单 性 质 在 第 一 卷 中 引进 了 马尔 科 夫 过 程 的 定义 ， 
在 这 一 节 里 我 们 以 更 一 般 的 形式 重 述 这 一 定义 ， 但 是 , 凡是 以 前 
称 为 马尔 科 夫 过 程 的 地 方 , 这 里 称 马尔 科 夫 冰 数 ， 这 是 因为 ,习惯 
上 所 谓 马 尔 科 夫 过 程 指 的 不 是 一 个 过 程 ， 而 是 指 以 一 定 方式 相 联 
系 的 随机 过 程 的 全 体 。 按照 下 面 所 用 的 术语 , 马尔 科 夫 随机 函数 
只 不 过 是 和 所 说 的 马尔 科 夫 过 程 相对 应 的 、 全 部 随机 过 程 中 的 一 
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+. 

在 这 一 节 里 只 限于 给 出 和 不 中 断 马 尔 科 夫 过 程 相 对 应 的 完 
X. 

W {9, S, P} 是 一 概率 空间 。 考虑 定义 在 Z 上 取 值 于 基 

TWE {A B) 的 随机 函数 EG. o) (或 EO), EF, 
w € Q, IE .和 是 实数 轴 《 其 中 包括 点 十 co 和 一 oo) 的 子 集 ( 即 
SC [— c, + co]). É š.) 为 随机 函数 5(1,w) B o 8Ñ EI 
(BEDE o, WRA r 的 函数 ), 或 《在 不 至 引起 误解 时 ) 简 记 为 
ECNI ECO) 或 总 为 它 的 上 截 口 ( 即 固定 1, 视 其 为 品 的 函数 )。 

如 果 {5,16 Z) 是 一 o 代数 流 〈 即 对 任意 ¿O ay hE f, 
S C6, 4 , < n Bi, S, C S,,), 而 (对 每 个 46 Z), A Š, 
可 测 , 则 说 随机 函数 5(1, o) 适应 " 代数 流 S. 

定义 1 称 取 值 于 (2, B) 的 随机 函数 ECs o), ES, 


如 果 它 适应 r 代数 流 {6,, € .和 }， 并 且 对 所 有 = 和 z, < G, 
E J), 及 BCB € 8) 有 
PECA E€ BIS,} = P{s() € BIEC) }(mod P) (D 
条 件 (1) 等 价 于 下 列 条 件 : 对 任意 SG < r€ Z, 
SES) 下 列 等 式 成 立 : 
(PLEC) e B|š()MP ~ PILECE) € BINS}. (2) 
关于 条 件 (1) 的 概率 意义 在 第 一 卷 中 已 有 说 明 。 简 而 言 之 ， 
条 件 (1) 表明 , 对 于 随机 元 素来 说 ，c 代数 流 Su <s) 描绘 试 
验 流 所 能 提供 的 信息 ， 和 在 时 刻 * 对 随机 函数 值 的 一 次 观测 所 提 
供 的 信息 ,二 者 是 相同 的 ， 

由 马尔 科 夫 函数 的 定义 可 知 ， 如 果 #1 EY， 4 二 4 二 … < 
ta <, WJ | 
PLEG) € BIEC), + +s $0))} = PLEG) € B|š(,) mod P), 

(3) 
此 外 ， 设 fs,, z€ F} 是 一 5 代数 流 ， $, C @,, tE, 而 
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EO 为 3, 可 测 。 BPR, S 马尔 科 夫 函数 同时 也 是 S, 马尔 科 夫 函 
数 ， 
引进 下 列 记号 : 
和 = oklu), w€ Z, << <i), 
N == o(E(u), € Z, us}, 
NR, = ofu), EF, ú <). 

由 以 前 所 述 可 知 , 马 尔 科 夫 函数 都 是 N 马尔 科 夫 函数 ， 这 种 
情形 最 为 重要 ， 但 是 在 解决 一 系列 问题 时 ， 必 须 用 更 广 的 "代数 
(例如 ,用 它 的 完备 化 ) 来 代替 o 代数 N. | 

定理 1 设 EES, EREF {2 ,9} 的 随机 函数 ， 
并 且 适 应 o 代数 流 {SE Z). 下 列 命题 等 价 ， 对 任意 O z€ 
Zs <t), 

a) 对 所 有 BES 

P(š(2 € B|ë@,1 = PLEG) € BIEC)} (mod P); (4) 

b) 对 任意 有 界 % 可 测 函 数 f(x)(x€ 2) 

E(/(šG(2))|6,) = E{f(S(2))18()} (mod P); (5) 

c) 对 任意 有 界 St 可 测 随机 变量 m 

E{n|S,} 一 Eín|š(z) (mod P); (6) 

d) 对 任意 AEW # CES, 

P{ANCIECD} = PI A|G2)P(cC | EC) } mod P). (7) 

证 。 假设 as) 成立。 记 K, 为 使 b) 成 立 的 $ 可 济 函 数 的 全 
IK. Ha) 可 知 , K, 包含 可 测 集 的 示 性 函数 ; 由 条 件数 学 期 望 
的 性 质 可 知 , K, 是 线性 的 ， 并 且 对 非 负 函数 的 单调 非 降 序列 的 极 
限 封闭 。 所 以 , K, 包含 所 有 S 可 测 的 非 负 函数 和 对 可 测 的 有 界 
AR. 

现 证 由 b) 可 以 推出 c). ÆR (5) 式 的 下 列 特殊 情形 : 如 果 
n < r < + < ;, < t, Ml 

ELECT EG O), £(6)s teta EGD J= ELEGIE). (8) 

记 K, 为 使 (6) 成 立 的 随机 变量 3 的 全 体 ，K; 是 线性 的 , 并 且 

对 非 负 随机 变量 的 单调 非 降序 列 的 极限 封闭 。 
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EnG 是 有 界 B 可 测 函数 (¿=1, 2, . `. n) t <, < 
í< <L #,, 那 末 


E [TADIS] 


= EAEE) S] |%;) 

= E(f.(8G 0) E[f,G(a20)|š(a)115;) 

= EEGENEM EOE} 

= EEEE DIEDE) 


= EÍ] EGDI. 
以 下 利用 数学 中 纳 法 ， E 
E {TI icsG0)1s,) = E {TI KEDO}. 
通过 类 侯 的 推导 可 得 
E [Il GG] 


-E [cco)z[ 袜 n ECDIS]S} 


-E MECDE| |] GGƏ)1sGə|s s} 





| 
= E {E [TI nee) | 0 se] E0} 
Í 


-E {Tineo} 


从 而 , 对 于 形 如 4 一 H RECARE J, EER % 可 测 函数 ) 的 


随 变量 ?证 得 (6) 式 。 特别 , K, 包含 形 如 D 一 ñ lola) € 
B.) GE BEB, > 0) 的 集合 的 示 性 函数 及 其 线性 组 合 ， 因 
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为 任意 有 界 N 可 测 函 数 都 可 以 用 已 几乎 处 处 收 倒 的 这 样 一 些 齐 
数 序列 来 逼近 ,所 以 K, 包含 所 有 有 界 S 可 测 函数 。 

现在 来 证 明 , 由 6 可 以 推出 d). 如 果 AEW, CES, D = 
{0:8(2) EB}, 则 


P(AN CND) = P{4|S,}4P 


cno 


z(C)x(D)P1A|:(:O)aP 


a 


| 
| 

一 | E(z(C)z(D)P[A|š(01|£G0)4P 
-| 


a 
a ZDP IEO YELXCC) EGAP, 
由 此 得 等 式 
‘PCaNCND) = Í P(A IP( CISC) YAP, 
而 (7) RETK HR. 
最 后 证 明 , 由 d) 推出 a)， 事 实 上 ,对 任意 C € 5,, AEN, 有 
PANC) = | PCnclsCD)oP 


= (PCIE PCC [ECAP 


= | .ELPCLISCD)xCC)18CD1ZP， 
因而 
PC4nc) 一 | PC4I5CD)xCC)aP = |. PCL15CD)aP， 


由 此 可 见 ，P(41S,) = P(A|š(22)(modP), EMEY. 

E. 对 于 % 马尔 科 夫 函数 ， 等 式 (7) 关于 计时 方向 对 称 ; 
“将 来 "= 和 “过 去 ”作用 相同 。 这 就 是 说 ,对 给 定 的 EU, o 代数 SU 
AN 条 件 独立 。 这 种 对 称 性 在 马尔 科 夫 过 程 的 原 定义 中 并 未 明 
显 地 表现 出 来 

转移 概率 ”条 件 概 率 P(EGO € BIE(Cs)} 是 s, Elst 以 及 
3 的 函数 。 确 切 地 说 ,存在 一 自 变量 * 的 8 可 测 函数 p x, 1， 
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B), 使 | | 
PLEC) € B|šG2)) = p(s, EG), z, B) (modP)， 
这 时 ,对 于 任何 可 数 个 两 两 不 相交 的 集 B,CB。 c 9) 有 


@ (s Els), fs Ua) = > Plss ECs), ts B,) (modP). 


因为 使 此 等 式 不 成 立 的 点 % € Q 的 集合 依赖 于 集合 序列 {B,} 的 
选择 ， 所 以 对 固定 的 + 1 和 吕 9， 一 般 不 能 断定 通 数 phs EG) 
4 是 上 的 测度 ， 然 而 ,存在 重要 而 且 相 当 一 般 的 情形 , 使 上 
述 论断 成 立 ， 例 如 ,由 第 一 卷 第 一 章 $ 3 的 定理 3 可 见 : 

WEK 是 完全 可 分 度量 空间 , S 是 A H Bord FRR o 
代数 ， 则 存在 这 样 的 函数 P(s, x, ts B) G, r€ Z, ERX ,BE 
B): 对 固定 的 s: 和 3B， 它 是 * 的 思 可 测 函 数 ; 它 是 器 上 的 测 
度 ,使 

P(;GO € B|šG)) = P{s, ECs), z, B) CmodP). (9) 

假设 满足 (9) RURE PG, z, z, B) 存在. 那 末 不 难 验 证 ,可 
以 通过 对 测度 PG, x, 1,，) 的 积分 来 求 形 如 (SC), EG) s: 
ECD 的 随机 变量 的 数学 期 望 。 首 先 有 


E {fC EG)} = [IPG EC) da) 10) 


( 见 第 一 卷 第 一 章 $ 3 定理 2), 

在 作 进 一 步 的 推导 时 ,要 用 到 条 件数 学 期 望 的 下 列 性 质 . 

引 理 1 设 Kx n) 是 有 界 的 SXB, 可 测 函 数 , 其 中 x€ 
Æ LE > B; i} 是 可 测 空间 ; 设 Ë; 是 在 { > B37} 中 取 值 的 随 
HER- Hh i Saa, WBR 

E{f(&,, ÈIS} = E{fCx,, E) IS} | z,e, (modP) 

〈 见 第 一 卷 ,第 一 章 $ 3). 

由 这 个 引 理 ,等 式 (10) 和 马尔 科 夫 函数 的 定义 可 知 , 当 s< 
三 一文 二 < 和 了 时, 下列 等 式 成 立 : 

Elf(E(4), Eln) tet ECDIS} 

== EfE[/(£G: D), EC), `... £G:,))16;,,..1 |S,; 
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= ELIE), `... Ein- xz)P(ti-is 


ELin) fns dx)|6,}. (11) 
从 而 
EUG šD): EG DIEG) 


= | zc， El) tis dr) PCa Xis i29 dx)’ ... 
| G X23°**3 ha Pls ts Xais tns dz,). (12) 
特别 , 若 在 (12) 中 令 n = 2, CON t) == x(B, x) 则 得 
PCs, ECS)» t, B) 一 |P, EC)» As dx) 
，P(n xis h, B)X(modP), 

在 许多 场合 ,可 以 认为 函数 Ph, r,t, B) 相当 好 ,以 致 在 把 
EC) 换 成 x(xe 多 任意) 之 后 ,上 面 的 等 式 仍 然 成 立 ， 于 是 概率 
P(e, z, z, B) 满足 Kommoropos-Chapman 方程 : 

PCs, xs hs B) = | PG, xis ha B)P(s, z, tis dz), (13) 

注意 ,对 马尔 科 夫 函数 EG) 有 

PCs, £( o), fs X) =], 
Pls, ECs), s» B) = x(B, ECs) )(modP), 
其 中 X(B, x) 是 集合 了 3 的 示 性 函数 。 


如 果 它 满足 (9)。 并 且 具 有 下 列 性 质 : 
a) PCs, x, t, Z) = 1; I (14) 
b) 作为 zx 的 函数 , 它 思 可 测 ; f 
c) 4 ¿< , < n 时 , 它 满足 Konvoropos-Chapman 方程 ， 
注意 ,以 后 我 们 还 要 讨论 条 件 (14) 不 成 立 的 情形 。 


$ 3. 马尔 科 夫 过 程 


定义 ”前 面 给 出 的 马尔 科 夫 函数 的 定义 ， 在 许多 情形 下 是 不 
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够 用 的 。 首先 需要 研究 的 理论 概率 对 象 有 时 是 一 组 相互 联系 的 随 
机 过 程 。 例 如 ， 在 刻画 某 体系 在 它 的 相 空 间 运 动 (或 进化 ) 时 ， 就 
会 出 现 这 样 的 情形 .运动 可 以 在 任意 时 刻 自 相 空 间 的 任意 一 点 开 
始 , 并 且 要 研究 一 切 可 能 的 运动 。 

为 了 研究 这 样 的 对 和 象 ， 需要 引进 马尔 科 夫 过 程 的 概念 ， 现 概括 
地 表述 如 下 ,假设 已 给 一 时 间 z MEERY okk EC, o) 以 
及 一 概率 测度 族 {P,,:}: EG, o) 取 值 于 体系 的 相 空间 ， 而 每 一 
个 测度 P,, 决定 在 时 刻 * 自 点 * 开始 的 运动 的 概率 人 性质 。 由 过 
程 的 马尔 科 夫 性 (或 无 后 效 性 ) 知 下 面 的 描述 是 合理 的 : 如 果 体 系 
在 时 刻 s 位 于 点 *， 则 它 以 后 的 进化 完全 决定 于 测度 Pors MA 
依赖 时 刻 * 以 前 关于 体系 运动 的 补充 信息 。 

此 外 ,在 马尔 科 夫 过 程 的 定义 中 ,最 好 明显 的 分 出 体系 的 一 个 
特别 状态 ,使 它 对 应 于 体系 从 相 空 间 消 失 的 情形 (体系 “流向 无 穷 
或 “灭绝 ”). 

从 现在 起 到 这 一 章 的 末尾 (本 节 的 最 后 一 小 节 除 外 ), 总 设 时 
HKE Z = [0, co). 

这 样 ,假设 已 知 : 

a) 可 测 空间 LZ, y, 点 ber; (2 B] (m r) Ek 
为 体系 (过 程 ) 的 相 空 间 ; 令 Sr, = K Uibh, V, 22 <, tH 
包含 多 和 单 点 集 (b) 的 最 小 ec 代数 ; 

b) 可 测 空间 (o,e) 和 代数 族 {6;, 0 < < < %): 
SCS cS, 0 <x< +< :=< v; W S = G, S = 6; 

c) S 上 的 概率 测度 Pors Gs, x)€ [0, oo) x @& ,; 

d) 定义 在 [0, oo) X Q 上 、 取 值 于 2 ,的 函数 总 o), Ë 
具有 下 列 性 质 如 果 对 某 一 对 Cos wo) 有 Elo, w) =b, WIR 
所 有 >n A EU, o)= 5, 

有 时 对 于 z = co 补 定义 EC, o) 的 值 是 适宜 的 。 为 此 我 们 
规定 EC, o) 一 b。 以 后 ， 有 时 把 EC, o) 写 为 EG), E, 或 
sw)， 由 a) 一 d) 所 表征 的 一 组 对 象 简 记 为 EG, w), Si Poet. 

设 {经 ,3} 和 {90,6} 为 任意 可 测 空 间 。 以 SIS RM 
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{6, é) 到 (a, 8) 的 可 渊 映 射 的 全 体 ， 

ENI 浆 对 象 组 (HO, oe) ef, Pue) 为 马尔 科 夫 过 程 ， 如 
果 

1) 对 每 个 46 [0， o), Ë (ey € ë| B, 

2) 对 任意 固定 的 s, :, B(0 < + < :, BES) 作为 xx 的 函数 
PCs, x, t£, B) = P,.,1EG)6e B) 为 B 可 测 ， 

3) 对 所 有 s20, rE R, P,.(E(s)€ Nr} = 0, 

4) 对 所 有 s, z, u, SSSI Ku LO, LE RK, M BE 
%,, A 

P,. {ECu)E b|S;} = P, {s(nu) € B). 

前 面 已 经 指出 , 当 * > s 时， 如 果 在 时 刻 * 体系 位 于 x, 则 应 
把 P,: 看 成 决定 它 在 相 空间 中 运动 的 概率 规律 ;条 件 4) 表示 过 程 
的 马尔 科 夫 性 ; 条 件 3) 表示 El) = z 或 $s) =b (modP,,:). 
按说 条 件 

| PSB) 一 二 一 上 | G) 

是 比较 自然 的 。 但 是 , 在 一 些 问题 中 我 们 希望 马尔 科 夫 过 程 的 轨 
道 是 右 连 续 的 。 为 此 ,不 得 不 设想 比 (1) 更 一 般 的 条 件 。 

满足 条 件 (1) 的 马尔 科 夫 过 程 称 为 正规 的 . 

H r= bij, HRA 3) 和 函数 ZG) 的 性 质 可 知 , 对 上 Z + # 

Ps) = by = 1. 

这 意味 着 ，b 是 过 程 的 吸收 状态 : 体系 在 相 空 间 中 运动 直到 
它 " 灭 绝 兴 或 从 相 空间 消失 ) 为 止 ; 这 时 它 落 人 状态 5， 并 从 此 永远 
停留 在 该 状态 ， 如 果 集 {1: £C, o) =b) RZ, NE 

Ca) = infí;: EC, o) = b}, 
否则 令 LCw) 一 吕 。 因为 (Co) >} = {E0 2 b)e 6,, ik 
tlo) 关于 45,} 是 随机 时 间 。 这 有 时 
= b, 当 上 <z(o)， 
EO) | =b, 4 >lo). 

定义 2 EMRE L 称 为 马尔 科 夫 过 程 的 生存 时 间 . 


© ° o è o ọọ e o > o 0 


PA NR 表示 随机 元 素 Eu) (ae [s,:], s <1) FER o 
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代数 ,而 W = ni, 一 A. 假设 ?为 多 可 测 随 机 变量 。 id 
E.n 为 随机 变量 ? 对 测度 P. , 的 数学 期 望 ( 如 果 它 存在 ). 

引 理 1 WE EAR GER) W 可 测 随机 变量 ， 则 E 是 
自 变量 * 的 Š 可 测 函 数 ， 

证 . 由 函数 P(s, +, z, B) 对 * 的 S 可 测 性 即 可 推出 引 理 
的 结论 , 这 可 用 标准 方法 证 明之 。 使 引 理 结论 成 立 的 随机 变量 组 
成 线性 单调 类 .因此 ,只 需 对 形 如 f(s(4),，…* ,8(1,)) 的 随机 变 
量 证 明 引 理 ; 其 由 0 <a < n< -:- << r, < t, 而 JG, Sa) 
EAA %* TMAR. 由 逼近 定理 可 知 ， 为 此 可 以 只 局 限于 形 如 


II Ca) ORB Katsa) Pri GD e (9). “n=l 
时 ,有 
gle) = [AOG x, t, dy). 


KA g(x) 为 $8 可 测 : 因为 满足 此 条 件 的 函数 g 的 集合 是 线性 
的 ,并且 对 单调 非 负 函 数 序列 的 极限 封闭 , 而 且 由 引 理 的 条 件 知 ， 
它 包含 吕 可 测 集 的 示 性 函数 。 为 结束 证 明 ,现在 只 需 利 用 数学 归 
纳 法 和 $ 2 的 (12) 式 . 由 此 


Eos ( TI AEG) = | PG, z, as ay) KO 
k=1 . 
x | ze， Yis 125 4y;)]()° 
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由 马尔 科 夫 过 程 的 定义 可 知 ， 对 任意 Xs 概率 空间 (g, S, 
P,,:} 上 的 函数 EC, o) 关于 代数 流 (en 是 马尔 科 夫 随 机 函 
数 , 其 中 z > ç, 


除 此 之 外 , 设 ? 是 9, 上 的 任 一 概率 测度 ， 对 任意 Ce ge 令 
Ps) — |, P..(C (am, 2) 
由 引 理 1 可 知 此 定义 合理 。 显然 ， Psa(C) 是 w 上 的 测度 ， 其 
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次 ;如 果 < < u, CEN M BEB, HI 
Pa {su)€ BINC) = |. P,s({é(Cu)€ BINC) 


= 人 j. P, É {Cu)€ B1Y)dP,,,4( dz) 


一 人 PreoCfsCo)e BPAP. 


其 中 最 后 一 个 等 式 成 立 是 根据 $ 1 引 理 2. 由 此 可 见 

PoC {ECu) E BYIN) = Prso {Elu E B}) (modP,,,), 

引 理 2 假设 ?是 %, ERE- WE, C) 一 1， 那 末 ， 
函数 ¿Go o), >s, ATORE (W, >s) 是 概率 空间 
{2, W, Pa) 上 的 马尔 科 夫 随机 函数 , 取 值 于 X.. 

在 某 些 场合 ,要 求 函数 Pls, z, z, B) 有 更 强 的 可 测 性 . 

记 Z, 为 [0, z] E Borl E o RZ. 

定义 3 称 马尔 科 夫 过 程 为 弱 可 测 的 ,如 果 对 任意 上 > 0, fE 

XJ Gs, z#)€ [0, z] x 2” 的 函数 ， Pls, z, t, B)>(¿ > ;) AT, x 9 
可 测 ， 

引 理 3 如 果 马 尔 科 夫 过 程 弱 可 测 , 则 

a) 对 任意 S, X Š 可 测 函数 JG, z), RR Cs, z) 一 E,,,J 
Gs, 0) 为 Z, x Š 可 测 ; 

b) 对 任意 W 可 测 随机 变量 n 函数 g(s, z) = E, 为 
<, x Š 可 测 。 

证 。 仿照 引 理 1 的 证 明 , 只 需 对 形 如 fs, z) = hs)X(B,*) 
的 函数 f 来 验证 命题 a), 其 中 大 是 有 界 的 S”, WRR, BED, 
用 与 引 理 的 证 明 相 同 的 方法 即 可 得 命题 b)。 

基本 o 代数 的 完备 化 ”在 马尔 科 夫 过 程 的 定义 中 要 求 函 数 
so)e SiB, ( 私 门 。 在 有 些 场合 重要 的 是 使 (o) 为 到 空间 
(ZD 里 的 可 测 上 映射 ,其 中 D 是 比 车 更 广 的 = 代数 ;或 者 使 
对 RW 中 的 集成 立 的 关系 式 ， 对 于 更 广 的 集合 类 也 成 立 。 在 这 一 
小 节 中 我 们 将 要 证 明 ,可 以 适当 地 扩张 c 代数 S; 和 w, 同时 保留 
它们 在 马尔 科 夫 过 程 的 定义 和 性 质 中 的 作用 ;特别 ,这 时 5,(w) 是 
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ELR e 38*} 的 可 测 映 射 ,其 中 8* (一 般 ) 是 代数 3 的 本 质 的 
扩张 ， 

我 们 回忆 o 代数 关于 某 一 测度 的 完备 化 的 含意 。 W 了 是 一 
"代数 , 9 是 它 上 面 的 测度 。 说 S 关于 测度 2 是 完备 的 〈4 完备 
HJR ACB, BESH 4B) = 0 w 可 知 AES, 
` 如 果 o 代 数 S 不 完备 , 则 可 以 通过 如 下 方法 使 其 完备 化 ， 我 
们 这 样 来 定义 集 组 V, WE F, 和 F, 属于 $, FCACF, m 
R. FNF) = 0, WE AES, 

容易 证 明 , 集 组 $? 是 4 完备 o 代数 。 可 以 这 样 来 表征 S< 中 
的 集 Ae S“ 当 且 仅 当 存在 BES, 使 AAB 是 $ 的 一 零 济 集 
的 子 集 . 

设 0' 是 一 测度 族 ， 令 


F 一 f? sa, 


aeg 


称 S” 为 代数 和 关于 测度 族 9" 的 完备 化 ， 如 果 S? — S, Hl 
Bš o RMS E: 0 完备 的 ， 

也 可 以 这 样 来 叙述 SHEN: F E 39' 当 且 仅 当 对 任意 9 € Q' 
可 以 找到 一 个 集合 Foe S, 使 FAF,€ St, 并 且 4( FAFs) = 0, 

引 理 4 实 函数 f 为 S9' 可 测 , 当 且 仅 当 对 任意 4€ 0' 存在 
这 样 丙 个 字 可 测 函 数 户 和 户 , 使 PSI < h, 并且 gih — h>0)} 
一 0. 

引 理 条 件 的 充分 性 显然 ， 对 于 S2' 可 测 集 的 示 性 函数 , 可 以 
直接 由 92' 的 定义 得 出 它 的 必要 性 。 另 一 方面 ,满足 引 理 条 件 的 
函数 f 的 全 体 是 线性 单调 系 。 因而 它 包 含 所 有 So? TNAX. 

如 果 8' 是 S 上 有 穷 测度 的 全 体 , 则 称 $9” 中 的 集 为 代 
数 信 产生 的 普遍 可 测 集 . 
` 记 S* 为 产生 的 普遍 可 测 集 的 co 代数. 

以 后 还 要 用 到 比 o 代数 关于 给 定 测度 族 的 完备 化 稍为 复杂 一 
些 的 概念 ， 
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定义 4 ASMOEK 子 集 的 co 代数 ，8 是 6 上 一 有 穷 
MER, Sce, 

设 手 是 F 集合 类 。 WIARA S 关于 测度 族 9 # 
S” 中 的 完备 化 ,如 果 对 每 个 测度 9, 存在 集 FES”, (Ë 

FAFy€ S90, (FAF) = 0, 

引 理 5 设 3C6， 那 末 Fe $, 当 且 仅 当 对 任意 测度 9€ 0 
存在 Ss€E 5, 使 4(S AR ) 一 0， 

证 如 果 丰 满足 引 理 的 条 件 ， 则 根据 定义 FeS. 另 一 方 
面 ,如 果 F € $, 则 对 任意 9€ O 存在 F € 69', 使 2(FAF;)= 
0, 此 外 ,对 给 定 的 9 和 Fae 69' 存在 S€ 6, 使 4(S2'A F.) = 
0. 因为 SAF C (SsAFs)UCFsAF), ik 4(FAS = 0。 引 理 
得 证 . | 

在 相 空间 {T , 9) 中 落 虑 某 一 马尔 科 夫 过 程 (EG, o), Si 
P,.). 记 8* 为 o 代数 38, 所 产生 的 普遍 可 测 集 的 代数。 e: 
是 5' 关 于 测度 族 {Pur zc Z, u 二 ?的 完备 化 ;而 可 是 e: 
关于 该 测度 族 在 S 中 的 完备 化 , 显然 ， 当 。 增 大 时 , 5 和 单 
调 不 增 ,而 当 * 增 大 时 , S: AARE. BA, A 为 MT 关于 测 
度 族 [Pua 9€ Q', ú <+) 的 完备 化 ,其 中 9' 是 Bx LASN 
度 的 全 体 ; SU E % 关于 上 述 测度 族 在 SU 中 的 完备 化 。 显 然 
ë; 范 。 不 难看 出 ,在 SU 和 SU 的 定义 中 ,可 以 用 测度 族 (Par, 
q€ 9'] 来 代替 测度 族 {Pua 2€ Q', u < s]. 

引 理 6 如 果 4 是 有 界 SU 可 测 随机 变量 。 则 Enn 是 * 的 
@* 可 测 函数 。 

证 ， 设 4 是 LZ’ 3,} 上 的 一 任意 测度 ， 那 末 ,对 于 给 定 
的 有 界 SU 可 测 随机 变量 n 可 以 找到 两 个 有 界 NW 可 测 随机 变量 
好 和 N23 Nı < Sms 使 E,, (m 一 m) = 0 GIA 4). 因为 


| (Em 一 E...) q( dx) = E, m — m) = 0, 


É... 一 E, em 之 0, 
Ese < E.n < Esem: Een: € b(B, ), £ 一 l, 2a 
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故 由 引 理 1 知 Enn 为 Sr 可 测 随机 变量 。 

引 理 7 设 (2i 9) 是 可 测 空 间 , 0′ ES 上 的 测度 族 ， 
i= 1, 2。 如 果 fE 31|3,, 并 且 对 任意 测度 26 0， 有 fe gnh, 
则 FE 9%|99%. 

证 需要 证 明 ， 对 任意 集 Ben 有 p'(B)e Sh. Vk qe 
Q. BR Ç= le Q, 并 且 存 在 集 Ar, Be 和 Cz € %;, 
使 

CaA CCoUBr，4(4r) = 2(B+) = 0, 
设 C. = f (C;), A= f (Az), B, = f (B+). WR 
CA44C (B) C CaUBa, (Aa) = 4(B.) = 0, 
从 而 引 理 得 证 ， 
R- So)e Ni| Bx. 
定理 1 如 果 gebl), > MJ 
E, (a|) = Eton. 

证 ， 由 引 理 6 和 引 理 7 BATA, Enen 为 SG 可 测 ， 从 
而 为 S; 可 测 随机 变量 。 因此 ,只 需 证 明 , 对 任意 集 Ce 如 成 立 
等 式 


| nadP,,: Í E,,; i maP,,, (3) 
c c 


至 于 (3) 式 , 则 只 需要 证 明 对 所 有 Ce @; 成 立 (因为 对 任何 
8). 

在 Br 上 定义 一 测度 q: 4( BD 一 P{W € B). 那 未 ,对 
于 有 界 的 K 可 测 随机 变量 7 有 

E, = | Ensmg (dy) = Ena Enso. 
设 CE BCR), (o; gi x č} CAE N, P,s A) = 0, 则 
EEnswls 一 引 一 | Esla — claar) = 0. 
因此 ， 只 要 对 随机 变量 证 明 (3)。 但 由 马尔 科 夫 过 程 的 一 般 性 
质 可 知 它 是 成 立 的 。 
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E WZ EG, o), S, Pnu) 是 马尔 科 夫 过 程 ，{.2， 
gz#} 是 它 的 相 空间 . ` 

在 很 多 场合 ,下 面 的 命题 , 即 所 谓 0 一 1 律 是 很 有 用 的 ， 

定理 2 设 BEN, PE P,:(8) 一 0 或 1. 

定理 的 证 明 十 分 简单 。 因为 BES, MA BEN, wHo 
代数 S 和 N 的 条 件 独立 性 可 知 (H, $2 (7)): P,,.,( B) = Pes 
(BNB) = P,:(B) + P.B), 而 这 当 且 仅 当 P.-(B) 一 0 或 1 
时 才 成 立 。 

对 任意 c 代 数 流 {S$,, 1 之 0), W 

F, 一 N Fita. 


有 有 时， 过程 不 但 关于 族 (S5) 是 马尔 科 夫 的 ， 而 且 关 于 族 
(Sa) 也 是 马尔 科 夫 的 。 例 如 ,标准 马尔 科 夫 过 程 ( 见 $ 6), 或 满 
足 $4 定 理 7 的 条 件 的 过 程 :都 属于 这 种 情形 . 

这 时 ,如 果 BEN, HJ BESH, BEW, Jk/k, 仿照 上 一 定 
理 可 以 得 到 它 更 强 的 结果 . 

定理 2a 如 果 过 程 关 于 o 代数 族 {Si+} 是 马尔 科 夫 的 ， 则 
对 BEN, P(B) 或 等 于 0 或 等 于 1。 

下面 的 引 理 和 所 提 到 的 问题 有 一 定 的 联系 ， 并 且 在 以 后 将 要 
用 到 . 

58 如 果 G, w》 关 于 【iy}》 是 马尔 科 夫 过 程 , 则 对 任 
É s, (0 < ; < ,) S, — 5Ç, 

证 . 根据 引 理 的 条 件 ， 对 于 任意 随机 变量 q€ b(W) 和 B, 
上 的 任何 测度 ,有 

Edn ls;,} =a Etem = E., (11977. (4) 





mi a — ]] CONE TOLLANE TETE 


t < hip < * * * < lans 则 (modP,,,) 
Estal) = TH EEn IE KEUN} 


ixit} 
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= E, {71}. (5) 

通过 极限 过 渡 可 以 断定 ,该 式 对 任意 随机 变量 z€ b (SU) 成 
x. | 
把 a = x(c) 代入 (5), 其 中 Ce 9. HETA, XC) 只 
在 P,,a 零 测 集 上 区 别 于 N 可 测 函数 .所 以 c<. J S, 
S. 另 一 方面 , 不 难 验证 Gu) — OD. MA Oci. F 
是 引 理 得 证 . 

随机 等 价 马尔 科 夫 过 程 ”在 很 多 场合 ， 希 望 所 研究 的 过 程 具 
有 这 样 或 那样 的 “好 ” 性质。 如 果 原 过 程 不 具备 这 些 性质 , 则 可 以 
用 别 的 ,和 它 没 有 本 质 差别 的 过 程 来 代替 它 。 例 如 ,在 用 一 个 过 程 
RE (替换) 另 一 个 过 程 时 ,所 谓 非 本 质 性 是 指 不 改变 它 的 相 空 间 
和 转移 概率 。 为 此 ,我 们 引进 如 下 重要 定义 。 

定义 5 称 相 空间 {2 , 3} 中 两 个 马尔 科 夫 过 程 (C, o), 
Si, Poe) f (G, a), Si, P...) 是 随机 等 价 的， 如 果 对 任意 
Sst, 0 <+=< z< co, BEB 

P, {EC o)€ B) = Ë,..(ËG:, 6)e B). 

在 这 之 前 ， 我 们 已 经 研究 过 一 种 把 给 定 马尔 科 夫 过 程 变 为 等 
价 过 程 的 变换 。 就 是 用 较 广 的 代数 族 (ën (6; C 5:)， 或 是 
用 较 窜 的 o 代数 族 来 代替 5;。 这 时 ,马尔 科 夫 过 程 定 义 中 的 所 有 
关系 都 保持 不 变 。 HRF o 代数 族 的 转换 总 是 可 能 的 , 为 此 只 需 
简单 的 压缩 测度 Ps, 的 定义 域 。 扩张 o 代数 族 S 却 是 一 个 不 
很 确定 的 问题 。 以 前 研究 过 的 o 代数 e; 的 完备 化 , 就 是 这 种 变 
换 的 一 个 例子 。 

现在 我 们 来 研究 ， 通过 改变 基本 事件 空间 来 实现 的 马尔 科 夫 
过 程 的 变换 。 可 以 把 这 种 变换 大 体 描述 如 下 . 

假设 在 基本 事件 空间 8 上 有 一 马尔 科 夫 过 程 (G, o), ez, 
Puj, (Z, 3} 是 它 的 相 空间 。 考虑 集 6 到 9 的 一 单 值 映射 z. 
象 通常 一 样 , 记 z (S) AE s c 9 的 一 切 逆 象 的 集合 ,而 以 Š= 
z Si) 表 形 如 Š = z (S) 的 所 有 Š 的 集 组 ,其 中 Se 61。 显然 
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8 E ce. 在 名 上 定义 一 集 函 数 Pu: 

B, (27'S) = P,.(S). 
这 个 定义 并 非 总 是 有 意义 的 , 因为 B 一 般 不 唯一 确定 。 显 
然 ,如 果 定 义 合理 , 则 P 是 概率 测度 。 

引 理 9 测度 P, 在 S 上 唯一 的 必要 和 充分 条 件 是 , 对 任 
E C, x) 和 使 z (U) = 6 的 任何 集 UE 5', 有 Px(U) 一 1. 

由 

1 = P, (9) =—P,,.(6) — Ë,,,(z—(U)) = P.U) 
直接 得 引 理 条 件 的 必要 性 ， 
为 证 充分 性 ,假设 5 一 z (S, 一 sm!(S2)。 那 末 
z (SNS, 1 S2) = z (S,3Nz (S,) nz (S,) = $. 
所 以 P, CSAS NS) =0, 由 此 可 见 P,,,(S.) 一 P,-(3 门 9 )。 
为 在 上 述 推导 中 可 以 交换 8 和 S, 的 位 置 ; 政 P,,:(5,) = PCS) 
从 而 包 .。( 人 的 定义 的 唯一 性 得 证 . 

现在 令 El, 6) 一 EG, 8)). 不 难 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 3 如果 满足 引 理 9 的 条 件 ， 则 对 象 组 (EG, a), @, 
P.) 是 马尔 科 夫 过 程 , 它 和 过 程 (EG, o), ez, Pe} 有 相同 的 转 
BER. 

Ë 设 fco, 4 oe 6 时 , 令 (0)=w, El, oe)=£G, o) 
( 当 wE6 hki REEN). WR, S) = {w:w€ sn), 
B,CsNG) = P.S), 其 中 seS. 

由 引 理 9 和 定理 3 可 知 , 如 果 对 所 有 (s, z)€ [0, co) x R 
和 任意 UES, U6, 有 P,.CU)= 1, WJ (£G, ë), Sh Ba} 
是 马尔 科 夫 过 程 。 它 和 过 程 (EG, o), 6;, Pau) 的 转移 概率 相 
Ñ. 

对 于 上 述 情形 ,我 们 说 通过 收缩 基本 事件 空间 由 过 程 CO, o) 
得 到 过 程 ZG. a). 6 是 它 的 基本 事件 空间 ,而 o 代数 S, /6 ls, 
co), 由 全 体形 集 组 成 ,其 中 $S = snë, se ez, 

马尔 科 夫 过 程 的 变换 的 另 一 个 重要 例子 ， 是 用 泛 函 型 空间 来 
代替 基本 事件 空间 。 它 和 上 述 变换 的 区 别 , 在 于 映射 z 不 再 是 单 


. 58 。 


值 的 《但 逆 上 映射 x-! 是 单 值 的 )。 为 简便 计 (实际 上 这 并 不 失 普 遍 
ERIRE (Z, 9) 为 相 空 间 的 不 中 靳 过 程 。 设 Z 是 
非 负 半 轴 [0, 0), 记 A 为 从 到 避 7 的 企 体 映射 的 空间 ; 
N (相应 地 N, ND 是 包含 底 的 坐标 为 n, ittis ts 的 所 有 
柱 集 的 最 小 o 代数 所 ,其 中 a< CBE >s, 16 [s, D), 
k=1,2, yn, W SANES) Wl) 为 空间 
KREK, 1) 为 它 在 : 点 的 值 UES) W Er 令 
P,,..(8) = P,,(s), 其 中 s= (o: š: ES} 显然 SE Su, 2 
Ele, z( ) = l (x( + )e 22). 由 Ba 的 定义 知 对 任意 
B°) e pr 有 
下 (CE Enota En) EBO) 
= Ps{(é,,, Enst to En) E Bi). 

EET, {EC C) Si P...) 是 马尔 科 夫 过 程 , 它 和 
过 程 {EC o), Si, Pu) 有 相同 的 转移 概率 ， | 

称 过 程 (ZG, C )), Ni Pu) 为 马尔 科 夫 过 程 的 典型 表 
现 。 如 果 对 过 程 的 典型 表现 作 基 本 o 代数 的 扩张 和 基本 事件 空间 
的 压缩 , 则 可 以 得 到 与 原 过 程 随 机 等 价 的 新 马尔 科 夫 过 程 。 我们 
称 其 为 具有 汉 荡 型 基本 事件 空间 的 马尔 科 夫 过 程 ， 

因此 ， 具 有 泛 函 型 基本 事件 空间 的 马尔 科 夫 过 程 由 下 列 对 象 
给 出 ; L 一 一 定义 在 .和 上 取 值 于 2 的 函数 的 空间 ; 2% 一 t 
aL 中 底 的 坐标 属于 线段 [s, :] 的 所 有 柱 集 的 o 代数 族 **, 至 
于 随 变 量 族 品 (z( . )), 则 它 自 然 由 下 式 给 出 : Cx))=x(.)， 
x )EY, I 





*) 记 
Ciota (B) = (o: (ŠS,,Go)s s S; (o) € BI}, 
Hp BEB, N 是 包含 形 如 Cors (BO 的 所 有 柱 集 的 最 小 5 代数 ， 
其 中 As K&=1,2,-. mn。 NH 和 -ff 的 含义 类 似 。 一 一 译 者 注 
** ja 
Carrsaa(BtD) = (o: (En (0) Sia)) € B), 
对 任意 s <1， C 是 包含 形 如 Cu (80) 的 所 有 柱 集 的 5 代数， 其 中 
BIO EB, r € [ss tl K = 1 1n, WB tE 
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为 便于 引用 , 现 将 上 面 的 结果 归纳 如 下 。 

定理 4 任何 马尔 科 夫 过 程 都 有 典型 表现 ， 马尔 科 夫 过 程 各 
具有 泛 函 型 基本 事件 空间 Z 的 马尔 科 夫 过 程 ， 二 者 随机 等 价 的 
必要 和 充分 条 件 是 ,对 任意 (s, *)6 .Z x 2 和 任何 UV: UES, 
UD {wo: EC )E ZY, 有 P,,,CU) = 1, 

由 转移 概率 构造 马尔 科 夫 过 程 在 这 一 节 的 最 后 ， 我 们 研究 
具有 给 定 转移 概率 的 马尔 科 夫 过 程 的 存在 性 问题 ， 

具有 给 定 转 移 概 率 、 在 完全 可 分 度量 空间 取 值 的 马尔 科 夫 函 
数 存 在 性 的 有 关 定 理 , 在 第 一 卷 中 大 体 上 就 有 了 。 那里 的 证 明 也 
适用 于 马尔 科 夫 过 程 。 在 这 里 我 将 扼要 的 重复 这 一 证 明 , 并 且 作 
一 些 必 要 的 补充 。 不 失 普 遍 性 ,可 以 局 限于 考虑 不 中 断 过 程 。 

设 O= RAI EXE .和 LRAT Z BZAR o= 
xe) 的 空间 ,其 中 Z 是 广义 实 轴 [ 一 o, + co] 的 子 集 。 在 
F X 上 定义 函数 # = JG, o): 当中 一 zx(，) BF, £ #,= 
JG, o) = xG). 

象 前 面 一 样 引进 c 代数 族 Ni .Ah 和 Ni。 它们 是 包含 底 
的 坐标 为 As 5， 和 的 所 有 柱 集 的 最 小 cc 代数， 其 中 对 MN 
.fr 和 .人 分 别 有 <, as 和 Els, tl, 6 .Z, k= 
1.2, n, I y = oí. Y,.t€ .Z). 

定理 5 假设 下 列 条 件 成 立 : 

1) A 是 完全 可 分 度量 空间 , % 是 < rR Borel RH oft 
数 ; ' 
2) Pls, x, 2, B) = P,.,(z, B) 是 {2,8} 中 的 马尔 科 夫 
随机 核 族 ; 

3) q 一 {9B), 1€ .Z) 是 关于 转移 概率 PG, x,t, B) 的 
流入 律 . | 

那 末 

a) 在 {0, V) 上 存在 一 测度 P, E (G, o) tE s} 
是 N: 马尔 科 夫 六 数 ，P(s, x,t, B) 是 它 的 转移 概率 ， 而 q 是 
它 的 流入 律 ; 
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b) 在 19， V3) 上 存在 一 不 依赖 于 流 人 律 q 的 测度 族 
(Pol rE R GEF), EREE CEN, Be GS G < n), 
有 


P'o(c|.Z,) = P, (C), (6) 
P, CCI SE) == P,, (C), I (7) 
P.E € BY = PG, x, 2, B). (8) 


证 ， 令 P(s, z, t, B)= X(B, +). 对 任意 ¿€ .Z(k= 
l, 2,2, n), s€ .Z, SEAS Sh 1 


Pr, (BP) = | ° | Xp (x, 3 za)Pls, Y hs dz) 
x ° *`P(z,-5 Xn-ls fns dxa) (9) 
而 
Pl? (BP) = | PE? (B®) gd), (10) 


其 中 B® € Br, 
由 Koszmoropos-Chapman 5 #2 n] BL Sy E {Pns 4 过 … 过 


件 。 而 由 流入 律 的 性 质 可 知 ,分 布 名 -ww 不 依赖 于 C < n, se 
Z). 由 Kommoropos 定型 知 ,它们 在 概率 空间 {9, A, Pw] 和 
(9, A, Po) 上 分 别 有 某 种 表现 。 这 时 由 定义 有 

POLCE), +, ECD) e BP) = Piara Cart B”), 


为 Hs ° tta fne 设 ti Stins i= 1,2,::., n T m — 1. 因为 


人 PERE anyal BIP AP Ranen = P... B® x BP), 
(11) 
所 以 , 
P%%(Cc, L. Á BILE) stts ECD) 
一 Prt, (BS™), 
特别 
PPLE) E BI EGD. 143 EGDI 
sje 


P(z,, £Gz,), fatto B), (12) 
满足 等 式 | 


| Pins SG), tasis BPO = POC Cs, CB) NF) 


的 全 体 F 组 成 单调 类 3， 而 由 (12) 它 包 含 底 的 坐标 不 大 于 tot 
(4 <.) 的 所 有 柱 集 。 所以, S= N np ME 

POLEG) e€ B|.) = Ps, EC), s, B). 
这 证 明 , 过 程 EG), € .Z, E y, 马尔 科 夫 函数 ，P(e, x, r, B), 
s 委 !， 是 它 的 转移 概率 .根据 定义 分 布 族 4:( . ) EIE EO 的 
流 人 律 。(11) 式 可 化 为 


Pp?” (CNA) = |. Peo CYaP'?, 


其 中 Cc 是 Nr' 中 的 柱 集 ,而 4 是 y, 中 的 柱 集 。 因为 测度 可 以 唯 
一 地 从 柱 集 开 拓 到 最 小 o 代数 , 故 上 式 对 任意 46 Jy, 和 C € fr 
都 成 立 。 从 而 ， PLCI N} = P, (C). RARR FüEEH(7), 
(8) 两 式 。 它们 可 以 从 已 证 的 结果 得 到 ， 因 为 当 对 应 于 开始 分 布 
4(B)= X(B, x) 的 流 人 律 给 定时 ，P,,。 可 视 为 转移 概率 在 4e 
FANE, co] 的 值 集 上 产生 的 测度 ， 定 理 得 证 ， 


54. 强 马 尔 科 夫 过 程 


在 很 多 场合 ,重要 的 是 在 用 随机 时 刻 代 闪 固定 时 刻 + 时 ,要 求 

马尔 科 夫 过 程 的 无 后 效 性 
P,{s(u) € BIS) = Pw {Ss(u)€ B) G < t <“) 

仍然 成 立 。 

一 般 并 不 是 这 样 。 但 是 可 以 指出 相当 宽 的 条 件 , 使 过 程 具 备 
上 述 性 质 ,或 者 可 以 适当 选择 它 的 随机 等 价 过 程 ,使 之 具有 这 种 性 
质 ， 例 如 , 离散 时 间 的 过 程 都 具备 这 种 性 质 。 以 前 我 们 曾 称 之 为 
过 程 的 强 马尔 科 夫 性 (第 一 卷 , 第 一 章 4, 定理 3)。 下 面 是 相应 
的 结果 . 
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RE 是 相 空 间 Z, 8) 中 离散 时 间 齐 次 马尔 科 夫 链 《一 
0, 1, 2,，…); z 是 定义 在 Q, 上 的 随机 时 间 ; S, 是 由 7 所 产生 的 
5 代数 ; DES, DC. WEK, HEN n M Bp,e 9 (k = 1, 
EEES r) 


pe [p N BG + r) € Bal} 
k=1 


= |, po (A LEC) € B41 ) Po:, D, dy), 


其 中 
PCr, D, A) = PA(DNANIEC) E 4)). 

如 果 随 机 时 间 有 穷 ， 则 由 此 可 见 , 对 任意 *， 随 机 序列 
EG t r), :一 0,1,"…， 是 马尔 科 夫 链 ， 它 和 序列 EG), z > 0, 
有 相同 的 转移 概率 ， 而 且 对 给 定 的 EC), HEE (GO, 2 r) 
所 产生 的 o 代数 中 的 事件 不 依赖 于 s. 

本 市 在 一 些 补充 条 件 下 ， 对 于 连续 时 间 马 尔 科 夫 过 程 将 要 证 
明 类 似 的 结果 。. 并且 顺便 引进 一 些 重要 概念 , 证 明 一 些 定理 。 这 
些 结果 不 仅 对 强 马尔 科 夫 性 ， 而 且 对 随机 过 程 论 的 其 它 问题 也 都 
是 很 有 用 的 。 f 

马尔 科 夫 时 间 以 后 ， 随 机 时 间 对 于 马尔 科 夫 过 程 起 重要 作 
用 . 现在 回忆 随机 时 间 的 定义 和 性 质 (第 一 卷 ,第 二 章 $2), 并 且 
证 明 后 面 要 用 到 的 一 些 新 命题 。 

在 可 测 空 间 (o, F) 上 考虑 o 代数 流 (S, (c [o, 0]}。 令 

Se= S, 在 La, ©] 上 取 值 的 随机 变量 7 称 为 随机 时 间 ( 关 于 o 

代数 流 {5,, rE [a, 00]})， 如 果 对 所 有 i€ [a o] {r< 2 
S. 

显然 ,7 是 随机 时 间 ， 当 和 且 仅 当 对 任意 ¿€ la, co] 有 (r> 
ES. WME r 是 随机 时 间 , 则 (z = ¿Je S,G e la, col). 

在 这 一 节 我 们 要 研究 各 种 不 同 的 随机 时 间 , 如 果 不 特 别 说 明 ， 
则 认为 它们 都 是 关于 同一 o 代数 流 的 。 对 于 两 个 随机 时 间 z, 和 
Tas Ti E Tmin(t,, T2), max( Ti， T) 也 都 是 随机 时 间 。 
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对 每 一 随机 时 间 z, 有 一 个 《由 随机 变量 产生 的 )o 代数 S, 
和 它 相 对 应 。 3， 由 所 有 这 样 的 集 4 组 成 : 4€ 3， 对 任意 46 [a, 
co] # Añír < € $,。 不 难 验 证 : 

a) 随机 变量 7 为 S, 可 测 ; 

b) 如 果 z <<, HJ S, C S%,; 

c) WÈ z NI z ERAAI, WE (z < xy), (z < 
Tth (= x) HBF S, 和 3.. 

现在 我 们 对 给 定 的 o 代数 流 (S, ¿€ [a, co]y 引进 0 代数 
Supa < co) A SU > a): S$, 是 包含 在 所 有 S,G >) 之 中 
的 最 小 o 代数 ,而 S- 是 包含 所 有 S 一 已 的 最 小 o 代数 。 显 
然 

SS CS, CSa, S, = N) S. 


#>t 

令 S, = F$, For = Jo, BBA {S$,-, 1€ [a, 00]} 和 EZT 
z€ [a, oo]} 也 是 o 代数 流 。 

称 o 代数 流 {3,, € [a, 0]} 为 右 连续 的 ， 如 果 对 所 有 tE 
[a, co] 有 S$, 一 Fu. 不 难 验证 , o 代数 流 (S, 1€ [a, 00]} Æ 

引 理 1 随机 变量 z 关 于 (S, E [a, oo]} 是 随机 时 间 , 当 
且 仅 当 对 一 切 te [a, 0) 有 {z 二 个 6 孕 . 

由 下 列 关 系 式 即 可 得 引 理 的 结论 : 

(r< = ni: < +š, (r < y = Ufr<:-4}. 


n 


引 理 2 如 果 rz 一 1,2,…:， 关 于 {S z€ [a, co]} 是 
随机 时 间 ， 则 supt。 关 于 同一 o 代数 流 也 是 随机 时 间 ; 而 infr。， 
imr, A Emr, 关于 o 代数 流 {S4 € [a, 00]】 均 为 随机 时 
E. 如 果 o 代数 流 {S 1 € [a, co]} 右 连续 ， 而 + = infr,， 则 


F, = N Seano 
证 ， 由 等 式 {sup r, < y = Air 得 第 一 个 结论 ， 因 
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为 {infra < 1} = U {ra < P, WESI 2 A infra 关于 {3,;} 


是 随机 时 间 。 对 于 mr, = inf sup, Ta 和 imr, 一 sup inf fra T 可 以 


用 类 似 的 方法 证 明之 。 
最 后 ， 如 果 T = infr,, $s = 3, 则 由 FOCI 可 见 $C 


N 3,,. 男 一 方面 ,如 果 A E95,,, 则 4N{r < = U (AN ir, < 
1})E S,. Hi: 可 见 4n (r < y = f) (an {re 十 He 
S,+ = $,, 即 s,Ə N Srn 从 而 F, 一 [1 Sene 


设 (EG, o), Si, P) 是 一 马尔 科 夫 过 程 . 称 在 [s, oo] 上 
取 值 ,关于 o 代数 流 (S > J) G, >) m (S, , > s)) 的 
随机 时 间 为 GK- 或 Ñi- 马尔 科 夫 时 间 ; 如 果 明 确 知道 是 关于 
哪个 o 代 数 流 而 言 , 则 简称 为 马尔 科 夫 时 间 。 记 6t 为 e; 马尔 科 
夫 时 间 产 生 的 o 代数 。 

循序 可 测 浮 数 ”在 这 一 小 节 中 引进 与 可 测 函 数理 论 有 关 的 一 
些 概 念 , 并 证 明 可 测 函 数 的 某 些 性 质 。 以 后 , 它们 在 随机 过 程 论 ， 
其 中 包括 在 马尔 科 夫 过 程 论 中 会 有 用 处 . 

设 T BE [a, So) 上 Bord 集 的 代数 ; 27; 是 .2 的 压 
缩 , 它 是 由 [s,] 的 子 集 组 成 的 . 记 Z, = 2 设 {9,S) 和 
LE, 8) 是 两 个 可 测 空间 ; 以 S18 表 从 {0, S) 到 (2, B) 
的 所 有 可 测 映射 的 全 体 。 

我 们 说 函数 zG, w) G€ [a, So), o € 9) 为 Bored € 可 测 , 如 

果 aC, DECT XSS, 记 或 =(o) 为 函数 C, o) 
的 Rn. 由 测度 论 知 ,如 果 Ce, ELT x %)|%, BJ%HE 
意 :€ [a, eo) A roje S|. ESAE EERE BRERA 
更 强 的 可 测 性 ， 

和 假设 ,在 《9, 3) 上 有 一 了 代数 流 S$,(a <: < co), 仍然 称 
对 象 组 o, 8 和 S, 为 可 测 空间 ,并 且 记 作 (o, S, S). 
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定义 1 称 取 值 于 (2,8) 的 函数 +G, o) 关于 空间 {8， 
S, S) 循序 可 测 (或 S, 循 序 可 测 ), 如 果 对 任意 G€ la, oo)) 它 
在 集 [s, JJ X9 上 的 压缩 为 7, xJ, 7 可 测 , 即 如 果 对 所 有 BE 
BFI +€ [a, co) 有 

{(1, o): r, JEB, z€ [a, s]Y€ Z, XS. 

注 ， 由 定义 可 知 z, (oa) € $,|3, 也 就 是 说 , 函数 族 {z Co), 
1 之 a} 适应 o RE (S, 1 > a). 

下 面 的 定理 提供 了 循序 可 测 函 数 的 一 个 重要 而 简单 的 例子 ， 

定理 1 k 是 度量 空间 ,而 函数 C, o) RA TIEM: 

a) 族 {zs(w), t >a} 适应 (S,, 1> a}; 

b) 对 固定 的 o, 函数 rD 右 连 续 ， 

那 未 ,水 数 xG, o) 为 S, 循序 可 测 。 

证 ， 设 a= < <... <= +, 如果 Elka R), 
xn(ry 0) = zG, o), WE x,G, 6) = aC, o). 显然 ， 函 数 
Xali, o) 为 Z, Xx S, 可 测 ， 其 中 (oo)e [a s] x 9. 因为 当 
limmax( z 一 中 -中 一 0 时 :函数 x,(1, o) 在 每 一 点 C, w)€ [a, 


u] x Q 都 收敛 于 xG, o), 故 对 每 个 S3 zi, w) 也 7, x S, 
wW. 定理 得 证 。 

在 研究 随机 变量 的 复合 的 性 质 时 , 常 要 用 到 循序 可 测 的 概念 。 
首先 回忆 关于 随机 变量 的 复合 的 下 列 熟 知 结果 . 

引 理 3 设 {2,7}, 10,9}, (Z, V} 是 任意 三 个 可 测 
空间 ,如 果 /= JG, a), Pi™ p;i, w), i= 1,2, 而且 

f€ Z XS|B, p, € Z x S|”, pE Z X SİS, 
则 
g = (p.p) € 7 X S|. 

TE. 记 天 是 这 样 一 些 C 集 的 全 体 ， Ce Z x S, [G o): 
Cp 2) EC}E Z x $, KÆR, 它 包含 所 有 形 如 J x F Ë 
集合 ,其 中 JET, FES, tD) K = x S, 从而, 如果 C= 
(G, e): Ke, o)e 8}, NjA CET x 3 和 刚 证 明 的 结果 可 见 

(C, o): fp pa) € 9]=(G, o); (is PECET XS, 
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B 设 (t, ao, o) € [a, 00) X A) 为 孕 循 序 可 测 函 
数 , 取 值 于 {2,8}; 9 一 p(o)6S| TZ. WR x x(P(o)， 
o)6 S,|%,. 

下 面 的 命题 和 上 面 的 结果 稍 有 不 同 ,但 是 证 明 方 法 相似 , 故 其 
证 明 可 以 省 略 . 

设 9? 是 在 { 甸 ,8&} 中 取 值 的 函数 ,依赖 于 一 族 委 变量 x,:x& 


Z,z,€ 用， 即 p 一 p(zs zE 2Z)， 记 7 为 全 体 映 射 BCZ 2r) 
所 组 成 的 空间 中 , 包含 形 如 

(z: B(21) € Bitte, g(z,) € B,, B,€ B, z, € Z} 
的 所 有 集合 的 最 小 5 代数。 

引 理 4 如 果 peL iL, MAR x*(1, o), z€ Z, XFO 
代数 族 {S : >a} HFN, MAR BC, o) = pal, w), 
r€ Z) 为 S, 循序 可 测 ， 

在 下 面 一 些 定理 中 要 研究 可 测 函 数 的 复合 的 特殊 情形 ， 它 们 
在 随机 过 程 沦 中 起 着 重要 作用 。 它 们 与 茶 些 随机 过 程 的 可 测 性 有 
关 , 而 这 些 过 程 是 由 其 它 过 程 经 时 间 的 随机 替换 而 得 来 的 。 

引 理 5 设 xkG, o) X% S, WR, Tt KF {3,, tE [a, oo)] 
是 有 穷 随 机 时 间 . 记 r, = min{r, 1}. WR AR x,Co)= (z, 
w) 为 他, 可 测 , 而 xC) = z(z, o) 29 S, 可 测 。 

证 . 由 引 理 3 的 系 可 知 ,函数 r 为 3 可 测 ， 因 为 

{xn E BIN{T Su} = (z; E BY (z, < z) € S, 
《由 引 理 3 的 系 可 知 , 该 式 右 侧 的 第 一 个 集合 属于 Smic ME 
二 个 集 属于 S,), PA te A Sa TW. 由 SS, 和 +, 一 Imzr 


Tl, z, 为 S$, 可 测 。 引 理 得 证 . 
定理 2 设 (s, o) X S, AA; z 一 T(t, o), i>a, E 
一 有 穷 $ 随机 时 间 族 ， 而 且 O) JE: 的 右 连 续 单 调 不 减 函数 。 
WR, A x(t, w) = z(zGz, o) w) 关于 ES t 之 a} 循序 可 
测 . 
W, 首先 注意 到 ,根据 上 一 引 理 , 对 固定 的 1/, 函数 x.(1, o) 
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X Sa 可 测 。 此 外 ,由 的 单调 性 可 知 , 随 : 增 大 o 代数 S, 单调 
非 降 。 其 次 ， 因 为 《 象 任意 随机 时 间 一 样 ) r, A Se 可 测 , 所 以 由 
定理 1 可 知 函 数 zr(:, o) 为 S, 循序 可 测 : 
设 4€ Z“ x S, WERE 
A = lG, o): (Tt, 0), wo)E A, 1E [a, ul]}E Z, X Se C) 
如 果 4 = Jx C, 其 中 Je Z=, C eS, pi 
A = {Cz, w): tC, o) € J, t€ [a, uly N {Lo, u] 
x CET aX Ses 
因为 zt o) 为 S,, 循序 可 测 。 显然 ,使 4' < Z, x S,, 的 全 体 
4 组 成 代数。 所 以 , (1) 式 对 所 有 46E S x S, 成 立 。 为 证 
明定 理 只 需 验 证 : 对 任意 * 之” 
(G. ort, wo) E B, 1€ [a, sé T; x S, 
把 该 式 左 侧 的 集合 记 作 D. EAN 
D' = (G, o): (z(z, w), o) € D, 上 [ao， sl}, 
其 中 
D = {(u, e): z(u, o) € B, u SCs, o)), | 
出 (1) 可 见 只 需 证 DE Z° x S.. < D = D. U D, 其 中 
D, = {(u, w):x(u, w)E B, u < rs, o) 
D, = {(u, w): zlu, w) € B.“ = TCs, wo)}. 
注意 到 
D, = U (Ga, w): x(u, o) € B, ue [a, r]} 


N{[a, r] x [r < rs, o)l}, (2) 
其 中 r 为 有 理 数 .这 时 , 由 函数 zÇ, o) 的 循序 可 测 性 知 (CG, o): 
z(u, 20) € B, s€ [a, +]}E °, x Sn 为 说 明 (2) RAWHA 
项 都 属于 S x Fe RERE: 如 果 D,e Z, x S,, WJ 
D, Cla, r] X {r < tls, o))) € Z“ x Fr, (3) 
先 设 D, = T x C, 其 中 TEZ", Ce $. 这 时 D,.,n([a, 
r] x ír < rG;, o) = T x [C D Í+ < rs, o))], 因为 
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: EŞ, # => p, 
(cn(r<rG,e)D n r, <Í ` ” w.<. 
# (c (r < Cs, oy) € Sr,。 这 表明 (3) 式 对 形 如 Ds 一 TXC 
的 D, 成 立 。 因为 使 (43) 式 成 立 的 所 有 集 D 组 成 5 代数 , 所 以 它 
对 所 有 De 2 x $, 成 立 。 于 是 DE S“ x S, 得 证 。 最 后 ， 
我 们 把 D, 表 为 

D, = {(u, w): z € B, ú 2 al 

NN {a, wiu — Ts, w) = 0, >> a}. 

由 引 理 5 可见, 该 式 右 侧 的 第 一 个 集合 属于 S“ x S, ; 因为 两 个 
函数 x* 和 rC, o) EJ &%“ x 入， 可 测 ， 所 以 第 二 个 集合 也 属于 
SX Fe 定理 得 证 . 

现在 来 重 述 所 得 到 的 结果 ,使 其 能 用 于 随机 过 程 论 中 ， 

RET {多 8) 的 随机 过 程 EOG 之 a) RY S, 循序 可 测 
的 ,如 果 作 为 变量 (1, o) 的 函数 EC, o) 259, 循序 可 测 。 

定理 3 HIE EO 2 S, 循 序 可 测 ， 

a) 如 果 关于 {S,, : > a) 是 有 穷 随机 时 间 , 则 8.=$(7, o) 
是 在 {多 , 3} 中 取 值 的 S, 可 测 随机 元 素 ， 

b) WR r= rl, a) G 2 a) 关于 (S,, 1 a) 是 有 穷 随 
机 时 间 族 ,并 且 对 固定 的 o, rG:, o) 对 # 为 右 连 续 增 函数 , 则 随 
机 过 程 (Co = Eler, o) 25 Se 循序 可 测 ， 

我 们 说 ， 经 时 间 的 随机 替换 :一 rt， 由 过 程 ¿G) 得 到 过 程 
n(2) = £Gz,, w), 

强 马尔 科 夫 过 程 设 (SG. o), Si, P,,:} 是 马尔 科 夫 过 程 ， 
(Æ, B) 是 它 的 相 空间 。 根据 $3 定 理 1 的 系 , 可 以 认为 S=, 
3 一 @* (在 这 一 小 节 中 我 假设 两 个 等 式 成 立 )， 

马尔 科 夫 过 程 称 为 循序 可 测 的 ,如 果 对 任意 ， 上 0 < + < < 
co) 函数 Elu, u), uE [ss tl, 060, 为 Zx S; TTA. 

EX2 称 马尔 科 夫 过 程 为 强 马尔 科 夫 的 ,如 果 

a) 对 固定 的 B, HERR PCO, x, r, B) 关于 Ge r z) 为 
FT x 9, x Z” 可 测 函数 ,其 中 0 和 :和 :一 oo，re2 
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b) 它 循序 可 测 。 

c) 对 任意 20, 之 0, f (*)e2 (9) 和 任意 马尔 料 夫 时 
Hr, 等 式 

E,,.{f(é,4:)|S:} 一 Es fts4:) (4) 
成 立 . 

等 式 (4) 是 “将 来 不 依赖 过 去 ”的 加 强 形式 。 这 里 ， 如 果 令 
r=u= 常数， 则 等 式 (4) 就 是 马尔 科 夫 性 的 条 件 C53, 定义 1 
的 条 件 4). 

现在 我 们 来 进一步 说 明 等 式 右 侧 的 含义 。 

令 

gx, s, 1) = EAE (0 < ; < p>. (5) 
那 末 

E... ACE) = g(8;, r, z + z), C6) 

为 等 式 (4) 成 立 , 必 须 使 随机 变量 (6) STW. SARERA 
马尔 科 夫 过 程 循序 可 测 , 故 为 此 只 要 求 函 数 g(x, s, x) 为 B, X 
TXT 可 测 就 够 了 .由 强 马尔 科 夫 性 定义 的 条 件 as) 容易 看 出 ， 
上 述 论 断 确实 成 立 。 

在 有 些 场 合 ， 用 下 面 的 两 个 条 件 来 代替 强 马尔 科 夫 性 定义 中 
的 条 件 a) 和 b) 更 为 适宜 ,此 即 : 

a) 对 固定 的 (1:, B)， 转 移 概 率 PCs, z, t, B) 为 27, x S, 
可 测 ， 

b) 对 任意 (20, RA ECG, o) (1 > s) A Su 循序 可 测 . 

现在 来 证 明 ,由 条 件 w ), b) 可 以 推出 条 件 a) 和 b)。 关 于 b) 
显然 .为 证 a) 先 证 明 下 面 的 引 理 。 

引 理 6 设 (XY, Sal, (7, Sy}, (O, S} 均 为 可 测 空间 ; 
对 固定 的 e€ %, PB) E S 上 的 测度 ,而 对 固定 的 BES, 它 
关于 ower) 为 6y 可 测 函数 ; Lu, o)e b{6w x S}. WK, 
函数 

g(u, v) = |, hlu, o) aP, 
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为 Š, x óy A, 

证 。 使 引 理 的 结论 成 立 的 全 体 函 数 Au, o) 组 成 线性 单调 
类 〔( 记 作 H). 它 包含 形 如 CX BCC€ Sa, Be Sy) 的 集合 的 
示 性 函数 ,因为 这 时 g(x,v) 一 Xe(Ce)P,(B)， 从 而 ,五 包含 所 有 
非 负 的 《和 所 有 有 界 的 ) S, XS HWA. 

引 理 7 设 fe ,(@,); 马尔 科 夫 过 程 (1, o) WER a) 
和 b)。 那 末 , 由 (5) 式 所 定义 的 水 数 glr, s, ) X Š, x SZ x 
< 可 测 . 

W. BLDEJjE— x 之 0. 在 


gCx» s, 1) = | GG, o23P,,,(2e) 


ZH, KEG, o)), (>u, 为 2 x Su 可 测 ,而 对 固定 的 Be 
F, 函数 P..(B) 关于 Csr) 为 Z, x B, 可 测 ($3 引 理 3). 
由 引 理 6 知 ， 函 数 g(x, ss D 为 BX TaT 可 测 ， 其 中 
s€ [0, s], z€ [#4, 00)。 另 一 方面 , 如 果 4 是 直线 上 的 Bore 集 ， 
则 
{Cx, s, ts << z, gx, s, i) 6 A) 
= UJ {r,s, 2): s < z < z, g(z, s, t) 6 A) 


U {Ces s, s):g(x, s, s) € A), (7) 
其 中 情 是 非 负 有 理 数 的 集合 ， 因 为 g(x, s, s) = fG), WE G, 
s, s):g(z, s. s)€ A) 为 Š, X 8 XT 可 测 。 同样 ,由 以 前 所 
述 可 以 断定 , (7) 式 右 侧 的 其 它 项 也 如 此 ， 引 理 得 证 ， 
注意 ,由 强 蕊 尔 科 夫 性 定义 的 条 件 a) 可 以 得 到 下 面 的 结果 ， 
引 理 8 设 PC(;, x,!, B) 是 自 变量 (ç, x, D B 7 X%,X 
F WAA, m fe 5(Be)， 那 未 ,了 水 数 
ACx, S, hs hss ta) = Effé(4), ,18,)], 
s < min (1, *'*, to), 
为 Bx (TYH Tal, 
证 。 根据 条 件 当 # 二 1 时 命题 成 立 ， 用 数学 归纳 法 来 证 明 
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一 般 情形 。 n= mA. DEREN a= mt iki, 
可 以 只 限于 考虑 形 如 CON C7 T a" Xm) = i! C, 的 函数 ,并 


且 设 h ==.min (n; fa'e t3 im4i). 这 时 有 
E, [EG D), ....s EG 43] 


m+1 
= E... [EO Ense] Mao} 
k=2 
= Ese {AEC 1h LE ), hs fo "5 fa] }, 
m+ 1 
其 中 h(x,s, s... tnt) = E.: H BAIE G 21. 根据 归纳 法 的 假 
k=2 


设 加 (x s, 6 tm) 是 $, x Ç) 可 测 函数 。 根 据 引 理 
6, H t Tj 
À(z,s, hs tta Pa) 一 MOL hs * * "5 Ë+) 
PCs, z, 4, dy) 

是 8, x (Z)? 可 测 函 数 。 引 理 得 证 . 

下 面 的 结果 对 于 检验 强 马 尔 科 夫 定义 的 条 件 〈47 往往 是 很 有 
用 的 . 

在 表述 这 一 结果 之 前 ， 先 作 一 点 说 明 ， 并 且 以 后 总 假设 它 成 
立 。 我 们 说 定 ,把 每 一 个 数值 函数 fe ,(9%) 都 看 成 是 (S, 中 
的 函数 ,其 中 f(b) 一 0. 

定理 4 满足 定义 中 条 件 a) 和 by) 的 马尔 科 夫 过 程 为 强 马 尔 
科 夫 过 程 的 必要 和 充分 条 件 是 : 对 任意 je b(%) 和 S 马尔 科 夫 
时 间 r, FA 

E,,,f(6,4r) = E,.E... CE) (8) 

RZ. 

证 。 必要 性 显然 。 为 证 条 件 (8) 的 充分 性 , 首先 注意 到 ,如 
R (DAH LS) 中 任意 函数 成 立 ， 则 它 对 5(8,) 中 任意 函数 也 
成 立 ， 因 为 任何 国 数 ELS) 都 可 表 为 1 一 c + h, 其 中 je 
5 和 )， 现 在 设 Be 6! 是 任意 的 。 令 
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= [> 若 we 8B， 
co， 若 eeEB， 
因为 {r <} = (r< rynBeer, # r 是 人 马尔 科 夫 时 间 . 有 
E,.J(8,,) ~ E,..X;1(8,,,) 十 OPCE), 
E Eres (Ë, D 一 E, Xr E fC Enr) + 18)P,,,( B). 
由 这 些 等 式 并 考虑 到 (8), 得 
E,..z f(E...) = Es Xs ÉE, fE). 
由 此 可 见 〈4) 式 成 立 。 i 
现 证 ,可 以 将 (4) 式 推 广 到 任意 多 个 形 如 El +) 的 变量 
的 函数 . 
定理 5 设 5(1, wm) 是 强 马尔 科 夫 过 程 ， 而 fas x tts 
£a) € 6?)， 那 末 , 对 任意 马尔 科 夫 时 间 r 和 任意 正 上 5, +°, 
tas 有 
E,.(f[E(z + 2), S(z + Ds, E(z + z,)]| €) 
= E... s f[£(z + n), EC H a)y EC HD C) 
WE, P 0 <, <, <... hn, nO. R 
设 它 对 4 一 mw 成 立 , 证 它 对 7 二 mm 十 1 也 成 立 ， 首先 ,由 归纳 法 的 
假设 ,对 任意 VER FIERE 
E, {ffy, ECT + n)a teta ECT + tmys)] |1S5 
= hly ET + r + n, T T nre, T + tmylo 
其 中 AG. x, s, fi) = Ely, ECan) “5 Elim]. 注 
意 , 根据 引 理 6 当 ¿< n WPF; AOs z, ss 2 tn) XF O, 
z, $) 为 3; x T7 TA. 其 次 ,由 $23 引 理 2 可 知 | 
Ed IEC + x)... ECG + tma) ] 1e:} 
= E,,{E,.{f[y, EC + h), Cr + tmt1)] 
ISi } | Siyete = E,,.{h[é(r + 1), 
E(t ia) tH Th TE nl lS} 
= Ehlert + 2), Er + n), T nu t h,e, 
uE dmy] (Siner 
= AECT), TT + hytt, TH Imp) 
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因为 对 固定 的 二 …， imps BA PG, y, ns. tan) 关于 ? 
为 切 可 测 , 故 由 强 马尔 科 夫 性 的 定义 可 知 ， 
xy rs， taa) 一 也 ss 记 [二 (三 )。 1), tis", f] 
= E, (E, I cË tE) E(tm11)]} 
= Ef [EC) s,s EUn). 
因此 定理 得 证 。 
在 关于 马尔 科 夫 过 程 的 某 些 补充 条 件 下 ， 由 强 马 尔 科 夫 过 程 
的 定义 可 以 得 到 更 强 的 结果 。 如 果 某 一 (马尔 科 夫 ) 随 机 时 间 看 成 
“现在 ”, 则 这 些 结果 也 表征 着 “将 来 不 依赖 于 过 去 ”, 
定理 6 设 2 是 度量 空间 , B E. 中 Borel 集 o 代数 ; 
EO 是 右 连 续 强 马尔 科 夫 过 程 ; r 是 任意 有 穷 马 尔 科 夫 时 间 。 那 
末 , 对 任意 函数 Kail, za)€ EBP) 和 有 穷 S: 可 测 随 机 变量 
me ÈT k=l, 2", m， 下 列 等 式 成 立 
Es, AFEC)» £ 01), ttt ECan) 11S) 
| = E... 6f[ËGn),:  , EC). C10) 
证 。 要 求证 明 , 对 任意 SES 有 
| HEC) šQ), ,ECan)1dP,,e 


一 Í. BIECT), r, mo o malaP,,,., (11) 

其 中 , gCx, ss ns In) =Enaf lE), (tm)]， I B. gG Ce), 
r, motto ne) 为 Sf 可 测 ， 注意 ， 函 数 gx， s, ns" a) 为 
B, x ("tt IWGIA 8); 由 定理 的 条 件 知 , 变 量 r, m." "t a 
a% STW 由 马尔 科 夫 时 间 的 性 质 , 5(r) 为 Sr 可 测 。 由 此 可 
， 随 机 变量 g[5(r)。r。 man] 也 Si 可 测 。 至 于 等 式 


(11), 只 需 证 验 它 对 连续 函数 I RY. 设 SL. 一 Afa | 一 ze 
和 





E, U 集 Sha DETA H we [Ë +r, 


十 zj 时 , 令 可 =L +r, BROS — n <. 另 一 方 
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面 ,由 强 马尔 科 夫 性 的 定义 和 定理 5 可 知 
fora ECHE St), 
š (z + 名士 1 2P,., 一 laqa. g e, T, 
r+ ht, | dP,,,. 


把 这 些 等 式 对 k;=0, 1, 2,3,1 一 1.2, °, m 相 加 ,得 
| HED, EOR) ts 8Ga0)12P,, 


= Í. CEC), T3 31 …， naP,,., (12) 


因为 好 yj WE EO 的 右 连续 性 知 , E Car) — EC) CmodP,,:)， 
i= 1,2, m, H 8Cr, ra， tim) 的 定义 容易 看 出 ， 它 关 
于 自 变量 上,… ,和 的 全 体 也 右 连 续 。 所 以 , 当 > 一 oo 时 ,可 以 在 
《12) 中 到 极限 ,经 取 极 限 由 《12) 得 (11)。 定 理 得 证 ， 

强 马尔 科 失 性 准则 ”我们 证 明 , 在 很 多 重要 的 场合 ,马尔 科 夫 
过 程 要 人 么 是 强 马尔 科 夫 过 程 ， 要 么 可 以 用 与 之 等 价 的 强 马 尔 科 夫 
过 程 来 代替 它 。 这 时 , 要 用 到 转移 概率 产生 的 算 子 半 群 之 预 解 式 
的 概念 ， 在 第 二 章 我 们 将 要 详细 研究 这 一 概念 , 它 在 齐 次 马尔 科 
夫 过 程 的 理论 中 起 着 重要 作用 .在 这 一 小 节 只 给 出 定义 。 

设 Ke, JELSI 3)， 和 前 面 类 似 ,假设 函数 f(x, 1) 是 
定义 在 Q, x [0, co] 上 的 ,其 中 设 fb, 四 一 0; 把 5L%X J ) 
看 成 bS, Xx 2) 的 相应 的 子 空间 ， 考虑 函数 Al, s, )= 
EAEC + O), + 要 .不 难看 出 ,如 果 攀 数 P(s, z, t, B) 关于 自 
变量 G, x, D), 筷 1, 可 测 , 则 殉 数 Ux,s, 四 为 XxX(FSF》 可 
测 。 事实 上， 只 需 对 形 如 /(z, ) = fG2gG) Gelle), 
g€b (2 )) 的 函数 f, D 来 验证 。 这 时 (x, s, 2) = 
EC +DL ç, D MALREALA hlr, s, D = Enhi ECH] 
为 @ x (Z 可 测 函 数 . 所 以 Alr, s, RARR. 4, 
对 固定 的 《x,，s)， h(x,s, D W t 29 2 可 测 函 数 ， 
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令 
(Rx, s) = [eE lE +), Hild, 1> 0, (13) 


由 上 面 出 说 明 的 事实 可 知 , 对 任意 1 > 0,(R.DG, s) £ % x Z 
可 测 和 有 界 的 函数 。 因而 , 在 加 于 转移 概率 的 适当 条 件 下 , 算 子 
R, 把 5(8 x Z) #2EB SB, 

定义 3 TRR 称 为 算 子 族 T,。 的 预 解 式 关于 算 子 族 
T, BL $ 1). 

注意 


Raf) (x, s) = E., r eH EC + 1), s+ 14. (14) 


定理 7 设 2 是 度量 空间 ,6 是 空间 经 ”中 普遍 可 测 侍 的 
c Q (CG, o), Si, P, y 是 相 空 间 LZ, 8) 中 的 马尔 科 夫 
过 程 :满足 下 列 条 件 : 

a) 转移 概率 PCs, x, t, B) 是 自 变量 (ç, z) BJ Z x % qj 
WAR, 

b) 对 任意 (ç, z), 样本 函数 EC), 1 > s, 右 连 续 (modP.:)， 

c) 对 任意 G, z) 和 .有 ”上 的 任意 有 界 函 数 f(x), "4: > s 
时 ,样本 函数 (RIEGO, 1] 在 [0, 2) 上 右 连 续 (modP,,.). 

WE, (ZG. o), Sirs Pa) 是 强 马尔 科 夫 过 程 。 

证 . 对 + 上 一 co 补 定义 ¿(co,o)= b, 注意 ,由 定理 1 知 ;, 马 
尔 科 夫 过 程 ECG, o), 22 +, 为 N 循序 可 测 。 所 以 ,由 定理 的 条 
件 a) 和 引 理 7 可 以 看 出 ,函数 PO, x,t, B) 对 变量 G, 1 x) 为 
Z x 9 x > ul. 

r 是 任意 6; 马尔 科 夫 时 间 。 令 


k+1 k & 十 1 
s kaz # refet z +=), 
°, 若 r == oo, 
则 对 每 个 o, tfr, HE z" 是 €; 马尔 科 夫 时 间 。 所 以 ,对 任意 
连续 并 且 有 界 的 函数 Ge), x € R, H 
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É... |: e~ LEU + r)]d: = lim E,., | e Mf[E( I + z95] 4 
. < ° u k 
— im Es DA a H |z: (1>0), 
其 中 x, 是 事件 {r° = s t k2") 的 示 性 函数 。 因 为 X FE Siera" 
可 测 随 机 变量 , 故 由 过 程 的 马尔 科 夫 性 得 等 式 


E, r eE + r)]dz 


| < | ` £ 
= Em E.s >, AE, L. G+ | e uu Hja 
kas lim ER) G), t”). (15) 


HERIR, RA (R) CEO, 1) 2 sA [0, 5) 上 右 连续 
(modP,,.), 而 在 l, oo] 上 等 于 0。 也 就 是 说 ， 它 在 整个 区 间 
[0, 0] 右 连 续 。 因 为 z" 1 z, 政 (15) 式 有 侧 有 极限 ,等 于 

E, CR) GCO), r). 
男 一 方面 ,该 式 可 写 为 


人 eE, {ELE + A) lueret }de. (16) 


因为 函数 E, JI + z)] 和 E,.E, [EG + r)] 有 界 , 3: B. 
对 z 右 连 续 , 所 以 , 比较 (16) 和 (15) 两 式 的 左 侧 ,由 Laplace 变 
换 的 唯一 性 定理 得 

E, [£ G + r)] 一 EE IEC + r)], (17) 

这 个 式 子 是 对 有 界 函数 证 明 的 。 由 此 可 见 ， 它 对 任意 有 界 
Borel 函数 成 立 。 再 利用 $ 3 引 理 4 就 不 难 证 明 , 它 对 任意 有 界 普 
遍 可 测 函数 成 立 。 引 用 定理 4, 即 可 完成 证 明 。 

注 1. 定理 的 条 件 成 立 , 如 果 马 尔 科 夫 过 程 右 连 续 ; 而 且 它 的 
转移 概率 满足 条 件 : 对 任意 ¿> *， 函 数 F(s, z) = EJIE] 
对 * 右 连 续 , 对 * ER shs, yr 时 , 有 HmF(, y) = 
F(s, xz))。 

注 2， 如 果 .经 ” 局 部 紧 并 且 可 分 , 则 定理 7 的 条 件 c) 可 以 减 

s. 7J] 0 


弱 为 ,只 要 求 它 对 在 紧 致 党 上 不 等 于 0 的 任意 一 函数 FG) 成 立 。 
注 3， 如 果 定 理 的 条 件 成 立 , 则 过 程 关于 宫 : 是 马尔 科 夫 的 。 


$5. uf Æ Z Á , 

可 乘 泛 函 和 半 随 机 榨 设 (EG, o), S, Pn) 是 相 空 间 
(ar, 8) 中 的 一 马尔 科 夫 过 程 。 

定义 1 实 随机 变量 族 {jt, 0 <; < ¿< co】 称 为 马尔 科 夫 
` ` a) 随机 变量 pi A SG TA, 

b) 对 任意 (s, z)€ [0, oo) x Z ”和 任意 ¿€ [s, a], # 
pipa = ,(modP,,,), | 

c) 0 < u; < 1. 

回忆 RN! 是 随机 元 素 Elu), <€ ls, 如， 产生 的 5 代数 , SU E: 
它 关 于 测度 族 (P,,,4 € 乡 } 在 SU 中 的 完备 化 ， 其 中 2 E % E 
概率 测度 的 全 体 ( 见 第 53 页 )， 

由 定义 可 知 , pf 是 * 的 单调 不 增 函 数 ， 

可 乘 泛 函 称 为 右 连 续 的 ,如 果 对 所 有 G, z) € [0, co) x 2 
和 任意 n 函数 pi C: > 2) Poe 几乎 处 处 右 连续 ; 称 它 是 可 测 的 ， 
如 果 对 任意 ,随机 过 程 (az, > y 为 St 循序 可 测 。 因 为 二 
m = (u), MA £ 只 能 取 0 和 1 为 值 。 由 0-1 律 可 知 ， 
Pos{pyi 一 1} 一 1 或 0。 使 Pis{pi 一 1} 一 1 的 点 (4, z) 叫做 
可 乘 泛 函 的 不 动 点 ， 记 多, 为 可 乘 泛 函 的 全 体 不 动 点 的 集合 ,而 
<, 表示 它 在 时 刻 s HRO. 

下 面 是 可 乘 泛 函 的 例子 。 

a) 积分 型 可 乘 泛 函 。 设 所 考察 的 马尔 科 夫 过 程 SU 循序 可 
测 , 而 Ko x) 是 % x %* 可 测 函 数 〈 前 面 已 说 定 , 这 样 的 函数 
在 [0, oo) XR, LEL HH Ki 5) = 0). 令 


m = oxp [— | te, sold GD 
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其 中 对 任意 s 和 + 假设 指数 位 上 的 积分 有 限 。 这 时 ， 对 每 一 个 * 
可 乘 泛 函 连 续 , 并 且 为 正 。 如 果 上 述 积分 亦 可 取 co 为 值 , 则 令 


t = inf fiz: >0, Í flu, E(u)]au = o}, 


Ri = Xp, oop{— f flu, ECu)ldu. } 


因为 是 Ri 可 测 马尔 科 夫 时 间 ， 所 以 如 补充 假设 o 代数 流 
(5) 右 连续 , 则 这 样 定义 的 u 就 是 右 连 续 可 乘 泛 函 ， 

b) 对 例 a) 可 以 作 如 下 推广 。 实 随机 变量 族 ler, 05; < < 
co} BADR RIER MER, 如 果 | 


1) a; 为 Fi; u 可 测 ， 

2) 几乎 处 处 e + a, = s, (ç < < z), 

IPR WR a; 是 非 负 可 加 泛 函 , 则 pi = exp{ 一 ot} 是 可 乘 泛 
P. 

c) Š BEILER (r, s> 0), >s, 称 为 等 待 时 间 , 如 果 
ER {r>a} E z.= r. 等 待 时 间 z, 可 以 视 为 在 时 刻 * 之 后 
某 事 件 首次 出 现 的 时 间 。 当 cr £ pi 一 1, 而 当 £/> 令 
LW 一 0， 显然 ,pi EAERI REA, CORDAR A w 
和 使 Pdr > s} 一 1 的 x 点 的 集合 二 者 重合 ， 

FTRS bS) 中 的 一 算 子 族 Qs = Q; (0<; < < 
co) 相 联 系 , 即 

Q,,f (z) = E, ,sf CE Du. 

我 们 说 , 算 子 族 Qs 是 由 可 乘 泛 函 pi 产生 的 。 每 个 算 子 Qs 

有 一 半 随 机 核 与 之 相对 应 。 事 实 上 ,如 令 

Qalx, B) = OCs, z, £, B) = E,..x F (E) ei, 
则 对 固定 的 G. x2), OCs, x,t, B) 是 8 上 的 测度 ， 而 对 国定 
的 (s, 1, 8B), 它 是 * 的 $3 可 测 函 数 .容易 看 出 


UAG) = | 1086s, z, z, dy), 
Q(s, x, fs B) <Phs, z, fs B), BES, (2) 
{Oulx B), 0 <; <: < co] 是 马尔 科 夫 半 随 机 核 族 。 事 实 
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Eom sus, J€ b (%), MI 
Qaf (x) = Enf] 
= E {Enst EG) Jer Ys 
= E, AQE} = QuQat G). 
注意 , 算 子 Q 一 般 不 唯一 。 实 际 上 ,如 果 马 尔 科 夫 过 程 Ele) 
正规 , 则 
Qt) = EEO = ALE pa +)f (x), 
其 中 K u 是 泛 函 的 不 动 点 集 在 时 刻 * 的 截 口 (是 这 一 节 的 开 
始 引进 的 )。 从 而 
0,,(z, B)= LLX N B, x). G) 
下 一 步 要 证 明 , 在 一 定 条 件 下 ,在 满足 不 等 式 (2) 的 马尔 科 夫 
核 族 [Q 0 <; <; < co) 和 转移 概率 为 P(s, x,t, B) 的 马 
尔 科 夫 过 程 的 可 乘 泛 函 之 间 , 可 以 建立 某 秘 一 一 对 应 的 关系 。 
对 于 进一步 的 研究 ， 只 有 在 过 程 轨道 落 人 点 6 之 前 的 马尔 科 
夫 过 程 可 乘 泛 函 的 值 才 有 价值 。 为 此 我 们 引进 可 乘 泛 函 随机 等 价 
的 定义 。 
定义 2 同一 马尔 科 夫 过 程 的 两 个 可 乘 泛 函 py 和 vi 称 为 随 
机 等 价 的 ,如 果 对 任意 (s, z)€ [0, oo) X Z , > £$, 
P... lu w, ¿> J = 0, 
PLE ATBERLSSILTMUJ PJ SISI A FIX, MA, 当 EG) = 5 
时 ,可 以 设 pf 一 0。 考虑 到 某 些 需 要 , 当 z 一 00 时 , 我 们 补 定义 
us 一 0。 关 于 这 些 假 设 以 后 就 不 再 特别 说 明了 。 显然 ;随机 等 价 
可 乘 泛 函 产生 同一 核 族 {04}， 反 过 来 也 对 。 
定理 1 给 定 马尔 科 夫 过 程 的 两 个 可 先 泛 函 随 机 等 价 ， 当 且 
仅 当 它们 产生 同一 马尔 科 夫 核 族 ， 
证 . 假设 对 任意 x, s, (G < i) M FEEC, A Ef IE e 
一 E fOD. 记 妃 为 使 等 式 Enae = Enei 成 立 的 随机 
变量 的 全 体 。 它 是 线性 单调 类 。 不 难 验证 ,五 包含 形 如 了 一 
AECYIAEG I foLsC1,)] 的 随机 变量 ,其 中 fie l < 
n< n<: <, <, MABENA R N (Rn 9) 可 测 随 
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机 变量 . 由 此 可 见 ，x 一 v(modP,,.)， 定 理 得 证 . 

设 有 一 任意 随机 核 族 (9.,(z, B) = QC, z, z, B), 0 < +< 
¿< oo}， 满 足 不 等 式 C). 假设 所 考虑 的 马尔 科 夫 过 程 是 正 
规 的 。 因为 Pls, x,1,B) 一 XB,x)， 故 OG, x,t, B)= 
(x)X(B,，x)。 由 等 式 Qe k 0,, 一 Ou IA Ri) = kC), 所 以 
(x) 只 能 取 0 或 1 为 值 . 令 

g$ 一 {rik Ce) = 1}, 
显然 如 $e 8*， 由 等 式 O, = 0,,* 0,,* 0,, 不 难得 出 
OCs, x, t, B) = XA RX Z, OC, x, t, BAR P). (4) 

该 式 表明 ， 作 为 * 的 函数 一 切 核 O, (x, B) 都 集中 在 多 
E: 当 +€, PF, 9,(z, B) = 0. 

由 等 式 (2) 和 Radon-Nikodym 定理 可 知 , 对 固定 的 G, z, ) 
存在 8* 可 测 函数 qs《x,y》)， 使 


OCs, X, i, B)= |, qalx, y)P(e, x, 1, dy). (5) 


不 失 普遍 性 可 以 设 0 < qlr, y) < 1， 此 外 ,如 果 o 代数 名 是 由 
可 列 多 个 集合 产生 的 , 则 函数 galr I) 对 变量 《x,y) 为 8* x 
3” 可 测 ， 事 实 上 ， 考 虑 等 式 (5) Be 集合 的 组 上 的 收缩， 
因为 o 代数 是 由 可 列 多 个 集合 产生 的 ， 故 可 以 应 用 第 一 卷 第 二 = 
$2 的 定理 5, 根据 此 定理 

mene mpe © 
其 中 Aa 是 空间 (2 , 9) 的 完全 分 割 系 * 中 包含 ? 点 的 集合 


O 设 {2 G) 是 可 测 空间 ， 称 空间 2 的 分 割 系列 (4... k>] nl, 为 完 
全 的 ?如 果 
a) Asr € Bs As] NA = $, kKErs Ü Ank = ,n= 1,2,...; 
k= 
b) 第 s 十 1 个 分 割 是 第 ?个 分 割 的 子 分 割 ， 即 对 任意 Ed k= k(D, E 
4, C Ask: 


5) 包含 一 切 Ar KSl, n21, ÉS o RA BEA. 
( 见 第 一 卷 第 二 章 $ 2 定理 4 系 1 之 后 ) 一 译 者 注 


〈 见 第 一 卷 第 二 章 $ 2, 引 理 5)。 因为 《6) 式 右 做 极限 号 下 为 
@* x %* 可 测 函 数 ， 所 以 gulr, y) 也 是 8* x 83* 可 测 函 数 ， 
其 次 , 由 (6) 式 知 , 可 以 假设 函数 galr, y) 在 AIX Sr 之 
外 为 0. 如 果 x* 和 ? 之 一 取 为 信 , 则 令 .gs《x,》) 一 0。 这 样 一 
来 qale, y) 的 定义 域 就 开拓 到 AX E, E. 

定理 2 假设 有 一 正规 马尔 科 夫 过 程 EG) URIZ, ó) 上 
的 一 马尔 科 夫 核 族 【0 0 <<< co), 满足 不 等 式 O. B 
设 下 列 条 件 成 立 : 

a) FEK 的 一 个 可 列子 集 系 Y, 使 c (20 = L, 

b) 在 [0, oo) 上 存在 一 处 处 稠密 的 可 列子 集 J, 使 o{5(x)， 
ue Ja =R, $h Ji =L J N isl 

那 末 存在 由 (0a) 产生 的 、 过 程 FG) 的 可 乘 泛 函 。 

如 果 o 代数 流 (SU. 之 Y 右 连续 ， 并 且 对 所 有 Ge, x ), PB 
数 Ols, r,t, A) 在 点 :二 :对 +: 连续, 则 可 以 定义 泛 函 ,使 之 
右 连 续 . 

HE. iS 为 某 一 序列 Cos isteran), EP s=, <<: < 
t, =, < 

CS) = qin LEC), Ea) larn [EG O, ECan) 
"qa [Š G, i), S G,)]1. 

显然 ，pi(S) 是 SU 可 测 函 数 ,而 且 0 < (S) 和 1. 在 8"” 上 定 
义 核 Osle, BY) WF: 对 B® = B, X Bx.…xB,, BES, 
3 J 

0,G, BO) = | | Ouale ana) 

' Orais dy.) ° O, y a13 dy,), 
然后 再 利用 测度 开拓 的 一 般 方 法 。 把 它 补 定义 到 整个 8" 上 。 É 
O (x, BP) 称 为 核 Quno Q, s. Onon 的 直 积 , 它 是 在 第 一 
卷 中 引进 的 (第 一 卷 ,第 二 章 $4)。 对 任意 函数 (z, tis tetes 
z.) € OCB) 有 
an PCs nu rast tt zOQs (z, (xx 
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= Eh[éCs), EC4),°**, ECE) Jp(S) (7) 
《 见 第 一 卷 ,第 二 章 $4). 特别 , 当 łe (9) 时 ,有 


|!G)9,,Gz, ar) = Est8C) ps). (8) 


容易 看 出 ， 如 果 5 是 5 的 一 个 子 列 ， 其 中 包含 * 和 z; S, = 
{hos 各，…， dm}， 则 对 任意 形 如 n= ALEC) (aa)] 的 
随机 变量 ? 有 | 
Es enuis) = Enns(S). (9) 
特别 
Esl) los} 一 AS， (10) 
其 中 cs, 是 随机 元 素 ZG), Eu), tts Elm) 产生 的 a 代数 . 
MEZER [s, :] 上 的 递增 点 列 族 5。, 它们 都 包含 线段 的 两 个 
mA WUS 一 J. 由 (9) 式 可 知 ， 序 列 iS) css} ER. 


所 以 对 每 个 * 以 概率 1 存在 极限 fmpiC5,) 一 pi。 因为 变量 pt 
的 定义 依赖 * 的 选择 ， 所 以 PKS) — limpai(S,) (modP,,:)， 其 中 
x = ECs). 
显然 , 225 t; aW ETMA 0S1 MEER, ps 
不 依赖 于 序列 5; 的 选择 。 假设 {S。} ERB [s, 1] 上 的 另外 一 点 
列 族 , 它 和 (Sa) 满足 相同 的 条 件 , 并 且 Z; 一 limus, WE 
Bi = pi(modP,,:) 时 ,可 以 假设 S, O s, 而 不 失 普遍 性 。 这 时 ,对 
任意 随机 变量 me blos) 有 
Em [AS — (8,)] 一 0。 
对 任意 me b{os n = 1,2, >) =N, H n->coBi, 在 上 式 中 
取 极限 ,得 
EnC — u) = 0. 
ii ka FEA SU 可 测 随 机 变量 成 立 。 由 此 可 见 
P, Ap = y = 0, 
对 于 任意 〈*, D, +< 1 我们 按 上 述 方法 构造 一 随机 变量 
u, HES M= EGL 注意 , 这 时 RAL, >) = 
qaz, z), 下 面 证 明 随机 变量 族 ji(0 <; < < co) 是 由 核 族 
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[9.} FERIRA. AA 0 < < 1, m B. x! > % =I 3l. 8 
只 需 验 证 定义 1 的 条 件 b). 设 :s <s <. 根据 以 上 所 述 可 以 假 
设 Sa = Sa US， 其 由 sr,S, MSh 分 别 为 定义 ur, pa 和 pr 
时 所 用 的 线段 [s,:], [ssu] 和 [xs, 1] 上 的 点 列 族 。 WEK HE 
义 不 难 直接 看 出 yi(S%) = HCS) X arC). 在 该 式 两 侧 同 取 极 
限 即 可 得 r= az, 根据 以 前 所 述 容易 验证 : pp 一 uu, 一 
modP,,:)。 显然 ， 如 果 EG) =b, HJ pi 一 0 (因为 根据 定义 
qalx, b) 一 0)。 因 而 , oz 是 满足 前 面 的 补充 条 件 的 可 乘 泛 函 。 如 
果 在 〈7) RPR 5 一 S。。， 并 且 令 = 一 ce 取 极 限 , 则 得 


|1% Quale, ay) = E, ACEO, 


FH 10.} 是 可 乘 泛 函 产生 的 核 族 。 定 理 的 第 一 部 分 得 证 . 
现在 假设 对 任意 Cs, r), lim Oale, X) = 90,,(x, K). 由 


等 式 Eni = Oulx, Z) 可 知 im E,, Gs 一 6 一 0 假设 7 
只 取 有 理 数 , 记 vt 一 imu. 这 个 极限 显然 存在 ， 而 且 开关 于 : 
C>) AER, WA ri <e mE 

Evi gt) = lim EnC — mi) 


= limE, uiu — 1) = 0, 
r+: 


所 以 »i = pi(modP,,:)。 由 o 代数 流 (F, e > £) 的 右 连续 性 知 ， 
随机 变量 wt SU 可 调 。 不 难 验 证 , I 是 可 乘 泛 函 ， 这 样 , 如 果 定 
理 第 二 部 分 的 条 件 成 立 , 则 存在 右 连 续 可 乘 泛 函 , 它 产生 给 定 的 核 
K. 定理 得 证 ， 

EL WRI 是 可 分 度量 空间 , S 是 空间 2 HHY Borel 
集 o 代数 ,而 过 程 EO 右 连 续 , 则 定理 的 条 件 a) 和 b) 成 立 . 

注 2， 设 2 是 完全 可 分 度量 空间 。Q 是 取 值 于 < 的 全 

体 函 数 o= rG), HRE, SIND 是 8 中 包含 下 列 柱 
” 集 的 最 小 代数 ,其 中 每 个 柱 集 底 的 坐标 属于 Ls, co) (相应 地 属 
于 isl, í <, 
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按照 $ 3 定理 5， 我 们 由 马尔 科 夫 半 随 机 核 旋 Ous 0 < < 
1 二 co) 构造 一 测度 族 {Qs,:, A) WHERE RR J, 可 测 
ER O), 下 面 的 等 式 成 立 : 


|, A(e)4Q,,, = ÉE, h [£(-)1/, (11) 


为 证 明 (11), 先 看 形 如 hv) = Axle), Ca), +t ts Citn) EIR 
数 (e). 根据 刚 证 明 的 定理 ， 我 们 在 (7) 式 中 设 s= 5$,， 然 后 
£ n 一 co 取 极 限 。 这 样 就 可 以 对 上 述 形状 的 函数 h(v) 得 出 (11) 
式 ， 最 后 , 使 用 在 这 种 情形 下 常用 的 方法 可 以 证 明 , (11) 式 对 任 
意 非 负 和 有 界 Ni 可 测 函数 h(v) 成 立 . 

注 3， 在 定理 证 明 的 第 一 部 分 所 建立 的 泛 函 ， 也 就 是 在 它 被 
修正 为 右 连续 的 之 前 ;, 它 不 但 驼 可 测 , 而 且 也 N 可 测 。 

一 个 与 可 乘 泛 函 相 联 系 的 积分 方程 ”在 有 些 问 题 中 ， 给 定 的 
可 乘 泛 函 所 产生 核 族 OG. x,t, B) 的 解析 表现 是 很 有 用 的 。 对 
积分 型 可 乘 泛 函 ,可 以 得 出 函数 0(s, z, , B) 的 积分 方程 。 

设 

pi = exp f— |. fus šG2)28], (12) 

其 中 JG, x) 是 非 负 S x % 可 测 通 数 ， 而 (12) 式 中 的 积分 对 
所 有 G, O), 0 <+ <: =<, 收 伍 。 因 为 对 几乎 一 切 * 有 


a = tis, ECs)1 pi, 
$ 


mi = 1 — | lu, EIda, G < D. 
RERRMAHRA XB, E0], ARERR Po 求 积分 ,得 
Cs, £, t, B) =P Cs, z, t, B) — | En sfl, EC] 


. ux[B, EC ldu, 
由 等 式 
E. flu, (nu)]psXLB, EG] 
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一 E, flu, E(u)]E, o XIB, $C) 1 
=E, flu, E(u)]O(u, E(u), z, B) 
得 核 QG, x, t, B) 的 积分 方程 
OCs, x, t, B) = PCs, x, 2, B) 


一 jG, y)0(z, y, t, B)P(s, Xa Us dy). 


子 过 程 ”在 相 空间 (22.91) 中 ,考虑 定义 在 同一 基本 事件 
空间 {9, 5} 上 的 两 个 马尔 科 夫 过 程 (SG. o), Sh P, y 和 
{5(1,0), Si, P;,:}， 它 们 的 生存 时 间 分 别 记 作 和 

我 们 说 ， 通 过 缩短 过 程 EO 的 生存 时 间 可 以 得 到 #GO, w 
果 对 任意 G, z) 有 Pt <ry= 1, MEH <E B ¿GO 一 
LOR 

定义 3 JAB RE n(D 称 为 过 程 O 的 子 过 程 ,如 果 通 
过 缩短 某 一 马尔 过 程 EO 的 生存 时 间 可 以 得 到 过 程 mCz)， 这 里 
EC) 是 和 ea) 随机 等 价 的 过 程 . 

设 Ols, x, 2, B) 和 PCs, x,t, B) 分 别 是 过 程 x(z) MEO 
的 转移 概率 。 因为 事件 {nE B} Cc {ECEB}, BEB, M 
O(s, x, z, B)SPC, x, z, B). 下 面 的 定理 是 定理 2 的 直接 推论 

定理 3 如 果 马 尔 科 夫 过 程 8() 满足 定理 2 的 条 件 , 而 aO 
是 它 的 子 过 程 , 则 过 程 n(x) 的 转移 概率 OG, zx, :, B) 可 以 由 过 
EEO 的 某 一 可 先 泛 函 产 生 , 即 存在 EC 的 一 可 乘 泛 函 , 使 

OCs, z, t, B) = ÉE,,,Xs[Ë(2) J]. (13) 
”可 以 证 明 , 在 一 定 意 义 下 逆 命 题 也 成 立 。 这 就 是 说 ,对 马尔 科 
尖 过 程 G) PESTRA ply， 都 有 一 子 过 程 nG) 和 它 相对 应 ， 
而 且 过 程 10) 和 过 程 G) 的 可 乘 泛 函 之 问 的 关系 由 (13) 式 给 
H. 为 证 明 这 一 事实 ,我们 建立 一 个 新 的 基本 事件 空间 6, 并 在 它 
上 面 定 义 一 个 和 ez) 随机 等 价 的 马尔 科 夫 过 程 E(z).# 结果 表明 ， 
在 这 个 新 空间 ó 上 ， 缩 短 给 定 马尔 科 夫 过 程 生存 时 间 变 得 更 为 
简单 .由 此 可 以 得 到 通过 (13) 式 和 可 乖 泛 函 相 联系 的 子 过 程 %(2)， 
首先 描述 必要 的 步 又 。 


e 86 e 


假设 当 * 一 oo 时 ,过程 5(z) 也 有 定义 : Elo) = b, 回忆 ,我 
们 普 经 假设 当 z — co 时 , pf 有 定义 : ps 一 0。 其 次 ,我 们 还 假设 
中 存在 一 点 w*， 使 8(1, wo*) 三 b, 1 >20, 假如 在 98 中 不 存在 
这 样 一 点 , 则 可 以 给 它 补 充 一 个 点 , 并 同时 对 z 代数 e; 作 相 应 的 
扩张 : 对 任意 *, C 假设 集 {w*} 为 S 可 测 。 这 时 对 测度 作 相应 
的 开拓 , 令 Pelot) 一 0. 

引进 一 新 的 基本 事件 空间 6 一 o x [0, co]， 其 中 的 点 二 
` (o, 2), wEQ, 46[0, oo], 设 6 =€ x ,, H To 是 
[0,00] 上 Bore RHI cfü28; EG) = EG, o) = EG, o); 又 设 
SS) 是 由 关中 所 有 形 如 5 x [0, co] 的 子 集 组 成 的 ,其 中 SE 
SES) BR, 当 < < <, W, ë c 区 ,名 是 rc 代数 ， 
而 总 (5) 为 各 可 测 , 
. 在 Š 上 引进 一 测度 族 {Px}; 对 Š= sx [0，oo]， 令 
P,..(Š) = P(S). ER, HRA (EG, o), Ši, P...) 是 马尔 科 
夫 过 程 , 它 和 过 程 (£ z, o), ez, Pa) 随机 等 价 ， 现 在 我 们 来 定 
义 对 过 程 关 zx, o) 的 生存 时 间 的 压缩 ， 令 

z, ECG, 6) = EG, o), # í<2, 
EG, ë) = [r “> 

ig Ó: = Q x (s, co], cR & Sx 2, G E. 0 WJ ` 
子 集 ， 记 区 为 满足 下 列 条 件 的 集合 $ c G 组 成 的 集 组 : SeS, 
S N F =S, xX G, co], 其 中 Se er 显然 ,1 是 7 代数 ,而且 
Husss: < e # S; c 6s; REF {多 ,, 3,} 的 随机 变量 
Elo) $ S TN G: < >. 
_ TBMR RA S 右 连续 , 则 多 也 右 连 续 , 事实 上 , 设 Se 
€, 则 对 任意 > 有 se i, M $ n 6 — s, x G+1/n, 
co), 其 中 5,€ 6 1， 显然 所 有 s, 都 相等 。 令 5, 一 5. 则 Se 
eL =G; 因为 Snë = UGN 6), #g# SN 一 SX(1, co], 
即 Se 加 .因而 Sh e, 

设 给 定 过 程 (E0, o), Si, P,,:} 的 一 右 连续 可 乘 泛 函 pi， 记 
0 为 一 o 集 , 它 满足 条 件 ;对 每 个 we 9, 和 每 个 G S s), ÆR px 
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右 连续 , 而 好 只 取 0 或 1 为 值 。 由 假设 对 所 有 x, P,.,CO,) = 1. 
对 每 个 * 2 0 和 oc, RITE Gs, co] 上 定义 一 随机 测度 ao: 
Oall, oo] 一 pils <A), W Cals} 一 0， 这 里 {s} 是 * 一 个 点 的 
集合 。 由 这 些 条 件 在 8 上 确定 唯一 一 个 测度 . 当 pi 一 1 时 , 它 
是 规范 的 (els, co] 一 1), 而 当 好 一 0 时 有 a, = 0, X$ o€o, 
补 定义 wo， 例如 可 以 令 ws = 0。 不 难看 出 , 对 任意 TE Z, 
z, (T) 是 @ 的 侈 可 调 函 数 。 此 外 ,如 果 SeS, 则 =la: Co, 
1E SJE Z+, 而 且 CSa) 是 的 侈 可 测 函数 。 事 实 上 ,显然 
一 方面 满足 上 述 条 件 的 全 体 S RAR "代数 , 另 一 方面 不 难 验证 ， 
它 包 含 形 如 Š= 5 x T HNA SRR SES, TET”, 

R u 是 泛 函 所 的 不 动 点 集 的 截 口 : Kular: P, l s= 
1}= 1}. 在 各 上 定义 一 测度 名 ,,: 对 S 6, 2 

P, SY = E, Ta, (81, EER M, 
P, AS) = XG, &*), E z€, 

其 中 a* = (w*, 0), 

ju É, 为 对 概率 测度 名 ,, 求 数学 期 望 。 注 意 
名 = E, IN nlo, 2) (42)] LER, (14) 
其 中 g= gCo, 2) E bS HFR SeS 的 示 性 遂 数 ， 可 以 由 
定义 直接 推出 (14) 式 , 然后 再 用 标准 方法 证 明 它 对 任意 随机 变量 
n Eb) RY. 

WE 为 过 程 EC, a) 的 生存 时 间 。 虽然 还 没有 证 明 EG, G) 
是 马尔 科 夫 过 程 , 但 生存 时 间 的 概念 是 清楚 的 。 直接 由 EG, ë) 
的 定义 可 知 ,如 果 <, W £ <, MEN s=(o, 1) 有 EC, 
w) = Et, 6). 

注意 ,如 果 < R e, 则 名 ,5(9) — z) = 1; ë ER e, 
IE <€ R, WJ P... (O) = zY 一 0， 因而 ,对 于 对 象 组 (EG, 6), 
5, B,,,}， 马尔 科 夫 过 程 定义 中 的 正规 性 条 件 未 必 成 立 . 

定理 4 设 wi 是 正规 马尔 科 夫 过 程 (G. o), Sh Pae) 的 
右 连 续 可 乘 泛 函 。 那 末 , 过 程 (EG, a), So Pu) 是 过 程 (£ G, 
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w), Si, P...) 的 子 过 程 ,而 且 对 所 有 fe 2b(B*), s< < co, 有 
É, 8 一 EnD) (15) 
Ë... 8 > :|8:) = z, (16) 
对 所 有 (s, x)€ [0, oo] x Z, mÈ P, (ar 一 1) = L, WW 
子 过 程 fC, 6) 是 正规 马尔 科 夫 过 程 . 
证 。 先 证 等 式 (15)。 首先 注意 到 , 当 >s, G) € 5(8*) 
时 ,变量 E) 为 @ 可 测 。 对 * 一 b(15) 式 显 然 ， 因 为 a= 
0CmodP,,:)。 同 理 , 当 +ë, 时 ,等 式 (15) 两 侧 均 为 0， 
其 次 ,如 果 <t, WA z€ 好 pr 有 KË) = K6)= 0, 于 
是 由 (14) =u EG, a) 的 定义 可 得 


AE) = Es |” a)a, 2) = EfE DM. 


P 


我 们 现在 来 证 明 EU, 0), 6i, BP,,,} 是 马尔 科 夫 过 程 。 
对 任意 SeS, BeSt 和 <, <u, 为 证 
|, E... — | 858... aD 
首先 注意 到 ， 当 +€, 时 它 显然 成 立 ， 因 为 这 时 (17) 式 两 侧 
都 等 于 0. É z€ 人 Rw。 因为 SN F =S x C, ol, (Ë e B}e 
6“, 则 {Ëe B} N Š= ([E,e BINS} X (u, w]。 所 以 由 (15) 
AHA, (17) 式 右 侧 可 化 为 
|, EdP, = EAEE BINS, o): 
= E, .xz(s, o), e XC (z, € B}, wps, 
另 一 方面 ,如 果 记 
Fl(y) = E,,,X[{é, € B), ő] = E,.,[(£, € B}, o], 
并 且 注 意 到 FO) 一 0， 则 G7) 式 左 侧 可 以 化 为 
E, .(x(S, @)F[Ë(D11 = E.{XCS, wF IEC Jei} 
= E,.,x(s, o)E,, X[íE, € B}, o], 
从 而 (17) 式 得 证 。 它 表明 
P, A{é, E Bp|87) 一 P, (z, € B}, 
即 过 程 ECU, 6) 具有 马尔 科 夫 性 。 由 该 过 程 的 定义 可 知 E Ca) e 
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SS, 而且 名 ,.(S) 是 x 的 可 测 函 数 ， 所 以 , ECz, 2) 是 马尔 科 
夫 过 程 。 这 时 , 如果 2 一 2, W) EG, a) 是 正规 马尔 科 夫 
过 程 。 
为 证 (16) 式 ,注意 到 
外 人 > ën = P, (EC e 2 SR. 
设 Še, BI Š= S x (0, col], SES, K 


|, É, > |ë B, = BGEO e 2rp 


= É, .X[ 人 (De 2 Y, @l1x(Š, 6), 
H (14) 该 式 又 等 于 


E {) AEC) € jos )D2(S, o)e,(22)] 
= E, X(C, e) € X ya o)X(S, o): 
= E,.,X(S, o) = |. pd”, z, 


由 此 得 (16)。 定理 证 完 . 

注 。 关于 (16) 式 可 作 如 下 说 明 。o 代数 Š: 实际 上 提供 关 
于 过 程 SG), zt 之 ;:， 的 行为 的 全 部 信息 。 因此 , (在 已 知 上 述 全 
部 信息 的 条 件 下 ) HE EO 的 生存 时 间 大 于 z 的 条 件 概 率 ， 仅 依 
赖 于 过 程 8(z) 在 时 间 区 间 [s] 上 的 行为 , 也 就 是 说 不 依赖 过 程 
EO 的 将 来 "。 此 外 ,粗略 好说) 在 关于 过 程 SG) 的 全 部 信息 已 
知 的 条 件 下 ,事件 过程 EO 在 时 间 区 闻 G, :十 de) 上 灭绝” 
的 条 件 概率 等 于 一 dp /pi 


$ 6. 马尔 科 夫 过 程 样本 水 数 的 性 质 


这 一 节 研 究 马 尔 科 夫 过 程 的 存在 性 问题 ， 这 时 要 求 它 具有 给 
定 的 转移 概率 ,而 且 样 本 函数 具有 这 样 或 那样 的 光滑 性 ， 

在 第 一 卷 中 得 到 的 关于 随机 过 程 的 一 系列 结果 ， 可 以 很 容易 
地 应 用 到 马尔 科 夫 过 程 的 情况 。 为 此 , 我 们 引进 马尔 科 夫 涵 数 族 
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在 不 依赖 于 第 一 卷 结果 的 情况 下 ， 我 们 来 研究 在 局 部 紧 相 内 
间 中 构造 “标准 ”马尔 科 夫 过 程 的 可 能 性 问题 ， 并 且 要 求 它 具备 一 
系列 “好 ”性 质 . 

最 后 ， 将 要 得 到 可 分 和 循序 可 测 马 尔 科 夫 过 程 存在 性 的 一 些 
结果 . 

马尔 科 夫 斤 ” 初 看 起 来 ， 下 面 引 进 的 马尔 科 夫 族 的 概念 似乎 

比 马尔 科 夫 过 程 的 概念 更 广 些 , 但 是 将 要 证 明 ， 前 者 可 以 归结 为 
后 者 。 为 简便 计 , 我 们 仅 考虑 不 中 断 马 尔 科 夫 函 数 ， 

定义 1 所 谓 相 空间 {2 ,9%} 中 的 马尔 科 夫 族 EG), 
1 之 s,s€10, co), <€ RX}, 是 指定 义 在 概率 空间 {0,5 
Pa) 上 、 适 应 o 代数 流 Si, 1 守 s， 的 马尔 科 夫 函数 族 EC, 
w)}， 且 满足 等 式 

Ped DE B} = PCs, x, z, B), G > +, BES), 
这 里 Plu, y, 1, B) 是 它 的 公共 转移 概率 : 
P, {E0 G) € BE Cu)} = Plu, rt) 2, B), s Su <. 

函数 P(s, r,t, B) 称 为 马尔 科 夫 族 的 转移 概率 。 和 马尔 科 
夫 过 程 同 样 ,马尔 科 夫 族 也 有 转移 概率 , 它 对 该 族 中 的 函数 是 公共 
的 。 

如 果 O = Q, EG, o) = ¿G , o), Q T EG, o) 不 依赖 
T sx, ME S = S 不 依赖 于 *， 则 马尔 科 夫 族 的 定义 和 马 
尔 科 夫 过 程 的 定义 相同 ， 另 一 方面 ,对 每 一 马尔 科 夫 族 , 可 以 通过 
扩充 基本 事件 空间 ， 使 它 和 有 相同 转移 概率 的 马尔 科 夫 过 程 相对 
应 .为 此 ,我 们 引进 三 维 点 名 一 (s,*+,w) 的 空间 5, 其 中 s€ [0, co), 
LEK, ot, WR Š c 6, ME S. 为 集 $ 的 (5,x) ELI; 
Š,, = {0: (s, x, o) ES, oE Qy, 

在 2 中 定义 一 "代数 族 E (Si, u Ds): SeSe, u 
3)， 当 旦 仅 当 对 任意 G. x), 0 <<: <+, ERK, A Š,,6€ gr 
(Š. e Srt). TABE :的 增 大 o 代 数 (€, ¿> 5) 单调 不 增 ， 
Hü B 4 < > + Bj @: — 6, 

和 以 前 类 位 ,我 们 引进 记号 6。 C 5L # =l, r, o), < 
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t, WA El, B) = EnG, oo)。 当 上 天时 ,函数 EG, G) 的 定义 
在 一 定 程 度 上 是 任意 的 .为 确定 计 , 当 * < 时令 EG, 6) 一 +. 不 
难 验 证 , 若 +€ [se], MAR EC, a) 为 名 可 测 ， 事实 上 ,如 果 
Š= (ë: El, JEB}, 则 对 所 有 s <1 <o, Sae = {0: E)E 
B}e S$, 
在 每 一 个 o 代数 @ 上 定义 一 个 测度 族 P... Pn ($) 一 
P,,:($,,:)。 由 定义 可 知 
P. {EG @) € B) = Pef E0) € B) = PCs, x, t, B). 
因为 , Š: 上 的 测度 包 , 经 映射 C, z, o) — o 变 为 6 上 的 
测度 P,., 所 以 
P, (EG, a) € BIE,} = P,,(p*G, o)€ BISL} 
= P eta [E C, o) € B) 
= P(u, E(u), t, B) 
= 名 EC &)E B). 
这 样 ,我 们 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 1 上 面 所 构造 的 一 组 对 象 (G, 6), S; P...) 是 马尔 
科 夫 过 程 ，P(s, z, t, B) 是 它 的 转移 概率 。 这 时 
Es, 6) =E, a), ü = G, z, 0), 
P.,..(S) = P,,,(Š,,,). 
R. YTE G, r), 假设 马 尔 科 夫 函 数 O, o) 满足 
下 列 条 件 之 一 : 对 P 几乎 所 有 o € 0, 函数 z(a) 
a) 有 左 极限 而 且 右 连续 G; > ;); 
b) 对 所 有 上 > s 连续 ， 
那 末 ,马尔 科 夫 过 程 相应 地 具有 下 列 性 质 :函数 E.C G s) 
B, 几乎 处 处 
a) 有 左 极限 而 且 右 连续 C>) 
b) 对 所 有 : > + 连续 。 
马尔 科 夫 过 程 样本 函数 的 性 质 ”由 第 一 卷 关于 随机 过 程 样 本 
函数 的 结果 ， 可 以 从 定理 1 直接 得 到 将 马尔 科 夫 过 程 样 本 函数 正 
则 化 的 一 系列 推论 。 
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设 4 是 度量 空间 , r(xi, x2) 是 它 的 距离 ; U.) 是 中 
以 * 为 中 心 8 为 半径 的 球 ,而 U,G) 是 它 的 余 集 . 

定义 2 称 度量 空间 S 中 的 马尔 科 夫 过 程 在 点 i。 随机 过 
续 , 如 果 对 任意 s> 0, reZ, H sth, Nn 时 有 
` PCs, z, z, D) ) — 0, 

定义 3 称 马尔 科 夫 过 程 是 过 续 的 (无 第 二 类 间断 点 的 )， 如 
RIER G, z)€ [0, co) x 如 M P 几乎 所 有 o, 它 的 样本 
BRAN — H e 之 :连续 ( 租 应 地 无 第 二 类 间断 点 )。 

RJ ETIE, CE [0, co) 上 处 处 稠密 。 记 


AG. D = N |fe z = Ea), 


“e Jn (: 一 一 ， + +)!|. 


这 里 ,对 任意 集 B, [B] RREA. XIE, A, J) 是 函数 
EU) 在 点 zx 一 z 的 极限 值 的 集合 , 其 中 极限 是 对 e J RREY. 
此 外 ,我 们 再 引进 记号 


AFG, J) = N [x: x = E (u), u € ls, t+ 2H. 


定义 4 称 马尔 科 夫 过 程 为 可 分 的 ( 右 可 分 的 )， 如 果 存 在 一 
个 在 [0， co) 上 处 处 稠密 的 可 列 集 7 使 对 任意 G, z) € [0。 co)x 
K 存在 Ne C 0, f P..(N,.D 一 0， 而 且 当 WEN, 时 
EC E A.G, J) (相应 地 E.G) E AFC, 7))， 这 时 , 称 了 为 马尔 
科 夫 过 程 的 可 分 集 。 

定理 2 设 {EC o), Si, Pae) 是 相 空 间 (2, 9) 中 的 马 
尔 科 夫 过 程 ,对 所 有 * > 0 随机 连续 ， 那 末 

°) 如 果 27 BETETA, MIEN SC, o) 随机 等 价 的 
可 分 马尔 科 夫 过 程 . 

b) 如 果 过 程 EC, o) 可 分 ,而 且 对 所 有 e > 0 


lm sup PCs, x, 1, U,(z)) = 0, 
ao Cp 
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则 它 和 某 过 程 随机 等 价 , 后 者 的 样本 函数 有 左 极限 并 且 右 连续 。 

c) 如 果 过 程 G, o) 可 分 ,无 第 二 类 间断 点 ， 了 而 且 对 任意 
g > 0, (ç, x*)€ [0, coo) x Æ M T > +, 以 及 线段 i, T] 的 
任意 分 害 {in k= 0,11, nj H max (eka 一 和 ki) > Ü 
时 ,有 


>; P, efri Caa) EC taa) ] > sy — 0, 
k=0 


N) ECG, o) 和 一 连续 马尔 科 夫 过 程 随机 等 价 . 

由 定理 1 及 其 系 ,并 利用 第 一 卷 第 三 章 的 结果 ， 容 易 证 明 该 定 
理 。 

事实 上 , 由 (第 一 卷 , 第 三 章 $ 2) 定理 2 和 定理 5 知 , 对 每 一 
个 马尔 科 夫 函数 {8 CG, o), S, P,,:},t 之 s， 存 在 随机 等 价 的 可 分 
函数 ,而 且 可 以 选 [s, oo) IR 作为 它 的 可 分 集 , 其 中 RR 是 [0, co) 
上 处 处 稠密 的 可 列子 集 ， 所 以 ,可 以 假设 R 不 依赖 于 Go <). 但 
是 ;这 时 尽 是 定理 证 明 中 所 构造 的 过 程 PG, $) 的 可 分 集 , 从 而 命 
题 a) 得 证 ， 由 《第 一 卷 ,第 三 章 § 4) 定理 1 的 系 和 定理 4 可 得 命 
题 b), 而 由 上 述 同 一 系 和 (第 一 卷 , 第 三 章 $ 5) 定理 1 得 命题 c). 

标准 马尔 科 夫 过 程 “下面 证 明 , 在 一 定 条 件 下 ,局 部 紧 可 分 相 
空间 中 的 马尔 科 夫 过 程 随 机 等 价 于 其 一 过 程 ， 而 后 者 的 样本 函数 
具有 许多 “好 ”的 性 质 。 和 上 一 小 节 不 间 , 这 里 所 用 的 方法 是 以 蒜 
论 为 基础 的 . 

以 前 我 们 引进 了 作用 于 b(%) | 2 (6) 的 算 子 族 (Ta) WE 
我 们 再 引进 从 OCS xB) 到 ¿(S x 8) 的 、 伴 随 转 移 概 率 的 
男 一 算 子 族 : 当 f= JG, z)€ (Z x %) N. < 

Tf, r) 一 G + z, y)P(s, z, s + 2, dy) 
= 了 全, :js + z, Este). 
如 果 在 空间 (Z x B) 中 引进 范 数 
I= sap, G, |， 


则 显然 || < Hl. AFA CÉ) 组 成 半 群 , 即 
?94， 





家 一 T, T, 
EXE, 
(T, T, DG, x)= E,.. CE, DG +, Esn) 
= EE,,,,, Estnfls tath, Esten) 
= Efst rn, Estera) = ,f(s, z), 
对 于 以 前 ($4, 《13)) 引进 的 算 子 有 R;《〈 马 尔 科 夫 过 程 的 预 
解 式 ) 下 面 的 等 式 成 立 : 
(R.DG, 1) = |" eK ss a. 
下 面 的 引 理 指出 了 马尔 科 夫 过 程 和 上 款 之 间 的 联系 。 
引 理 1 设 JG, x) 之 0， JG; xz) € T x B), g(s, x) = 
(RACs, x). 那 示 ,对 任意 sZ 0, x€ R, 
{ce “gli, PO, Sis t> s} 
是 概率 空间 (9, S, Pu) 上 的 非 负 上 堵 . 
证 。 首先 注意 到 
eies, z)] = T, N cao z) 


= 人 CT, DC, x)du 


_ N et(T,f)(s, Jdu < G, x). (1) 
Ë r >, m BES 是 任意 的 ， 由 过 程 5, 的 马尔 科 夫 性 可 知 
Í, eU, rdP，. 一 |, e ME, (gC, š,)|S;yaP,,, 


= |, eE, g, E,)aP,,., 
由 (1) 得 
| egle, Ë, dP,,x < Í egle, $dP,,:, 
B B 


由 此 可 见 eg(1, E) ELB. 
以 后 要 用 到 上 圾 的 一 条 简单 性 质 。 
引 理 2 设 (mo 5,, /ecJ 是 非 负 上 著 ，J 是 有 理 数 集 。 那 
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Pin > 0, i n= 0) = 0, 
证 。 定义 过 程 6: 34: € JW Ç, = n; 4 €J 时 ， 如果 
《以 概率 1) 存在 极限 Ëm n 则 令 £, = ,dim es 否则 令 必 一 
0. 不 难 验证 ，4 关于 o 代数 流 (Sa) 是 可 分 非 负 上 款 ， 其 中 
Sy 一 自 5,.。 如 果 集 fs: sé], s&t, Z, — m: <4} 不 空 ， 则 
L, 
r, = inf fisme, s€ J, + < 小 

否则 令 +, — ¿L 变量 Æ Sa 随机 时 间 z > z, > Tas MI Erp < 
— (modP)， 因 而 序列 (z), ZG), ta LG), s G) 是 上 
Ek. TS, = (r, 一 分 。 那 末 

| EPS EeP, 


所 以 在 Ss 上 ECO) = 0(modP), 其 中 = 门 Sn SIERE. 


定义 5 度量 空间 中 的 马尔 科 夫 过 程 称 为 拟 左 连 续 的 (或 在 
L0, E) EENE R) iE 

a) 它 循序 可 测 ， 

b) 当 imr, <5 时 ,对 任意 s 和 非 降 {Si, >s) 马尔 科 
夫 时 间 序 列 r。 有 


limé (z,) 一 š (limr,), 
如 果 条 件 b) 不 仅 当 limr, < 时 成 立 , 而 且 对 满足 im z, < 
co 的 所 有 % 成 立 , 则 说 马尔 科 夫 过 程 在 [0, oo) 上 拟 左 连续 . 
定义 6 马尔 科 夫 过 程 称 为 标准 的 ,如 果 
a) CWRS V 是 局 部 紧 可 分 度量 空间 ,而且 当 22” 不 是 
紧 致 时 ,并 入 它 的 点 b 是 无 穷 远 点 ; 当 A 是 紧 致 时 ,b 是 孤立 点 ， 
b) % 是 空间 A HHY Bored 集 的 o 代 数 ， 
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c) 对 所 有 *，!(0 <; << 0), S= S = Sj, 

d) 它 的 样本 了 水 数 在 [0, co) 上 几乎 必然 右 连续 ， 而 且 在 
[0, $5) 上 有 左 极限 ， 

e) 它 是 强 马尔 科 夫 过 程 ， 

Ë) 它 在 [0,“) 上 拟 左 连续 ， 

我 们 来 证 明 标 准 马 尔 科 夫 过 程 的 下 列 性 质 。 

引 理 3 ”如果 EO 是 标准 马尔 科 夫 过 程 , 则 集 B(o) 一 全 (7): 
<s <ir <E} LEGATE Eh, 


证 。 考虑 紧 致 集 序列 {Ks}: K, C Ix(K,.), UK, =Z. 


设 5, = inf{1: EEK, h 因为 NK, 是 开 集 , 而 E 右 连 
EEE ra S= U (G)e r AK, ME 如 可 
测 . inetstn € J 

设 r= limra, 由 氟 左 连续 性 知 当 r< 时 几乎 处 处 
iG.) 一 Er)。 另 一 方面 ，5rstD)EK。， 因 而 上 (rz) 一 6， 即 几 
乎 处 处 有 ç = L. 所 以 ,对 于 : 二 5 和 每 个 中 可 以 找到 一 个 mn， 使 
t< Ta <š, ME Bo) C K,, 5|BEBSTUE, 

R. 在 时 间 区 间 [0, 2) 上 ， 标 准 马 尔 科 夫 过 程 几 乎 处 处 位 
FÆ zH, 

下 面 我 们 在 相当 一 般 的 条 件 下 证 明 ， 在 可 分 局 部 紧 相 空间 中 
可 以 构造 一 马尔 科 夫 过 程 ,使 它 具 有 给 定 的 转移 概率 . 

设 2 是 可 分 局 部 紧 空 间 ;8 是 .2 中 Bored 集 的 代数. 
是 R HERRA jx) 的 空间 ,对 其 中 每 个 /GO 当 rb, 
f(x) — 0; Pl(s,x,1, B) 是 (r, 9) 中 的 转移 概 来 ,满足 条 件 : 
PCs, xy B) = X(B, x), Pls,x, t, Z) =l, 

称 转移 概率 为 Feller 转移 概率 ,如 果 

a) 对 所 有 s, (0 <, < ¿< co) 有 T,(@%,)C%,, 而 且 对 
任意 fe €, RA T,f 对 变量 (s, 1, x) 的 全 体 连 续 ,其 中 0 < 
sç, z€ HR, 
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b) 对 每 个 水 数 fe Bo, 当 ils 时 关于 r€ 名” 一致 月 Tf > 
t. 

定理 3 对 可 分 局 部 紧 相 空间 LA, 9) 中 的 任意 Feler 转 
BME PCs, x*, , B)， 存 在 一 标准 马尔 科 夫 过 程 , 使 其 转移 概率 
为 PCs, xz, /1, BY, 

证 。 首先 按 $ 1 的 一 般 方法 在 空间 (2. 38,} 中 构造 一 转 
移 概 率 Pl, x,t, B), FER b 点 起 吸收 状态 的 作用 ,是 作为 极限 
无 穷 远 点 并 人 Z 的 . 记 儿 为 .如 ,中 连续 函数 的 空间 , 设 全 ,是 
本 小 节 一 开始 引进 的 算 子 , 它 对 应 于 转移 概率 PCs x, 1, B) X 
时 ,如 果 fe @ , Wil 


EDC, 一 | O) — KDI PC z, t ay) + Ke), 


由 此 可 见 当 ” 国定 时 ， N, z) 对 x 连续 .因为 
(T, DC, x) 一 CTCs, x) = TT, 一 IXs, x), 
RA (ČACG, z) 对 + 右 连续 。 考 虑 过 程 的 预 解 式 


(RX) = | 8EAN, ae, 


对 固定 的 o 它 是 x 的 连续 函数 ,而 且 如 果 f(x) > 0, z€ 2 , WI 
(R,J)G, z2 > 0。 此 外 , 当 % ~>co 时 关于 x 一 致 有 


RIAs 2) = |” En Dar —> G. 


根据 $ 3 定理 5。 我 们 在 相 空间 (.2r,, 3,} 中 构造 一 马尔 科 
夫 过 程 (G. wo)，.N!，B,,,}, 使 它 的 转移 概率 为 Plss r,t, B). 
这 里 ,Ni 是 Sr 中 的 柱 集 产生 的 o 代数 , 这 些 柱 集 底 的 坐标 都 
属于 [s] ( 见 第 61 页 译注 ); Ai 是 从 半 直 线 .Z 一 [0, co) 到 
人 的 全 体 映 射 的 空间 ; Š, = (z, o)==(z), w=x(*)€ KE, 
照例 记 A 为 包含 所 有 RA Ni (之 s) 的 最 小 o 代数 ,而 
N= NY, 

IEC, E) > 0 G € Z), is z) = (Raf Xs, x). 
中 引 理 1 可知， 定义 在 概率 空间 (2, .V1', Bu) 上 的 过 程 
e Pe, EG) 关于 7 代数 流 {vfri > 是 非 负 上 著 , 其 中 ;> 
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0, x€ Z,. 

设 了 是非 负 有 理 数 的 集 。 由 上 车 的 一 般 性 质 可 知 , 当 : 之 s 
Mox Bu 几乎 所 有 o, 过 程 c-xg(r, EO) re 了 ,在 +t 点 有 
右 极限 ,而 当 + > :时 它 在 z 点 有 左 极限 . 记 Q, D 是 使 上 述 
极限 存在 的 全 体 % 的 集合 。 显然 ， 当 í > a kt, Ga, fD 
9, G, H, WME oG, PEN, 

设 fa > 一 1, 2,………， 是 多 中 处 处 稠密 的 可 列 网 络 〈 因 为 多 
可 分 ,所 以 它 存在 )，1u, 4 一 1, 2，,…, 是 递增 正 数 数列 , 4, 人 oo， 
令 


g 一 q Oha» f)» Q, = 9', 
m k 


这 时 ,对 任意 (s, z)e [0, co) x 2 有 B, Co 一 1。 因为 当 
n 一 20 时 关于 z 一 致 有 1。(Ri (xz) 一 大 (xz)， 所 以 当 ok 9; 
BP, GEC w)) HER: > 0 有 左 极 限 ,而 对 任意 上 0 有 右 极 
限 , k= 1,2,-... 由 此 可 见 , 对 任意 Je @, ocg, "j z > s 
时 IEG, o)) 有 左 极限 ， 而 当 z 之 :时 它 有 右 极限 。 因而 函数 
ËGz, o) 也 有 同样 的 性 质 . 
MER JEC, MAA z€ R 时 fx) > o0, Ko) 一 0.。 那 
来 ， gls z) > 0, G, x)€ [0, oo) x; 事件 O,= (o; 当 
t€é[s, +] ñ Z 时 EC, w) 无 界 BEHRA r > s £ LG, o) € 
& 可 表 为 
o= Ue: eC 8, > 0, 
inf eg(1, ECG, 0)) 一 中 
regi 


其 中 Zi 一 了 NL rl, Z° 一 了 NLs, co), 显然 QEN, 而 
由 引 理 2 有 PB,,.C0,) 一 0， 令 0, 一 08.。 由 定义 可 知 , 马 尔 科 
夫 过 程 {Er o), Ni P. lG 8 ,we ZI 在 基本 事件 空间 
O= 0 上 的 压缩 存在 ( 见 $3)。 为 简便 计 、 和 这 个 压缩 有 关 的 
各 种 对 象 的 原 记 号 保持 不 变 ， 
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对 每 个 oca, RA ECG, o) 具有 下 列 性 质 ; 
a) H z 2 0 #l z 之 0 时, 分别 存在 极限 
lim Cr co) I in, £(r, o), 


rttr 
b) 如 果 £ G, y K, :€ z. mr Ea K = K(w), 
KEAK, 使 对 任意 r < #, r€ Z 有 tlt, wo)EK. 特别 ， 如 果 
对 1€ A A EU, o)= b, 则 对 任意 r€ Z* 有 (r, o) == b, 
令 . 


了 bo) = in, ¿(r, o), 


不 难 验证 ,函数 10, o) 具有 下 列 性 质 : 
a) 对 每 个 o, 函数 (2) 右 连 续 , 而 且 对 任意 上 > 0 它 有 左 
极限 ， 
b) 如 果 lA 一 5， 则 对 ”> 有 We 人 7) 一 20. 
因为 对 任意 s 委 RR E AN 可 测 , 故 5 为 A ia PTY. D 
ERDRE, Gs 0), .V1 ， 包 ,s} 是 马尔 科 夫 过 程 ， St | 
移 概 率 为 Pls, x,t, B), MAHE EG, o) 和 nG, o) 随机 等 
价 ， 
设 <a <, b€ Z, taju, AA EG, o) 是 马尔 科 夫 过 
程 , 故 当 je Zos z€ 2(%,) 时 ,下 列 等 式 成 立 : 
Ë, )gCEs) = Eke AEn DEn) 
= Eg(E EnEn). 
利用 Feller 转移 概率 的 性 质 b), 34 n ok E EA HRR , 8 
E, 418E) = Ef EE. 
使 等 式 E Aous Ea) = Ë aE...) 成 立 的 全 体 函 数 Aes y) 
组 成 线性 单调 类 ,因而 它 包 含 所 有 函数 he 4(%，X 3,)， 由 此 可 
Hl, m, = 《modP,,:)。 其 次 , 设 : f€ Coss Su < r, u,Yu, tatta 
un < tas WME un M i BAIER, SEN. WK, HAE 
EC, o) 的 马尔 科 夫 性 可 见 


| NEn = | CDE a G) 
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Erh, H n 一 co 上 时， Ern — Ne» £,,—” Ta. 考虑 到 Feller 转移 概率 
的 人 性质 a), 4 n 一 co 时 在 (2) 式 中 取 极限 ,得 


| 98. = | fue... 


因为 该 式 对 任意 je @, 成 立 , 所 以 对 属于 5(3,)》 的 任意 函数 也 
RY. EREM {10 o), Nais D) 是 马尔 科 夫 过 程 ，P(s， 
z, t， B) 是 它 的 转移 概率 . 

设 是 取 值 于 A 并 且 满 足下 列 条 件 的 函数 o 一 C) 构 
成 的 空间 : 对 每 个 : 函数 x(?) 右 连续 而 且 有 左 极限 ;如 果 G= 
b, 则 对 所 有 * > 有 x(0) 一 56。 记 SCS) 为 包含 所 有 柱 集 的 最 
小 代数 ,这 些 柱 集 底 的 坐标 都 属于 lst] Cis, oo))， 利 用 以 前 
描述 过 的 方法 ,把 测度 P... 开拓 到 部 上 ,并 把 新 测度 记 作 P... 显 
然 ， tz G, o), Š, P..}， 其 中 Ë (z, o) = x(t), 是 马尔 科 夫 
过 程 。 如 果 把 o 代数 Sr 换 成 它 的 完备 化 〈 见 $ 3)， 则 得 过 程 
(PG, 0) Si Pae}, 因为 $4 定理 7 的 条 件 成 立 , 所 以 它 是 强 马尔 
科 夫 过 程 。 由 $3 引 理 8 可 见 &i 一 Su 最 后 只 剩 下 证 明 过 程 
EG, o) 的 拟 左 连续 性 ， 设 r 是 单调 非 减 的 e; 马尔 科 夫 时 间 序 
Jj, Emz, =r < œ, 设 soCr-) = limi,(z,). 由 过 程 E (°) 的 
右 连续 性 可 知 Er) 一 lim lim&or。 + 0), 2 f lg 属于 多 ,由 


强 马尔 科 夫 性 得 等 式 
Ef(&o(7-)) EEr) 
一 lim lim Ef(é&(7,))g(Eolr, + 4)) 


= lim im En afra) setsg) (élrs)) 


一 下 ,soCz-))g(Cso(r-))。 
对 任意 +€ 2r,, 使 
E, ACEr-), ECT) 一 E,,,A(ë(z-), sot-)) (3) 
成 立 的 全 体 函 数 hx, y)€ E(B, x 8,) 组 成 线性 单调 类 ， 而 由 
刚 证 明 的 结果 可 知 , 它 包 含 形 如 (x, y) 一 f(x)g(y) 的 函数 , 其 
H f, geg., MAHER he LCS, x 8,) 等 式 (3) 成 立 。 由 此 
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RERA flr) = 5o(r-)CmodP,,:)， 从 而 定理 得 证 . 

循序 可 测 过 程 ”在 这 一 小 节 我 们 研究 一 般 循 序 可 测 过 程 的 构 
A 

设 f 是 从 (9,35) 到 {经 ,3) 的 可 测 映射 , 其 中 2 是 度 
量 空间 ,7+ 是 它 中 间 的 距离 ,3 ECH Bored 集 代数 ， 

考 虚 这 样 一 个 函数 类 ， 它 包含 取 值 于 A 的 3 可 测 简单 函 
数 , 并 且 对 极限 运算 ( 即 对 每 个 。 在 <” 中 的 点 收敛) 封闭 。 如 果 
f 属于 上 述 函 数 类 , 则 我 们 称 它 为 可 数字 可 测 的 . 

函数 f 为 可 数 信 可 测 的 必要 和 充分 条 件 是 它 3 可 测 , 并 且 有 
可 分 值 集 . 

事实 上 , 一 方面 ， 具 有 可 分 值 集 的 S$ 可 测 函 数 类 对 极限 封 
Bl, 所 以 它 包 含 全 部 可 数 3 可 测 函数 ; 另 一 方面 , 对 每 一 个 具有 可 
分 值 集 的 3 可 测 函 数 , 都 可 以 用 一 个 可 测 的 简单 函数 的 序列 来 
BIE. 

设 Ele 6), 12 0, 是 概率 空间 (o, s, P} 上 的 随机 过 程 ， 
{22 ,3} 是 它 的 相 空间 .Ni 是 随机 元 素 5,Cw) ,wu€ [ssu], E ah 
REN. ENE 

如 果 对 任意 :之 0， 过 程 EU, o), >s, XF o 代数 流 
(i, t 2 人 为 循序 可 测 , 则 称 它 为 自然 可 测 的 . 

WEHA {9,3) 到 (24, 3} 的 3 可 测 映 射 的 度量 空间 ， 
它 的 度量 。 和 依 概率 收敛 等 价 ， 以 E, jore E= fw) RRE 
的 元 素 。 随 机 过 程 EC, o), z€ [0, co), 决定 把 [0, co) Hk A E 
的 某 一 项 数 Ë,. 

RE EDH E rH Bored 集 的 o 代数 。 我 们 把 随机 过 程 EC, o) 
看 成 是 ， 将 可 测 空间 {[0, co), 2) EA (E, £) 的 一 个 映射 
#5,。 和 前 面 一 样 ,这 里 Z 表示 [0, oo) 上 Bord $ o 代数 ， 

显然 , (对 度量 p) 连续 的 函数 E, 是 可 数 8 可 测 的 , fa B E, 在 
点 l= hn 连续 就 意味 着 过 程 Gr, o) 在 := n 随机 连续 , 

定理 4 如 果 随机 过 程 EU, o) 为 可 数 T x S 可 测 , 则 函 
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Ai ATRAEN. 反之 ， 如 果 函 数 Ë, 为 可 数 & 可 测 , 则 存在 随 
机 等 价 的 自然 可 测 并 可 数 $ 可 测 过 程 G, e), 

证 。 定理 的 第 一 部 分 很 容易 证 明 . 以 号 表 随 机 过 程 类 (G, 
wo)}, 对 于 其 中 每 个 过 程 EC), 相应 的 函数 :, ARE FI, 
首先 考虑 形 如 ZX, (2) 有 Cw) 的 过 程 ， 其 中 A, 是 [0, co) 上 的 
Bored 集 ，UA4 一 [0, co), 而 和 Cw) 是 {90,3} 上 的 可 测 函 数 ， 
因为 它们 所 对 应 的 函数 š, 是 简单 函数 ， 故 都 属于 SF. EXE 
XLO, œ) 上 的 点 收敛 封闭 ， 因 而 它 包含 所 有 < x % MA 
REG, a). 

现在 假设 č — EG) ETRE TWAA, R 是 它 值 域 的 闭 包 . 
建立 集 R 的 一 分 割 序列 57, 5?,*…， 其 中 每 个 分 割 把 RR 分 为 若干 
个 直径 小 于 2 “的 Bord 集 , 而 且 第 n 十 1 个 分 割 是 第 4 个 分 割 的 
再 分 割 . 令 

n i i+ 1 
AP = 1: ZG) e Sp, z€ |. 3}. 
AJ 均 为 Borel 集 , 它 们 的 全 体 (At. i=0, 1 =l, 237} 
构成 [0, oo) 的 分 割 ， 如 果 an 不 空 ， 则 我 们 从 中 任 取 一 点 fP, 
使 对 任意 x 有 (0, la etts j= 1,2,.. } C (gt, i = 
0 1 一 112。 4 € A HE po) = m, Huk, 
Palt) 是 Bord 函数 ,而 且 当 :一 Pan > m) 时 ,有 


Elp) = EG), |@,G) 一 中 一 == 


此 外 , 当 ¿e€ AJP 时 ECO) = EG), Wk Èl), E< 
2”, 从 而 对 每 个 t 和 几乎 所 有 wo 有 ECP), w) > Ë(z, o), 令 
t G, o) 一 lim Ë(@, Ce), o), 


当 右 侧 极 限 不 存在 时 , 令 EG, o) = x, 那 末 ,过 程 El, o) 和 
EG, o) 随机 等 价 , 而 且 ECP, o) WEMA z 的 选择 完全 决定 
b (z, o). 

如 果 5> 0, 而 7 充分 大 ， 则 Ep, o) 在 [a, b) 上 的 
压缩 为 可 数 Tii X Nas MA, Rh 人 .人 是 过 程 El, o) 
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的 自然 v 代数 流 ， 所 以 对 所 有 5 > 0, El, o) 具有 同样 的 可 测 
性 。 现 在 不 难 证 明 , 过 程 C, o) 为 循序 可 数 S+ x NTN. 
事实 上 ,对 任意 BEV 
(G, w): ECs, w)E B, t€ la, bl} 
= (G, o): ¿(a, o) € B) 
Ui{(Cz, o): EC, co) 6 B, :€ (a, b)) 
“ UíG., e): 5E(2， o) € B}, 
这 里 右 侧 的 第 一 和 第 三 个 集合 均 为 Ti x Ni 可 测 ;第 二 个 集合 
也 S; x Ni 可 测 , 因 为 
{(1, o): s(t, oo)E B, z€ (a, b)) 
U 2 o): Elt, w)E B, E (a + 二 ， b -二 |， 
而 
fe, e): Go o)€ B, z€ G: + 6 一 了 并 TEX Na. 
定理 证 完 。 
E 受 - 是 紧 空 间 , 则 可 以 改进 上 面 的 构造 ,从 而 得 到 更 强 的 结 
=. 
设 了 是 某 一 把 [0 , co) Bh À T 的 函数 , lë O) 为 集合 了 的 
ER, J C [0, co). + 
AG. D= N ffl + +n) 


aano- AiE Jo], 


A(f, T, 1) = A+ UA... 
AGs J, 1) ERR JC) 在 :点 的 所 有 右 极 限 值 的 集合 ,这 
里 极限 是 在 集 J 了 上 求 的 。 4-(f, Js) 和 AGs 了, 1) 的 含义 类 
W. 过 程 EG, o) 称 为 可 分 的 ( 左 可 分 的 ,或 右 可 分 的 )， 可 分 集 
为 了 ,如果 存在 一 可 列 集 7, 使 对 每 个 。 和 所 有 £ H EL) € 4(8。， 
J.) (€ A (8, J. 4), EK. € A.G. Js 2). 
定理 5 如 果 X 是 紧 度量 空间 ， 则 可 以 选择 上 面 的 构造 中 
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POS Bg SHE 5(1, w)， 使 它 是 可 分 的 《 右 可 分 的 ). 
证 ， 我 们 稍 许 改变 上 一 证 明 中 SG, o) 的 定义 . 取 一 在 r 
中 处 处 稠密 的 点 列 {za} I wu(z, o) 为 满足 下 列 条 件 的 最 小 的 
n > 1: 
rzi» Elpris o ]) < lim r(%1, [qm(t), œl) +1 
(z 是 名 中 的 度量 ); 记 ni(1， o) ARETAKO n: 


8 > ni-s 
r(zu ELpL), o]) =< lm r(zu [pnt), ol) + + 


显然 
lim r(z1, TROP o]) 一 lm r(z. HLAOF o])， 


S 


TARER 6 > 0 和 充分 大 的 轧 红 po o] Æ [0, a) X 9 E 
的 压缩 为 Tars X Nar 可 测 。 

其 次 ， 我 们 这 样 来 构造 整数 序列 {m} E E ETF A 
条 件 : 它们 都 是 {m} 的 子 列 ; 对 任意 5 > 0 和 充分 大 的 i, 
Elpa) o] 在 [0, ea) X 8 上 的 压缩 为 Tars X Nas 可 测 ， 
而 且 

lim rzas Elpa; (z), 0]) = imr (entl pa, ae]. 


那 末 ， 对 所 有 k, 1 和 uw 存 在 极限 im T(z» Elpa) t ]). 因而 ， 


对 所 有 和 o, Elp C) 0] 有 极限 , 记 作 DO e), TANE 
Ersa) 和 EG o) 随机 等 价 , 并 且 具 有 上 一 定理 证 明 中 所 提 到 
的 一 切 性 质 . 

最 后 我 们 指出 ,倘若 pO 之 :， 则 过 程 EC, o) 就 右 可 分 . 
上 述 假 设 一 般 并 不 成 立 , 但 是 如 果 用 下 面 的 方法 改变 一 下 p, HE 
义 , 就 可 以 做 到 这 一 点 。 如 果 A 织 《 记 号 见 上 一 定理 证 明 ) 中 有 最 
大 点 , 则 可 以 把 它 选 作 P. ERA, ME Ud. k > 1) E A 
中 一 单调 递增 点 列 , 它 的 极限 为 sup{1, ze AP), 而 且 当 ¿€ Af 
NLP d) 时 , 令 pae) = t, Eh k >l, m == i. 2". 
定理 得 证 ， 
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第 二 章 ” 齐 次 马尔 科 夫 过 程 


$1. 基 本 定义 


第 一 章 给 出 了 马尔 科 夫 过 程 的 一 般 定义 ， 并 且 研 究 了 它 的 基 
本 性 质 。 在 这 一 章 里 , 我 们 研究 最 重要 的 一 类 马尔 科 夫 过 程 一 一 
齐 次 (确切 地 说 ,时 间 齐 次 ) 马 尔 科 夫 过 程 。 粗 略 地 说 , 称 马尔 科 夫 
过 程 为 齐 次 的 ,如 果 它 的 转移 概率 P(s, r,t, B) 只 依赖 于 差 : 一 s. 
不 过 ,在 现代 马尔 科 夫 过 程 论 中 ,对 于 齐 次 马尔 科 夫 过 程 使 用 较 罕 
的 定义 , 它 对 过 程 的 样本 函数 的 集合 也 加 上 某 些 限制 。 我 们 将 采 
用 更 罕 的 定义 ， 事实 说 明 , 这 样 的 定义 在 解决 理论 的 基本 问题 时 
EEEN. 而 且 在 由 给 定 的 转移 概率 构造 过 程 时 , 它 又 是 最 自然 
的 。 下 面 要 引进 的 定义 和 一 般 定义 的 基本 区 别 在 于 , 它 所 考虑 的 
马尔 科 夫 过 程 ， 是 关于 由 过 程 样本 函数 值 产 生 的 "代数 流 而 言 
的 ， 而 不 是 关于 任意 o 代数 流 的 。 

我 们 先 引进 不 中 断 马 尔 科 夫 过 程 的 定义 . 

我 们 说 定义 了 一 个 齐 次 马尔 科 夫 过 程 , 如 果 给 出 了 下 列 对 象 : 

首先 ， 给 出 一 可 测 空间 ， 即 所 谓 过 程 的 相 空间 {.2 。%j}。 其 
次 ;给 定 轨 道 (样本 函数 ) 的 空间 , 即 定 义 在 [ 0 , co ) 上 , RETA 
的 某 一 函数 +G) 的 集合 (注意, 久未 必 等 于 在 [0, co) EE 
NABET Z 的 所 有 函数 的 集合 ); 假 设 集 多 满足 条 件 : 对 任意 
x( ' )€ 2815 > 0,0ix(，) 也 属于 多 ,其 中 bx() = Gath). 

这 里 定义 的 算 子 0, 叫做 推移 算 子 . 显然 ， 它 们 组 成 半 群 : 
0,,, = 0,0, 
| 对 所 有 2# Al z (0 < z < ; < co) 假设 .MA 是 .多 上 包含 形 如 

Íx*( ` ):x(s)€ Bi, se [u, t], Be 和 。 的 所 有 集合 的 最 小 代数 ， 

简 记 Ne = +, N” = N i, NENG 
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最 后 ， 假 设 在 (多 ,. 人 万 ) 上 给 定 一 族 概 来 测度 P.:P, 对 所 有 
z€ KX 有 定义 ,并 且 满 足 条 件 
P.{zG + ))€ B| Na} = Pn{z(s)€E B} (modP,) (1) 
PA 1,7 让} 表示 关于 概率 测度 P, 的 条 件 概 率 )， 
这 样 ， 齐 次 马尔 科 夫 过 程 决定 于 三 个 元 素 : 相 空 间 ， 罗 道 空 
间 《这 两 个 元 素 又 决定 推移 算 子 和 o 代数 Nr), ARMES 
族 P.。 另 一 方面 , 可 以 认为 名 和 .人 共同 决定 相 空 间 ; 所 以 我 们 
把 齐 次 马尔 科 夫 过 程 记 作 {多 ,1,P,} (此 乃 具 有 同一 可 测 空间 
LF, 1 的 一 个 特别 概率 空间 族 )?。 
关系 式 (1) 容 许 简 单 的 推广 ， 记 844 为 集 4(4€ y) X TIR 
射 6; 的 象 ， 容易 看 出 , 当 46. Y FF, OAE r. 由 (1) 可 见 ,对 
所 有 .46e .全 
P {9A ANa) = P, (A) (modP,), (2) 
我 们 来 简短 地 讨论 一 下 上 述 齐 次 马尔 科 夫 过 程 的 定义 。 第 
一 ,我 们 注意 到 , 可 以 假设 测度 P, 是 定义 在 茶 一 可 油 空 间 (Q, S} 
上 的 ,而 过 程 z=(2 的 轨道 是 形 如 x(t, o) 的 随机 函数 .注意 ,在 我 
们 的 定义 中 {多 , yi (Q, SI 的 作用 。 第 二 , c 代 数 Ns 有 时 
不 够 广 ， 因 为 它 一 般 不 包 食 形 如 (C ):zG)6 A, usss., 
4€ 8, 的 这 样 一 些 集合 。 在 很 多 场合 ,它们 属于 .Ar 关于 测度 P. 
(对 任意 z) 的 完备 化 。 所 以 ， 最 好 用 o 代数 V? 来 代替 o 代数 
Ni ZEN: 是 Nr? 关于 测度 P, 的 完备 化 对 xe 2 的 交 ， 
其 次 ;我们 来 讨论 测度 P. 对 xz 的 依赖 关系 . 由 (1) 和 (2) 两 
AP AIHER AE Nh > 0( 和 任意 *) P, u ( A) š (modP,) 
某 一 J, 可 测 函数 。 以 后 我 们 处 处 假设 满足 更 强 的 条 件 ,， 即 对 所 
AAEN, BRAX P.C) 22 Š 可 测 。 而 这 一 条 件 成 立 ， 当 生 
仅 当 对 所 有 BEBA: > 0, 转 移 概 率 P(t, xz，B) 是 * 的 可 测 函 数 
(re Z), 这 里 
P(t, x, B) = P, í<x( . ):x(z)€ B}, 
D 有 时 把 马尔 科 夫 过 程 简 记 为 10), 这 里 x(z) 是 过 程 的 样本 函数 ;只 有 在 不 致 引 
起 误解 时 ,我 们 才 使 用 这 样 的 记号 ， 
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(我 们 称 这 样 的 过 程 为 空间 可 测 的 )。 这 时 对 任意 柱 集 {xC*):xC11) 
€ B., eee, AE B 0 < < -** 有 


P.( 4) = |, P(t, x, dx) . 人 Cta 一 84 一 1> 党 是 一 19 dxi)» (3) 


WHH PC, <, B) 的 男 可 测 性 可 知 P.CA) 为 区 可 测 ， 对 于 其 它 
A€ .人 可 以 利用 下 列 事 实 ; 使 P.(4) 为 罗 可 测 的 全 体 4 组 成 5 
代数 , 它 包含 N 中 的 柱 集 的 代数 ,从 而 它 等 于 N. 注意, 对 可 测 
过 程 由 (1) 可 以 得 出 过 程 转 移 概率 的 KonvoropoB-Chapman HE: 

当 < 时 ， 
PG s, B) 一 |PCo x3 dy)PCa — ns ys B). (O 


最 后 ,我 们 指出 (1) 式 的 一 个 变形 , 即 把 式 中 的 概率 换 成 数学 
HA. 为 此 我 们 考虑 T LON 可 测 变量 〈 即 .人 可 测 泛 函 )， 
每 个 这 样 的 泛 函 都 可 以 通过 对 形 如 p, Cxz( : )) = glr la) °: , 
(4) 的 简单 函数 的 有 限 次 或 可 数 次 极限 运算 而 得 到 ， 其 中 
£k( m etta r) E A ERS BE RIAR, 而 0 <, < --- < ⁄,, 
对 于 变量 pl D 可 以 定义 一 推移 算 子 Orp )) = 
pOlr. 可 以 把 这 个 算 子 连续 地 扩展 到 所 有 N 可 测 函 

. 数 (变量 ) gp。 现在 (2) 式 等 价 于 : 对 任意 有 界 可 测 变量 
Erol a) = Ewp (modP,), (5) 
这 里 E, 表示 对 测度 P, 求 数学 期 望 ,而 E,( - N) 表示 对 P, 求 
条 件数 学 期 望 。 容 易 看 出 ,对 于 空间 可 测 马 尔 科 夫 过 程 , Esq 为 3 
可 测 函数 , 其 中 9 是 任意 有 界 N 可 测 变量 。 

式 (3) 表 明 , 转移 概率 完全 决定 测度 P. 在 .人 中 柱 集 上 的 值 ， 
从 而 完全 决定 它 在 LUW. 

两 个 齐 次 马尔 科 夫 过 程 称 为 随机 等 价 的 ， 如 果 它 们 的 转移 概 
率 相 同 。 这 样 的 过 程 仅 可 能 在 轨道 空间 2 LAB. 显然 , 对 于 
任何 过 程 {. 多 , N, P.} ,都 可 以 指出 它 的 随机 等 价 过 程 {. 宏 .六 ， 
P.), 使 F 是 在 [0 , oo) 上 定义 、 取 值 于 .2r- 的 所 有 函数 *(. ) 的 

O 空间 ;这 里 A EA 中 的 杜 集 产生 的 o。 代 数 ,而 名 决定 于 
P.da) = P(A4NF) 
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(对 任意 .他 可 测 集 A, ANF AATni). 

注意 , 如 果 把 由 P. 构造 的 外 测度 记 作 Br, mP) 一 1， 

而 且 对 所 有 4E _ 
P.(4) = P$(4). 

相反 ? 若 { 窑 .六 ,全 .是 一 马尔 科 夫 过 程 , 多- 是 它 的 轨道 空 
BJ, E. SF EER, 而 且 PT) = 1( 人 是 由 部 .构造 的 
外 测度 ), 则 它 和 马尔 科 夫 过 程 (2, r, P.) 随机 等 价 ,其 中 . 力 
是 多 的 柱 集 产生 的 c 代数 ,而 P4) = BA). 

容易 看 出 ,在 轨道 空间 的 扩张 和 压缩 这 两 种 变换 下 ,随机 等 价 
过 程 互相 转换 . 

在 第 一 章 中 我 们 研究 了 具有 给 定 转移 概率 的 马尔 科 夫 过 程 的 
存在 性 问题 容易 验证 , 当 转 移 概率 为 时 间 齐 次 时 ,出 第 一 章 的 构 
造 得 齐 次 马尔 科 夫 过 程 IS, N, PF 是 在 [0 , co) 上 定义 、 
取 值 于 经 7 的 所 有 函数 zG) BRR, N EF LOREEN oR 
数 ,P. 是 由 转移 概率 产生 的 概率 测度 族 , 对 形 如 4 二 {xC irla) 
€ B,,-**, zG D€ Br}, hi 的 柱 集 ，P.(4) 由 (3) 式 
定义 。 

以 后 会 看 到 ,研究 齐 次 马尔 科 夫 过 程 , 比 研 究 一般 过 程 更 为 方 
便 ; 这 里 ,有 强 有 力 的 齐 次 过 程 的 半 群 理论 。 人 们 的 主要 注意 力 之 
所 以 放 在 齐 次 马尔 科 夫 过 程 上 ， 是 因为 经 十 分 简单 的 变换 可 把 非 
齐 次 过 程 化 为 齐 次 的 。 下 面 我 们 来 描述 这 一 变换 , 

为 简便 计 , 我 们 考虑 桩 本 函数 的 集合 .多 -等 于 所 有 函数 的 集合 
的 情形 .我 们 定义 一 个 新 的 相 空 间 [ 0 ,oo) x 2 rh ar EE ht 
程 的 相 空间 。 设 样本 函数 EO 的 集合 .六 HRR IG = G + z; 
EC) 构成 ,其 中 *(2) 是 在 A 中 取 值 的 任意 函数 ,而 we [0, oo), 

现在 我 们 在 Z HERE PA) ze .使 ， 定 义 为 两 个 测度 
1, M Pour HIR. AE 和, EW gG) — + (s, r€ [0, co)) 的 
函数 空间 上 的 概率 测度 , 它 集 中 在 鲍 数 g,,(t) Em Pan EF E 
的 测度 ， 它 对 应 于 不 非 齐 次 过 程 ， 

容易 看 出 ,这 样 构造 的 过 程 是 齐 次 的 。 因 此 ， 非 齐 次 马尔 科 夫 
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过 程 可 以 看 成 特殊 形 复合 马尔 科 夫 过 程 的 一 个 分 量 〈 所 谓 复合 过 
E, 指 它 是 乘积 空间 上 的 过 程 ; 所 谓 特殊 形 , 是 指 它 的 一 个 分 量 是 
决定 性 的 )。 

伴随 齐 次 马尔 科 夫 过 程 的 半 群 ” 设 {9 , N, Pa) 是 相 空 间 
LÆ, 3} 中 的 一 空间 可 测 齐 次 马尔 科 夫 过 程 ， 记 B 为 2 上 所 
有 % 可 测 有 界 数值 函数 的 空间 。 如 果 在 B 中 引进 范 数 

|| = supl fC), 

HJ B 就 成 为 Banach ZE. MARTIE B 中 只 考虑 这 一 种 范 数 。 

EB 上 定义 算 子 族 (T,): 


T,f(z) = (roPc， x, dy), 


由 P(t, x,，" ) 对 * 的 可 测 性 知 ， 对 所 有 fe B £ T,fe B, El 
算 子 T, 把 B 变换 到 B。 算 子 T, 显然 是 线性 的 , Tu B. 


[102G *, dy) 





IIT,]] = sup NT = sup sup 
tlfliet Hfl<l = 


<sup jsup PG, z, Z) = 1, 
MISI z l 


我 们 再 指出 算 子 , 的 一 条 重要 性 质 。 设 B. 是 B 中 的 非 负 
函数 组 成 的 子 集 。 PKA FEB 时 , 有 T, e B., 即 算 子 T, 不 改 
变 函 数 的 非 负 性 ， 最 后 由 方程 (4) 可 元 

TT 一 Taf, 即 TT, = Tass 
换 句 话说 , 族 {于 ,} 构 成 算 于 半 群 。 显然 ,随机 等 价 过 程 的 算 子 半 群 
相同 ， 可 以 利用 半 群 来 研究 马尔 科 夫 过 程 的 转移 概率 ， 
如果 有 一 算 子 半 群 {T,}, 它 保留 非 负 性 并 且 满 足 条 件 TI=1 
(1 表示 恒 为 1 的 函数 ), 则 存在 一 函数 PO, z, B) = T,x,Go 和 
它 相 联系 ， 其 中 Be 8, Xs 是 B 的 示 性 函数 。 除 了 对 8 的 完全 可 
加 性 之 外 ,函数 PC, z, B) 具备 转移 概率 的 所 有 性 质 ， 注 意 , 它 


对 也有 穷 可 加 ,而 且 对 任意 函数 je B 可 以 决定 fCD) 宪 (2， ray); 


容易 证 明 ， 上 面 的 积分 等 于 Tf。 由 此 可 见 , Ë 满足 Kojoropop- 
Chapman 方程 (4)。 
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存在 可 测 空 间 (2, 3}, 使 它 上 面 的 任何 有 穷 可 加 测度 同时 
也 是 完全 可 加 的 。 (具有 Bord 集 o 代数 的 紧 致 就 是 这 种 空间 的 
一 个 例子 ). 在 这 样 的 空间 中 , PG, =, B) 是 真正 的 转移 概率 。 从 
而 ,在 这 样 的 空间 上 ,在 转移 概率 和 上 述 线性 变换 半 群 之 间 存 在 一 
一 对 应 关系 。 在 其 它 可 测 空间 中 (例如 , A ETAR, Saa 
AX 的 所 有 子 集 ), 则 存在 不 具备 完全 可 加 性 的 有 穷 可 加 测度 ， 这 
时 ,不 是 任何 算 子 半 群 都 有 转移 概率 和 它 相 伴随 。 然 而 ,在 任何 时 
候 考 虑 伴随 马尔 科 夫 过 程 的 算 子 半 群 都 是 有 益 的 ， 因 为 这 个 半 群 
永远 可 以 完全 决定 过 程 的 转移 概率 ， 

中 断 马尔 科 夫 过 程 ” 我 们 在 第 一 章 研究 了 一 般 的 中 断 过 程 。 
那里 曾经 指出 ， 在 一 些 扩 充 过 的 空间 中 如 何 把 中 断 过 程 化 为 不 中 
断 过 程 。 下面 引进 的 构造 , 可 以 把 中 断 齐 次 马尔 科 夫 过 程 化 为 前 
面 所 刘 画 的 齐 次 马尔 科 夫 过 程 . 

HLZ, 3} 是 一 可 测 空 间 。 给 该 空间 补 上 一 点 5 (无 穷 点 )， 
TE 为 扩充 过 的 空间 .包含 单 点 集 (6) 和 88 中 所 有 集 的 o 代数 
WAS, 我 们 将 要 研究 可 测 空间 LE, 9) 和 该 空间 具有 如 下 特 
殊 形式 的 齐 次 马尔 科 夫 过 程 (2, A, Ë.) ,其 中 Z 由 所 有 这 样 
HAR G) 组 成 : 当 s> t= nH::4G) = 5) B +G) = 5; A 
是 P 中 的 柱 集 产生 的 o 代数 ; 而 他 .是 一 概率 测度 族 , 使 (2, 
£,Ë.) 为 马尔 科 夫 过 程 ， 我 们 称 (2, A Êa) 为 在 时 刻写 中 
断 的 过 程 ，《 为 它 的 中 断 时 间 。 随机 变量 “为 . 公 可 测 , 而 且 事 
# (l> 苇 人 .从 。 中 断 时 间 的 一 条 重要 性 质 , 就 是 在 集 { > 分 上 
0; =r TAF 中 的 通 数 决 定 于 它们 在 区 间 [0, ¿) EG 
r(t) Z b) 或 区 间 IO, Z] E GE (z) 一 8) 的 值 , 即 在 使 它们 属于 
K 的 最 大 《 右 开 或 右 闭 ) 区 间 上 的 值 ， 测 度 É, 唯一 地 决定 于 它 
在 集 AN > 分 上 的 值 ,其 中 46 u; 对 固定 的 1, Ë.C a n t: > 
:}) 是 . 少 , 上 的 测度 。 所 以 ,有 了 定义 在 区 间 [0, t) RLO, 5] k. 
取 值 于 Z WARC AR o 代数 族 N, 上 的 测度 ,就 可 以 决 
定 中 断 马尔 科 夫 过 程 。 然 而 ,就 其 构造 来 说 ,这 样 的 定义 要 比 前 面 
的 定义 复杂 ， 
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对 任意 Be 8 定义 概率 PG, x, B) = P.,(z,e B) = P.(=, € 
B ,> 分。 函数 PCz, z, B) 具备 转移 概率 的 所 有 性 质 ,只 是 PG: , 
x，.2 ) 未 必 等 于 1 而 1 一 P( >x，.2 ) 是 过 程 在 时 刻 上 中 断 的 概 
率 ， 我 们 仍 称 函数 P(:, x, 8) 为 (中 断 过 程 的 ) 转 移 概 率 . 这 时 ,也 
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可 以 由 转移 概率 PG, +, B) 建立 过 程 的 伴随 半 群 {T,)}:T 一 
| f(y)P(z,x,dy)， 它 和 不 中 断 过 程 的 伴随 半 群 的 唯一 区 别 是 T,1 


未 必 等 于 1。 对 中 断 过 程 仍 使 用 记号 P。 和 Es。 这 时 ,对 于 4 € 
N, PA) = P.CAn (t > 0); 对 .7 可 测 随 机 变量 5, 世上 是 
对 测度 P. 的 积分 。 特别 , 对 于 Be Š £ P.Iz,e€ B}=PG, x,B), 
而 对 任意 函数 /有 


E.G) = [1PC z, dy). 


$ 2， 弱 可 测 马 尔 科 夫 过 程 的 预 解 式 和 生成 算 子 


相 空间 {97,3} 中 马尔 科 夫 过 程 的 转移 概率 PC, =, B) 称 
为 可 测 的 ,如 果 对 任意 Be 3, 它 在 可 测 空 间 的 积 { 842} Xx (2r, 
B} 上 对 G, z) 可 测 , 这 里 R, = [0， co), 而 中 是 B, 的 Borel 
集 的 oa 代数. 

称 齐 次 马尔 科 夫 过 程 是 训 可 测 的 ， 如 果 它 的 转移 概率 可 测 ， 
在 这 一 节 里 我 们 只 考虑 弱 可 测 过 程 . 

设 是 伴随 可 测 过 程 的 算 子 半 群 ， 由 公式 

RA = |" e OPC, e, aya m | ETA a CD 
把 过 程 的 预 解 式 R. 定义 为 B 上 的 算 子 族 ,其 中 1 为 复数 ，Rez > 
o, 

AAEH RAO 是 复 值 可 测 函 数 。 记 B* 是 定义 在 多 ”上 
的 复 值 有 界 SS 可 测 函 数 g(x) 的 空间 ，|lsll — saplg(e)| 是 它 的 
H. MIR: ÆJ B A B* 的 线性 算 子 ， 

预 解 核定 义 为 
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Ri(x, B) 一 全 PC z, B)as, (2) 


对 每 个 * 和 2(Re4 > 0), Ril, BIES COZELTI 
值 集 函数 。 所 以 ,对 所 有 fe B, 积分 


| /OD RiCs, ay) 


AEX, CEMB 到 B* 的 有 界线 性 算 子 。 由 于 该 算 子 和 算 子 R, 
在 各 的 柱 集 上 相等 ,可 知 


R./G) = [AORE d). G) 


因此 , 为 定义 过 程 的 预 解 核 , 只 需 知道 它 的 预 解 式 。 而 若 知道 了 
R(x,B8)， 就 可 以 对 任意 * 和 BE 器， 对 几乎 所 有 :>> 0( 但 不 是 
对 所 有 1 > RH PU, x, B)， 所 以 不 能 排除 非 随机 等 价 过 程 的 
预 解 式 相 同 的 可 能 性 。 不 过 我 们 将 证 明 , 在 关于 相 空 间 的 某 些 条 
F, Ri(*, B) 唯一 决定 转移 概率 . 

引 理 1 设 o 代 数 名 可 分 , PCO, z, B) 和 P.(z, x, B) 是 两 个 
可 测 的 转移 概率 。 如 果 对 所 有 rE 2 和 BE %, 关于 Lebesgue W 
度 对 几乎 所 有 :>P(z，x，B) 和 P.(:,*,B) 相 等 , 则 它们 处 处 相等 . 

证 。 对 每 个 * 我 们 建立 一 完备 Lebesgue WER BE.C[0， 
©), EX € E, 和 事先 给 定 的 序列 BEB, 有 PG. r, B.) 一 
P,G, z, Bi). 如 果 取 B, 作 生成 S 的 序列 , 则 对 ze BE。 测度 PG, 
x*' 7 和 P.G, z, - ) 相等 。 此 外 ,我 们 有 


P.G, x, B) — P(t, z, B) 
1 


_ +) [Pe 5 
P,G — s, x, dy) 
一 [eys B) -PQ—s,x, dy) | as 


~ + | JPiG, », B) — PCs, y, B)IPG — s, z, ay), 


. 113. 


这 里 我 用 到 测度 PC ~s, r, DMPC s, +， ) 对 几乎 所 有 $ 
相等 这 一 事实 。 记 AG, z) = |P,G, x, B) — Plz, x, B)|. 那 末 
AG, x) < L | zc sx atl [PC — u, y, dz) 

x A(u, z)duds, 
经 换 元 和 扩大 积分 域 ， 得 ’ 


AG) <+ | | f PG —u—v, x, dy) 





x — P(v, y, dz) A(u, z)dudv 
U 
=+ ò (({ [262 PG — u — v, z, dy) du} 
t Jo 0 #-+ uv 


x P(v, y, dz)dv = 0, 
因为 大 括号 中 的 式 子 为 0。 引 理 得 证 ， 

预 解 式 的 基本 性 质 下 面 我 们 固定 一 齐 次 马尔 科 夫 过 程 
LF, N, PPG, z, B) 是 它 的 可 测 转移 概率 ，T, 是 伴随 过 程 
的 半 群 ， 而 R, 和 RO, B) 分 别 为 预 解 式 和 预 解 核 。 现在 我 们 
研究 预 解 式 的 基本 性 质 ， 

把 TT Taf 乘 以 ele 然后 从 0 到 co 对 £ 和 t 求 积 
分 ， 得 
R,R,/ = r eu Tfadidr 


0 
= r dsT,f [f eTe- qr 
0 0 


es — 1 


_ F T,fe-* ds 


L— H 
一 -5 [Rsf — Rf]. 
这 样 ,对 所 有 1 和 pCRe 2 > 0, Re p > 0) 下 面 的 预 解 方程 成 立 : 
RR, = ——. [R; —R.] (4) 
一 下 
利用 预 解 方程 可 以 证 明 下 面 的 结果 。 
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dR R 
a i 


(UAM RI ARET R. fü k KÆ). 
系 1 对 所 有 1 Ra > 0), 有 
-E Rf — (= D'a REY, G) 
用 数学 归纳 法 可 以 证 明 


2 (R mR 2 只 
Z Rr) = mR -y Rf 


而 由 此 可 得 (5) 式 ，〔 这 里 重要 的 是 ，R; 和 R, 是 可 以 交换 的 ; 
RR, = RR; 这 是 预 解 方程 (4) 的 推论 ). 

系 2 WR Ra =k > 0, WH |4 一 | <& N, R,f 有 下 
面 的 分 解 | 


Rf = $ G, — ARE Y, (6) 


这 是 解析 函数 Rif 在 点 的 Taylor AR. 

RI 对 于 所 有 Ra > 0), HRE RC, B) REIRE 
在 某 一 点 Reh > 0) 的 值 . 

事实 上 ;这 时 可 以 根据 (6) 把 R, 开拓 到 整个 半 平面 Rel > 0, 
于 是 ， 马 尔 科 夫 过 程 的 预 解 式 是 从 B 到 B* 的 一 线性 £ + R, 的 
E, BEFAR: 

2) 族 中 的 算 子 对 Rel > 0 有 定义 ,而且 当 Rel > 0,Rez > 0 
时 , 它们 满足 预 解 方程 (4); 

b) 如 果 1 > 0, 则 对 fe B, A Rje B, Ril < 1/2; 

6) Ril < 1/Re1, 

Rb) 显然 。 由 不 等 式 

IRA < eT la 
<| la: 
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= mi f q 
0 


一 上 
Reh 


RER). 注意 ,对 于 不 中 断 过 程 , 当 1 > 0 A 1Ri = 1/4. 
系 3 表明 ,对 于 所 有 XCRe4 > 0) ,为 求 Ri:, 只 需 对 某 一 点 2 知 
道 Ri,， 下 面 我 们 找 出 已 知 算 子 及 等 于 算 子 及,。 的 条 件 , 其 中 R, 
是 满足 条 件 a)—c) 的 算 子 族 , 而 4 > 0, 为 此 , 我 们 指出 2 > 0 
时 算 子 R 的 一 条 性 质 ， 
引 理 3 设 9(s) 是 可 表 为 


oG) = |” iG) (7) 
的 任 一 多 项 式 ,其 中 aO 是 在 [0 ,co) 上 的 非 负 多 项 式 。 则 算 子 
9(R;) 把 B; Æ% By, 
证 。 设 
qk) 一 > a, 
; k=0 
mk 


0G) = > ast [7 etd: = > CA TS 


k=0 k=0 


所 以 
OR)f 一 2 ak REY 





dt 
= a |/(—1)* R 
22 |C 1) PT if 


一 "euT jd 
= ak | e “r f £ 
= N ea (ryY,Ja:, 


WR fe B.M TEB. 从 而 最 末 一 个 积分 属于 B, ,因为 当 :>0 
时 ce qk) 之 0。 引 理 得 证 ， 
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引 理 4 设 算 子 R 满足 下 列 条 件 : 

1) CEB x% B, B. 变 为 B+， 而 且 对 给 定 的 > 08 
R1— 1⁄2, 

2) 对 于 可 以 表 为 (7) 的 任意 多 项 式 0G), 算 子 0(R) 把 B. 
TA B? GE ORAH G Ha Z 0 为 非 负 的 多 项 式 ). 

那 末 ， 存 在 一 算 子 族 Ri(Re4 > 0) 满足 条 件 a) 一 co), mE 
R, = R. 

证 。 我 们 利用 (6) 式 和 解析 开拓 来 建立 算 子 族 。 当 2 为 实 
数 时 , 需 使 每 一 步 所 得 到 的 算 子 都 满足 条 件 22. 

对 ja 一 | < ho F 


R, = >; (ào -一 AYRI, 
k=0 


由 R <a [C a) 天 工 可 知 此 级 数 收敛 。 那 末 
R, = R. 容易 验证 预 解 方程 : 
RR, = 5 Ch 一 4X} Rit Ta 一 PR 
k=0 


j=0 


= 5 s (2 — PY Go — ay R 


n=1 i= 
= > (Q 一 2 一 h 一 u)’ Ran 
n=1 = 


1 
r= [R, R,]. 


现在 证 , 当 0 <1 < 2h 时 , R, 是 正 算 子 。 当 ”为 偶数 时 ,多 


TR aC) 一 DI /和 处 处 为 正 ， 因 为 在 绝对 极 小 点 d0) = 
=0 

Det! 一 0, aO — pE + "ni > 0， 因此， 如果 
9,G) = | CG, — sn) a 


D 把 By 变 为 By 的 算 子 简称 做 正 的 ， 


* 117 ° 


= 5 (u an, 
k=0 
则 由 条 件 2) 对 偶数 * , 0,(R) EET. KAY n — co 时 ， 
IR, — 9,(R)| < 过 5 


0 k=1 

w R, LEERT. 因为 对 正 算 子 及 , 有 【Ri = |R.1il, 而 
lV Ll 

R.1 2 (>) ñ 


4 


所 以 IRI = 1/4, 而 且 对 于 R; 条 件 b) 成 立 。 现 在 我 们 证 明 , 当 
0 过 4 过 2h 时 ,Ri 也 满足 条 件 2)。 如 果 QG) 可 表 为 (7) 式 , N 


2 — 1 lk 


0 








— 0, 


oR) = 9 (X; G, — aR) = G(R), 
其 中 CC) BRAM: 
GG) = 9 (> 一 Date ) 
-2 ( I+ a 一 5) 
一 r e ea dt, 


容易 看 出 , 当 * 和 1/% 时 G(s) 有 定义 
算 子 6,(R) 是 正 的 ,其 中 


6.() = r e= > Cemani A ade, 
我 们 证 明 当 z — co 时 ， CR) 本 PR): 
Ols) — Òl) = È N et: a 5 ajdt 


o 了 天 人 

Z — 1 KK 二 

5 aj 5 |: € 2) £ dt 
j=0 k=2n+1 K! 
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S a, _ m (k + D1 
-之 aj 5 Q Lstt | k! . 


k=2n41 
从 而 
o(R,) — 0,(R) = Sa D3 《一 2 + 1)!. Rep 
j=0 =a 
于 是 , 当 n — oo 时 ， 





ioCR) — 6, R) < + 2 dal 
> | t,o, 
天 = 和 了 1 ho k! 


而 OR) FERF. | 
这 样 , 若 选取 任 一 (A < x, < 246), 我 们 可 以 把 Rs 的 定义 
开拓 到 加 |2 一 u) < 2, 上 ; 而 且 对 任意 4, 这 时 R, 满足 条 件 b), 
同时 也 满足 预 解 方程 。 重复 上 述 过 程 ， 我 们 可 以 把 R. 开拓 到 所 
BaRa > 0), 并且 保留 其 性 质 不 变 ， 最 后 只 剩 下 验证 性 质 c). 
对 于 实 部 o > 0 的 任意 复数 o + iz 和 充分 大 的 4, 有 


Rai = > (Q — s — ¿ir yRkEH. 
k=0 
所 以 





Ropi <3 S/a —o—irt| X 
Rail È ( ) 


¿ 
= 1  _ 
1 一 VG =o +r 
— 1 + VG — o) + r. 

210 — o° — t 


当 1 — 十 co 时 取 极限 ,得 IR... < 1/0. 
引 理 证 完 ， 
半 群 的 生成 算 子 “我 们 仍然 只 考虑 弱 可 测 马尔 科 夫 过 程 。 记 
B, = {filimlT — fl = 0, fe B). 
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B, B 的 线性 子 集 。 它 是 闭 集 ,因为 
lim ITs — Al < lim IT. — ol + 2o — A. 


如 果 以 一 > 0, 4,€ B, 则 ft Bo。 因而 Bo 是 B 的 线性 子 空 
H. EF TE B a Bo: mU fe Bo 则 ， | 
tia TT — TA < im TNT — fl = 0. 


我 们 证 明 , 对 所 有 fe B ( 当 1>0 时 ) 有 Rife B. PRE 
T, N TJ) Eds = | P(h, x, dy) | TH eva 


= [ [PaT] ed; 


_ r T, G) eds 


(因为 TAO) 对 变量 (*, y) 的 全 体 可 测 ， 所 以 可 以 变更 积分 的 顺 
F). 因此 


TIR — Raf = | Tasted — | Tess 
= 入 r T, feds 一 人 Tfe ds 


= (db — 1) [Ty as 一 af Tife ds, 
这 样 就 证 明了 关系 式 
TRj— Raf = (e — DRJ— a Te (8) 


我 们 以 后 要 用 到 它 ， 由 《8) 式 可 以 推出 
ITR — Rafli < (z — DIRI + ll. 
由 此 可 见 Rifé Bu。 

设 Ri(B) EET R, 的 值 域 。 我 们 证 明了 R.(B)CB, 由 
预 角 方程 可 知 ,RiB) 对 所 有 4 之 0 相间。 现在 证 明 B, $F R; 
(B) 的 闭 包 。 为 此 我 们 证 明 下 面 简单 的 命题 ， 

引 理 5 对 1e B, 

lim [aR — fl = 0, (9) 


18e 


证 . 
Rf i maS eT — pa = |" Da. 
所 以 | 
R — Ai < Tf — la. 
因为 Ta f< Nl H a 十 co 时 可 以 在 积分 号 下 取 极 
B. SEE. 


现在 我 们 定义 过 程 的 强生 成 算 子 。 我 们 说 函数 属于 过 程 的 
生成 算 子 A 的 定义 域 Zas 如 在 按 范 数 收敛 的 意义 下 存在 极限 


. 1 
lim — (Tip — p) = Àp; 
avo Ú 


RER ET À EEM o e Za LNI, 显然 GAC 
. FERMEN, AFA 在 B RET, 为 此 我 们 证 明 下 面 
KE 
定理 1 对 于 所 有 f€ B, 
AR, 一 2Rxf — $, (10) 
对 所 有 pE ZA 
R.Aç = Rip 一 Pp。 l (11) 
证 。 《8) 式 除 以 1。 然后 当 4 40 时 取 极限 得 (10) 式 (对 
fe Bos 当 440 时 , || eT, 一 州 一 0) 为 证 C11) 注意 
到 ,对 pe Zas 5 2 10 时 对 z 一致 有 
| te TAp |< IT. 


所 以 











De = P? Ao |- 0. 


hy0, 


RiAp = F: TIApdzz = lim N eu ra dt 
li 
, 
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= Rig — ọ 

(这 也 用 到 (8) A). 

因此 , AF R 把 Bu Ik A Za 该 映射 是 一 一 对 应 的 , 因为 
由 (10) 有 , 当 Rf 一 0 时 1 一 0. 最后, 由 (11) 可 知 , 任意 p € 
Da 都 可 表 为 p= Rf, 其 中 je B, (f 取 作 4% 一 Ap 即 可 )， 

系 1 

Rf = QI — A)", (12) 

其 中 1 是 B, 到 B, 的 恒 等 变换 算 子 . 

由 (10) 和 (11) 得 (12) 式 . 

系 2 算 子 A 唯一 决定 B, UFR T, 

事实 上 ,由 (12) 可 见 , 对 所 有 je Bo， 算 子 A 决定 


R,f = riera, 


现在 注意 到 , 对 1e B。，T,f 对 z 连续 : 
Taf 一 TH < IIT,/ = flls 
而 连续 函数 唯一 地 决定 于 它 自 己 的 拉 普 拉 斯 变换 (对 固定 的 *, 我 
们 把 Tf(x) 看 成 z 的 函数 )。 

Hille-Yosida 定理 当然 ,希望 能 弄 清 满足 条 件 a)—c) 的 算 
子 族 R, 是 某 一 马尔 科 夫 过 程 预 解 式 的 条 件 。 但 是 在 ” 般 相 空 间 
中 解决 这 个 问题 是 困难 的 ， 这 里 只 能 给 出 保证 半 群 Ts 在 B, 中 存 
在 的 条 件 。 这 个 半 群 是 否 对 应 于 某 马 尔 科 夫 过 程 的 问题 尚未 解 
决 ， 

这 样 ， 我 们 假设 有 一 把 B 变 为 B* 的 算 子 族 R.(Re2 > 0)， 
它 满足 条 件 as) 一 c)。 对 实数 ， 记 B AAF R 的 值 域 的 闭 包 。 





— 


R, = R,, + Q, 一 12R, Ra. (13) 
由 此 可 见 , 对 复数 4 算 子 R, 的 值 域 属于 B#, 其 中 BIERI fhtih 
(h, h€ B) 的 函数 的 集合 。 我 们 在 Bo 中 建立 一 算 子 族 T,， 使 它 
HEFIR: 

1) 对 所 有 fe BNB;, IT,| < 1, 有 Ty> 0, 
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D 0108 ITA iiao Pt 
3) T, = T,T,, >z 


4) R.J = N ¿UTjdr, 16B. 
记 B, 是 形 如 R2j, p> 0, 的 函数 的 集合 , 其 中 jE Bo。 利用 


(13) 可 以 证 明 , B, = R,(B,), 其 中 B, = Rx(B,), 1> 0， 而 且 
B, 和 B, 不 依赖 于 % 的 选择 ， 由 


lim2RRj = lim —— [IR — RJ] = R, 
l>a L> m 1A 一 一 É 


可 知 (因为 ARI < 1/2), 对 fe B, 在 依 范 数 收敛 意义 下 有 
lim XR = J, 
因为 该 式 在 闭 集 和 R,(B) 上 成 立 。 所 以 对 f€ ÉB, Ekiga 
意义 下 有 
lim Ea R R,J = j, 
因此 B, 在 B, 中 处 处 稠密 . 
W f€ B.. 那 末 存在 gE B., tE f = Règ, 由 预 解 方程 可 得 表 
现 
_— f _ Re 1 

MT a-p a R O9 

所 以 存在 对 + 连续 的 函数 ut, x), E 
Rf(x) = N Hi x)e dz, 

它 决定 于 

us(ts z) = fe — te' Rg(x) 


$ 人 RgCx) erg, (15) 


27rz Jo-io < 这 ] 
其 中 o > 1， 由 Rsg 在 直线 Re = c 上 的 有 界 性 可 知 ， 上述 积 分 
wi, MERKEA. RIZE uz, z) 的 另 一 表现 ， 它 只 用 到 
R (4 > 0) 的 值 。 为 此 我 们 要 用 下 面 的 引 理 。 
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引 理 6 设 从 2 是 [ 0 ,co) 上 的 连续 数值 函数 ,对 某 个 < > 0 
有 HEO = oC), 而 pla) 一 r ehde, HJ 


o e n n n+l 1 d’ 
MD = lim ( D (z) n di” ON . (16) 
由 下 列 关 系 式 即 可 证 明 该 式 : 
CD (2) L C Q) 


nl dà” 
° n+l 
= 1 | (z) et nk ( s) ds 
0 


n! z 











-一手 由 


= ,() + = r eu Ë (=) 一 4 Jar. 


HTF uC, z) 对 :连续 , 而 且 wy(1，*) m OC), EALE (162 
式 用 于 s(z, x)。 因 为 


ERI) = (— 1)'a RI Ce), 


所 以 
ult, x) 一 lim 的 Row IG). (17) 


EETA, lxxz,… S lill. 2 fe Bo R, RAZ ue, xz) 对 * 可 
测 。 所 以 可 以 设 wj(z, x)= TAC), Hh T, E X B, 到 B 的 算 
+, IT,| <. 可 以 把 算 子 T, 连续 地 开拓 到 B, 的 闭 包 , 即 开拓 
到 Bu， 根 据 (157 式 , 容易 断定 ， 
ImpRex(2， =u), Bm u(t, ° )€ B. 
因而 , T, 把 B, 3839 B; 从 而 T, 把 B, 变 为 B。 由 (16) 式 可 见 ， 
对 fe BNB, 有 Tfe B,nB., 而 由 (15) 式 可 知 T 和 R, 可 交 
H: R.T, == TR,f. 取 fe BAB, RNE (对 414 二 0, 4 0) 
R.R,;e BNB, LTRR,e BNB,. 

从 而 
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Tf = lim lim ¿aY RR,E B,N B+. 
. >n 天 下 . 
其 次 , 当 fe B, hr, 
| eTfd = im àu Í e “R.R,T,; 3: 
一 im WRR Raf 
: = Rj. 
这 样 , PEDAH WERA 2), 我 们 注意 到 ， 对 
JEB: h 5) 和 cc>> 工 的 任意 性 有 
IT — fS le — LI + ze llR,zll, 
BBS 2 } 0 时 , IT — f] — 0. WẸ fe B, 而且 一 fl 一 0， 
则 ITA — TA < ia — fl Am T,f,G AF M * —#kU sk 
F T/C). 由 此 可 见 ， 对 所 有 fE B, 
ITa — AS Tafa — hall + 2, — F 
ETF 0, mE T, 依 范 数 连续 : 
为 证 明 性 质 3), 我 们 看 通 数 TTA 和 了 + (它们 都 对 上 # s 
连续 ) 的 二 重 拉 普 拉 斯 变换 : 
N [YYycusea)ai == r T, m Tjera 


SA T| Teras = [C TTe-wds 是 由 下 面 的 结果 得 出 来 的 : 














lim | Tje ds — h > Tufe ll = 0. 
另 一 方面 5 
[race rhe 
w Ri — Ref (19) 
外 一 2 


根据 预 解 方程 ，《18) 和 《19) 两 式 的 右 侧 相等 ， 所 以 连续 函数 
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T,T,f 和 Ts 也 相等 。 性 质 3) 得 证 ， f 

上 面 所 描述 的 根据 预 解 式 构造 半 群 的 方法 适用 于 任何 Banach 
空间 。 这 一 构造 就 是 Hille-Yosida 定理 的 内 容 . 

H BERK Banach 空间 , B* 是 它 的 复 扩张 , 即 形 如 z 十 
iy (CHP z, yE B) 的 元 素 的 集合 ， 这 时 有 

[lx + iyl] = up. UG) + ODN 

其 中 上 是 了 上 的 线 竹 泛 函 ， 而 上 确 界 sup 是 对 所 有 范 数 不 大 于 1 

Hille-Yosida 定理 设 在 B* 上 给 定 一 算 子 族 R,(Re1> 0), 
它 满足 下 列 条 件 : 

1) [Ri] < 1/Re2, 

2) 41 > 0 时 , R.(B)>cB, 

3) 预 解 方程 成 立 : 当 Rel > 0, Reg > 0 时 ， 

R. 一 R, = (z 一 DRR 

4) HRA > 0, RB) £ B 中 处 处 稠密 ， 

那 末 ,在 了 上 存在 线性 算 子 T, 的 半 群 ,满足 下 列 条 件 : 

G) T.(B)CB, 

GD 对 所 有 :>0,r>0, TT. = Ta 

GH) 对 所 有 xe B, 当 + | okt, IT — x] — 0, 

GV) ITI <1, ' 

(V) 对 所 有 <€ ËB, Rr = | ce“¥,rdt. 

如 果 所 有 算 子 R, 把 某 一 圆锥 天 变 为 它 自 身 ， 则 算 子 T; 也 具 
有 同样 的 性 质 ， 

仿照 在 B, 上 构造 半 群 的 方法 即 可 证 明 该 定理 。 只 是 应 注 
意 到 ， 可 以 把 取 值 于 B 的 函数 的 积分 看 成 一 般 (或 广义 ) RER 
分 ， 因 为 所 有 这 些 函数 都 连续 ， 


$ 3. 随机 连续 过 程 
现在 假设 ,用 是 一 拓扑 空间 ,满足 Hausdorff 分 离 公理 , c fü 
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数 8 取 作 和 中 Bored 集 的 代数 ， 即 用 -的 开 集 产生 的 o IÑ 
数 . 称 相 空间 {.%7, S 中 的 齐 次 马尔 科 夫 过 程 {2 , N, Pej ARi 
机 连续 的 ， 如 果 对 任意 z< 2 和 点 的 任意 邻 域 I。 有 limP(r, 


z, U) = 1， 其 中 PC, s, B) 是 过 程 的 转移 概率 。 满 中 上 述 条 件 
的 转移 概率 PC =, B) 也 称 做 随机 连续 的 . 


EEEa 是 定义 在 受 ” 上 的 有 界 连 续 函 数 f(x) 的 集合 ,jf 一 
supli(x)| EERDER, Ca Banach 空间 .我 们 指出 随机 连续 


过 程 的 如 下 一 些 性 质 , 
I. 对 所 有 f€ @ + Hl x € .有 有 
lim T,j() = JG). 


事实 上 ,选择 点 * 的 一 邻 域 口 ,使 当 y€E UU 时 |f(y) — JG )| < 
s。 那 末 


Em | PG, z, O) — IG) 





| PG, z, DO — O 





= Tm 
t19 
+ | PCs z, O) 
+ Ple, z, AUYA) 
< 8， 


因为 PG:, x, 和 2 \U)— 0. 


H. 对 所 有 JEE a 和 每 个 z, 函数 下 f(x) 对 : 右 连 续 ， 这 由 
下 式 可 以 推出 : 


IT = Em PG, z, dy) 





fec, x, dy )limT,f(y) 


J(z) , 
这 里 用 到 关于 在 积分 号 下 到 极限 的 Lebesgue TERRAL 
HI. 对 所 有 JEC <, MER R 满足 
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Em RG) = G) (对 所 有 xe 2), 
为 证 明 这 一 点 ,我 们 考虑 
14R,f(x) = a er sf x) dt 


= | eTwfC) du, 

并 注意 到 , 当 4-> + oA Tarl) 一 了 x), 而 且 Two 去 
Hl. 

IV. 4 J€ ww 时 ,对 所 有 x& .号 ， 用 完全 相同 的 方法 可 以 由 

vR?) = CD ír ze "T, TG) dz 
推出 
lim4°R;f (z) = JC). 

HTF34 6 @ > 时 ,了 ,f(x) 对 z 右 连 续 , 改 它 唯一 地 决定 于 自 
己 的 拉 普 拉 斯 变换 。 当 fE # + 时， BRA Ti 也 具有 一 定 的 好 性 
质 , 然而 对 fe Ca, T, 一 般 不 能 在 B 上 决定 下, 因而 它 也 就 不 
能 决定 转移 概率 

我 们 考虑 更 罕 的 过 程 类 。 设 V 是 使 Ze 中 的 所 有 函数 可 
测 的 最 小 "代数 。 VMg Baire 集 的 v 代数 ， 显 然 SCS. 称 
P(e, x, B)20 Baire 转移 概率 ;如果 对 所 有 BES, PCU, z, 8) 是 
Baire 函数 , 即 PG, z, 8) 为 8' 可 测 。 那 末 , 可 以 在 相 空间 (2, 
Sy) 考虑 一 新 的 马尔 科 夫 过 程 {FN', Pr}: 轨道 空间 多 和 
以 前 相同 ;NV E N 的 子 0 代数 , 它 是 由 形 如 {x ，): z=G)€ B}, 
Be 8‘， 的 集合 产生 的 ; P; 是 测度 P. ES LERA. RIFE 
这 样 的 过 程 为 Baire 过 程 ， 因 为 任何 Baire 函数 可 经 有 限 或 可 数 
多 次 极限 运算 由 fe @, 得 到 ， 所 以 为 求 Baire 过 程 的 转移 概率 ， 
只 需 知 道 预 解 式 R, 在 @ + LIE. 

度量 空间 中 的 过 程 ”在 度量 空间 中 , Borel 集 的 o 代数 和 Baire 
集 的 "代数 相同 。 记 以 ,为 求 过 程 的 转移 概率 ,这 里 只 需 知道 预 解 
式 R,#£ @, 上 的 值 ， 此 外 , 这 时 伴随 过 程 的 半 群 工 完全 决定 于 
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TEB, 上 的 值 (B, 的 定义 见 上 一 节 ). 事实 上 , 在 52 中 已 说 明 ， 
B, 和 预 解 式 在 B 上 的 值 域 的 闭 包 相同 。 因 为 由 性 质 II, RE x) 
在 有 界 收 敛 意 义 下 的 闭 包 包含 @ ai B, 在 有 界 收敛 意义 下 的 闭 
BER 多 sw。 从 而 它 包 含 一 切 有 界 Bare 函数 的 集合 , 而 后 者 与 


BEA. B 为 U R.(%,) 关于 一 致 度量 的 闭 包 。 前 面 已 指 
a50 


H BCB. 此外，B, 关于 有 界 收敛 的 闭 包 等 于 B。 其 次 , 若 fe 
B,, 则 Tfe Bi. 事实 上 ,由 f€ U RiGe) 可 见 ; 对 所 有 闫 > 0, 


R.R.fe U RKGe), 因 为 ReRy 一 一 (Rw — Rf). 所 以 
= 


AT R, 把 B, 变 为 B,. 对 jeB， 当 | 一 "| 一 0 时 ， IT, 一 
工 放 一 0， 另 外 


[Ti (sew 
IRON sa 
< (| (me 
+ ML (2) edly eo (=Y ds. 
HER e > 0 q zn — co 时 ,第 二 项 趋 于 0; 而 第 一 项 不 大 于 sup ， 
Tf 一 了 J， 而 后 者 当 s 一 0 时 也 趋 于 0。 因 而 
T, = (= R,,, y” Í 
因为 当 Je B, 时 (ZR ) je Bu, 所 以 TfeB,, 


这 样 ， 转 移 概 率 〈 或 伴随 半 群 ) 完全 决定 于 半 群 在 集 B, 上 的 
值 , B, 满足 下 列 三 个 条 件 : 

a) 它 对 于 诸 算 子 T, RE, 

b) 半 群 在 它 上 面 强 连续 ; 34 # J 0 时, IT; 一 #l— 0, 
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lim 
n>n 








=0, - 


c) 它 的 有 界 收 敛 闭 包 包 合 B. 

TAB, 也 具备 性 质 a) 一 c). 但 是 最 好 能 找到 B 中 函数 的 一 
个 集合 ,使 它 具 备 性 质 a) 一 0), 而 包含 尽 可 能 少 的 函数 (自然 要 找 
对 于 诸 算 子 T, 不 变 的 一 个 “最 小 "集合 ,使 这 些 算 子 在 它 上 面 的 值 
完全 决定 半 群 ).。 和 集合 B, 一 般 比 B, 要 罕 ， 我 们 现在 证 明 , 对 于 可 
分 空间 可 以 构造 一 可 分 集 B,, 使 它 满足 条 件 a) 一 c). 为 此 取 Ea 
中 函数 的 一 个 子 集 Z, EERE RKA E A % > (因而 也 
EAB), WB% U RC) 的 一 致 收敛 闭 包 。 因为 B,cB,, 


故 条 件 b) 成 立 ;而 由 于 B, 的 有 界 收 倒闭 包 包 含 多 '， 所 以 条 件 <) 
R. MB 的 情形 完全 相同 可 以 证 明 条 件 a) 成 立 ， 因 为 可 列 集 


U R,,(D) 


《其 中 是 在 E 中 处 处 稠密 的 可 列 集 ) 在 B, 中 稠密 ， 所 以 B 可 
分 。 

如 果 给 出 一 邻 域 组 U, — (xz: [fo 一 fwo)| < sj， 其 中 
e> 0, J€ B;,G = 1,2), 则 可 以 利用 函数 集 B, #1 B, E 2 中 引 
进 一 新 的 拓扑 。 在 引进 这 一 新 拓扑 之 后 , B; 中 的 所 有 函数 都 成 为 
连续 的 。 若 取 i 一 2， 则 还 可 以 在 X 中 引进 新 的 度量 , E B, 中 
所 有 冰 数 连续 ， 为 此 我 们 选取 一 函数 序列 {A} fi€ B rl < 1， 
使 它 的 线性 生成 系 在 B, HAE. $ 


rlr, y) = >; alk — OL, 


k=1 


其 中 c> 0, >; ck < QO, 
k=1 


注意 , 由 rr, y) 一 0 可 见 , 对 一 切 j6 B, 有 JG) = fG2, 
而 由 条 件 c) 对 一 切 f€ BB 有 fx) 一 f(y), 但 这 时 x = y. 

于 是 ,对 可 分 度量 空间 中 的 随机 连续 过 程 :总 可 以 找到 一 个 新 
度量 ,使 存在 一 个 连续 函数 的 集合 满足 条 件 3) 一 c)。 一般 ,多 «未 
必 等 于 关于 度量 r, 连续 的 所 有 函数 的 集合 ， 因此 , 不 能 断定 , 关 
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于 新 度量 连续 函数 的 集 人 台 对 于 半 群 不 变 。 满足 这 一 条 件 的 过 
程 有 特殊 的 意义 ， 

Feller 过 程 PEUZ 中 的 过 程 LF, N, P RA 
Feller 的 (又 称 它 具 有 Feler BE), 如 果 对 所 有 t > 0，T( Ge)C 
Ea. 这 时 , 称 转移 概率 为 Feller 的 ， 我 们 感 兴趣 的 主要 是 ,2 
为 可 分 度量 空间 , 而 过 程 随机 连续 的 情形 。 因 为 对 于 Fele 过 程 
R,(#+)C% > (à > 0), 所 以 上 一 节 中 建立 的 集合 B, (以 及 B) 
是 空间 多 的 子 集 。 随机 连续 Feler 过 程 的 预 解 式 满足 下 列 条 
iF: 

1) 对 所 有 1 > 0, R,(@#+)C% z, 而 对 所 有 4, Rea > 0, 
R,(%#,)C%* ,其 中 CA E 2 上 的 复 值 连 续 函 数 的 空间 ， 
ji = sup|f(*) | 是 它 的 范 数 ; 这 时 Ril] 和 1/Re2; 

2) R, — R, = (z — 22R,R,; 

3) lim ARs) = f(x), f€ @ æ 


4) 对 所 有 1, AFR RAUTER: 
Rae) = | R.(z, 0O), GD) 


其 中 R(x,，) 是 完全 可 加 售 函 数 , 对 1 > 0 它 非 负 。 
产生 一 个 问题 , 条 件 1) 一 4) 是 否 足 以 保证 以 R, 为 预 解 式 的 
马尔 科 夫 过 程 的 存在 ? 
下 面 的 例子 表明 这 并 非 如 此 . 
B. W 有 是 实 直线 , 对 je 多 ww 设 
T(x) = {C tgC + arcigx)). 
对 几乎 所 有 t 和 和 每 个 *, 函数 TA 有 定义 并 且 连 续 ,而 | Tf| < 
lll. 容易 验证 ,对 几乎 所 有 1, r> 0 
T,T,J(a) = T, tg (z + arctgz)) 
= f( tg (z + arctg tg (z + arctgx))) 
= f( tg (z + r + arctgz)) 
= T,,,1G), (2) 
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对 Rel > 0 我 们 定义 一 负数 
R,fCo 一 | Tes ua 


一 N K tg(z + arctg z))e “dz 


= e larctgz IN earctgy Iy 
z 19) l + y 


1 ” - dy 
+ | e Aarctgy =]. 
(== Jet 1 + y 


显然 R, 满足 条 件 1), 3) 和 4); 这 时 
R(x, B) = 
1 

1 +y’ 
p4 z > okt XG) = 1, 3 z< 08 XG = 0. KOR 
E eer, 然后 从 0 Blox z #1z 积分 ,就 可 得 出 预 解 方程 ( 见 
$ 2)。 但 这 里 以 R, 为 预 解 式 的 转移 概率 不 存在 。 

然而 ， 若 & 是 完备 度量 空间 , HORE R,Gz, B) 给 出 
的 算 子 R, 满足 条 件 1 一 4 和， 则 可 以 构造 一 《减弱 的 》 马 尔 科 夫 过 
程 ， 这 从 构造 的 本 身 就 可 以 看 出 它 的 合 义 . 

利用 $2 的 结果 ,我 们 可 以 在 空间 多 = 的 线性 子 空间 B, 上 构 
造 一 半 群 T,。 换 句 话 说 ,对 所 有 f€ Ee 和 所 有 > 0, TRA 有 
定义 。 

对 所 有 fE B, 设 

GG, D = | Tas, 


(1 + X(x + y))ay, 





Í e arctgY 一 2arctg 
B 


那 末 
R. 一 | Taas = [7 —ua,GG, D. 
因为 | 
limR,aR,f 一 Rif, 
故 存在 
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io —4,GG, aR). 


因而 对 所 有 FEE NB, i z — co 时 ,对 固定 的 = 关于 DE, 
函数 的 序列 CO, Rad) 弱 收 全 于 某 一 非 减 函数 GG, D. 这 就 
是 说 ,对 所 有 fe Za 存在 极限 
GG, f) ~ lim Gle, sR). 
由 不 等 式 
GG, Ref) — GCh eR 


=< | š TuR,fas 
M 


< | — al- lll 
可 见 , 对 所 有 J€ @+,z€ X, AA GCO, DER, 而 且 几 乎 处 处 
对 z niy. 
此 外 ,对 一 切 j€ Fg 有 


Raj = | HACC, D. 
823884 z, GU, f) 是 Fa LEFRERE, WERE 
IGG, DI < =“ [IEO IRE, dy), 











故 
GG, D = [O x, dy), 


其 中 OG, x,， ) 是 加 上 的 有 穷 测 度 ( 见 第 一 卷 ,第 五 章 $1). 8 
Ranai, QG z, B) < Qla, z, B). 对 给 定 的 *， 选 取 
一 紧 致 序列 [K,}, 使 OCT, x, ZNK) S2 其 次 ， 设 序列 
如 了 0。 记 

A(n, £) 一 g: ¿€ [0, T], 


Tm > [OC + h, ,r, Z\Ka) 


— 9G, >, ANK) > e |. 
因为 OG, z, ANK) 3 z 几乎 处 处 可 微 , 故 
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AG, e)C{i: t < T, Qi, x, A\K,)> e} 
Uf: 0; 不 存在 }. 
因此 , 若 记 mes4 为 集 4 的 Lebesgue 测度 , W 


mesA(n, £) < Ly Ot, x, ANK dt < —2 ", 


如 果 r€ [0, TIN ñ Ü A(n, >), 则 从 菜 个 起 对 所 有 充分 大 
的 = 有 
a LOC + hn, x, ZNK, >) — OG, x, ANK AI < 1. 
从 而 , 对 这 些 ;, 测度 族 
六 LOG + hms z, ©) — QO, z, * )1 (3) 
是 紧 的 ， 而 因为 


mes N U Aí”. I)=0 


m=1 nmn 


故 测度 族 (3) 对 几乎 所 有 e [0, r] 是 紧 的 ;而 由 工 的 任意 性 可 
知 , 它 对 所 有 : 紧 ， 因 为 对 fe @;, GG, f) 几乎 处 处 对 z 可 微 ， 
故 对 任意 f € Ea 和 几乎 所 有 t 存在 


lim — | fy) [OC + hm, z, dy) — OCs, z, dy)] 
d 
= PA GG, f). 


取 函 数 的 某 一 可 列 集 CCCa, tE [fdu re ° 的 值 完全 决定 


测度 gx, 我 们 断定， 对 几乎 所 有 :, 测度 序列 (3) 收 伍 于 某 一 测度 
P(t, x, B), 并 且 对 所 有 EEx 和 几乎 所 有 z 有 


[ecs, 多 dy ) 帮 7 一 £ GG, P. 
此 外 
R, G) 一 | e PG, x, dy fly) az. (4) 
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EM PCU, z, B) 是 集 了 的 测度 ， 它 对 每 个 * 和 几乎 所 有 上 有 . 
定义 (自然 ,作为 z 的 定义 二 不 信和 *)， 上 面 的 例子 说 明 ， 在 一 般 
情形 下 不 会 得 出 更 多 的 结 

我 们 现在 假设 2 w ES. 那 末 测 度 族 PCU, r, B) 是 一 紧 
集 。 对 于 fe B, 和 每 个 x, H T,f 对 z 的 连续 性 可 知 , 可 以 把 测度 
PCi, z, B) 连续 地 开拓 到 所 有 :。 从 而 , 这 时 转移 概率 和 函数 R, 
相对 应 ， 

我 们 可 以 这 样 来 利用 上 面 的 结果 。 假设 可 以 构造 空间 A 的 
一 紧 扩 张 从 ,使 得 可 以 连续 地 把 B, 中 的 所 有 函数 开拓 到 . E. 
这 时 ,可 以 在 .化 上 构造 一 转移 概率 PG, z, B), 对 所 有 xe ər 
和 几乎 所 有 1, 使 PG, z, ENZ) = 0 (E EÊ rh0)JF3E). 
这 时 。 可 以 在 空间 有- 的 某 一 扩张 上 构造 一 过 程 ， 使 它 的 轨道 对 
几乎 所 有 REK Zh, 

我 们 还 要 指出 一 个 条 件 ， 它 连同 条 件 1) 一 4) 构成 使 和 R, 相 
对 应 的 转移 概率 存在 的 必要 和 充分 条 件 。 这 个 条 件 的 不 足 之 处 ， 
就 是 难以 检验 它 是 否 成 立 ， 

定理 ”考虑 满足 下 列 条 件 的 转移 概率 PU, x, B): 对 JEE a 
lim Lf T(x) ds = Ka); 


brO 
函数 
Ri(x, B) = | PC x, B)dt (5) 


以 及 由 (1) 式 通过 R,(z, B) 所 确定 的 算 子 R, 满足 条 件 DA. 
那 末 ， 满 足 上 述 条 件 的 转移 概率 P(:, z, B) 存在 的 必要 和 充 
分 条 件 是 : 
5) 对 每 个 1, 由 


[mC z, 4) 767) = (2) REO (6) 


所 决定 的 测度 rU, x, p) 的 集合 是 紧 集 ， 
事实 上 ,在 所 作 的 假设 条 件 下 ,有 


. 135°% 


lim |, x, ady)f(y) 一 TG). (7) 


由 此 得 条 件 5) 的 必要 性 . 
如 果 条 件 5) 成 立 , 则 利用 (7) 对 所 有 f€ B, 成 立 以 及 测度 =, 
的 紧 性 ， 即 可 断定 满足 (5) 的 转移 概率 PG, x, B) 存在 . 


S4. 局 部 紧 空 间 的 Feller 过 程 


在 这 一 节 我 们 要 研究 随机 连续 的 齐 次 Feler 马尔 科 夫 过 程 ， 
它们 的 相 空 间 ”是 可 分 的 局 部 紧 空 间 。 首先 看 2” 是 紧 致 的 
情形 ， 

紧 空间 上 的 Feler 过 程 。 R RERE (F, S, 
P.) 是 2 中 一 (不 中 断 ) 刘 次 马尔 科 夫 过 程 ， 它 随机 连续 并 且 具 
有 Feller 性 。 记 PC, z, B) 为 过 程 的 转移 概率 ， 而 T 是 伴随 
过 程 的 半 群 .我 们 只 在 Ce 上 考虑 半 群 。 现 在 我 们 来 证 明 , 对 所 
有 Te @< 

jimlT 一 州 一 0. O 


使 (1) 式 成 立 的 多 中 函数 了 的 集合 , 是 #, BJ T-2E [B], 记 
EL. H S2(8) 式 可 见 ，R 人 (多 x)CS。 RW S # @ ZJ 
E. 那 末 在 Ca Ef4rE—#REETIZES I), EHNA f€ Z 有 
IG) = 0, ME j| = 1. BE Ze 上 上 的 任意 泛 函 都 具有 如 下 形 
A: 


1 = VON), 


其 中 人 37 是 等 上 的 有 穷 完 全 可 加 函数 ， 而 是 Q 中 Borel 集 
的 代数， 因为 对 所 有 Ea, 2R e SZ, JW 


0 = RGG). 


[8204 2 一 co 时 ,4 有 Rf ARKAT f, 故 根据 在 积分 号 下 取 极 限 
的 Lebesgue 定理 ,对 所 有 f€ @ + # 
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(Ia) = Xp = 0, 


站 


而 这 和 条 件 M = 1 FA. 这 说 明 LZ 一 多 we， 于 是 (1) 得 证 ， 

下 面 我 们 来 描述 紧 空 间 上 Feler 过 程 的 生成 算 子 。 

定理 1 A DEEE 中 处 处 稠密 的 一 个 集合 ， 定 义 在 多 
上 的 算 子 A, ERZE A 上 一 随机 连续 Feler 过 程 的 生成 算 子 
的 必要 和 充分 条 件 是 : 

D HRN > 0, 算 子 外 一 A EDRIC ARE 
等 变换 算 子 )， 

2) HFT A, WERKER: 即 如 果 re 2, Ja) > 
fC), W ANKz) < 0. 

证 。 由 多 =R) 可 见 条 件 1) 必要 。 条 件 2) 也 成 
立 ， 因 为 


AG) = lim È PCs, +, UO) — fGol, 


JPG, zo, IFG) — Kan] <0, 
下 面 证 充分 性 ， 首 先 证 明 , 当 Re4 > 0m, AF aA 可 
m, 分 别 以 Z* 和 E? 表示 形 如 g = g, + ig 的 函数 的 集合 ， 
其 中 go g € D 或 相应 地 B19 S; € @ x. 在 @* HH 5| BEF ?5 3⁄4 
iell = sup|g(z7 | 。 
设 IE- A 一 0 (ge Z2*), BR Ag 一 158， 假设 sup|g 


J| 一 1g(xo)|。 把 8 乘 以 常数 , 可 以 使 lel = g(x,)， 那 未 , 显 
然 Cro) = 0, gC) > (x) (g = n + ig). EA 

Ag Cro) = AED) 一 re (x) 一 aogi(xzo)， 
其 中 c+ ir= 4, c> 4， 故 由 条 件 2 有 


g(xo) 一 二 Az.) < 0, 


因此 lel 一 gx) 二 0, 即 jgl =o, 算 子 A — A 的 可 逆 性 
TE, Tú 
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R. = (I — A), 
现在 证 明 , 算 子 Ri 满足 条 件 
1R < =Y (Rea > 0). (2) 


设 Rif = z. WR 18 一 Ag = f. 如 果 lel 一 |g(xo)1, HES 
Z = geiaetzo ， 则 有 
1g — Ag =f, 

其 中 了 一 fehe, xit fel = gCo), if = Ifl. ig 2 = =+ 
it, g = ë tihs] =h + $. TR 名 (x0) 2 a) Er), 
因此 

oxo) 一 Ag.Çz42 = 六)， 
或 由 条 件 2) 有 


lal = (z) 一 二 Go) + Ag(z)] 
SIR) <E IB < — l. 
因而 
lel < RA < eh 


不 等 式 (2) 得 证 . 
Wfe% x, f> 90， 我 们 证 明 ， 当 4> 0 时 Rf 之 0， 假 设 
R,f(x) > R/C). 根据 定义 
aRifCx0) — AR, fC x) = f(x0), 
但 是 由 条 件 2) AR;(x) > 0. 因此 Rifle) > flo). 这 样 ， 
ATR 不 改变 自己 的 正 性 。，R; 的 预 解 方程 成 立 : 
R-R. = (211 — A) 1— (A-A) 
= RGI — AI — A)": 
— (al — A`)“ — AJR, 
= R [a — A) — GI — A)]R, 
= (p — 2)R,R,, 
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利用 预 解 方程 可 以 断定 ，R 的 值 域 不 依赖 于 %(4 > 0)， 并 且 等 
FZ. 现在 我 们 运用 Hille-Yosida 定理 。 根据 该 定理 ， 存 在 把 
Ea 变 为 它 自 身 的 半 群 T ,( Z 的 闭 包 等 于 多 zz)。 这 时 T=, 
而 且 对 了 之 0 有 Tj2>0, 因为 对 每 个 :和 *，Tf 是 名 wg 上 的 
线性 泛 函 , 故 在 加 上 存在 一 可 加 集 函 数 PG, z, B), 使 


Tf(x) = [OPC x, dy). 


H T,J EEA, PC, x, B) 是 测度 ， 由 等 式 Ril = 1/2 (由 
条 件 2), Al = 0) 可 知 Tf 一 1. 由 此 PG, s, .2 ) 一 1。 从 而 
PCU, x, B) 是 马尔 科 夫 过 程 的 转移 概率 ， 因 为 TA(%Zw)CBw, 所 
以 该 过 程 是 Fele 过 程 。 我 们 证 明 它 随 机 连续 ， 

由 Hile-Yosida 定理 可 见 , 对 所 有 fe @, 有 Tff 因此 . 
(k IEEE a, Hü E ` x == x BF f(x) > 0, Kz) = 0; V E 
包含 x 的 任 一 闭 集 ): 


lim P(z, z, V) po. fG)PG:, xo, dy) 





T a TG) 


= inf ELO eK) = 
过 程 的 随机 连续 性 得 证 ， 定 理 证 完 ， 

局 部 紧 空 间 的 规则 过 程 HER 2 是 可 分 的 局 部 紧 空 间 ， 
考虑 纪 上 的 随机 连续 Feler 过 程 ，P(1, x, B) EE Ry tE 
K, 假设 转移 概率 满足 下 列 条 件 : 

C: 对 任意 :> 0， 紧 集 玉 和 e> 0， 存 在 一 紧 集 K, EA! 
x€K, 有 PCi, x, K.) < g. 

记 @, E: @% > 中 这 样 一 些 连 续 函 数 f(x) 的 集合 ， 使 对 任意 
s> 0, 集 合 (z: |f(*)| 2 s) ERE., 注意 ,条 件 C, 和 下 面 的 条 
件 等 价 ; ATT, TAQ) = fPG:, x, IAO, WERA P. 
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事实 上 ,如 果 条 件 G 成 立 , 则 对 je @, 
{r [TA] 一 CNKR， 
其 中 K, 是 一 紧 集 ,对 xEK 有 PC, z, K) < s/2 lifli K = (x: 
If(*)| > 2/2}， 因 为 


TA) = | PG, =, ay) + | PG, r, O) 


K 


< [lP z, K) + > 


现在 假设 当 fe Wo 时 ,Tf Z. HERRERIA 

数 fe Go, 使 fx) 22 1, +€ K. H T,f € @ 可 见 , (z: [T4] 
Z= sy = K, 是 紧 集 ， 因 此 当 re @rNK, 时 
P(t, z, K) Tr) < e. 

转移 概率 满足 条 件 C, 的 过 程 以 及 此 转移 概率 本 身 都 称 做 规 
则 的 (正则 的 )， 

设 有 "是 由 空间 4 的 点 和 点 5 组 成 的 集合 。 在 2 hy] 
进 拓扑 如 下 : 原 属 K 的 点 x 的 邻 域 就 是 它 原 在 Z 中 的 邻 域 ， 
而 点 5 的 邻 域 是 形 如 AAK 的 集 , 其 中 天 是 A HRE, 2 
ERE. 如果 /了 是 S° 上 的 连续 函数 , 则 f(x) — J), z€ 2 ， 
是 属于 C. 的 函数 。 相反 ， 如 果 je 多 ,而 < 是 任 一 常数 ， 则 
Pla) — JG) + e, z€ ZM pO) c, 是 人 "上 的 连续 函数 ， 
设 是 空间 2" 的 Bored 集 的 0 代数， 我 们 把 {2%', 8} 上 的 
转移 概率 PU, z, B) 作 如 下 开拓 : 

P'(z, x, B°) = PCi, x, BAZ), ER, 
,、 fl 当 be B* 时 ， 
P z, x, P) = 1, 4 p € B° i. 

(容易 看 出 ,属于 S 但 不 包含 b 的 集合 ,同时 也 属于 8). 对 于 我 们 
所 研究 的 过 程 ,点 5 是 吸收 点 , 而 A 是 不 变 集 : PU, x, #@r) = 
1, *€ 慨 ,显然 ,对 任 一 马尔 科 夫 过 程 ,着 它 的 转移 概率 POU, x, 
BERE: PO, x, K) = 1, xE Z, APC, b, fb) 一 1 
({D} 是 6 一 个 点 的 集 ), 则 在 孚 ”上 (精确 到 随机 等 价 性 ) 有 唯一 一 
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个 马尔 科 夫 过 程 和 它 相 对 应 , 而 生 它 们 的 转移 概率 相同 : PO, ¿, 
B) 一 P(i, x, B). 
现在 我 们 来 研究 ， 以 PO, x, B) 为 转移 概率 的 马尔 科 夫 过 
程 的 预 解 式 RI 满足 哪些 条 件 。 除了 紧 空 间 上 的 随机 连续 Feller 
过 程 的 预 解 式 所 满足 的 通常 条 件 外 , RI 还 满足 条 住 
RI(x, 2 ) 一 1/1， 对 所 有 xe 2&, 
TU 34 b€ B’ Rt, 
RiCb, B >=, 6 bB, 
考虑 测度 | 
1， 若 5e B’, 
(8) ~ k 3 b ë B°. 
IBR 


RX, B°) = RL, BANZ) + T h (B). 
最 后 , 对 于 A 上 的 函数 P, 存在 
Ap = tim L [È POPC, =, ay) — P], 
当 上 且 仅 当 对 z € A 存在 极限 
AFCE) = im L || OPC, x, dy) — te], 


并 且 是 属于 Co AR Gr 表示 函数 . 闫 限于 A L) 这 样 ， 对 
rE R 
AF) = Afg le), AY) = 0. 

我 们 现在 利用 定理 1 来 描绘 规则 过 程 的 全 部 生成 算 子 ， 所 请 
规则 过 程 , 即 转移 概率 满足 条 件 C, 的 过 程 。 

定理 2 算 子 A 是 相 空间 名? 中 具有 规则 转移 概率 的 马尔 
科 夫 过 程 的 无 穷 小 算 子 ， 当 且 仅 当 满 足下 列 条 件 : 

1) A 的 定义 域 多 是 一 函数 的 集合 , 它 关 于 一 致 收敛 拓扑 在 
空间 Er 中 处 处 稠密 ,这 里 Cy EEN H c(fe @,, c 是 常数 ) 
的 函数 的 空间 ; 
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2) 对 于 一 切 je 22, 如 果 o > JG) (ze 2), BJ À j 
(zo) 委 0，( 即 满足 极 大 值 原理 ); 

3) 对 某 一 4 > 0, 算 子 村 一 A 把 Z 32 2 Hl. 

证 。 设 算 子 A' 定义 在 D'CEe 上， 即 定义 在 这 样 一 些 
函数 P E: PERAR fe Z 经 连续 开拓 到 点 5 而 得 到 的 , 而 且 
对 Pe Z° 

APG) = APG. z€ RA, APCO) = 0. 

显然 A' 满足 定理 的 条 件 。 所 以 在 (r°, 8) 上 存在 转移 概 

率 Pz, x, B°), 使 A' 是 它 的 生成 算 子 . 设 f(x) e @ s, 6) 二 0， 


则 JPG, b, yG) 一 0。 这 对 fe 9 是 对 的 ,因为 函数 10) = 
| ee b, yG) 连续 ,而 它 的 右 导 数 等 于 0: 


lm a + p) — 1(z) 
A10 ñ 


= lim È | Ph, b, 07)| [PGs y, dP 
一 jG, z, ds)F (2)| = (Ü) 


(由 于 |PG, y, da) € @9, 此 外 4(0) 一 0， 由 此 可 见 


a) = 0, 可 将 该 式 连续 开拓 到 E o 的 所 有 函数 ,因而 对 所 有 fe 
Ca, fb) 一 0， 有 


| IOP, b, dy) = 0. 


取 一 函数 序列 (fah: fe Ear, CJLPRERF 1, If] < K< 
°°, faCb) 一 0， 那 末 
P'(z, b, 2 ) 一 0。 
我 们 现在 证 明 , 对 xe K 有 PU, b, Z), BR ER 
移 概 率 PCG, z, B) 的 预 解 式 。 这 时 
f= GI — ARIP 
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= IRP — A'R 
_ Pa — ATR P]e, z€ 2, 
1 下 PCD)， x = b, 
因此 
[Rifa = Ry = | PORC, dy). 
由 BB。 上 的 线性 泛 函 的 一 般 形式 可 知 Rife 具有 上 面 的 形式 。 
设 FCb) 0, BR 
[i POPC, x, dy)e dt = | PORKE, dy). 
因此 ,车 取 一 序列 有 (x): aE) 一 0， 有 (x) — 1 (x e 2 ), WJH8 
[ PCs, z, A Jede 一 Rir K) = UA + 


(因为 Al = 0). 
由 此 可 见 , 对 几乎 所 有 t PG, z, 9 ) 一 1， 剩 下 来 只 需 注 
意 到 ， 由 


P + =, B) = PG, z, aP, y, I) 


= | G, r, 4y)P(z, y, Z) 


+ [1 — PG, x, ZPC, b, Z) 
< P, z, 2H) 

可 见 , PU, r, 多 ) 是 单调 函数 。 因 此 PO, z, 2 ) = 1, PCO, 
z, B) = P, x, B), z€ 2 ，B EB8, 是 马尔 科 夫 过 程 的 规则 转 
移 概 率 ， 定 理 得 证 . 

注 。 在 这 之 前 ,我 们 只 考虑 过 程 的 转移 概率 ,而 没有 顾及 过 程 
的 轨道 ,我 们 证 明 , 对 于 规则 过 程 可 以 选取 轨道 的 集合 ,使 其 中 的 
轨道 在 每 一 点 都 没有 第 二 类 间断 点 . 为 此 我 们 首先 注意 到 , 当 2 
为 紧 集 时 ， 规 则 过 程 满足 一 致 随机 连续 条 件 : S EE s > b 和 
V = (y: r(z, y) > e) # 


lim supP(z, x, V(x)) = 0, (3) 
P ; 
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事实 上 , 若 不 然则 可 以 找到 两 个 序列 r — xo W t0, 使 
P(A，x， Vlr) >3>> 0 现在 设 f) 一 Z + (z, Venlo), 


WRH r(x, z) < 二 时 ， 


re) — | Pla z, O) 


之 O) — [1 一 P( x, V,(z2)] 
一 PC, ts V,G2) + JG) — 1, 


因而 
lim| Km)—|PCa, Zk dy)f07) | = limP(z#,, xx, V,(z+)) > 8, 
k>% 
这 和 G) FA, 


由 第 一 章 $ 6 定理 2 可 郊 条 件 (3) 保证 存在 一 过 程 : 它 具 有 
和 原 过 程 相同 的 联合 分 布 (因此 也 有 相同 的 转移 概率 )， 但 是 没有 
第 二 类 间断 点 ， 
现在 考虑 局 部 紧 空 间 Z 中 具有 规则 转移 概率 的 过 程 。 把 转 
移 概 率 开拓 到 .2 "可 以 看 出 , 对 这 些 转移 概率 , 在 A 中 存在 
一 没有 第 二 类 间断 点 的 过 程 。 f 
记 Zell, co) 是 [0:co) 上 在 .2 中 取 值 的 这 样 一 些 函 数 +G) 
的 集合 : 它们 没有 第 二 类 间断 点 ,而 且 在 每 一 点 上 都 有 x*(: — 0) 
KxG + 0)€ 如 ,容易 看 出 ,多 410, co) 是 Zal, co) 中 的 
可 测 集 (关于 由 柱 集 所 产生 的 最 小 代数 可 测 ). 
我 们 现在 设 z, 是 Zell, oo) 中 的 测度 , 它 对 应 于 以 PU, 
z, B) 为 转移 概率 、 初 值 为 x(0) 一 x 的 过 程 , 而 且 该 过 程 没有 第 
二 类 间断 点 , 并 证 明 z,( 2 x[0, co)) = 1， 为 此 只 需 证 明 , 对 任 
E s> 0 T> 0, 存在 一 紧 集 天 ,使 
pr({z(，): EK, 0 和 上 委 7)>> 1— s, 
设 0 天 4 二 …- < 和 一 T， 而 天 和 天 是 两 个 集合 。 那 末 
1 一 pr({ D): EK, í< n, x(T)EK)) 
< 之 pC {x ): EK, iT 一 1 一] 
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x EK, xX(T)€ Ki}) PCT, x, ZANK) 
< sup ;5 加 P(T — frs J» Ki) 十 P(T, GE) ANK. 
YEK 


由 x(z) 没有 第 二 类 间断 点 可 网 
1 一 pdfz(.。): xG) € K, xCT)EKY) 
< sup sup P(z, y, K) + P(T , x, ANK). 
06<:<Tr YER 


因为 我 们 可 以 选择 Ki, 使 PCT, x, 如 \Ki) 任意 地 小 ,所 以 ,为 证 
明 我 们 的 命题 只 需 证 明 , 对 任意 > 0, 了 了 0 和 紧 集 K, FE— 
紧 集 K, 使 

sup sup PC, y, Kı) < e, 


0<2<T Y 
设 f€ @, 0 </G2) < 1, 4 z€ K, W f(x) = 1, 函数 
| JG, x) = 1 ÍR,/(y)PG:, z, dy) 
《其 中 多 满足 H 一 RA) < s/2) 具有 下 列 性 质 ; 
1) lim sup |{Cz z) — Kas z)| 一 0， 


tistà >00 
2) 对 任意 上 和 8 > 0, 存 在 一 紧 集 KO, 8), 使 对 EKC, 8) 
有 
Ees z)| < 5。 
由 和 性质 1)—2) 可 见 , 对 任意 s > 0 和 :， 可 以 找到 一 个 区 间 
A 3: 和 一 紧 集 K, EHNA sE A, z€ Kt 有 |s, x)| 一 e/2， 
由 [0, T] 的 紧 狂 可 知 , 存 在 一 紧 集 天, 使 当 z€ K, z€ [0, T] 时， 
IG, z)| < /2. 
Ek, 84 y € K hj 


PG, y, K.) < (PG, y, dz) 


=< 8/2 + | Raf, y, dz) 


< s/2 + ix, y) <e. 
我 们 的 命题 得 证 . 
中 断 过 程 ”在 $1 中 曾经 指出 ， 如 何 通过 给 相 空 间 补充 一 个 
状态 《过 程 在 中 断 时 落 人 的 状态 )， 把 中 断 过 程 化 归 为 一 般 过 程 ， 
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现在 在 特别 的 假设 条 件 下 ， 我 们 来 更 详细 的 讨论 一 下 这 个 问题 。 
Ar 是 局 部 紧 空 间 , 绝 "'" 是 它 的 紧 化 .我们 来 考虑 对 上 盖 0， 
r€ r, BEB 定义 的 函数 PCr, x, 了)。 假 设 它 满足 下 列 条 件 : 
1) PC, z, ` ) 是 号 上 的 测度 ,而 且 PG, z, Z), 
2) HAEA MB, PC, x, B) 对 * 可 测 ， 
3) HAE z: > 0, z> 0, re R, BES, 
jz, y, B)P(z, +, dy) =P + z, x, B). 


如 果 对 所 有 上 和 x, PG, x, @r)= 1, W| PG, x, B) 是 普 
通过 程 的 转移 概率 . 如 果 对 某 一 对 上 和 2z* 有 PO, z, 2 ) < 1, 
则 称 函数 PC, z, B) 为 中 断 过 程 的 转移 概率 。 1 一 PC z, 2- ) 
是 过 程 在 时 刻 z 中 断 的 概率 。 设 b 是 补充 给 有 ”使 之 变 为 紧 致 
多 "的 一 个 点 。 我 们 把 6 看 成 过 程 在 消失 之 后 的 状态 ， 对 re 
X, B'ES, WR 

PCi, x, {0 = 1 — PCO, r, X) 
P, ,b, B?) = s,( B°), 

2381, PO, z, B) E: (r°, 8) 上 的 转移 概率 。 现在 

看 它 是 否 满足 Komoropos-Chapman 方程 对 rt6 2 


| Ps z, ay), y, B) = | PG, x, ay3P(r, y, BDH 
十 [1 一 PCr, x, &)]5,( B) 
+ | zÇ, Xs dy) 
- [1 — P(r, y, Z )]8 CB) 
= P(: + r, x, B\{b}) 
+ |1 — P(: + r, z, .2 )]8,( B) 
= P(: + tz, x, B), 
而 
| mc， b, dy)P(z, y, B) = ja PC, y, B) 
= P(r, b, B) 
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š,( B) 
= P(z + z, n, B). 
考虑 满足 条 件 C, 的 随机 连续 Feler 转移 概率 。 那 末 显 然 转 
移 概 率 PG, x, B) 在 紧 空间 如 "上 也 是 随机 连续 的 和 Feller 
的 ， 事 实 上 ,对 所 有 fg (y) € ,和 任意 函数 (x)€ 多,1(b)= 二 0， 
有 


| PC, z, d0) = [rG, z, eO). 
而 由 规则 性 可 见 , 对 f € 名 ， 


| PC, x, 4y)Í() E Co 
此 外 


| me， z, dy) ° e = c, 


所 以 在 A ri#8qE— bH RIERA ELA BIN PU, z, B) 
是 它 的 转移 概率 。 WISE {Z a, N Pej, RR Z e ER 
数 x(z) 的 集合 : x*( 对 1 宇 0 定义 , 在 经 "取舍, 而 且 没 有 第 二 
类 间断 点 。 我 们 证 明 , 对 任意 紧 集 KCN 和 es > 0, 存在 一 紧 集 
KC 使 

Piel): rx) € K, z: + J) € K, 
ase {i,t + À]: z() € K) < 8, (4) 

和 上 一 小 节 一 样 可 以 看 出 ,这 个 概率 不 大 于 

sup, sup Plu, y, K). 


o<ugh yeki 
适当 选择 紧 集 K,, 可 以 使 该 式 的 值 任意 小 ( 见 上 一 小 节 ),. 
由 (4) 可 见 , 对 所 有 MERKER 有 
P{xC e OEK, <(:—+ hEK, 
Isé [+h]: x(s — 0) = b, 
或 x° (s) = b, W LCt 0) = b) = 0, 
因此 
Pafe): L Zb, La + )) = h 
Isé l, t + hl; Xs — 0) = b, 
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或 (二 或 地 二 号 一 地 一 人. 
R Dl CP a) Z a 中 满足 下 列 条 件 的 函数 (OB p: 如 果 
Cs — 0), (e) 和 (e 0) 之 一 等 于 b, 则 对 所 有 >s, 
x(t) 一 b。 因为 所 有 测度 P, 都 集中 在 集 Z, 上 ， 故 存在 一 随机 
变量 +, 使 
a e @ .# Í < L, 
“(l =b, >t, 
现在 看 3 中 的 过 程 , 其 轨道 定义 在 区 间 [0, z) E RIE 
它 的 转移 概率 PU, r, B) 看 成 “x( EHA AE BEB 
中 取 值 "的 概率 . 
如 果 对 z 存在 一 致 极限 
im + || PG, z, 2)/G) 一 Ka] = çG, 


yo 


则 中 断 过 程 的 无 穷 小 算 子 定义 为 :Af 一 g，fe 力 A。 我 们 证 明 ， 
Da RT- BARRIE Co 中 处 处 稠密 ， 设 全 ?是 以 PG: +, B) 
为 转移 概率 的 过 程 的 无 穷 小 算 子 , 多 ' 是 它 的 定义 域 。 记 多 为 一 
函数 的 集合 ,其 中 每 个 函数 是 由 形 如 Cx) 一 P'(8) 《Pe Z") 的 函 
数 限 制 于 A EDRR. BR, 对 所 有 f= IP — P(8)]= 


” | xz dyf) — G| 


= [jrG, z, apo) — E» 


从 而 f€ Za, 
我 们 指出 算 子 A 的 两 条 性 质 
如 果 max f(s) = f(x0) Z 0, f€ Da, 则 


二 [Po +, A — 1] 


< 二 | PC z, dG) — fx,)] 


< 


© 


> 
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因此 Ai(x,) < 0 
第 二 条 性 质 : 如 果 


R.) 一 人 TG), 
T: = |PC, t, 4y5JO), 


则 对 fe ,有 Rsf 一 aL- AD> 由 规则 性 显然 RCE) 
Ea 

此 外 , tE @,, Rif = [RIF]z, KPR 是 转移 概率 PCU, 
x, B) HWER TE IA ZC ERRE) = 0)， 所 以 

ARJ = [AR f ls = URP — Ple = 2R,f — f. 

结果 表明 ,为 使 算 子 A 是 某 一 中 断 马 尔 科 夫 过 程 的 无 穷 小 算 
T, 上 述 性 质 是 充分 的 。 这 由 下 面 的 定理 可 以 看 出 ， 

定理 3 设 集 Za AT BUA hE Co 中 处 处 稠密 ; 算 
+ 入 定义 在 多 A 上 ,满足 下 列 条 件 : 

1) HERAK pe Za, P) 2 0, Po) > pl), 

Aplr) < 0; 


2) 对 某 一 2 > 0, FO- AD 把 Z, 变 到 @, 里。 
那 末 存 在 一 (一 般 为 中 断 的 ) 过 程 , 使 A 是 它 的 无 穷 小 算 子 ， 
证 。 考虑 函数 的 集合 D, ERPE 一 P'(0)1z € ZA. 
TAD ECHR, fP e Zk 
AP = ALP — P(0)]=, z€ HR, APO) = 0, 
算 子 A 满足 定理 2 的 条 件 1) 一 3) EAR PG) 的 极 大 点 ro EH 
数 [一 PG0)1z 是 非 负 的 )， 而 对 所 有 eCe, 方程 
¿p — AP = g 
有 如 下 形状 的 解 : 
PCa) + go(6)72， 
其 中 P ERK fe 加 ,的 连续 开拓 , fJ 又 是 方程 
af — Af 一 [8 一 8&(b)]v 
的 解 ， 所 以 存在 转移 概率 PCO, =, B), 使 A 是 它 的 无 穷 小 算 子 。 
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因为 对 所 有 f e 2°, APO = 0, 故 如 以 前 所 证 PO, b, {th= 
L. FU, HMA re A d B e 9, P(:, x, B) = PCi, x, B) 是 
转移 概率 (只 是 PG, z, .2 ) 一 1 RURY). AARE CRA 
规则 性 , 而 A 是 它 的 无 穷 小 算 子 。 

现在 证 明 转移 概率 PCO, =, B) 的 Feler 性 ， 设 je @,, 而 
KK 是 任 一 紧 集 。 对 任意 s > 0 我 们 选取 一 紧 集 K., E PlU, z, 
ANK) <s, z€ K. 设 heE @, EKE $= f, ll = IA. 那 
AW x€ K I 

ITA) — TIel < 2|/lls, 

因为 T,, e #@C% +, WERK k T;,f £ @# > HARK — S W PB. 
于 是 TEF a. 

定理 得 证 

中 断 规 则 过 程 的 势 ” 通 数 PG, x, {6}) = 1 — PG, r, X), 
LEX, EK 上 (但 不 是 在 Z 上) 是 连续 的 , 而且 随 * 的 增 大 
而 递增 。 所 以 A 一 (z: PG: z, Z) = 11 是 闭 集 , 而 且 它 随 : 


的 增 大 而 递 降 ， 于 是 A 一 D) A, 也 是 闭 集 。 我 们 证 明 , 和 是 过 
i>0 


程 的 不 变 集 , 即 对 所 有 x € A 和 z>0， Pl, x, A) = 1, 事实 上 ， 
如 果 对 某 一 > 0, PG, x, ANA) >O, 则 


1 — PG: + s, x, Æ) | [1 — PG, y, Y] 


. P(t, z, dy) > 0, 
而 这 和 x € A REFE. 
称 过 程 为 以 概率 1 中断 的 ,如 果 人 是 空 集 ， 我 们 证 明 ,这 时 算 
FAEG, LIX. W pe @,, Ag = 0, H 
. tm To— t 
T,p — ç = lim f T, EE P ds = [T.A gas 


可 见 ， 对 -一切 上 有 To= o. 另 一 方面 , 如果 x € 2 EEPE 
正极 大 值 的 点 ， 则 


PCa) = |PG, =, ay) PO) < a) PCr xo A) < Ve), 
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因为 当 * 充分 大 时 , P(1, ro Z) < 1。 用 同样 的 方法 可 以 证 明 
?没有 负极 小 值 。 于 是 o= 0. 


WFE S 中 的 任意 紧 集 。 因为 {x; PG, z, S) < 二 是 


开 集 , 而 且 它 们 覆盖 F. WAE FIARA: FC U {x: P(tis 
xz 2 ) < 1). 那 末 当 >r = mah 时 ， P G:, z. ar) < 1, 
z€ F; 从 而 8 = 1 — sup P(z, x, ar) >. 我 们 证 明 


sup | pG, x, F)dz < co, 
i 0 
因为 


| P (z, z, F)dt = r SIPG + kr, x, F)a 


=0 


-| JPG, x, 2) $; Pkr, y, F)di, 


故 只 需 证 明 PCRr,y, F)< L, 其 中 工 是 不 依赖 于 ?的 常 
类 二 0 
数 ， 
注意 到 
Plar,y, F) = >; >; P,{z(CRr)EF KFA, 
m %0<ir<-<i,,<n 
ins XT EF, l= iert, ims z(ntr)6€ F}, 
所 以 
S Per, y, F)= DD) >， P,{fz(kr)EF， 
全 m n 0O<Cir<- <í, < 
凡夫 z(Ir)€ F, 
Li, lm; x(nr) € F}. 
其 次 ,对 任意 一 组 i < < ° < im 
DY P(ER k igt ina k < ni 


z(Ir)€ F, l = hy, ims x(nz) € F) 
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= È PieCkrJEE Re 和 i 
rü e F, I= is imi (int) € de} 


x 3 P,{xCIT)EF, I < r;x(rce)6€ F}, 


reml 


注意 到 ,对 z € F 
s PA{x(Ir)EF, l < r; *(rz)€ F) 


= P,{3r > 0: x(rz)€ F) 
=< P,íz (r) # by < 1 — ë, 
所 以 
> PEF, kÆ iset, ims k< n; 


0<iy <i < 

x EF, ts tn; xz(nr)€ F) 

=< (1 — 8) ` P, {r(A EF, k Z i,, tte, Imis 
OCC <, <s 

K < ie3r(1r) € F,l=1i,.**, in} < (1 — a)”, 
因此 ， 

S Plar, y, F< SG — a < 1— ë 

x s= 0 


Pro, z, F): < [G + =a) dt = È, 
0 9 ó 6 


由 所 证 明 的 可 见 , 对 任意 在 茶 一 紧 集 F 上 不 为 0 的 函数 1(%)， 
存在 


[| pG, =, aG). 
由 空间 Or 中 线性 泛 函 的 表示 定理 可 见 ,存在 测度 K, dy), 使 
[7 [PG #0) Ka = |K, yG, 


其 中 Klr, B) 对 每 个 x, 在 每 个 紧 致 上 是 有 穷 测 度 。 而 由 于 A 
是 局 部 紧 空间 , KKG, ) 是 of 有 穷 测 度 ， 函数 K, B) 称 为 


转移 概率 PO, z, B) 的 (位 ) 势 。 我 们 证 明了 ， 任 何以 概率 1 中 
断 的 规则 过 程 的 位 势 存在 ， 算 子 K: 

KJC) = | KG, 2yyG) 
对 一 切 有 限 支 集 函 数 定义。 但 它 也 定义 在 更 广 的 函数 类 上 。 例 
如 , 它 对 一 切 形 如 T,f (为 有 限 支 集 函数 ) 的 函数 有 定义 。 事 实 上 


r [ PG, z, a TH = |” PCs + 2, z, dy)J(y) 


— Ki) — | Ted 
同 理 
TK/—K/— | Ta (5) 


这 样 , 算 子 K 定义 在 函数 集 @ E. Z 中 的 函数 要 么 是 有 限 
KEAR RAENT EHI 是 有 限 支 集 函数 。 算 子 KK 和 TT， 
对 所 有 : > 0 可 交换 (# 是 T, URRE). 

对 所 有 JEZ, 存在 一 致 极限 
T,K/ 一 Ki 

n 


lm 


im -一 (6) 


H GATEL, H fe #, KO — D 是 连续 函数 .。 设 je 多 是 
非 负 函数 ， 那 末 , 若 改变 积分 顺序 : 
r r euT, Jdiqs 一 | ¿UT ,Kfar = N T Rfds, 
则 可 以 看 出 , 算 子 长 对 Rif, fe @, 有 定义 ,而 且 
KR,f = R,K/. 
记 Zx 为 算 子 KK 的 定义 域 , 它 是 满足 下 列 条 件 的 函数 f 的 集合 : 
sup | KC, 29)16G)| < o, 
显然 ，RiCEK)CEGK ,而 对 !>0 有 TCDJCEK， 
设 f 使 Aje Dk 《例如 ， f= Rp, pE Dr), 则 Af = 2f 
— pE Zx, RA Zx 是 线性 流 形 。 那 末 
KA j = — f, 
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事实 上 ,由 积分 [TAUGE D KAT 4> o 8, T> 
0。 因 此 有 
KAJ = m| T.A jds = im (Tf — D) = f. 
记 2 = (í: Afe Zx). WRH je Z, KAJ = 一 上 ìk 
Á RATA 的 值 集 (je Z), WJ AC 2, MEt p€ ŽE Ko € 
Eo. = (6) 表明 ,这 时 Ko € DA» 
AK = — ç, 


我 们 已 证 明 算 子 A uju, MATHE. WA A 的 值 域 . 
算 子 人 一 把 A 变 到 Za 在 集 A 的 某 一 子 集 人 上 算 子 人 K 也 有 定 
X, 在 这 个 集合 上 K=— A RINER A Aat ME. 如 果 
p€ A, H] p = Af. f€ @,. 所 以 p= lim1AR,J. 现在 选取 f, € 


Dr, 使 y, 一 Jl — 0. 可 以 建立 一 函数 1 AR, f 的 序列 ,使 其 
中 每 个 函数 都 属于 Á, ME VAR, 一 9?。 算 子 A 是 封闭 的 ， 
MATA” EHH. 


RINE AF K HPE É bsk m, “ra 关于 x 
aa, MKE f ERN. 
事实 上 ， 设 上 I> 0, 积分 [Tdi RF g, 
且 当 n, m —> oo 时 
[rr 





那 末 
Hm. lim a E Tj — [Tra 


< 和 IT Em | | r Td — r T: 
因此 ， 积 分 











-， 


r T,f,dt 
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关于 * 和 ?一致 收敛 ， 所 以 可 以 在 积分 号 下 取 极限 ， 算 子 A 开 和 
É 封闭 ,它们 在 处 处 稠密 集 入 上 相等 。 因 而 它们 处 处 相等 . 

根据 测度 K (z, ay) 可 以 构造 算 子 K 如下: 和 前 面 一 样 ， 先 
在 Dr 上 构造 及 ;然后 选 Dk 的 一 个 于 集 ， 使 对 属于 该 子 集 的 f 
有 Kfe wo; 在 所 选 子 集 上 令 攻 一 及; 再 取 民 的 闭 包 . 

设 x(?) 是 绍 " 中 的 中 断 过 程 ,x*(?) 是 弛 "中 和 x"(z) 对 应 的 
过 程 。 前 面 已 经 证 明 , 可 以 这 样 构造 x"(z)， 使 之 没有 第 二 类 间断 
点 。 

设 fe Zx 是 非 负 函数 , mr ECI Z HEER. 那 末 

Ki) 一 人 (PC, z, ofa 
一 N PGs ,dy)P (y)dt 
= E: | fx))a 


=E, | GOW, a) 


其 中 是 过 程 eCe) 的 中 断 时 间 . 
考虑 算 子 臣 有 界 的 情形 。 为 此 
sup K(x, Sr) < C < co 


必要 并 且 充 分 ， mh ORTL, 这 又 等 价 于 
sup E.¿ < C < co, 


从 而 
PASTIS 或 PG, #)<S. 
HERT, 使 C/T <<< 1， 则 有 
sup P(RT, z, 2) = sup | PO — DT, z, dy)P(T, y, 2) 
< asup P((k— DT, z, 2) < =. 
所 以 
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sup P(z, z, K) < Le”, (8) 


其 中 L = lle, 8 一 一 (1/T)Ina。 这 样 ,在 所 考虑 的 情形 下 , 对 
任意 连续 函数 IEE 


j PG, z, 4y)/G)] < ILe”, . 





sup 
所 以 
人 Po 2, ais 


关于 x € 9 一致 收 伍 , 并 且 是 属于 Fa 的 连续 函数 ， 而 多 , 中 的 
函数 变 为 qe, 中 的 函数 。 

我 们 指出 函数 K(x, B) 是 某 一 规则 随机 连续 Feller 过 程 的 
势 的 必要 和 充分 条 件 . 

定理 4 设 对 每 个 xc .2 ， 函数 K(x， B), xE Æ, Be %, 
是 3 上 的 测度 , 满足 条 件 : 

D 当 fe gs 时，| KG, dO) E @, 中 的 函数 ,而 当 
je @, W, CE 多 ,中 的 函数 ， 

2) 算 子 下 的 值 域 : Kf — | K (z, 4r)1G) fE thi Bl 
密 ， 

3) 如 果 je Zo KiC) > 0, 且 对 所 有 ro Kf) > KG), 
则 f(xo) > 0. 

IK KC, B) 是 规则 随机 连续 Feler 过 程 的 势 

如 果 sup K(x, A) < oo， 则 上 述 条 件 对 于 谈 命题 也 是 必要 
的 . 

证 。 条 件 1) 的 必要 性 前 面 已 证 明 ， 由 K-: 一 一 A 可 见 
条 件 2) 和 3) 必要 。 现 在 证 明 这 些 条 件 的 充分 性 。 先 证 在 rh 
K JTH, 

设 fe Bs 而 且 
|K, ay) = 0, 
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那 来 ,由 条 件 3) 可 见 , 对 所 有 * 有 f(zx) 0， 关 于 一 4 有 完全 相 
同 的 结论 ， 于 是 /一 0， 设 ZKE), # Z Ex A+ A 
如 下 : 
A= — K=, 

ATA 把 Z 变 到 多 里 。 我 们 证 明 , 算 子 A 满足 定理 3 的 条 件 . 

由 定理 4 的 条 件 3) 可 以 推出 定理 3 的 条 件 1)。 为 验证 定理 
3 的 条 件 2)， 我 们 注意 到 

QGI— A) = (a21 + K = KK + D. 

所 以 ,对 2 < 1/K 有 


GI- A) = K(> (= Dak) 


= $5 C DK, 
k=0 


它 是 定义 在 Z, LOE C 变 到 多 BR LPK, JA, GI— 
入) 把 多 变 到 多,。 由 定理 3 该 定理 得 证 . 

注 。 E PG,x, B) 是 中 一 规则 过 程 的 转移 概率 ， 我 
们 考虑 转移 概率 P.G, x, B) 一 PC r, B) 它 是 某 一 中 断 
过 程 的 转移 概率 、 它 的 势 等 于 以 PG, +,B) 为 转移 概率 的 过 程 
的 预 解 核 Ri(x, 4Yy)， 所 以 由 定理 4 可 以 得 出 下 面 的 结果 : R, 是 
某 一 规则 马尔 科 夫 过 程 的 必要 和 充分 条 件 是 : 

1) RG, B) 对 xe R, BESHE, 而且 它 对 8 为 测度 ， 

2) 算 子 R 把 @, 变 到 儿 ,, 而 且 它 的 值 域 在 F HHR, 

3) 如 果 对 所 有 f€ @,, x€ Æ 有 RIC > RC), Rf 
(xi 2 0, 则 f(x.) > 0, 


$5. 局 部 紧 空 间 的 强 马尔 科 夫 过 程 ， 


强 马 尔 科 夫 过 程 的 定义 ”我 们 对 于 这 一 章 所 研究 的 齐 次 马尔 
科 夫 过 程 类 重 述 强 马尔 科 夫 过 程 的 定义 (一 般 定 义 见 第 一 章 5 4). 
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BN 可 测 非 负 变量 7 关于 马尔 科 夫 过 程 {F , N, P.) 为 
马尔 科 夫 时 间 ， 如 果 对 所 有 :> 0 事件 (r> Ye fr。 对 于 多 
上 的 所 有 .可 测 变量 , 可 以 定义 算 子 6, 如 下 : 如 果 pele > 
Kala) eea xC)), HJ 

Grp = [Calha + r), ttt, z(a + r)); 
然后 把 0, 连续 地 开拓 到 所 有 N TWR. kih REEI o 
RAS, CEARD (r> Anku, ue .1,， 的 集合 的 最 小 
5 代数， 如 果 = 是 非 随机 的 , 而 ?有 界 并 且 4 可 测 ， 则 由 $1 的 
(5) 式 有 
E.O N) = Erop (modP.). (1) 

对 于 任意 马尔 科 夫 时 间 r MERN AWAR WEEE 0:q 
也 .小 可 测 , 而 且 (1) 式 成 立 , 则 称 过 程 为 强 马尔 科 夫 的 ， 

假设 相 空 间 ,2 是 度量 空间 , F 只 包含 右 连 续 函 数 , 而 过 程 
是 Feller 的 ( 见 $ 4), 如 第 一 章 $ 4 的 定理 7 所 证 明 的 , f. N, 
P.) 是 强 马尔 科 夫 过 程 。 

有 时 不 得 不 考虑 过 程 在 非 N 可 测 的 随机 时 刻 ( 例 如 ,在 不 依 
赖 于 过 程 进 程 的 时 刻 ) 的 值 。 可 以 根据 马尔 科 夫 过 程 关于 任意 o 
代数 流 .多 ,的 一 般 构造 , 来 给 马尔 科 夫 过 程 以 更 一 般 的 定义 。 为 
在 所 给 齐 次 过 程 的 定义 下 引进 这 样 的 时 间 ， 我 们 再 考虑 一 概率 空 
E {80, S, P} 9x F ESX .7 可 测 的 非 负 随机 变量 + 称 为 
广义 马尔 科 去 时 间 , 如 果 对 任意 :> 0, 事件 (r > rye Š x .Ar 
设 P; 一 Px P, 是 9 x F 上 的 测度 ，. 产 = S x +, F= 
6 x Nn É, 是 对 P, 的 积分 。 我 们 定义 作用 于 .可 测 随 机 变 
量 $ 的 算 子 0., 使 | 

LERF = OE ` 0,5,, 0.(š, + E) -= De 十 EA 
0 lim, = limb, ëz, 
对 任意 Bore 函数 g(z) M> 0 
OEC) = Eleny) 

对 任意 6 可 测 随机 变量 E, 0E 一 5。 记 .他 ,为 事件 册 N{r > a} 
产生 的 o 代 数 , 其 中 记 € ,Vr,， 那 末 下 面 的 引 理 成 立 ， 
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引 理 1 WRF, N, P) 是 强 马 尔 笠 夫 过 程 , 则 对 任意 丰 

R A TEIE E 
ELOELO = 名 (16). 

证 。 只 需 对 所 有 > 0, LEN, PER STIMWIZER” 
证 明 等 式 

I Ë.0,Ex,,Yu >am = É. IÉ. (E]S)Xu Xena]. (2) 
根据 Fubini 定理 ,随机 变量 + 和 专 对 于 几乎 一 切 固定 w 为 Jp l 
@. ir, mz. N 可 测 随机 变量 : 对 于 固定 的 o, + 一 rw， 
E= gu IR, 根据 Fubini 定理 : 

E.0,EXu Xen = E[E..0, E.Xu Ze >n], 
其 中 下 是 对 测度 P 的 积分 。 容易 看 出 , 对 几乎 所 有 o, z, 是 马尔 
PARN. k 
下 .0. S2Xu Xiru = Ex:[E。 Eal Xu Xu >, 
因此 , G) 式 的 右 侧 现 在 化 为 ° 
EELE., #,]ZuXe >a. 
最 后 ， 因为 根据 Fubini 定理 Etn = EE.5。w， 故 对 几乎 所 有 o 
和 测度 P, 有 
E.G16) = Erfa. 

EE, EBUR 在 (8lS)， 即 可 得 出 《2) RHEN, 

此 引 理 说 明了 ,在 推移 一 广义 马尔 科 夫 时 间 时 , 强 马尔 科 夫 过 
程 是 如 何 行动 的 . 

这 一 节 下 面 我 们 要 研究 局 部 紧 相 空间 的 右 连 续 Feller 过 程 
(从 而 它 又 是 强 马尔 科 夫 过 程 )， 

在 马尔 科 夫 时 间 的 半 群 ， 特 征 算 子 ”根据 公式 

Tf Cx) 一 E,f(x,) I 

可 以 决定 半 群 在 随机 时 间 的 值 ， 设 了 是 连续 函数 , 而 7 是 马尔 科 
RRN. WK fCx:) 是 .Y 可 测 随机 变量 。 事 实 上 ,我 们 先 假设 
RE kh 的 值 ， 那 末 


Ce) 一 2) (zu Kec, 
k=O 
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它 显然 是 . 少 可 测 随机 变量 ， 当 kar < (k + Dn B, 设 
Ts = (k + 1)/m。 rs 是 马尔 科 夫 时 间 。 因为 对 于 一 般 情 形 
f(s) = Em Ker)» 
故 作为 N 可 测 随机 变量 er) 的 极限 , e) 也 .fr 可 测 。 由 此 
立即 可 以 得 出 如 下 结果 : 对 任意 马尔 科 夫 时 间 * 和 Bord Ag, 
随机 变量 人 x;) A N SINI. 
如 果 f 是 有 界 Borel 函数 , 则 设 
T(x) 一 Ele). 
引 理 2 设 je Bh, 而 7 是 马尔 科 夫 时 间 ，Esr < co, MH 


Ta = G) + E, | Af). G) 
HE. ¿r+ RER kh XE. BR 
1) = 351 Cearna) — arn) Xerra 
k=0 


+ JG) [Xeeyo + Xul. 
由 此 可 见 
Ee) 一 (x) + >) EXEC arna) 一 ea) A ral 
k=0 


HDA 


AJ(z)d:| N ra ) 


= f(x) + > ExXir>rnE (| 


kh 


Aflr,)ds 


2 (k+1)2 
= f(x) + E. > Xeta f 
TO kå 


— G) + E, | Aedd, 


《在 上 面 的 一 串 等 式 中 ,我 们 用 到 级 数 SJ E,X >u = + Er 的 
k=0 


收敛 性 )， 
对 任意 *, 我 们 仿照 上 面 引 进 一 马 尔 科 夫 时 间 序 列 r*。 那 末 


E.J(x,,) = FG) + E, r A fCx)as, 
当 w — co 时 ,在 该 式 中 取 极 限 。 由 不 等 式 
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[IAs — AK <+ An 


即 可 得 出 引 理 的 结论 ， 

考虑 特殊 形式 的 马尔 科 夫 时 间 。 设 6 是 开 集 。 我 们 证 明 , 随 
机 变量 

re = inffs: x(s) €G] 

(首次 流出 G 的 时 间 ) 是 马尔 科 夫 时 间 。 因 为 z, 右 连 续 , 故 re 决定 
于 它 在 有 理 点 上 的 值 . 由 此 可 见 re 为 NN. REIER, 事件 
{rc > 让 属于 Ni 设 T 是 集 G 的 边界 .显然 (z(O) € GUT, s< 
€. Wk hs) 一 v(x,T), Ahri HOEN. AA 
LO 右 连 续 并 且 Jr, PIN, KA 

{re> 1} = (zG)e GUT, s < nM) > 0 二 让 
我 们 证 明 OCO 20, < Ye. 设 fo)y 是 一 在 10,:] LA 
密 的 点 列 。 如 果 G) > 0。 则 存在 包含 i 的 一 个 最 小 区 间 [wm， 
BCLO, z1, Ë inf%(s) > 0: s€ (7, 8), a< y < 8 二 Bi。 容 
易 看 出 ,随机 变量 a, 和 Pi 为 N 可 测 。 但 是 


TOER HETES [A GO > 0] 
ef {U [ars Pr) = [0, p| 


‘NN {0) > 0} NN [A (Alo) > ol. 


于 是 {4(7) >> 0,s <) EN, 得 证 . | 

很 容易 证 明 ， 对 任意 闭 集 3S， 随 机 变量 rs 一 inf[s: x(s)E5] 
也 是 马尔 科 夫 时 间 . 

r 是 首次 流出 点 x 的 邻 域 的 时 间 , 其 中 集 U 一 (y; |A 
f(x) 一 Afly)| < s). 如 果 Er < co， 则 由 《3) 式 得 

TAC) = fr) + [ATG + O(e)]Esr， (4) 
RIDERE E.r 在 点 x 充分 小 的 邻 域内 有 限 的 条 件 ， 
* 称 为 吸收 点 , 如 果 对 所 有 (> 0, P:{x; = +} =l, RINE 
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明 , 对 非 吸收 点 * 存在 一 邻 域 0, 使 Ery < co, 

设 f€ @>z, 0 <f=< 1, HW + S y h 1x) = 1,10) < 1. 
如 果 * 不 是 吸收 点 ， 则 对 某 一 上 有 Tf(x) < MFE a > 0 
和 zx 的 一 邻 域 ,使 TAG) 二 1 一 28,y& UU 和 若 设 U, = (y: f 
GD) > 1 -— 8), HJ%$ y € U = U,nU, 


PG, y, U) < | PG y, da) <1— 8. 


因此 

P.{rr >k} < P.,IzG)6 U,1= 1,-- k) < Q — 83, 
由 此 可 见 , ro 的 各 阶 矩 都 存在 。 

由 《4) 式 可 以 得 到 下 面 的 结果 。 IED Un 是 吸收 点 x 
的 邻 域 序列 ， 满 足 条 件 : 对 任意 令 域 UU 存在 N, EH > > N 时 
UCU QEU, | z). WR 


Af(x) = lim ESC) 一 JG) (z, = ru,). (5) 


zT, 
为 由 (4) 得 到 (5), 只 需 注 意 到 当 6 — co 时 ， 
Es 一 sup |10) — fx)| — 0. 

设 * 是 吸收 点 。 因为 Peir, = x) = 1, uB r 右 连 续 ， 故 
P.{x 一 +, 122 0) = 1， 这 时 ,对 一 切 UU3x 有 tv 一 十 o, mH. 
下 :rr 一 十 0。 男 一 方面 ,对 于 吸收 点 +。 有 

A1(a) = lim Ti fe) jm OSIE ao 
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因此 ,如 果 令 一 - J G) 式 仍然 成 立 。 
我 们 定义 过 程 的 特征 化 子 % 如 下 . 
我 们 说 函数 je Ge ATAF UE z 点 的 定义 域 Dur 如 果 
存在 极限 
AC) 一 lim Eken) — 6) fH) (6) 


x 人 Ty 
HR r, 是 首次 流 人 UV 的 时 启 ,而 U, E: x 点 的 任意 邻 域 列 , U, J 
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x。f(x) 就 是 算 子 A 作用 于 函数 了 后 在 * 点 上 的 值 ， 称 集 Z= 
站 Dar 为 算 子 中 的 定义 域 : 对 于 fe Z+, 在 一 切 点 zx L, É 


KYO 由 (6) 式 定义 ， 由 (5) 式 可 见 ， ACD 而 且 在 Za 
上 A 一 XA, Bl DƏ A (特征 算 子 是 无 穷 小 算 子 的 扩张 ). 

特征 算 子 之 所 以 方便 ， 是 因为 它 的 定义 只 要 求知 道 过 程 在 流 
出 初始 点 任意 小 的 邻 域 之 前 的 行为 。 换 句 话说 , 特征 算 子 具有 某 
种 局 部 的 特性 ， 

紧 空 间 上 过 程 的 特征 算 子 ”由 两 个 过 程 的 特征 算 子 相等 ， 一 
般 不 能 得 出 它们 转移 概率 相 邮 的 结论 ;由 以 上 所 证 明 的 只 知道 , 它 
们 的 无 穷 小 算 子 是 同一 算 子 的 压缩 。 以 后 我 们 会 看 到 , 不 同 的 过 
程 确实 可 以 有 相同 的 特征 算 子 。 然而 ,对 于 有 一 类 过 程 , 具体 地 
说 , 对 于 紧 空 间 上 的 随机 连续 Feller 过 程 ， 特 征 算 子 决定 过 程 的 

RK 是 紧 空间 ,外 是 马尔 科 夫 过 程 {F , N, P.) 的 特征 
HT RENEZ , N, P;} 是 随机 连续 的 和 Feller 的 。 我们 证 
明 , 这 时 特征 算 子 ARRELS NATA, HWH, 我 们 要 证 明 ， 
PCT A 的 定义 域 由 所 有 使 We 多 es 的 函数 fe Fw 站 Bn 组 成 ， 
记 gD 为 这 样 函 数 的 集合 。 设 A 是 定义 在 D., LIEF: Aj 二 
Af， 容易 看 出 , WR IEZ, FEE r BRAH, HJ WC) < 0. 
从 而 A 满足 极 大 值 原理 CHL S 4 定理 1), 而 且 其 定义 域 是 一 处 处 
稠密 的 集合 , 因为 D DDas mM Za CE PAE ATER 
1 > 0 和 一 切 g8e 儿 x， 我们 证 明 方程 4f 一 Af =g 有 解 ( 由 $4 
定理 1 的 证 明知 ，、 出 极 大 值 原 理 可 以 推出 此 解 的 唯一 性 ， 即 算 子 
(GE — A) ATDHE) 函数 Re (其 中 R, 是 所 考虑 的 马尔 科 
夫 过 程 的 预 解 式 ) 就 是 这 样 的 解 。 事实 上 , H Rigte 2A 知 
AR,z = AR,pg, 故 

1Rig 一 ARig 一 18 一 AR, = g. 
因此 _ 
GL — A)“ = Rg, 

从 而 多 ,一 Da, À = À, 
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这 一 结果 对 于 局 部 紧 空间 的 规则 过 程 有 如 下 推广 . 

定理 1 如 果 (F, N, P) 是 局 部 紧 空 间 A 中 的 规则 过 
程 ,是 它 的 特征 算 子 , 则 无 穷 小 算 子 的 定义 域 Da DNE, 
NAE Bo} 重合 , 即 所 唯一 决定 过 程 的 无 穷 小 算 子 . 

这 一 定理 的 证 明和 Z 紧 致 的 情形 完全 相同 . 

局 部 紧 空 间 中 ， 在 首次 流出 所 有 紧 集 的 瞬时 中 断 的 过 程 . 
一 般 来 说 , 我 们 将 研究 局 部 紧 空 间 中 的 中 断 强 马尔 科 夫 Feller 过 
程 。 假设 过 程 满足 下 面 较 强 的 随机 连续 性 , 以 后 我 们 称 之 为 局 部 
一 致 随机 连续 性 : 


对 所 有 f € @ >z, EA 中 的 每 一 紧 集 入 上 一 致 有 
lm 了 js) F. 


由 这 一 条 件 可 知 , 当 1 — + co E R 的 每 一 紧 集 上 aRt 
(R, 是 过 程 的 预 解 式 )。 

$ 3 的 例子 表明 ， 为 使 R, 是 一 马尔 科 夫 过 程 的 预 解 式 ， 上 述 
条 件 和 3 的 条 件 1) 一 4) 是 不 充分 的 。 所 以 , 甚至 在 局 部 一 致 随 
机 连续 条 件 成 立时 ， 描 绘 局 部 紧 空 间 中 马尔 科 夫 过 程 的 所 有 预 解 
式 (或 即 描绘 所 有 无 穷 小 算 子 ) 的 问题 , 比 对 紧 空间 上 的 过 程 (或 对 
局 部 紧 空 间 的 规则 过 程 ) 解 决 该 问题 更 为 复杂 , 它 没有 那样 简单 的 
ER. 

我 们 先 研 究 一 个 特别 的 中 断 过 程 类 。 在 $4 我 们 曾经 指出 ， 
如 果 给 逐 - 补充 上 一 点 8 以 把 它 扩 张 为 紧 空 间 A, HEE $° 
上 给 出 一 个 过 程 ,使 b 是 它 的 吸收 点 ,从 而 也 就 在 . 受 ” 中 给 出 一 中 
断 过 程 。 我 们 仍然 假设 这 个 娩 ” 中 的 过 程 是 右 连 续 的 和 强 马 尔 
科 夫 的 。 我 们 称 首次 流出 开 集 A OA “为 过 程 的 消失 或 中 
断 时 间 。 我 们 说 , 过 程 在 r ZARE, 如 果 对 于 任意 紧 集 K, 它 
首次 流出 这 一 紧 集 的 时 间 rx < Z. 称 (2, N P.) HERZ 
中 断 的 过 程 ， 如 果 存 在 一 紧 集 序列 K,, K,C K, , UK, = A, 
使 5 一 一 limte, 

此 外 , 在 这 一 节 我 们 要 研究 中 断 的 右 连 续 Feller 强 马 尔 科 夫 
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过 程 ,假设 它 满足 局 部 一 致 随机 连续 条 件 , 并且 在 A 之 内 中 断 ， 
我 们 将 要 给 出 根据 已 给 过 程 的 转移 概率 来 构造 在 时 刻 中 断 的 过 
程 之 转移 概率 的 方法 。 同时 证 明 , 后 者 唯一 地 决定 于 原 过 程 的 特 
AF. 

P'(z, x, E) = EXel z) exp f- | oas | 
其 中 v(x) 是 2 上 某 一 非 负 连 续 函 数 ，B。e 9, RINEN, PC, 
x, B) 是 转移 函数 . 至 于 说 P'(:, z, B) 对 于 3 为 测度 是 显然 


Etalea f= |” GD] = Er exp Í— | sls)as} 
xE (em f- 全 s(z yd Xalta) 
= E, exp | | vCa)ds} E, x,G)ew {— [weer) 

= E, exp {— (ea ] P°G6, z, B) 





r) 


= feu, Y, B)P'G, x, dy), 
因为 对 任意 有 界 可 测 函 数 (y) 有 
|”, z, dy) (y) = Erh(x,)exp 三 | or). 


RPE, PCr, z, B) 满足 KonMoropoB-Chapman 方程 ，P*(4, z, B) 
对 x 可 测 ， 因 为 


P(t, x, B) = Jim E.X 2Cr: )exp |- = > “eu 


三 1 


= lim E, exp f- = TETA) } | 
n >o n 


x ÉE. y exp 全 < ? Ë G} 
X -.。。X Erea) exp f- (H) ” 
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x 全 站 二 
而 对 任意 有 界 可 测 函 数 g(x) ,函数 Ereg) 可 测 。 由 于 
[#G, x, O) = Edla f- | oeda}, 

故 对 所 有 IEC > 

lim Pr， 27)H7) = f(x), 
即 转移 概率 P+, z, B) 随机 连续 . 

假设 当 x* 一 co 时 p(x) 一 十 co 使 对 所 有 :2 > 0 
lm E, exp f- f vx)as| = 0, 


为 此 只 需 e G) 满足 下 面 的 条 件 : WEU, E PLS IH 808573 P 
列 ， U U, = K, [U,]CU,..,, 而 加 是 这 样 一 些 数 ， 当 r€ 
[D, JNU, 和 Sh 时 满足 不 等 式 


PG, x, UN[Us) > 1 — =, 
Mj Ae inf v(x)->00 (neo) 事实 上 , 这 时 对 z€ 
xep AEn I . 


[U, JNU, A 
E. exp f- | se)ds | < E, exp 仁 W o(x,)ds} 


1 hn 
< -一 E-| evangsy 
hs 0 
< exp{ 一 inf s (z)),] 


z€U, L MU; 1] 
. (1 一 1) 十 1 — 0. 
对 于 这 样 选择 的 v(x) 和 je @ + 
tim |P°G, z, fG) = 0, 


引 理 3 如 果 5 是 流出 所 有 紧 集 的 了 时刻, IB. e (z) 满足 上 面 
所 指出 的 条 件 , e G) > 0, 则 
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P. j v(x, jds = + co} =], 
ME P.(Ë < co) > 0 时 
P. Ñ s(xz,)ds = + œj < o} = 1, 
证 ， 因为 v(x) > 0, 故 P, {| oC)as = + oj = 1. 所 


以 为 证 明 引 理 , 只 需 证 明 第 一 个 式 子 。 我 们 证 明 , 对 任意 e > 0 和 
x € K 


P. W vx)ds = + °| = 1, 
为 此 只 需 证 明 。 对 任意 = 有 Pr-lim |7" vads = + eo, 
其 中 zs 是 流出 U, 的 时 刻 (U。 是 v(x) 的 定义 中 的 开 集 )， 我 们 有 
P, A) veda > L} = Eps, {| oz > L} 
= E.P., [seo 全 veas} < e} 
>1— “EE, exp f- | Ga], 


而 由 于 ro -> oo, 故 当 = — oo 时 En exp f- | Gds} — 0, 
由 网 证明 的 可 见 ， 对 所 有 x* 

P, iy v(xs)ds = + co} = ], 
事实 上 ,和 如果 过 程 在 时 刻 中 断 , 则 

Ñ v (x,)ds = Ñ adds, 


而 若 过 程 在 时 刻 上 不 中 断 ， 则 由 过 程 的 右 连续 性 和 强 马尔 科 夫 性 
可 见 , 对 充分 小 的 e>0 


Erg e 
N y(xs)ds = Oç | v(xs)ds 
0 
ld € 
0 0 


有 限 ， 因 此 ,由 于 对 所 有 s> 0, | U CGO EFi), (Go) d 
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EI. SEWE. | 
以 后 要 用 到 下 面 的 一 致 局 部 有 界 条 件 : 我 们 说 过 程 满足 一 致 


局 部 有 界 条 件 , 如 果 对 每 个 紧 集 天 和 e > 0 存在 一 紧 集 K, 使 
sup 了 P-{z(zx)EK <e. 
定理 2 如果 过 程 满足 一 致 局 部 有 界 条 件 , 则 转移 概率 PG, 
z, B) 是 规则 的 . 
为 证 明 该 定理 ,只 需 确立 转移 概率 P'(¿, z, B) 的 Feller 性 ， 
先 证 明 下 面 的 辅助 命题 ， 
引 理 4 如 果 /e%, p€ @<,, fü g) 是 连续 数值 函数 ， 


WI > 0, 函数 Ene (| Hads )eG) 属于 Ea. 


证 。 因为 || Goa < Ml, 而 zG) ERB [一 Wl， 


I|) .上 可 以 表 为 多 项 式 的 一 致 极限 , MARE ga) = 2° E 
明 引 理 。 这 时 


a (Tias) 一 站 Ke) Kenda dsa 


OKs LLLE 





因而 


t 


Ee [| 7 Gds Joa) 
== [of Een) Kenon dsn 
LLa 
= n | ... | T.f "Ts fs Pr) ds don 


esc 


因为 最 后 一 个 积分 对 + 连续 而 以 用" lel 为 界 , 所 以 根据 在 积 
分 号 下 取 极限 的 Lebesgue 定理 知 它 对 + 连续 。 引 再 得 证 ， 
我 们 现在 来 证 明定 理 2。 设 
no POE GO) Sm 


n, # s(x) 2 n, 
那 未 对 f 宇 0, Je @< 
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E. exp 全 [G l f(x:) 


= lim E. exp i | vads} LEDA 
极限 号 后 面 是 递减 连续 函数 列 ， 所 以 函数 
TA) = Erexp {— | vedas} fa 


对 x 上 半 连 续 . RIRE HT IEC f 0, 函数 工 je) 
lB TEESR. DERRE TIO 下 半 连 续 。 事实 上 ， 这 时 通 
数 TOA- A 是 上 半 连 续 的 ,因为 它 非 负 ; 它 是 下 半 连 续 的 , 因 
为 函数 T?1 和 一 T;/ TEER. 因此 对 了 >> 0 和 fe 名 <， 函 数 
T?f 连续 。 由 此 已 经 可 以 看 出 , 如 果 T,1 EE a, MANA IEE a 
A TJIES g. 

从 而 对 f € # x, f 2 0, 函数 


R?) = [TAO eidi 


上 半 连 续 。 为 证 明 Rif《  , (f€ %,), ERRER Rr1 FEE 
R. 如果 对 所 有 fE @, # RIEC 则 由 $2 的 (15) 式 对 o> 1 
有 





TR Yf = (Rje — ze'Rtf 
+ 人 1 


27i 


sie Gy 一 IF R,/e*41, 


从 而 对 所 有 EC 有 Y/(Riyfe @, 这 样 ， 对 所 有 fE @, 和 
1>0#8 TRD EE. AA 
Tf = lim Tr2(Rr, 
MEALA EA MANE j € @, ATHE @,. n 
ASIN FF) f, 11, f, € Cos 则 可 以 看 出 Tr1Ge0= limT'y, l), 
即 T;1 FEES. 前面 已 经 指出 ,由 此 可 得 定理 的 结论 ， 
于 是 ,为 证 明定 理 ,只 需 证 明 函 数 


g€) = E, | exp - j. v(x )ds 一 ul: 
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THER. 因为 用 sD 一 十 >, EB ra tE 8 


glx) = lim E. r exp f- í v (x,)ds 一 u} dt, 


而 且 极 限 号 后 面 的 函数 序列 递增 ， 函数 v(x) EU, LAR. 所 
以 为 证 明定 理 , 只 和 需 证 明 , 对 pPEFas p > 0, 函数 


gG) = E, 人 exp r í Px)ds — ht la: 


在 U 内 的 每 一 紧 集 以 上 为 下 半 连 续 , 其 中 是 具有 紧 闭 包 的 开 集 ， 
而 7 是 首次 流出 吕 的 时 间 ， 

设 h(x) Eg， 而且 当 x EVCU 时 G) = 0, 34 rEU 时 
AG) = 1, 0 < AG) < 1, < 


fa (z) = E, | =p {- | pa — 1 — m J hole 人 


(7) 
由 引 理 4 可 更 ,对 所 有 和 有 fme) EECa. ER 


G =E, exp {— J oC)ds —& 
— m | hx)ds) 2: 
+E, [exp [aC — arm [Gs as 
< g(x) + EE, [exp 全 f plx )ds 一 1⁄ 


—m [aC] X dex,e U r<) 
+ P. Íz, € Un z < co), 
由 不 等 式 (x € U,NU) 


Eexp 全 m j. Caas} < — E, | exp | 入 AAGO) ds 


1 

A 
1 A 

< = 1f PCs, x, 有 NT 
zeUaW A Jo 


+ (a 
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可 见 , 对 任意 ?可 以 选择 m, 使 
E,. fex 全 f p(x)ds — àt — m AG): } diX( ret nr ce) 


可 以 任意 地 小 。 因 此 ,对 任意 和 8 > 0, 当 m 充 分 大 时 有 
f GD Sg) + 8 + Pir EUT < co), 
内 一 致 局 部 有 界 条 件 , 当 一 00 时 sup P,(z,€U,, x < co) — 0, 


所 以 ,对 任意 s > 0 和 所 有 充分 大 的 mw, 不 等 式 fna) Sgae 
成 立 ， 另 一 方面 ， 

gC) 一 lim lim fn). 
由 此 即 可 知 g(x) 下 半 连 续 ， 定理 得 证 . 

下 面 的 例子 说 明 , 对 于 不 满足 一 致 局 部 有 界 条 件 的 过 程 , 转 移 
概率 P'U, r, E) 未 必 是 Feller 的 ， 

例 。 A 由 全 体 自然 数 和 点 z, 一 1 一 1/z, n=l, 2, 
组 成 。 在 时 间 区 间 z, 内 过 程 位 于 点 ras r, 服从 指数 分 布 , 均值 为 
an; 在 服从 均值 为 bn 的 指数 分 布 的 时 间 区 闻 内 过 程 位 于 点 ,其 中 
Za < 0, Dh, < ©, 而且 


lim (> Ja) = 0, lim ( > sn/on) = 0. 
N+ s= N -~ naN+ı 


过 程 (以 概率 1) MUA n n + 1 8035, TURR 二 从 x, 向 点 


n 十 工 转 移 ， 而 以 概率 1 一 1/n 向 点 x, Á 转移 。 经 无 穷 多 次 转 
移 之 后 过 程 落 人 点 l, 然后 又 按 以 前 的 规律 继续 自己 的 进程 。 绝 7 
由 的 拓扑 是 一 般 的 ，1 是 唯一 的 一 个 极限 点 ， 显然 当 ¿LO PF, 
T,f (z,) > fx»), 而 T,(s)— (n). 为 验证 局 部 一 致 随机 连续 
条 件 只 需 证 明 , 当 1,4 0, a — co kt, Tafla) C), G Dt 
程 首 达 自然 数 集 的 时 间 , 而 5 为 首 达 无 穷 的 时 间 ， 那 末 
P(#,, £as [2,3, -**]) 
< P. {5 < tabi + L, > #,Y + P,ír, < Irto 
KP r 是 首次 流出 点 1 的 时 间 ， 显然 
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limP{z < 4} = 0, 


而 
Pa, {E < lns š, + Ča > lat 
= [PAG e ap, (> n sli = n. 
容易 看 出 ， f 
Ps {bi € ds} = L ,-“s(1 + o(1))4s, 
而 
P. > 1a — lü = < min 1; S aan — 2]. 
kwusn+1 
从 而 
PIL, < #,, š, + Z, > tu} 
一 工作 e *eamin | 1, 3 brf (ts 一 d 
. as |. | 之 G >] i 
可 以 用 


mi [2 + + s ajeti 5 brlan 


s <t, k=n+1 t=s+1 
来 估计 上 式 的 右 便 , 可 见 它 趋 于 0。 因 此 , 当 n 一 oo 时 ， 
IT...) — KD < sup |fG) — tQ) | 
+ 2P(z,, Xx. [2, 3,--:]) — 0. 
由 此 可 见 ; 当 上 0 时 ,在 每 一 紧 集 上 有 T,f(x) — G) (局 部 一 致 
随机 连续 性 )。 容易 证 明 过 程 的 Feller 性 。 然而 ,一 致 局 部 有 界 
条 件 对 于 该 过 程 并 不 成 立 。 如 果 天 是 由 点 +sn 一 1, 2,……) 和 
1 构成 的 紧 集 , 则 P. (z(z,)2>n] = 1. 这 时 转移 概率 P'G:, x, B) 
不 是 Feler 的 , A% TAC) 可 以 取 任 意 值 ,而 
lim T;fÇz,) 一 limT?f(n) = 0. 
$. 对 于 以 概率 1 连续 的 过 程 , 跃 度 有 界 的 过 程 ,以 及 具有 
离散 拓扑 的 空间 中 的 过 程 ,一 致 局 部 有 界 条 件 自然 成 立 ,因为 在 这 
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样 的 空间 中 只 有 有 穷 集 才 是 紧 集 。 I 
我 们 现在 来 构造 以 P"(1, r, B) 为 转移 概率 的 过 程 。， 设 
LF, N, P.) 是 已 给 马尔 科 夫 过 程 ， 记 . 忌 为 定义 在 [0, t) E 
的 函数 x(z) 的 集合 , 其 中 是 任意 实数 , 满足 不 等 式 $ < E (£ E: 
流出 一 切 紧 集 的 时 间 )， 而 且 每 个 函数 el), rE [0, ¿), 5 S rh 
的 一 个 函数 ( 当 e [0 上 ) 时 ) 重 合 。， 以 .多 表 SF 的 子 集 的 0 代 
数 : 它 由 形 如 S NA 的 集合 所 产生 ,其 中 4 是 . 力 , 中 的 柱 集 ; 而 
多 :是 . 户 中 的 函数 GO, sE [0, E), 2 > 1, 的 集合 。 对 于 任意 
AEN: WEP 定义 为 
PICA) = EGC exp {— | vedas} 8) 
这 里 所 引进 的 数 $ 就 是 过 程 的 中 断 时 间 。 (由 引 理 3 可 知 ， 以 
P(t, z, 8) 为 转移 概率 的 过 程 的 中 断 时 间 满 足 不 等 式 $ < PD. 
我 们 来 研究 过 程 (S. r. P- 和 (F, Z, Ps} 的 特征 算 
子 之 间 的 联系 。 前 者 的 特征 算 子 记 作 所 , 而 后 者 的 记 作 SP. 如 果 
PE Dy rs 则 . 
Eiqp(x:,) — ple) = Epler) 
- exp [- N cz] — g(x) 
= EpC) — p(x) + Eple) 


[we] 下 


exp 全 r, vx); | —1 
= — tulele) + OCsup | (y) — o), 
故 当 U4 x, 而且 x 不 是 吸收 点 时 ， 


Een) elo 一 > Aplr) 一 v(x) plx), 


ATU z, QP 没 定义 ， 但 是 对 这 样 的 点 自然 设 Wf 一 一 of. 
假设 一 致 局 部 有 界 条 件 成 立 ， 而 A 是 过 程 (Š, F, P+} 的 无 
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因为 


穷 小 算 子 。 因 为 该 过 程 是 规则 的 ,所 以 算 子 A 定义 在 在 F hA 
密 的 子 集 2, 上。 在 该 集合 上 算 子 A: 和 %r 相等 。 对 pe 2, 
Ap = % p — vp, 
而 由 定理 1 可 知 ， 包含 所 有 满足 Wp 一 vp € @, 的 o. 
我 们 现在 来 讨论 如 何 定义 在 流出 所 有 紧 集 之 后 中 断 的 过 程 . 
设 
P.G, z, B) = E,X,Cx,)exp |- L í vz)ds |, 


其 中 "是 和 前 面 同 样 的 函数 。 对 所 有 je @ , 存在 极限 
lim PC z, dy)fC») 
= lim Ef(x,)exp |- 二 [ v(xe)ds l. 
这 个 极限 可 以 写 为 
{Pc, x, dy)f(y), 


其 中 PC, z, B》 也 是 转移 概率 。 对 任意 f 宇 0, 下 面 的 不 等 式 成 
立 : 


[PG z, d6) < [PG dO) 


< PG, z, 290. 
由 此 可 见 ， 在 每 一 紧 集 上 -一致 有 
im | zc， xz, dA) = IG), 


因此 对 转移 概率 PCG, x, B), 局 部 一 致 随机 连续 条 件 也 成 立 . 
为 了 说 明 所 找到 的 转移 概率 PO, x, B) 确实 是 在 时 刻 上 中 
断 的 过 程 的 转移 概率 ,只 需 注 意 到 ,以 概率 P, = 1 有 


£ 
lim exp [- 一 | vCa:)as} = K>» 
; . 
因为 P, [| zG)4 = + oo} = 1, 
o 
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我 们 指出 一 种 求 转移 概率 PCU, x, B) 的 方法 ， 它 也 适用 于 
一 致 局 部 有 界 条 件 不 成 立 的 情形 . 
BIES 如 果 g€ Fw, IEE, NAR 


“oz = Eeezp | 一 Co] IGO 
满足 下 列 积分 方程 : 
ulis £) = TA — | JG — s» POPC, z, yy. (9) 
证 .把 等 式 
exp 记 | PCru)du} 一 1 一 í exp 全 人 pC ddu} (x ds 
MURRU), 然后 求 数学 期 望 E。。 由 
下 ,exp 全 | Pradu} PLe)fCe:) 


= Espa )En exp {— | pes)an} ar) 


得 (9) 式 . 
注 。 最 好 用 拉 普 拉 斯 变换 来 解 方程 (9)。 W: 
u(x) = (eu, r)dt, 
则 得 w(x) 的 下 列 方 程 : 
aG) = RG) 一 | Ge, dyja OPG), G) 


其 中 R.Gz, B) = RGG) 因为 |R,|<1⁄2, 823 +> lel 
时 ,方程 (10) 有 唯一 解 (和 :<ipli-! 时 方程 (9) 完全 -- 样 )， 沙 
对 充分 小 的 : 知道 了 函数 


E.exp 全 人 we fxs) 
的 值 ， 则 利用 关系 式 
E.exp {je | fC) 一 Eexp 全 全 pG) ] 
Enep f- | GGe QD 
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我 们 就 可 以 对 任意 大 的 * 确定 该 函数 ， 办 而 , 对 所 有 ”= 和 可 以 
确定 函数 


Eexp {> 1 f‘ vndis} Kao, 

Rh H olr) <n ht ola) = (z), 而 当 v(x) > n 8] e,G) = n, 
现在 有 

)”G, x, 4y)J(y) = lim lim E, 

op L | Ga] G). aD 

我 们 研究 转移 概率 Pz, x, B) 的 Feler 性 问题 ,假设 一 致 

局 部 有 界 条 件 成 立 ， 因 为 对 EE 儿 4, +> 0, 
jP, x, dy)fCy) = lim| P.G, x, dy)f(y), 


而 且 积分 号 下 是 递增 连续 函数 的 序列 , 故 对 这 样 的 妃 函数 | PC, 


z, dyf) FEER. MUs WE RULE Zw， 则 对 所 有 f€ @< 
有 Rife Ww， 由 $2(15) 式 可 见 , 对 所 有 fE € >, 


|PG, =, y) (RIF) e Fa 


我 们 现在 注意 到 ， 由 原 过 程 的 Feler ETA, HERRE K, 当 
z€ K hj, WER PO, +,*) 弱 紧 ， 由 第 一 卷 第 六 章 S 1 定理 工 可 
知 , 对 任意 s > 0 可 以 找到 一 紧 集 K, 使 PG, x, ZNK) < e, 
zt 天 。 因 此 , 当 xec 天 时 ， 

Pli, x, ANK) SPU, =, ANK) < e, 
因为 


sup 
Ek 





eG, =, G) — |FG, z, ERY) 
< 2e + sup |/G) — P(RDYG 1， 
Em sp O — ARDY] 一 0， 而 且 在 每 一 紧 致 上 一 致 有 


im PG, z, dG) 一 1， 所 以 PC z, 4y)1(y) 在 每 -时 
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集 上 作为 @ í 中 国 数 的 一 致 极限 , 它 也 是 Cae 中 的 函数 。 
利用 这 个 事实 ， 可 以 引进 转移 概率 PO, x, B) 的 Feller 性 
的 某 些 充分 条 件 。 
定理 3 在 满足 一 致 局 部 有 界 条 件 的 情形 下 ， 下 列 每 一 个 条 
件 对 于 转移 概率 P, z, B) 的 Fele 性 充分 : 
1. 在 每 一 紧 集 上 一 致 有 
lim E.E- (1 — eH) Xira = 0. 
2. 对 任意 上 在 每 个 紧 集 上 一 致 有 
Hm P. | L < | (aas < o} = 0. 
证 。 如 果 条 件 1 成立 
5 ] 一 t 
R1 = E. |. cu = E, 1 — ~ 


te ee 
E. 2 + P Ec 181 一 eE] Xr, con 


= E, [e et + Ere ten aE, [1 一 e], 


上 式 中 第 二 项 不 大 于 
" Ex < 6 Er, [1 一 c 38], 
BER- £ F -— S ok 0， 对 于 G(x) € @,, 3 x€ U, N 
G(x) 一 0， 当 EU, 时 G(x) > 0, 23 
E, r eds = lim E, [ep f- at—m f G(x)4;] dt, 


作为 连续 函数 的 递减 序列 的 极限 , 它 上 半 连 续 。 这 就 证 明了 条 件 
1 的 充分 性 。 对 于 条 件 2, 338 m > ç bf, 


E. | exp -4 p | ord】 一 exp į- 二 | s(x,)4s H 
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<(L-1)r+ p [L < [ G) < =]. 


所 以 ， 在 每 一 紧 集 上 P.G, z, A) 一 致 收 伍 于 PG, z, Z). 
因此 ， 对 所 有 :, PU, z, Z) 作为 的 函数 属于 Ce. 定理 得 
证 . | | 
我 们 称 过 程 为 局 部 Feler 的 ， 如 果 对 所 有 EE A Te 
Ca. . 
定理 4 设 并 是 定义 在 某 一 集合 DCFe 上 的 算 子 。 假 
设 存在 一 非 负 函数 v(x) ，km v(x) 一 十 00, 并 且 满足 下 列 条 件 : 


D 对 某 一 4 > 0 和 所 有 自然 数 >, AFAN: 
Anj =a (a +v) 


定义 在 C 中 处 处 稠密 的 集合 ZP 上 ;而 且 把 ZDP 变 为 一 在 多 。 
中 稠密 的 集 ; 

2) 对 所 有 >， 该 算 子 满足 下 述 极 大 值 原 理 : 如 果 re 2, 
而 且 f(xo) 之 JG), f(xo) > 0, 则 AO. JC) < 0; 

3) 存在 一 函数 (x) EDP 的 序列 ; supX) < co, Xle) 
收敛 于 连续 函数 XCz) ，sup ARX, 二 0， 而且 对 所 有 z 

lim ARX) = — 1, 

BR, 上 述 条 件 是 使 算 子 % 为 局 部 Feler 过 程 的 特征 算 子 的 
充分 条 件 ; 而 如 果 过 程 满足 局 部 一 致 随机 连续 条 件 和 一 致 局 部 有 
界 条 件 , 则 上 述 条 件 对 于 % 是 局 部 Feler 过 程 的 特征 算 子 也 是 必 
HR. 

证 。 在 这 一 小 节 前 面 已 证 明了 条 件 1) 和 2) 的 必要 性 
《应 取 20” 为 以 PG, z, B) 为 转移 概率 的 过 程 之 无 穷 小 算 子 的 
定义 域 )。 我 们 证 明 条 件 3) 的 必要 性 。 ik X,(x) = Riogs(x)， 
其 中 RP 是 以 P,(1, x, B) 为 转移 概率 的 过 程 的 预 解 式 , 而 


En) € x: supg,(z) < co, 在 每 一 紧 集 上 gz) 一 致 收敛 于 1， 
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那 末 
ARX, (Cx) 一 一 EZO — ( [一 一 Ls) ze) | = — g, Q). 
此 外 ， 
EmRY g(x) = lim r eE, 


` exp {- P f Do g.(x,)d: 


= E. j e qi 
= R'21(;). 
而 由 过 程 的 Feller 性 知 , RA ROLE) 连续 ， 
现在 证 明 这 些 条 件 的 充分 性 。 根据 $4 定理 2 可 以 构造 一 过 
程 , 使 它 的 无 穷 小 算 子 在 DP L5 A- Ł, 重合 . W P.G, x, 
3) 是 该 过 程 的 转移 概率 ,而 z) 是 它 的 右 连 续 轨道 . 对 m <ni 
PCi, z, B) = E, X (zt) )exp (+ 一 L) | vaas}, 
仿照 前 面容 易 验证 ,PYY(1, z, B) 是 规则 转移 概率 。 和 以 a 


x, B) 为 转移 概率 的 过 程 的 算 子 的 定义 一 样 《 见 本 小 节 前 面 ), 可 
以 定义 所 构造 过 程 的 特征 算 子 。 此 即 


1 1 . 
i +(; 5) sr 
这 里 9, 是 过 程 + 的 特征 算 子 。 因为 规则 过 程 的 转移 概率 决定 
于 它 的 特征 算 子 ， 故 


PPU, x, B) = Palt, *, B). 
MAR m <n 


P,,(z, x, B) = E,X,( r!” )exp (+ — L) | xx 


< E. x (+; 一 P,G, xs B). 
从 而 ， 存 在 极限 
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PG, x, B) = limP,Gz, x, B). 


PU, x, B) 是 某 一 过 程 的 转移 概率 。 对 于 f€ Bg, > 0, 由 不 
等 式 


[Pa Ce =, DII < |P'u, æ, dO) 
可 见 , 当 4 0 时 ,在 每 一 紧 集 上 一 致 有 |PC z, O>). 
事实 上 , 若 不 然 , 则 存在 一 点 列 凡 一 aa 和 四 ee， 使 
Tm |e) 一 [Po zoo dy)9()| > a> 0. 
设 (x) 6 Z, p) < (xa) = 1 (z = r), V, = (z: G(r) < 


1 一 oj。 对 点 如 的 每 一 邻 域 避 存 在 > 0, 使 FoUD = 2”, M 
在 选择 n, SBPRU I > 0, E rEéEU, < h, 


0 < Kri) — | P,G, z, a9) < e, 
MRH EU, <h, 

0 < Ka) — |PC, r 0G) <e, 
从 而 当 x E01 二 时 有 PU, x, Va) < e/(1 一 p)。 所 以 
plr) 一 Po， Xk» dp | 





lim 
t—>0 
k>a 


< 2|lell lim P G, trs Va) + sup lel) 一 p(xo)| 
xS Vp 


km 





e 
< 2 ||ell + sup |p(z) — px)|, 
1— p zv, 





即 对 任意 > 0, e> 0, 5 入 2lol 一 十 sup19(x) 一 g(xo)|, 
1— p xzEyp 


这 与 ?5 > 0 矛盾 。 这样 就 证 明了 ,对 于 转移 概率 PC, x, B), 局 
部 一 致 随机 连续 条 件 成 立 。 


我 们 证 明 ,对 所 有 fe Co, TYC) 一 |=, z, dy)f(y) 连续 ， 
即 证 明 过 程 的 局 部 Feller 性 。 注 意 到 ,对 1 之 0 
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[PCer 23 O) 1 | PG, z, dO), 
因此 ,对 所 有 Eg, 1> 0, 
lG) 一 | |PG, z, dOa 
是 连续 函数 


ROf) 一 | |P., x, ayj) eds 


的 递减 序列 的 极限 ， 记 以 它 下 半 连 续 。 我 们 现在 证 明 ， 对 所 有 
Je @+, Rife 多。 为 此 只 需 证 明 RA e 名 wx， 而 这 由 定理 的 条 
件 3) 即 可 得 出 ,因为 


Ri I(r) 一 lm E, [ep i- ,⁄ 一 1 | vx)as} gn(xi)di, 


其 中 z, = ARX, 而 条 件 3) 保证 了 函数 x, 的 存在 性 ， 因 而 ,对 
MALEC RI E @,. 由 $3(4) 式 
0N2 i DN2. 120 1 gio R; 4 
TR) = “(Rf — ie RY + —— Wa a “Y: e¥dh, 

其 中 > 1. 因此 , HRA f€ @#,, TRYJEEZ a. BAX u> 
0, Re 不 依赖 于 u, 故 对 所 有 feE 儿 x 和 n> 0, TRYJEG a. 
如 果 0 SES fg € @,,f 8 (RY es NART (e f T, 下 
半 连 续 , 而 Ts 连续 , g Tj 也 连续 ， 因 为 RYE 关于 在 每 一 
紧 集 上 的 有 界 一 致 收敛 的 意义 上 在 @ + 中 处 处 稠密 , 所 以 对 任意 
非 负 的 有 限 支 集 函 数 ( 即 在 某 一 紧 集 之 处 为 0 的 函数 ), 存在 一 函 
数 je (Re 使 8 <j. 从 而 ,对 多 中 的 任意 有 限 支 集 函数 
g, Tg € 儿 Fw， 因为 对 于 多 ,中 的 函数 , 都 可 以 用 有 限 支 集 函 数据 
EE WANS JEE Type 多 ww， 定理 得 证 . 

注 。 在 定理 4 的 条 件 下 ， 在 无 穷 中 断 的 过 程 未 必 是 Feler 
过 程 . 看 下 面 的 例子 ， 

设 X 一 [0, co), 多 是 由 区 间 [0, z|2 一 c) 上 的 函数 
(十 ao，0 委 上 <x/2， 组 成 ， 那 末 中 断 时 间 “ 依赖 于 初始 值 

P,{¢ = x/2 一 arctgz = 1, 
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因此 xz = cig z Et. 


TG) = -ff t > x|} — arctgr, 
HARA. 但 是 定理 4 的 条 件 对 于 该 过 程 成 立 。 算 子 % 在 可 微 
函数 帮 w7 上 定义 为 


t < xj? —arctgr, 


Alr) = (1 + f (a), 
取 vl) = (1 +í). BRA c> 0 时 对 于 所 有 zg @#,, 方程 
f %J + c(l + 2) = g 在 多, 中 有 了 唯一 解 : 


JG) 一 Ee e 7 exp {ce(s — z) 十 1[arc tgx — arc tga]}dz, 





而 


— An 


1 


RIL) = aÍ | 6 
是 连续 函数 。 

如 果 对 给 定 的 zo, TIIE) 在 点 六 对 z 连续 , TLO 在 点 
和 对 xz 连续。 事实 上 ,因为 TA = PHE > J), 当 z 一 知 时 ,分 
i PHE < 9 的 拉 普 拉 斯 变换 收敛 于 分 布 Ps{5 < e} 的 拉 普 拉 斯 
变换 ,由 此 即 可 得 出 上 述 结论 。 这 说 明 TIGO 对 :的 连续 性 保证 
过 程 的 Feller FE, 

过 程 有 界 的 条 件 ”考虑 不 中 断 过 程 {. 儿 , N, Ph BACH 
转移 概率 PG, z, B) 满足 局 部 一 致 随机 连续 条 件 。 可 以 象 上 一 
小 节 所 指出 的 那样 ， 由 该 过 程 构造 一 过 程 (°, A, Ps}， 使 之 
以 PC, z, B) 为 转移 概率 并 且 在 流出 所 有 紧 集 的 时 刻 中 断 。 如 
果 寺 是 此 过 程 的 中 断 时 间 , 则 过 程 F, A, PI 的 轨道 必 在 每 
个 区 间 [0, š 一 s] 上 有 界 ( 即 完全 处 于 某 一 紧 集 之 中 ); 如 果 5 = 
+ co, 则 邓 在 每 个 有 穷 区 间 上 有 界 ;反之 , 邓 在 每 个 有 穷 区 间 上 有 
RE T= + oo 的 充分 条 件 。 因 为 过 程 LZ, A, P.) 的 轨道 4 
在 [0, D ESAERA, MUNE (F, N, Pa) 5 (Z°, °, 
P) 重合 , 是 过 程 在 每 个 有 穷 区 间 上 有 界 的 必要 和 充分 条 件 ( 简 称 
这 样 的 过 程 为 有 界 的 )， 而 此 条 件 成 立 ， 当 且 仅 当 转 移 概 率 PG, 
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Xa B) 与 P'(2, x, B) 相间 因为 由 转移 概率 PlU, z, B) 求 转 
移 概 率 PC, x, B) 并 不 简单 ， 所 以 验证 上 述 准则 并 不 甚 方便 . 
下 面 引 进 过 程 有 办 的 某 些 条 件 ， 这 些 条 件 的 验证 往往 是 比较 简便 
W. 

定理 5 BALF, N, P) 是 不 中 断 的 Feller 马尔 科 夫 过 
程 , 它 的 轨道 满足 一 致 局 部 有 界 条 件 和 局 部 一 致 连续 条 件 , 站 是 它 
的 特征 算 子 ，{ 多， N, P) 为 有 界 过 程 的 必要 和 充分 条 件 是 存 
在 一 非 负 连 续 函 数 ， 使 

a) lim zz) = 十 00， 

b) 对 所 有 n, 9 一 = ”是 某 一 规则 马尔 科 夫 过 程 的 无 穷 小 
算 子 的 扩张 ， 

c) 存在 一 有 界 收敛 于 1 的 函数 LE) € Gz 的 序列 ,使 %z,— 
二 Xue os 并且 有 界 收敛 于 0. 

证 。 必要 性 ， 选取 v 为 上 一 小 节 所 说 的 函数 , 它 满足 条 件 
a) Rb). 4 RP EU A ->v 为 无 穷 小 算 子 的 过 程 的 预 解 式 。 
令 X) = RP, a, WK 

AXa (x) 一 Alal) + 一 (aY, (a) = ga C), 
如 果 g,(x) ERKAT 1, 则 
X(x) = E, | exp 全 2: 一 + |. (z) | EnC xd! 


: 1 
>E, | etdi = —, 
9 4 


因为 根据 假设 三 一 + co, 从 而 ( x — > )x, BRKT 0, 
充分 性 。 设 
Pi, x, B) = ESZ (C x,)exp |- LJ sx)ds | 
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KET: 
TPJ = |P,G, raO) 
把 @, EIC 它 的 特征 算 子 ( 见 上 一 小 节 )9ten 定义 为 
Af m f — o, 


所 以 根据 定理 1, 5280 Ti” HERATA” 对 于 一 切 使 a — 21 
EE 的 fe ZB。 有 定义 ,并 且 等 于 A”, 

因为 

RC) = mE? |7 exp { — E Ẹ vC )as — at } aG), 
其 中 R 是 以 P(1, x, B) 为 转移 概率 的 过 程 的 预 解 式 ， 而 gx) 
是 任意 有 界 收 化 于 1 的 函数 序列 ,所 以 如 果 取 函数 z, Go) 为 

z,G) = Xr) — 1 | An (e) — Le), (J, 
PA n 
其 中 X, 满足 条 件 c)， 则 有 
RIL) = imRP fx, G) 一 " | u— t G| x,( | 

. 1 1 

lim — X, (x) = 7? 
其 中 RPO EER T? 的 预 解 式 。 由 此 可 见 , PO, z, 3) = 1; 
而 由 于 PC, x=, B) — P°G(:, xz, B)> 0, PU, x, @r) — P°(z, x, 
A) 一 0， 故 Pls, £s B) = PIC， x, B), EHHE. 

注 1。 ”满足 局 部 一 致 随机 连续 条 件 和 一 致 局 部 有 界 条 件 的 
过 程 有 界 的 必要 和 充分 条 件 是 : 对 于 任意 非 负 的 连续 函数 v(x)， 
存在 一 有 界 政 化 于 1 的 函数 列 Xa Cx): Z,,(x) € Cos %Z, E Cr 并 
且 一 致 收敛 于 0, 而 且 对 于 一 切 + 有 ve Z, RAE, 我 们 选 
Ë v(x), 使 定理 5 的 条 件 a) 和 b RYE. RUGE 2, = sup|r (2) 
Za ,并 且 选取 一 数列 ms 使 二 lw > 0({ms} 中 有 的 数 可 能 
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成 立 。 如 果 存 在 有 限 支 集 函 数列 Zu: EE HLERA 
F1, m AZ, E Eo 并且 有 界 收敛 于 0, 则 所 列举 的 条 件 成 立 。 
注 2。 我 们 通过 过 程 的 预 解 式 来 表达 它 有 界 的 条 件 ， 设 


R(x, B) = [epG, z, B)di, 
如 果 存 在 一 连续 冰 数 w(x) > 0， 使 对 某 一 2 > 0 和 所 有 x, 积分 
| RCE, ayo) = (0 


有 定义 ,h(x) 连续 ,而 且 当 x — co 时 4(x) — + 00, 则 过 程 x 有 
界 ， 为 证 明 这 一 点 我 们 考虑 过 程 
ECE) = e 2AC<,), 
这 个 过 程 是 半 蒜 ， 因 为 
ELEC + ADEC), s z] = HDE [ACen d AN] 

= WDE, h(xs) 

= WE, E,, r eE (z )ds 

= "E, f e“ wC x )ds 

< ug, |" e~ w(x ds 

= EÇ). 
因此 , 根据 第 一 卷 第 三 章 $ 4 的 定理 ,过程 8(z) 有 界 。 所 以 过 程 
A(z,) ARo 而 因为 当 * 一 + co 时 h(x) — + co, 故 过 程 x 也 有 
F. 

EX Borel 函数 h(x) 称 为 过 程 (=, +, Pz} 的 4 调和 的 ， 
若 对 任意 马尔 科 夫 时 间 z < 上 (其 中 是 首次 流出 所 有 紧 集 的 时 
ED 满足 
E, h(x.) = (x) 
《此 等 式 本 身 也 意味 着 左 侧 数 学 期 望 的 存在 )， 
注 3， 不 中 断 过 程 (Sr, NPER, SEIH A= 0 

外 ， 再 没有 其 它 ) SAPA, 
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事实 上 ,如 果 5 一 十 %, 则 4 过 上 是 马尔 科 夫 时 间 , 所 以 对 于 
AR 4 调和 函数 A (x) ,有 
Ee h(x) = eE, (x) = (z), 
当 :一 co 时 取 极 限 ,得 h(x) = 0, 
现在 假设 对 某 一 +，P.{ 一 + co) < 1, PK 
h(x) = E, * 
是 有 界 Bord 函数 , 而 且 对 任意 马尔 科 夫 时 间 + < š 
Ee hle) = E. FE, e” 
= E. “E,(0, EIN) 
= E. 10. e7 
= E. 
= A (z), 
因为 96,5 = š — z, Wk, (z) 是 过 程 F, N, Px} 的 (在 使 
P.{5 = +0} < 1 的 点 *) 不 等 于 0 的 有 界 4 调和 函数 。 命 题 得 
HE. 
不 中 断 强 马 尔 科 夫 过 程 ” 设 { 罗 ，. 少 ,P.} 是 右 连续 的 不 中 
断 强 马尔 科 夫 过 程 ,满足 局 部 一 致 连续 条 件 和 一 致 局 部 有 界 条 件 . 
设 % 是 它 的 特征 算 子 , R 是 预 解 式 , x, 是 它 的 轨道 ; 设 如 是 首次 
流出 所 有 紧 集 的 时 间 , 2 是 由 原 过 程 经 在 时 刻 名 中 断 而 得 到 的 过 
程 的 轨道 , R 是 它 的 预 解 式 ， 我 们 的 目的 是 描述 预 解 式 及,; 换 句 
话说 , 就 是 要 描绘 所 有 特征 算 子 为 S 的 不 中 断 过 程 。 在 研究 这 个 
问题 时 ， 我 们 假设 下 面 的 “从 无 穷 规则 返回 的 条 件 ” 成 立 。 


和 


K, E P.{rp E K} >1—s£,x€K, 
由 等 式 
E, r eTl edi — E, N -zzdi 
+ Ec» N e“HRx pas )ds 
明显 地 可 以 得 到 
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Rf = RY + Ere Rf Cp), (13) 

我 们 引进 算 子 

Tgl) = Ere g(r) 
并 且 人 钱 究 它 的 性 质 。 对 属于 算 子 R, 的 值 域 的 所 有 z, 函数 Tag 
Ew， 根据 从 无 穷 返回 的 条 件 ， 对 于 任意 紧 集 K, H x€ K 时 ， 
LR, ó) 上 的 测度 族 

talx, B) = E, 2, (xz) 
是 紧 的 ， 由 于 当 x, 一 和 时 测度 序列 v(xs，*) 弱 紧 ,而且 对 所 有 
ERCE a) H 

| vilro, dyf) 一 lim [raas 4y)Í(y), 

可 见 对 一 切 1€ @ , 有 


| va Ceos dY) = lim | G, O, 
因为 LA, 9) 上 的 任何 测度 /者 唯一 地 决定 于 积分 
[IOM re R. 


因为 ZG) = | G, AO, BARRIE Eas TE 
E æ. 
对 所 有 z € % ,, 函数 Ta 是 1 调和 的 : 
E, rE, egez) = Ere MEL gO N] 
= Epe FE [e-d t) A] 
= E, g(x) 
= glr) 
G<, 0, = 0 — r, 0,g( x+) 一 g(xr°)). 
显然 ,对 于 8 之 0 及 F188 宇 0, 而 Fal = E, M ¿ 
注意 ， 对 任意 有 界 4 调和 函数 p, C4 P < oo 时 ) 存在 极限 
plapo) = limg(x,,), 其 中 zt, 是 任 一 递增 的 马尔 科 夫 时 间 序 列 ， 
rm 和 如。 这 由 如 下 事实 可 知 ,序列 eplan) ER: 
E,[ sp (z, )| Nl 
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= Ees, _ [ce rm-op(xzm es,)] e itp- 
= eA kna)» 
从 而 存在 极限 
lim ce g(x) = e 
AAR 和 R? 的 预 解 方程 ,得 
(a — 1)R,R, = R, — R, 
= Ri — R: + Z,(R, — R, 
+ (, — SR, 
= (u 一 IR 十 TRIIR: 十 T R] 
R-R ,yy 
= (u 1) | + Z RR! 


mat lim plrr, de 
n>n 


+RZ R, + Z R, ,,R, |. 


H k; BJ D, 
TFT (R, — R,) + (Z, — ZR, 
= (u — AZ RIR + Z .R,] + RIZ Ra} 
= (u — DLF ,R,R, + RF .R,.]. 
因此 (Z, 一 T R, = (u = DORT Ra. 
因为 算 子 Ry 可 逆 , 改 在 算 子 R, 的 值 域内 
一 号 一 Ri (14) 
.由 于 (14) 式 两 侧 算 子 有 界 可 知 , (14) 式 对 所 有 fE @ > 成 立 。 
由 式 
R?1Cx) = E.| edi 
一 2120 


一 上 1 上 一” 
n 


=u — Fl)] 


S, 1(z) = 1 — 2R116(z), (15) 
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后 我 们 要 用 到 算 子 7 的 不 变 函 数 ， 这 些 函数 容易 描述 
如 果 p € @x, Tap = p, 而 马尔 科 夫 时 间 序 列 Ta t, 则 对 任意 
m <n 

E, p(z) = Es, egla), 
由 此 可 见 
Erle Eae) Nl = E[ te mwl) A enl. 
先后 令 一 co 和 m-> oo, 取 极限 ,得 
9p(xro_o) = 正 [p(xzo)| Aro] > 


其 中 No = U N rms B 因为 plaz -0) 关于 Z; JW. 容易 验 
证 ， 这 个 条 件 对 于 X 1 一 9 是 充分 的 。 为 此 要 利用 名 的 AN go 
可 测 性 和 下 面 的 事实 : 对 于 4 调和 函数 9 

px) = E, eCe). 
算 子 

Ri =R; + J, (Z VR, (16) 

k=1 

《其 中 (2 六 是 算 子 9 ËJ K KA) EE (13) 8 ME. RI 
WEAR 也 是 某 一 齐 次 马尔 科 夫 过 程 的 预 解 式 。 为 此 我 们 引进 随 
机 变量 CR Orok- i 十 CR, k > 1, t? = t, t t 是 过 程 x; 首 达 
无 穷 的 时 间 。 所 有 Ç, 都 是 马尔 科 夫 时 间 . 2 z: = sup dk ks 它 也 是 


马尔 科 夫 时 间 。 由 过 程 的 强 马 尔 科 夫 性 可 见 
Eya Ae g? 一 1 
Ed Eee 他 fa 


= Ee- RIC). 
此 外 
Ee-aleCr, 1) = Ee wE, EEC ) 
AE, Eer 并 
所 以 EeeCaD) = (OCO, fi 


Ef ea (7 Ry 
k 


e 189. 


因此 
RIO = R + >; (CF 1 RY) 
k=1 


=E, | | euie ydi + > j” eCa, Jar] 
一 E, N e Cry dt, 


这 样 , Ri 是 一 马尔 科 夫 过 程 的 预 解 式 , 它 的 转移 概率 为 
Pi(1, z, B) = P {rE B, 1 >t. 

设 R? 是 一 在 首 达 无 穷 时 中 断 的 局 部 Feller HELF’, f°, 
Pi 的 预 解 式 , x? 是 该 过 程 的 轨道 。 定理 4 给 出 了 对 这 类 过 程 的 
特征 算 子 的 描述 。 WAHIE {F.,A P 的 所 有 连续 有 界 
4 调和 函数 的 集合 。 我 们 找 出 为 使 (16) 式 决定 一 齐 次 马尔 科 夫 
过 程 的 预 解 式 算 子 2, 应 满足 的 条 件 。 

引 理 6 AM E: El H KHAT >, 满足 下 列 条件 : 

D) 对 于 f 宇 0, Ff 之 0， 

2) .Fat 一 1 一 Ri1， 

3) Fa — Fpa = (pART n 
那 末 (16) 式 决定 一 随机 连续 齐 次 过 程 的 预 解 式 。 这 个 过 程 是 局 
部 Feller 的 ,如 果 满 足 条 件 

4) RIOD € @,; 
这 个 条 件 等 价 于 下 面 的 条 件 

4) TVI EE. 

证 。 ERRAR f, € 名 ,的 序列 ,使 {f,} 在 Co PETF Co 
中 的 范 数 ) 处 处 稠密 ， 因 为 Tafal) 是 1 调和 函数 , 故 对 任意 马 
尔 科 夫 时 间 序列 z, 人 2, 以 概率 P, 一 1 存在 极限 

ime “9 f (z) = £ WF afale). 


W Fom {r Tafal) 对 所 有 入 存在 }。 那 末 对 所 有 z€ 
K 
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P FZM < 0}} = 0, 
如 果 x€ 2, 则 对 所 有 f€ Cos Tajler -0) FE. 显然 , 对 于 每 
+ € Sr, AT Talep) EE 上 的 线性 泛 男 ,从 而 可 以 表 为 


= uGe-9 = | mC); 


其 中 m(a (+), ) 是 LZ, 3} 上 的 测度 ， 对 所 有 Be %, ma 
C) 8) 为 V7 可 测 。 注意 到 , 对 于 有 界 函 数 f 2 0, 序列 
ce nR fre,) 
EA RIAR mE n> co 时 
ELR) — E, |” eie)ds > 0. 


所 以 对 P < ce， 存在 极限 

limRij(x,,) = Rize), 
而 且 对 任意 * 该 极限 以 概率 P, = 1 等 于 0， 

现在 由 条 件 3) S| HL, HES 2 > 0 8 z > 0, 

ICO = T Jaen), 
由 条 件 2) 可 风 、 F(x o) 一 1， 即 对 z2(.) € F os m(x( - ), 
2 )= 1, RINER, HH EEA 

GO 一 Eee | GC), dG) (17) 


G P — + co Rf, BA mC), ) 无 定义 ,但 是 我 们 设 等 式 左 
出 等 于 0)。 事实 上 ,因为 Td 是 4 调和 函数 , 帮 对 任意 马尔 科 夫 
时 间 z < 如 有 

Tje) = ET a). 
当 z 如 时 ,在 右 仙 的 数学 期 望 号 E, 下 取 极限 , 即 可 得 (17) R. 

现在 设 函数 v(x) 可 表 为 

nG) 一 人 UG, mas. 

我 们 考虑 Tn 的 表达 式 ,由 (17) 可 见 


T wk) = Ere 1 | mC- ), dy) Ú" evglt, dyd: | 
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一 Eee 人 [me dpe | 2 
= Es) kez | e0 — t, DGC), dyar, 
从 而 
TF avil) = N e | E? Xero 
“J eC — t, DMG), dy) | ar, 


B Tin) 也 是 某 -- 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 。 由 这 一 事实 可 见 ,对 
所 有 整数 《存在 函数 aC z, B), 使 
TOR = | eas e a ds AD 
Eel, x, B) RF BEWE, 它 决定 于 下 列 递 推 关系 式 ， 
nG, z, B) = El Xeen [PG — P, y, B)mCGeC-), dy), (19) 
nG, z, B) = ESXercn | giil — t, y, B)m(25C-), dy), 


k > 1, (20) 
我 们 证 明 级 数 


P'G, x, B) = P'G, x, B) 十 Siale, x, B) (21) 
Mrak. 为 此 只 需 证 明 级 数 
PG, x, ) + > mG, z, K) 
收敛 。 因 为 5 


k e | PG, x, A) + s gk (z, x, X)| 
0 k=1 
= RIG) + YTRI) 
k=1 


一 n 1 — TW] + > (Zt — Z71691 
k=1 
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= > [1 — (1021, 
故 存在 I 


lim [e| PG, =, 2) + D nG, z, A)| 
n>o Jo k=1 


- E| Pe, e D + X les s, Oar 
° R=1 
而 且 对 儿 乎 所 有 : | | 
PG, x, K) + > z.G. x, K) < co， 
k=1 


由 不 等 式 

Xien PCi — Ë, y, X) Xipe PCs — Z, y, @), tS, 
可 见 ，gi(1， z, A) 对 上 不 增 。 利 用 数学 归纳 法 由 (20) 式 可 知 ， 
34 K> 1 时 , gG, x, 名 ) 对 上 不 增 . 因 此 对 所 有 上 > 0, 级 数 


Pll, x, K) = PG, xz, 2) 十 >8t(tyzry RH) 
k=1 


k EB E £ 的 非 增 函数 ， 这 样 , (21) 式 完全 决定 函数 PG, r, 
B), 而 且 | 


RC) = |” emi | PGs z, dO). 


为 证 明 P'G, r, B) 是 一 过 程 的 转移 概率 ， 我 们 验证 Ri WS 
足 预 解 方程 : 
Ri 一 RI 一 RI 一 RI+T >) (FR — R!) 
k=1 
+ >” [CZ TOIR: 
k=1 
— G — 1) [RER + X C OURIR: 
k=i 
% k-i 
+ >— 2 TVRZ R: | 
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= G-D[Ri+ > (FBI] 


[Rt 5 Cm oR: ] 
= (u — 2) RIR:. 
从 而 PG, z, B) 是 转移 概率 。 现在 假设 条 件 4) 成 立 ， 那 未 对 
12> 0,f6 Cx 


Rif = lim [RY + > (FRY|, 
k=1 
因此 及 坟 下 半 连 续 。 由 Ri 1 的 连续 性 可 知 ， 对 于 je a, 有 
Rife Ge。 过 程 局 部 Paler 性 的 证 明和 定理 4 完全 相同 。 引 理 
得 证 . 

注 。 我 们 看 如 何 由 过 程 (2°, 4, Ps} 构造 转移 概率 为 
P'G, z, B) RAF, Ah P!}， 取 多 "为 具有 如 下 形状 的 
函数 x} 的 集合 : 它 定义 在 UIt ia) 上 ， 其 中 加 一 0 a= 

k 


ë; 3 z€ [D, Ú) PF, x= xt, E +? 是 "中 的 某 一 轨道 ， 
六 一 站 是 它 的 中 断 时 间 ; 当 ce [CR tO 时 ,划一 ta, JER 
zt J: 多 "中 的 某 一 轨道 ， 和 一 tt 是 它 的 中 断 时 间 。 显 然 , 序 
列 gi U... :分 别 是 首次 ,第 二 次 ; … 到 达 无 穷 的 时 间 的 序列 。 如 
果 人! 是 包含 FZ 中 柱 集 的 最 小 9 代数 ， 则 这 些 时 间 为 .Ar 可 
测 , 而 且 是 马尔 科 夫 时 间 。 随 机 变量 如 = supt 是 x; 的 中 断 时 
H. 概率 Pi 定义 如 下 . W C Cistet Ck 是 .N19 中 一 集合 列 ， 
ap arite t 和 具有 上 面 所 说 的 联系 。 那 末 
D = (C): WECo, aE Css RE CE 
而 
Pi(z'(:): aE C.) = PACC,), 
PHC): w€ Cos 216 Cis eet, tAE Ch} 


— Et xC) Í m), dy) 
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x Pifz :ECo EC t l€ C.Y, 

Hp mC), -) 是 在 引 理 6 中 所 构造 的 测度 。 这 些 式 子 对 于 一 
切 上 述 形 状 的 集合 D GAH) 定义 了 测度 Pl。 由 于 这 样 的 D 产 
生 5 代数 -入 ， 所 以 这 些 式 子 在 整个 c 代数 人 上 定义 测度 P3. 
由 (21) 式 和 gC x, B) 的 形状 容易 看 出 , 由 测度 P: 所 构造 的 
转移 概率 与 PC, x, B) 重合 。 BHE (S+, A PHY 的 构造 
可 见 ， 如 果 抬 它 在 首 达 无 穷 的 时 间 中 断 ， 我 们 就 可 以 得到 过 程 
LFA Py. E LTA Pi 和 {多 ", A, Ph 的 特征 算 
子 重合 。 由 于 对 任意 马尔 科 夫 时 间 z (z < 29), ri Mr B3 246 3B 
同 , 故 这 些 过 程 的 1 调和 函数 也 相同 。 容 易 看 出 ,不 管用 什么 方法 
构造 以 P'O, z, B) 为 转移 概率 的 过 程 {【 多 3， A, PH, REG 
有 右 连 续 轨 道 ， 那 末 上 述 两 个 过 程 的 特征 算 子 和 调和 函数 就 分 别 
相等 ， 

设 { 多 ，.Y, P.) 是 不 中 断 的 随机 连续 强 马 尔 科 夫 过 程 ，z 
是 它 的 轨道 。 我 们 引进 一 马尔 科 夫 时 间 P” (a > 0) 的 超 限 序列 ， 
其 中 oa 取 遍 所 有 可 数 序 数 :t 是 首 达 无 穷 的 时 间 ; 如 果 “ 是 第 一 


类 超 限 序数 ， 则 g= limta, 其 中 gi = gt, ga = Ogei 
TEES 而 若 = 是 第 二 类 超 限 序数 , 则 t= 一 sup5*， 也 可 能 


出 现 ¿° 一 十 00, 这 时 对 所 有 8 > a, 5 = 十 co。 我 们 引进 算 子 
S C) = E. C a), 
它 对 所 有 f € B 有 定义 ,并 且 在 B 中 取 值 ， 设 HH; 是 过 程 的 有 界 
《未 必 连 续 ) 2 调和 函数 的 集合 。 那 未 对 所 有 有 Z ?fe 到。 我 
们 列举 算 子 TI 的 一 些 狂 质 . 
1° 如 果 <e, 则 FYFY 一 FF， 这 由 等 式 Ot 十 如 
= ¿° 推出 : 
Ere E ghe Ea) 
= Ee PELO r EIAN] 
= Ee G). 
2° 对 fj 宇 0, Fii 7il < 1. 
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3° 对 所 有 x*e 有 ,infF?1(x) 一 0， 这 由 等 式 sapz 一 


可 推出 。 而 该 式 成 立 是 因为 , 当 关 < co WJ, Ht > (°, 
我 们 再 引进 算 子 Ri; 


Ri) = E, N EI (z dt, 


ATR 和 Z: 的 联系 如 下 : 
4° WR e <a, 则 
R:= R: + FPR’, 
因为 


十 co 


te z? = 
|. eia )di = | eia Jdt + o| ide 
Jo : ° 


5° 对 所 有 e, Ri 满足 预 解 方程 
R: 一 RE 一 (z — 2)RšR2, 
6° 对 所 有 a, Ti REDE 
Fi- Tic (a — DR $ 


因为 Ri H phi 26764 2] t 的 中 断 所 得 过 程 的 预 解 式 ， 由 此 
可 以 得 出 性 质 5"。 为 证 明 性 质 6"， 只 需 利用 及 和 R 的 预 解 方 


程 以 及 性 质 4* (和 (14) 式 的 推导 完全 相同 ). 
7° WBCS a > 0, Z21=1-— A R:1, 因为 


Eei — 1 — 1E, 全 ar 
Jo 
8° RT RY 可 以 通过 R: 和 Z 表 为 
Ri“ = R: + > (FR 
k=1 


而 若 “ 是 第 二 类 超 限 序 数 , MA y> o0 
Rif = sup Ri. 
由 等 式 
| cx)dt 一 | (Ja: 


Gi r 
+ > cc er/(x)at, 
k=] k Jo 
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(22) 


(23) 


和 
Erer) = (Z tg (=) 
得 《22), 而 (23) REŞAT 一 sup c 的 推论 ， 
容易 看 出 ， WRR 和 .FY 已 知 ， 则 (22) 和 (23) 两 式 唯一 
决定 算 子 RI， 当 了 之 0 时 , 原 过 程 的 预 解 式 R, 决定 于 
Rf = sup Rif. (24) 





对 所 有 = 它 满足 方程 | 
R, =R: + FSR, (25) 

我 们 指出 R: 和 算 子 族 FI 决定 某 一 不 中 其 过程 的 预 解 式 
R, 的 条 件 . 

定理 6 设 R 是 一 随 宙 连续 的 Feler 强 马 尔 科 夫 过 程 {多 "， 
f°, PHRMA, H 是 该 过 程 的 4 调和 连续 函数 的 集合 。 此 
外 ,假设 对 所 有 4 > 0 和 可 数 序数 a(e 2 0), 给 定 从 E a 到 Hi 的 
算 子 Z z, 满足 下 列 条 件 : 

1) 如 果 < a, WJ TET = FY; 

2) W/2>20,%12>0,%21<1 

3) 如 果 “ 是 第 一 类 序数 , 则 FY1 — lim( Z 51, 而 若 “ 
是 第 二 类 序数 , 则 11 = inf Z11; 

4) 如 果 “ 是 第 一 类 序数 , 则 对 12>0,A>1 

lm( TYT = Z; 
ME e 是 第 二 类 序数 , 则 对 f 宇 0,/6 @<x, 2 > 0, z > 0, 有 
ETIT i = Tif; 

5) 对 于 1>0, p>0, T? — Z — (z — 1)R:2”,, .TI1= 
1 — 4R?1, 

那 末 , 存在 一 不 中 断 随 机 连续 Fele 马尔 科 夫 过 程 、 它 的 预 
EA R 对 所 有 满足 方程 (15)， 其 中 Ri 对 所 有 c > 0 决定 于 
《22) 和 (23). 

证 。 我 们 首先 证 明 ， 所 有 的 算 子 R 都 有 定义 。 为 此 我 们 
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ze 
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证 明 , 级 数 (22) 收敛 ,而 supl|R:ll 有 界 。 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 
WRR 有 定义 , 则 由 《22) 和 (23) TUHFA 20 Riy > 0. 
所 以 ,只 需 证 明 级 数 >) GZDGR:1 Wet. 
Yasi, RIA 
Ril = lim | Ri + > (TNR: 1] 

— im [1 (7 D1] 

=u 7N. 
利用 条 件 3) 容易 证 明 ， 

Ri G — TID); 


这 样 ， 同 时 也 就 证 明了 Ri 对 所 有 a 有 定义 , 而 且 IIRI < 1⁄2. 
我 们 现在 证 明 , 对 所 有 cc 81 > 0, > 0 
FIT = (a— DR:1Z2, (26) 
仍然 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 如 果 a 一 0, 则 由 条 件 5) 得 (26) =. 
假设 (26) RHR a 成立， 那 末 由 条 件 1) 可 见 


(pg— RET I pm) X, (TGRT aT et 
k=0 
- >, (DM TT et 
. k=0 


一 im X (FLT i — Sms 
n>n A=0 

= jm [( It et < 1] 

x= Tar — =" 


(其 中 最 后 一 步 也 用 到 条 件 4))。 如 果 (26) 式 对 所 有 8 一 “成 
立 , 其 中 G R. —2SPF22  W]%ST f € @ >; f 之 0, pr > 4, 有 
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(e — RIT G = (a — Wsup RET if 
= (u 一 1)sup RET ZZ if 
= (a — as lTi- TTI 
= (#— 1) [Zt — infF ¿S if] 
= (z — DFY— Z]. 
从 而 (26) RE. RINER, Ri 对 所 有 a 是 某 一 齐 次 随机 连续 马 


尔 科 夫 过 程 的 预 解 式 。 证 明 R? 满足 预 解 方程 。 当 4 一 0 时 , 这 
可 以 由 定理 的 条 件 得 出 。， 如 果 对 某 一 c, R: 满足 预 解 方程 ， 则 


Ri“ — Rtt = > GZ DR: — 21 (R: 
kmo 


kao 


— >; CZ D*[R: — Rz] 


` k=0 
m k-1 
+ > >, TT THIF) TR 
k=1 i=0 
= Cp — RR, 
如 果 对 所 有 6 <a 满足 预 解 方程 ,而 “ 是 第 二 类 序数 , 则 对 /三 0， 
Pa 人 (> 
R3 — Rif = lim [Rf"f 一 Ry] 
= lim(p — 1)R:e Ref 
— (u — 1) RIRZf + imR4A[RA — R:]f 
+ limR:[R Z: 一 Ra] 
— Ce 一 WRR, 
因为 对 所 有 rE 
|R 和 o[R2" 一 R:]/| < Ri Rä — R|, Ref 一 Re | 0, 
而 
Rf(x) = | RiCx ,4y)JG), 
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其 中 对 固定 的 z, RCG, O 是 (2, 9) 上 的 测度 CE e 用 归纳 
法 , 则 容易 证 明 这 一 点 )， 于 是 R? 满足 预 解 方程 。 

我 们 证 明 , 对 所 有 a, 存在 随机 连续 局 部 Fdler 转移 概率 , UB 
E 


R) = |" [J PGs dO] ear, (27) 


我 们 用 数学 归纳 法 证 明 ， 对 应 于 预 解 式 Ri、 以 P+, r, B) AH 
移 概 率 的 过 程 ,是 在 引 理 6 及 其 注 中 构造 的 。 进一步 的 构造 完全 
类 似 ， 

设 如 Gho EARE 接连 到 达 无 穷 的 时 间 序 列 ， 那 末 ， 对 
所 有 f€ @ > 存在 imei), AA 

Ee- THED) = TITHE) = THE), 
从 而 THD) ES. 如 果 如 一 supti < oo。 则 存在 
极限 
lim TUYED = [C dO); 

对 任意 B, mG), B) 为 可 测 随 机 变量 。 仿照 引 理 6 可 
以 证 明 这 样 测度 的 存在 .这 里 mC) 22-) 一 1， 用 与 引 理 6 
中 由 测度 mC), -) 及 转移 概率 PG, z, B) 构造 转移 概率 
Pe, z, B) 的 完全 相同 的 方法 ， 可 以 由 测度 m(xz(.)，.) 及 转 
移 概 率 P'G:, x, B) 构造 转移 概率 P'G, X» B). 

设 “ RERE, RE AEE (r=, PT), 
TEGH, C ERREP C, z, 8) 是 对 应 于 预 解 式 


R 的 转移 概率 。 记 多 “为 定义 在 U g ca (和 :一 0， 
k=0 

¿r = ° 上 的 函数 x? 的 集合 : 在 [0,22 2 E, rf = ap; 

在 [tz NFED) 上 ， apa ga 其 中 zk € F, k=0, lyes 

x? 长 的 中 断 时 间 等 于 a 一 a 记 . 拓 为 多 "中 的 柱 集 产 生 

的 5 代数 设 mGa), B) Es (C, S) 上 的 测度 ， 对 所 

有 Be 和 zzerixe 也) 为 .大 一 可 测 ; 对 任意 马尔 科 夫 时 间 序 
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A rat (其 中 r, 是 到 达 无 穷 的 时 间 ) 和 所 有 fe Ea 成 立 等 式 
lm FA) = jm) AO 
JE Ps 定义 如 下 。 设 集合 序列 Co Cottis C € N EER 
Mo TE arh 和? ZEER .7 时 所 指出 的 联系 ， 我 们 令 
Pila): aC) E Co} = PCC), 
PHC): afe Coye +, AC) E Ca) 


— Eka | mC), ay) 
x PHa C): CN E Ci, TTE Chah, 
过 程 {多 “, A”, Pi 的 转移 概率 P"(:, z, B) 决定 于 等 式 
Pi) € B) = > 934( B), 


k=0 
其 中 
01, B) = Ps °G) EB, 1 St < cl), 
概率 OU, B) 决定 于 如 下 递 推 公式 ; 
03°C, B) = P(t, z, B), 


Ora, B) = Es Xai | Me (x !(.), dy) 


. st G 一 ce, B). 
利用 Ry (对 所 有 f € @ =) 的 连续 性 ,和 定理 4 完全 相同 可 以 
证 明 , x* 是 局 部 Feller PFE, 
Eko 是 第 二 类 序数 ， 对 于 B < 二。 转移 概率 PU, r, B) 有 定 
义 。 那 末 令 





P(t, Xs B) = sup P(t, X, B). 
B<a 


这 时 (27) 式 成 立 。 假设 对 所 有 6 <e 已 经 构造 出 过 程 F", 
A, Pi) 我 们 来 说 明 , 如 何 构 造 转移 概率 为 P(:, r. B) 的 过 
程 t=, A, P4}. 选择 一 第 二 类 序数 B, 的 序列 ， TE bata. 记 


£S "为 定义 在 U [tro Cr+) 上 的 函数 x 的 集合 : 在 [čr Eta) 
k=0 
上 xpt = Xi- € 多 A%， 并 且 在 时 刻 如 + 一 tx 中 小。 在 普通 方 
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法 定义 0 代数 NH, 对 C, € MN, tta Cr € Afk, 我 们 定义 概 
率 P; 如 下 : f | 
PHa C): aC) E Ci... AC) E Ca} 
— EEX GPC) [wC ), az Efe Cr: )) 
x | mGA), za) EA por GACY) 


x [nien C), 28OEBx CG D), 
其 中 测度 m'(a6(.), -) 对 所 有 8 二“ 定义， 对 给 定 的 e, 我 们 由 
等 式 | 

[ms d) = im THG) 
定义 wz(x*(-)。.)， 这 样 ,对 于 所 有 可 数 序数 , 满足 (27) 式 的 转 
移 概率 P'G, r, B) 是 用 对 上 的 超 限 归纳 法 来 定义 的 。 它 们 都 满 
足 局 部 Feller 性 ， 

最 后 ， 设 
P(¿, x, B) = supP"(1, x, B), 
BKI e, f> 0, 函数 [IOP z, y) TEES. RA 
对 0 | 
|: | Pe, =, Idt = RuyGo = spR:feo, 
而 . 
R.,1 = supR:1 


= 


故 PG, x, A) = 1 是 连续 函数 ， 所 以 , 对 所 有 je Z, 函数 
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| rc， x, dy)f(y) 连续 。 定理 证 完 。 


36. HRZ ANEI, 过 分 函数 


可 加 泛 函 和 可 莱 泛 函 的 定义 及 其 简单 性 质 设 (=, N, 
P.) 是 某 相 空间 {.2” , 8} 中 的 齐 次 马尔 科 夫 过 程 ,我 们 要 研究 J, 
可 测 数 值 随机 变量 的 一 些 特殊 性 质 。 由 于 它们 的 可 测 性 。 对 其 可 
用 推移 算 子 0，. 

定义 在 多 上 的 随机 变量 族 o + > 0, 称 为 齐 次 可 桶 泛 函 , 如 
果 它 满足 条 件 : | 

M 1) 对 所 有 :之 0, a, 为 .Ar 可 测 ， 

M2) 对 所 有 上 2 0 和 如 > 0， 对 任意 x€ r, SA an= 
aðra, 以 概率 P, = 1 成 立 。 

称 定义 在 多 上 的 随机 变量 族 p;，* > 0， 为 齐 次 可 加 泛 函 ， 
如 果 它 满足 条 件 ; 

A1) 对 所 有 :之 0， 随 机 变量 p, 为 .J 可 测 ， 

A2) 对 所 有 上 220 fl > 0， 对 任意 rE, SA p, = 
pı 十 059， 以 概率 P, = 1 成 立 。 

我 们 举 几 个 可 乘 泛 函 的 例子 ， 

L. R 是 一 拓扑 空间 ,过 程 的 样本 函数 x(z) 右 连 续 , g (x) 
EX 上 的 有 界 连续 函数 . 那 末 对 所 有 zt, 随 机 变量 


| g(x.)ds 
有 定义 并 且 J, 可 测 . 令 
oo == exp [f sGzo)ae ]. 
因为 
a= so [sue] = s> | 859), 


而 
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h tth 
CaO ra, = exp [f gC)as| exp [f gCe)ds | = Cr 


故 CO ERZA. 

IL. 设 局 部 紧 ， 过 程 右 连续 ,是 首次 流出 所 有 紧 集 的 时 
闻 。 当 “> 时:, 令 w 一 1 当 Ç < z I, $ e, = 0, JE 

OOs, = Xu> 50 Xu>a = Kee>ith) = Aths 

从 而 a ERZA. . 

我 们 感 兴趣 的 是 对 所 有 rE N 满足 

P.(0 <a < 1) = 1 

的 那些 可 乘 泛 函 ， 可 以 利用 这 样 的 泛 函 变换 原 过 程 如 下 ， 记 F 
为 函数 z) 的 集合 ,这 些 函 数 是 由 多 中 的 函数 G 经 在 某 一 时 
Z| £ < + co 的 中 断 而 得 来 的 ;4(o 定义 在 [0, 5) 上 ,而 且 当 z < 
L WJ, ZG) = zG); F 上 的 0 代数 .这 是 用 通常 的 方法 构造 出 来 
的 。 最 后 , 对 任意 .大 可 测 集 4, RMA 


Ë.CA) = | alo Pdo) (oe), 


LF, F, Ë.) 是 齐 次 马尔 科 夫 过 程 , 它 的 转移 概率 为 
PCr, x, B) = Ea, Xa Cxe) ). 
可 加 泛 通 p, 称 为 非 负 的 , 如果 对 所 有 * > 0 和 x € 2” 
P.(o, > 0) = 1, 
Ba HIREK, WERE: 对 所 有 = 之 0 和 z€ 2 ,P.{0 < 
ae < 1y= 1. PREJME qp, 和 满足 上 述 条 件 的 可 乘 泛 函 
之 间 可 以 建立 一 一 对 应 关系 : 
o 一 exzp{ 一 gp， gp, = — lng; 

(这 时 泛 冰 p, 亦 可 取 + co 为 值 )。 以 后 我 们 只 研究 可 加 泛 函 。 利 
用 可 乘 泛 函 通 过 可 加 泛 函 的 表现 ， 可 以 对 可 乘 泛 函 表述 所 得 到 的 
HR. 

EMATIA, 用 到 泛 函 等 价 的 概念 。 我 们 说 泛 函 o, 和 
:随机 等 价 , 如 果 对 所 有 t > 0 fix € KA Pdo = ë,) = 1. 


>. ° o è . 


-Wte 


AL) 对 所 有 rsp, 以 概率 P, = 1 与 一 ,可 测 随机 变量 相 
等 ,并 且 为 Mito 可 测 , 其 中 M ito = N Ns 


s>t 


引 理 1 对 每 一 非 负 齐 次 可 加 泛 函 p:， 存 在 一 随机 等 价 的 几 
乎 可 测 正 可 加 泛 函 旬 ,， 使 对 每 个 x, 过程 ë, 在 概率 空间 {.F87 N, 
P.) 上 是 非 减 的 . 

证 。 我 们 定义 pr 如 下 : 对 所 有 > o + 


př = supp, Pp? = Po 
r<: 


其 中 r 取 有 理 数 。 gr 对 所 有 z€ X URR P, = 1 有 定义 ， N: 
可 测 , 而 且 是 : 的 非 减 函数 。 显 然 ， 
P.{ọž > Pi} < > P.(o, > Pi} 


= > P.{6p < 0) 


r&i 


= > E.P. {p-r < 0} 


= 
= 0, 
男 一 方面 , 若 : 为 有 理 数 , 则 oF > pi。 因此 对 有 理 z 和 x € R 
Pip = pg} = 1, 
由 单调 性 ,作为 z 的 函数 w# 最 多 有 可 数 个 间断 点 。 
现在 设 
ro, 若 P: < Př os f 
Q: = Prs 若 Př- < P: < Přtoa 
HE 若 P: > Piro. 
因为 


Paip: > ph) < P, {U tw > g} = 0, 
r> 


Palp: < p4) < P. [U {p< p}} = 0, 
r< 
故 对 所 有 上 Z 0 #l z € R, Pdp A} = 0. 由 
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P.[0,[@, — p) = 0) — E.P, (@#, — p #0} = 0 
TA, HRE A> 0,:2> 0416 2 Palp = ë, — @,1 = 
1。 显 然 , ,是 几乎 可 测 可 加 泛 函 。 引 理 得 证 . 

注 。 容易 看 出 。 @; ESN no 可 测 随 机 变量 . 其 中 Min 一 
ASN WR z 是 8 的 连续 点 ; 即 对 所 有 x € K, Palro pm 
个 一 1， 则 可 以 选择 @, 为 .人 可 测 的 ， 

下 面 我 们 要 研究 非 减 的 几乎 可 测 齐 次 可 加 泛 沙 。 考虑 随机 变 
E ` 

Po 一 img, 
它 关于 Noua 可 测 。 因此 在 很 一 般 的 条 件 下 可 见 ， 对 任意 r, po 
关于 测度 P; 几乎 处 处 等 于 一 常数 。 下面 的 引 理 给 出 了 这 些 条 件 . 

引 理 2 ”如 果 拓 扑 相 空间 中 的 马尔 科 夫 过 程 右 连续 《〈 从 而 它 
随机 连续 ) 并 且 是 Feler 的 , 则 对 于 所 有 x*， 任 一 No+ 可 测 随机 
变量 都 P. 几乎 处 处 等 于 一 常数 ， 

W. 只 需 考 虑 有 界 No 可 测 随机 变量 p. 设 fC z.) 
是 一 有 界 连续 函数 的 序列 对 每 个 # 存 在 (P) > > 1” > 0, 
t) ->0, 使 

lim E, |f GP), eee, GP) — pl = 0, 
设 gala) = Efallai GY 那 末 gn —> Ep, H 
过 程 的 右 连 续 性 和 Feler H4 A40 时 

Erf ECP) s EPY) = gala) Sge). 
所 以 
Esp? = lim lim Espai? +A), ts 20S? + 4)) 
= lim lim Ep Ena) , GP 
| (EpY, 

于 是 P.{qp = Ep} 一 1。 引 理 得 证 . 

注 。 在 引 理 的 条 件 下 NCN Rh N, E RRN, 
关于 测度 了 .的 完备 化 的 交 ( 对 所 有 < € R 的 交 )。 
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假设 过 程 是 右 连续 的 和 强 马 尔 科 夫 的 . a (s) 一 Epo N 
a(x) 是 可 测 函数 ， 
P.{po+ = alx)} 一 1， (1) 
而 且 对 一 切 xze.2 和 *>>0 有 
Pipit 一 9 = Opo = a(z,)) = 1. 
我 们 建立 一 泛 函 
$, = > (z). (2) 


s&t 
它 是 有 穷 的 齐 次 可 加 泛 函 ,而 且 d < w+。 对 所 有 之 0, 随 机 变 
Ë 几 是 N 可 测 的 ， 泛 函 ó, 的 值 等 于 它 的 胱 路 度 之 和 ,我 们 
现在 考虑 泛 函 $; 一 p 一 加。 它 也 是 几乎 可 测 的 齐 次 可 加 泛 函 ; 
此 外 ， 它 右 连 续 ，$o+ 一 0。 由 最 后 这 个 关系 式 可 见 , 对 所 有 zx 
x Rle > 0 
limP,1é, > s) = 0. 

我 们 称 满 足 该 条 件 的 泛 函 为 随机 连续 的 。 如果 泛 函 是 非 减 的 和 随 
机 连续 的 , 则 它 右 连续 ,因为 对 于 它 有 a(x) = Esou = 0. 

由 (2) 式 所 定义 的 泛 函 称 为 冲 断 的 。 设 (e) 是 S 可 测 的 非 
负 函 数 。 这 样 的 泛 函 有 穷 的 必要 和 充分 条 件 是 ,对 任意 s > 0, 在 
每 个 有 穷 时 间 区 间 上 只 存在 有 穷 个 ,使 Ga) > e, 

我 们 要 研究 随机 连续 的 非 减 几乎 可 测 齐 次 泛 函 的 结构 。 这 
里 ,自然 首先 考虑 随机 连续 阶梯 泛 函 po DOER *) 概率 空间 
LF, N, P.) 上 的 随机 过 程 o, 是 右 连续 的 阶梯 (在 每 个 有 穷 区 
间 上 为 分 段 常 值 的 ) 过 程 .事件 {p= 0} EN. MUIE 
次 姚 跃 的 时 间 v, 是 马尔 科 夫 时 间 。 设 nh = pn。 根据 过 程 的 强 马 
尔 科 夫 性 ,如 果 z， 和 坟 分 别 为 第 二 次 跳跃 的 时 间 和 路 度 , 则 z; 一 
rrj bas m= Onti WD 64gs 一 itn 一 Pn。 一般 ,如 果 ,是 
过 程 第 ” 次 的 跳跃 度 ,而 7 FEX BERRA I TE], I 

Na 一 0-1，To = Or Yai + Tas. 


因而 ,为 给 出 阶梯 泛 函 ,只 需 给 出 变量 各 。 因 p04) = >` 


TR 
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是 齐 次 可 加 泛 沙 ,可知 马 尔 科 夫 时 间 应 满足 
Bdr > Y ír, > 21 = (z, > t + h), 
因为 p, 一 p, tO pa MHEG EA {Pia = 0) = {ps = 0}N 
(0,p, = 0} = (g, = 0 (04, = 0}. 从 而 是 原 过 程 的 到 达 
无 穷 (中 断 ) 时 间 . 
为 描绘 随机 变量 n RIAR o Ek. Zm, Elak {k/ 
2'<r, < (k + 1)/2°| (x, € AY, k >> 0, k/2° < ; < (& + 1)/ 


2 的 集 产生 的 。 记 —@, = NeR. IR m Æ A ,,, 可 测 随 


WEE. PXE Hp = 0, parr > 0 BF, 各 一 Potato 一 
pun Ë A 可 测 ， 此 外 , 由 ps 的 右 连续 性 知 m 一 limi”, 


以 对 任意 ”， 随 机 变量 六 关于 -和 多 可 测 ( 这 里 , 我 们 用 到 明显 的 
包含 关系 ATDA) 
现在 假设 p: ERER KE MEA., 我 们 引进 泛 函 25, 


(9 一 - 2 X (p: 一 Ps-o) > 


其 中 当 2 之 s 时 x,G) 一 1， 而 当 4 <s 时 Xs(1) 一 0。 容易 验 
WE oP 是 齐 次 可 加 泛 函 。 它 随 机 连续 并 且 是 阶梯 的 . 如果 e, > 
en 则 $Ë? < to; 从 而 存在 
lim g = g] 
eto 
P DEMENAR AT INEN. BRZE oP 为 学 
部 分 (yj 显然 是 : 的 非 天 连续 大 数 )， 统 新 部 分 是 阶梯 沁 范 的 
限 这 一 事实 , 就 完全 描述 了 它 。 连续 泛 函 值得 更 详细 地 研究 . 
连续 齐 次 可 加 泛 函 ” 设 p: 是 非 减 连续 齐 次 可 加 泛 函 。 首先 
注意 到 , 由 连续 性 p, 一 limp, 如 果 p, 为 AN iro 可 测 , 则 


它 就 是 N's 可 测 随 机 变量 。 所 以 , 对 于 连续 泛 函 , 齐 次 可 加 泛 函 
定义 中 的 条 性 A1) 和 A1') 相同 。 此 外 ,对 于 连续 泛 函 ,对 一 切 * 
有 
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P.I0,o; = Perth — Prs Ë = 0, > 0) = 1. 
这 由 下 面 的 等 式 即 可 看 出 : ATERA 
门 {0r p: 一 Pith 一 pı} = nu {Orpi = Pira 一 Ph 


A>0,120 h>0,1>0,h, t € R 

Hp REAA., W FEN, MEHRA ER, PF) = 
0， 可 以 改变 泛 函 在 集 F, 上 的 值 ,使 对 所 有 t 之 0, A> 0, 新 泛 函 
p: 满足 等 式 Bap: = Pita 一 Phe 

我 们 引进 函数 

vt, z) = E, "e, 

对 所 有 : 该 函数 对 x 可 测 , 它 非 负 并 且 以 1 为 界 . 结果 表明 ,函数 
v(t, z) 唯一 决定 泛 函 o, (精确 到 几乎 等 价 性 唯一 )。 

定理 1 对 任意 zx 和 上 > 


pm Partin | ma. 
证 。 首先 估计 
ACn, s5) = glah + 8) — oC) — >) t — e, aCA + 9) 
《其 中 pG) 一 po zG) = r). 我 们 有 
AG.) = X> (TEGA + — pC — 12 + 


— [1 — exp{—[p(kh + s$) 
— pC — 1) + :)1)1) 


n-i 
+ > [Ekas — EC Ergel Arrr) lo 
k=0 


其 中 
Erme = (1 — exp (— [g(KA + ñ +s) — p(Ñ + #)1)); 
这 时 
EC Eral u i) = 1 — ECe Okar] Arppe) 
= ] — (h, *(k + s)). 
我 们 分 别 估计 AG. h: s) 表达 式 中 的 两 个 和 。 因 为 
+ 009， 


> [gh + í) — pR — 3 +) —1 
k=1 
+ expí— [pCRh + ;) — @((£ — 1) -+- s)]}] 


<L to Di + DP 


< 二 pln +s) he |p: — Pnl 


< 


MAH A} O, TE b + ARN H p, 的 连续 性 知 第 一 个 和 关 
于 * —# 0. HEHEA, 我 们 引进 


k—1 
1, # >) Eas <N, 
f=0 


XCN,h,k,s) = k-1 


0, Æ 2, Saa > N. 
iw0 
WEK 
3-1 2 
E. (> [Erp 一 ECE ael Sra XEN, hs k, s)) 
k=0 2 
n-i 
= E, > [Ekis 一 一 EC Ergel Srn 21 XON, h, k, s) 


k=0 
n-i 

< E, > EL, (N, h, k, s). 
k=0 


现在 我 们 注意 到 ， 对 * <, 
Ekas < Elamo 二 
其 中 7 是 《/2 的 整数 部 分 。 所 以 


1 h n-1 
一 | > EL, d: < 5 Chamo + Eiaa)» 
h Jo k= Kiga 


而 且 事件 [Ð ka> N) 是 事件 { > ña, > X) 或 事件 
|> 8. > 六 | 的 特 款 ， 由 此 可 见 


0<! <n/2 
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n—1 


imP, {+ | |AĆa, hlds >| 
4o h Jo 
1 k 
< limP, {+ 
mp, [7 |. > 
° [Eka 一 ECéi,s 


“=P .| > Eiaa > x) 


0&7 <n/2 


+P, Í >; Elama > i 


Ol <n/2 








+P, Í Ep | taqa — EGB, l|2Fus91 


¿> ol|. 


n-i 
最 后 这 个 式 子 趋向 0, 因为 D) ias 0, 
k=0 


° x(N, h, k, s) 





h n—1 
E, — j. [> [Ez — Elir asl A rar)] X(N, h, k, | ds 
=0 


< 1 fE. > Eha X(N, hs k, s)ds, 
h Jo k=0 - 
而 
n—1 


> nxXN, h,k, <N + 1, 
k=0 


因此 ,对 所 有 x& 2 , 依 概率 P. 有 


A l plnp +s Ei p(s)as 
ial [1 — oCh, x(Rh + s))]ds — 0, 
EEH n, Ë nh — :, WRR P. 有 


p0) = lim È L [1 — G, z,)1as, 
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对 mh < : < mh 用 不 等 式 
M [1 一 e@, z) lds < | [1 一 (pxr)]ds 


n,5 
< | [1 一 s(À, x) lds, 
° 


即 可 完成 定理 的 证 明 ， 

有 了 非 减 连续 齐 次 可 加 泛 函 ,就 可 以 利用 对 泛 函 的 积分 运算 ， 
来 构造 同 种 类 型 的 新 泛 函 ， 

假设 过 程 +G) 右 连 续 。 我 们 定义 积分 


1h p) = | Keip 


(该 积分 对 一 切 有 界 Borel 函数 <) 有 意义 ,因为 这 时 KxCs))， 
s> 0, 是 有 界 Borel 函数 ， 而 p(*) 是 非 降 连 续 函 数 ,) 我 们 注意 
到 , 若 f 连续 , 则 太 x(:)) 右 连 续 ,从 而 

[020 ~ im DDL) — pa), 6) 


max arki0 


其 中 页 一 名 二 和 二 < s, = h, Ask == ski — Ske 由 此 可 见 ， 
如 果 J ER, Ls se) Es 可 测 变量 。 因为 Lip) 
L p), BUR f ARKAT 1, 则 对 任意 有 界 Borel 函数 fC), 
L p) E NTIN., *FTF3EESEPSSX f, 利用 《3) 式 容 易 证 明 


Lali; p) — (f; p) = F Kardes 
=. KODA 


=, Godo, 
又 由 函数 的 有 界 收 伍 性 可 知 ,对 一 切 有 界 % 可 测 消 数 f 
6,1,(f; p) = Lafi p) — LCA p) 
即 1,(f; p) aj ne bB, mE > 0, 则 它 是 非 负 的 和 非 减 的 。 它 
是 连续 的 ， 因 为 
La p) — LG: p) < flrs — p) 
. 212 。 


而 且 泛 函 p, 连续 ， 
Bit JG) > 0 EZR AR., 那 末 
I (f; p) = f jz )do, 


可 以 定义 为 1(f,; p) 的 极限 ,其 中 f, 有 界 , 而 且 ff。 如 果 对 所 
£ z, 变量 LO o) SR, 则 它 也 决定 一 正 的 非 减 连续 齐 次 可 加 泛 
函 ; 如 果 被 积 函 数 连续 ， 则 由 Lebesgue-Sticltjes 积分 对 上 界 的 连续 
性 知 , IC; p) 连续 ， 

假设 函数 了 处 处 为 正 ， 那 末 也 可 以 通过 LO, p) 表示 p: 


.| 1459). 


一 个 特别 连续 泛 卫 类: -一 丈 泛 函 起 着 十 分 重要 的 作用 , 它 是 E. B. 
Homan 引进 的 。 所 谓 丈 泛 函 是 指 非 减 非 负 的 连续 齐 次 可 加 泛 函 
Pes 对 所 有 之 0 满足 
sup Eq, < oo, 
HWER REARS o> 0 使 sup Erps <o, 因为 当 < T 
时 有 p, < pr mE 
sup Ep, < sup E Esca- Pr + sup EsP- 
< sup E.o,, + sup 下 .pv 
< nsup Ep,. 
XE 


我 们 证 明 , 任何 连续 正 泛 涉 都 可 以 表 为 对 WW 泛 函 的 积分 ， 为 
KRAH AEREA p, 存在 一 个 处 处 为 正 的 函数 g(x), 使 
L(g; p) 是 WW 泛 孙 .为 了 构造 该 浮 数 ,我 们 注意 到 ,对 5 二 0 有 


j eto, = ] — e 9E 
或 
1 — ei = j. edp 
由 此 可 见 
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因为 


z⁄2 
| e indo, < 1, 
0 


1⁄2 
E. j co9i2dp, < 1, 
0 


1 a Ba ay 
E. |. e “mindps = E, |. 下 (ce %%2| N ,)do, 


3/2 
= E,| E. c ?indg,, 
0 


故 对 所 有 > 


ÉE,1;,(g; q) <1, 


其 中 g(x) = Erein, Nit LC p) Wii, Bia, AERE 
函 的 研究 可 以 归结 为 对 克 泛 省 的 研究 ， 


W 泛 函 


RLF, N, P,) 是 拓扑 空间 A 中 的 马尔 科 夫 过 


程 , 它 的 轨道 右 连 续 , 而 p (z) 非 负 连续 齐 次 可 加 泛 函 ,对 所 有 : > 
0 满足 supErqp(x) < 0。 下 面 的 引 理 在 研究 W 泛 函 时 是 有 用 的 ， 


故 


因此 


引 理 3 对 一 切 自然 数 > 和 z 上 之 0 有 
supE,p"(z) < n! [sup E,g(z)]", 
证 。 因为 由 p(o 的 连续 性 有 
LOI = n | [GD — gC), 


Ep G) = nE, | [e(o — p(s) deC) 


= nE, | EC pO) — PIIN dels) 


一 ,E, | Eee( 一 9]-aoCo) 


< nsop É, lPOrTE pU). 


sup, pG) < nsupE,p() ` supE, gG), 
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(4) 


现在 用 数学 归纳 法 很 容易 证 明 O) 引 理 得 证 。 
可 以 把 每 一 个 琴 泛 函 和 一 函数 
W(z, z) = E,bG2 (5) 
相 联 系 。 该 函数 满足 下 列 条 件 : 
WD 对 每 个 上 > 0, 函数 W (z, z) 关于 * 为 吕 可 测 ,而 对 每 
+ z, WO, z) F z IO3P0DEBEIS3R; fimW(1,*) 一 0; 对 所 有 
1> 0, supiy (z, z) < œ; 


W 2) 对 所 有 :> 0,22 > 0 # r€ R 
W(z + ç, x) = Wl, z) + EW(s, x,), (6) 
因为 pG) 是 非 减 连续 函数 ,而且 p(0) = 0, Epe) 有 限 , 故 由 此 
可 以 推出 条 件 W 1), 条 件 W 2) 是 下 面 的 等 式 的 推论 : 
EpC: + í) = Erpa) 十 E.0,ə (s) 
一 上 .of + E,E, ols). 

我 们 称 满足 条 件 W 1) 和 W 2) 的 函数 W z, x) HWER, 

H G) 式 定 义 的 函数 W (z, x), 精确 到 随机 等 价 性 ,决定 了 泛 
iñ p(t)。 为 说 明 这 一 点 ,我 们 注意 到 ,对 于 任意 关于 两 个 变量 x € 
A 和 sé [0, oo) 的 全 体 连续 的 隙 数 g(x, c), 有 


E. |. g(x,, s)dọ, 
= iim E, ‘s(x, 5) 92 — ds 
L im E, gC, O, z) 
im E. | gx, 2) a2) ds, 
因为 对 任意 连续 非 减 函数 ol) MEERA EO 


和 eueD = im [ae 8@ + D) — (2 ;, 


而 了 
| G, s) Pres — Ps qs 


<lsl (+ ea — thn) 
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< gly 
从 而 可 以 在 数学 期 望 号 E, 下 取 极 限 。 这 样 ， 如 果 已 知 溺 数 对 充 
分 小 的 z 的 值 ， 就 可 以 对 任意 有 界 D x U, 可 测 函数 g(x, s) 确定 


E, 人 eCe 人 yp, 的 值 ,其 中 履 是 [0, co) E Borel 集 的 “代数 ， 


从 而 ， 我 们 可 以 定义 函数 序列 
W°? (z, x) = Ep”) 


77 |. E, gp" — s)dpls) 
== 7 E, f wC — $s z ,)dg,, 
设 1> 0, 而 且 Asup W Coz) =g < 1, 那 末 对 :过 由 引 理 3 


有 
Ep (A < alg, 


因此 
E. 260 一 1 十 5 S LW z) = nC, z). 
根据 定理 1 _ 
pO = E m I @ 


于 是 ,函数 W (z, z) 确实 (精确 到 随机 等 价 性 ) 决 定 泛 函 pa). 

是 否 任何 柬 函 数 都 对 应 于 一 夸 泛 函 呢 ?下面 的 定理 回答 了 这 
个 问题 

定理 2 RI 是 可 分 的 完备 度量 空间 , G) 是 右 连 续 过 程 ， 
pG) EWEA. 函数 W (z, r) 可 以 通过 p(x) RA (5) 式 的 必 
要 和 充分 条 件 是 , 它 满足 条 件 W 1), W 2) 和 

W3) Wr z > 0 fi: > 0 


E.L | W(hs #)W(A, x ds = 0. (8) 


lim 
ay0py0 / 
证 . 条 件 W 1) 和 W 2) 的 必要 性 已 经 证 明 。 我 们 证 明 条 
EW 3) 的 必要 性 有 
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i _ 
E. ” | W(h, OWCA, x)ds 
0 


= E, 二 f; [Peta 一 pWCA, xz,)ds, 
因为 


1 Í . 
(A, h) 一 z | [gs+s 一 pW (A, x;) ds 


以 w+usupB(A, z) 的 值 为 界 ,并 且 关 于 如是 单调 的 ,所 以 只 需 证 
. 

P. — lim fm (A, A) = 0. (9) 
注意 到 , 对 人 家 


1 [(s 了 十 左 
aas a) = È |i | pw, eds 
< 全 (= P. W(A, x,) ds) dp(z) 
+ sup|W(A, x)1pCO) 
< f + | W(A — s, ras)ds Jiglu) 
+ 0(g(2)); 
g(A)10, m W(A 一 95 Xurs s€ [—&, A]; Jt >É Bh: 对 一 h< 
s <+—<) 
Elw (A — $s tata) N uand 
= E. WCA — ss Xsan) 
< W(A 一 4 Xats) 
从 而 存在 极限 
limW(A + ñ — s, Xutsh)» 
记 作 W(A, ruo). MA 


. 工人 
lim Z | W(A 一 yy xuts)ds = WCA, Xu) 
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而 


t 
lim (A, h) < | W(A, x, Jdg( z), 
显然 ; 当 A. > Alt, WCA, tuo) < lim W(Au rak). 


AYO 
it a(s) EARTE Bord 函数 ,而 pC) 是 非 减 连续 函数 。 
记 
a (9) 一 Hima(r — P). 


Ato 


BK 
| es)apCs) < | ok)deCs), 


因为 对 任意 > 0, 集合 (s: al) > 8 + a(s)} 不 包含 递增 的 无 
穷 数 列 , 从 而 它 是 [0, ] 上 的 有 限 集 或 可 数 集 ， 因 此 对 任意 A> 
A 


t 
lima(A, h) < | W (A, zu)dpuy 


而 由 于 当 AJ 时 对 所 有 z, WCA, xx)J0, 即 可 推出 (9). 定理 条 
件 的 必要 性 得 证 . l 

充分 性 。 ”我 们 首先 证 明 , 对 所 有 < 和 上 存在 关于 概率 已 :的 
均 方 极限 


lim PLG, ri)ds. (10) 
为 此 我 们 考虑 随机 变量 
E, [| (LG, z) — Lw(A, z))a:] = As D. 
我 们 有 
al^, h) = 2E, f (+ W(A, x) 一 i WCA, x)) 


O<sLuLt 


x (+ W(Ah,x,) 一 " W(A, zo) )asan 


= 2E, | (+ W(4, z) 一 — w, z) 
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< 人 [on 


一 ~ WCA, «so)| du 





+, )as, 
E(f wa, sial N) = E (~ OW Ch, x, )du| +.) | 
一 F [W (À + u, x) — Wu, xz,)]ds 


= 一 EZO r,)du 


由 上 面 两 个 等 式 得 估计 
a(A, h) < 2 E, | l wih, r,) 一 Lp W(u, x duds 


+ [L wa, z) | Ples d duds 


£ 
+ | T W(A, |. W (u, x,)duds 
0 
1 


+ lare z) 一 Lj W (u, x )duds 


+ 
— 
° 
一 人 


{E W(h, x,) + 大 W(A, | 
£—++À 
. |+ É [W (z, x) — WG — s, r,)] da 
+ | DG, s) 
A Ji-s 
Ja] 
< 2E. N [+ WCh, x,) + ~ W(A, zo] 


* [WOh, x.) + W(A, x,)]d; 


-WQ — +, r,)] du 





Log fi i 1 
十 2E, |. Iz W(2, x,) + 入 WCA, x) 
(IWG — s + b, x) — W (ü — s, x,)] 


+ [W(# — ; + A, z,) — W(¿ — 20)])} ds. 


由 条 件 W 3) 
wm E, |. I; WQ z) + s w (A, =] 
X [W (h, x) + W(A, zD] | as = 0, aD 
其 次 


E。 [ {+ WChs z) [WC — s + A, zO 
—Wli— s, x,)] Jas 


W(h, xA EW CA, x,-,)ds 


- W EWCA, x) J? E.IW (A, +,)]° . 
因为 supW (A, xz) 有 界 , 而 且 当 A 时 对 所 有 x， W(A, x)10, Br 


A5 A10 时 ,上 式 最 后 乘积 中 的 第 二 个 因 式 趋 于 0， 第 一 个 因 式 
关于 4 一 致 有 界 : 


E, Ë + W(h, zi < 2sup |E, Í " W, zas) 
| < 2sup {+ | WCG + ha) 
— WCs, las 


e 
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< 2isupWw ( + À, xz)] 
所 以 
i “1 一 了 Xs 
Jim E, [+ WCA, DIWO — s + As z) 
— W(t — +, x) lds = 0, (12) 
H (11) 和 (12) 可 见 ， „im CA, A)= 0; 从 而 极限 (10) FE. 


我 们 引进 马尔 科 夫 核 族 
0C, Xs B) = E.expí— Y, Ka (z) (13) 
其 中 


Yor em lim | " W Ch, x,)ds$ 
是 关于 P, 的 均 方 极限 。 AARET S 可 测 的 有 界 函 数 f 
fot, z, dy)f(y) 
— limE, exp {— Lf WG, xe)as Xe) (14) 


(对 任意 z € Z, 右 侧 的 极限 存在 ), 所 以 左 侧 的 积分 是 + 的 名 可 
MER. MANES B, QG. x，B) 对 x 为 可 测 . 现在 我 们 看 
到 


fo, x, dy)Q(s, y, B) 


= imE, em 全 二 | WC, 28u} Os, zo B) 

= lim 了 .exp 全 L| Ww, xuddu} 

x lim E, exp 全 二 上 W Chs xdzjxa(m) 
r 


= lim lim É. exp 
ATENT 


n |. W (À, xu)du} 


e 


1 +h 
X exp 人 ~ í W(h, 7 KaCxste) 
n 


f 
= E,lim lim exp [- " | W(h, ru)du 
N : 


AY0 Agito 
1 f 

| 十 一 | W (his r, )du 
h, Jo 


1 ?十 了 
_ j W (Chis zo)dul Xa(xr+e) 
1 


0 


一 Ecxp{— Ter + Yes — Ye, IXs(z,+,) 
= Q(t + +, z, B). 
由 此 可 见 ， OG, z, B) 是 (时 间 齐 次 ) 马尔 科 夫 核 族 。 因 为 
QG, z, B) < PG, x, B), 
所 以 由 第 一 章 $5 定理 2 uJ Bl, AERA h 使 


Eifer) 一 | 9G, z, r, O), 


其 中 OCs, £st, y) = QG — $s Xy B), 而 数学 期 望 E., 在 Na 
上 定义 为 

E,,.0,.£ = E.t, (15) 
(该 式 对 所 有 As 可 测 随机 变量 二 成 立 )。 GBR, 0 < < 1, %F 
< u 一 :以 概率 P. 一 1 有 

Hu 一 
WE 好 关于 .可 测 ， 我 们 定义 随机 变量 

qt = — lng. 
这 些 变量 为 .Ar-; 可 测 , 非 负 ( 亦 可 取 十 oo 为 值 ), 而 且 当 :之 w < 
时 以 概率 PP 一 1 有 
pt pe g, 


à 
* 222 


MERMER, N A > 0 随机 变量 0, 也 是 过 程 x,(2)==0,z(2) 
的 可 乘 泛 函 ,而 且 由 (15) 可 见 ， 
E, ,..[0;6]f(z,,,) = E... 0 ,[sf(z,)] 
一 atif C). 
T ai 一 mha 也 是 过 程 aO RZA. AA 
Esmalar Cea )] = Errat th C an) 
= P: C) | 
= Eipri Onei] iC ta) 
所 以 由 第 一 章 $5 定理 1 可见 ,过 程 z,G) ZR 0,,4 和 t BEIL 
等 价 ， 即 对 所 有 * 和 * 满足 等 式 
P, {pt = Out} = 1, 
由 此 可 见 
P.l z; = 0 一 1 和 P0 = gil = 1, 
令 % 一 gr.。 PR, HEE r> 0NA > 0, UREP = 18 
0, = prar AE 
P,10,p, = pr+s = Piya — Pi = Pira — Pe} 一 l 
即 ç, ETERIK R. 
我 们 证 明 , 对 所 有 < n: > 0 

Pip = 77} = 1, (16) 
事实 上 ,对 A” EE B WRR Cess) 和 0 = ,,< 
hoe <, =: 有 


Ee tilfalt), `... r(z,)) 
TECON G) TL a 
k=1 


n-i 
= E, H mt- E. SECI ``. x(t) aiz] N aad 
k=1 


= E, TI Hiki | GO P 9 xta) y) 
k=1 
x oG, — ln-i? (CD dy) 
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= | . [O `... Ya)O (a, x, dy)--- 
oG, 一 Fris Yars dy,). 
如 果 hs: "ta fa 为 B 可 测 的 有 界 函 数 ， 则 
Esere |] CGO) 
{1 
Ee 


- W(h, ze II 大 (z(t)) 


T f- f TI FAI OC z, 25) 


Qta — fas Ynis dYa). 
《最 后 这 个 等 式 是 利用 (14) 并 当 Aa —> 0,- 4—0 时 依次 取 
极限 而 得 到 的 .) 因此 ， 对 任何 S 可 测 的 有 界 函数 LEERTE) 
MOSUL <, =: 有 
Ele? 一 etin] fCC)" tty tlta )) = 0. (17) 
随机 变量 。 9”: 为 N, 可 测 , 而 res P, 几乎 处 处 等 于 一 f, 可 测 
的 随机 变量 。 所 以 由 《17) 式 可 见 
Pae = ruas) = 1, 
从 而 (16) 成 立 ， 由 (16) 可 见 
En <? tm E, j + W Chas x) 
z 0<r<u<t 
. = W (has Xu Jdsdu 
-21m E, j WG, z)limE, 


; . 
` | = W Chi z, )ds | N, | ds 
s hy ) 
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< 21m E j Wlh, x Wt, z,)ds 
— ° 


A—>0 


< 2W(z, x)supW (z, y). 
所 以 
W(z, z) = lm E, [2 1 wlha, as| 


= E, [im | — w, ea 


= EG). 
由 此 可 见 , ZA p 随机 连续 ， 记 以 可 以 假设 它 是 非 减 的 。 为 证 
明 它 的 连续 性 ,我 们 指出 ,如 果 非 减 过 程 p(*z7)，: 上 6 [0, 71, 满足 


my [Pf r) oy  (t— 1 y> 

im 2; [e 7) e ( 2” zj 0» (18) 
则 它 在 [0, T] 上 连续 。 因 为 在 (18) 式 的 极限 号 后 面 的 式 子 关于 
z 是 不 增 的 , 所 以 为 证 明 它 成 立 , 只 需 证 明 


sm [er) -GE 


+=1 2” 


ea) 


KT 
<2 S lim E, + Í 


t=1 40 h -DT 二 
` WOh, x WOT 27", zdi, 
因为 条 件 W 3) 成 立 ,所 以 该 不 等 式 左 侧 趋 向 0。 定 理 证 完 . 
对 于 每 一 三 泛 函 可 以 使 之 与 一 函数 族 


Fi(x) 一 E, 人 Hdg; a9) 


相 联 系 . 对 于 任意 ¿> 0， 函 数 Fi(x) 唯一 决定 函数 所 (z, x) 一 


Ep 从 而 它 ( 精 确 到 随机 等 价 性 ) 决 定 泛 函 p 本 身 ， 事 实 上 , 当 
h> 0k 
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EFi) = EE, N edp, 
= ÉE, N e “dqpe+a 
= E, Nas 
所 以 
F,() 一 HE FIC) = E, | ap, 
如 果 记 G.G), z) = Fala) — eE Fien), Mj 


£ 
E, D) Gailh, zi) = >, E. | e dg 
kA<: ACE ° 


= E. N Pualt) dp 
Erh, ta = nh, (n — 1) < t < nh; Tü bi (z) = TRD, kh < 
t< (kt Dh, BA tt, MA Rh0 
COO 一 下 委 1 一 c *—>0, 
故 
有 r 
lim | 中 DO g, = | dep, = Pis 
p20 Jo ° 
lim E. >; Gh, zu) = Wt, z). (20) 


kh<t 


与 (20) 式 完全 类似 可 以 推出 下 面 的 公式 〈 它 书写 起 来 更 为 方 
便 ): 
WG, 1) = imE, | L [F — CUT,P,(z)14, (21) 
其 中 T, 是 伴随 过 程 的 半 群 算 子 。 泛 函 p 本 身 也 可 以 通过 aG) 
KER. 
引 理 4 如 果 函数 Fi(e) MWERA (19) 式 相 联 系 , 则 对 所 


A x 和 z, 在 关于 P, 的 均 方 收敛 意义 下 
g, = lim f "P [F,(x,) — e wT, F(x,)]ds, (22) 
证 ， 因为 
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E LFE) — CC29T,F,G)] = L E, N edo 
4 . A Jo 
故 


E. TO) — [+ [F(x,) 一 HT FCs} 


= E.G) + 2E, D 长 E., i erap, | 
x ŽE, K eqo, ] duds 


Eo ee 


-Ep 1 
E.Z) 十 2E | 


I ~ig 1 

-一 € Prt+u 

HC P L. | 
ñ 

x lË edena duds — 2E, 


x [Twe — ssx) + p(s)] f e edo, ds, 
HRE 
EHPA + u) — pu) < [° odpru < ou + P) — pla) 
可 见 


1 [Í* -> A iv 
JI < P p E “ao f e dens] duds 
< # || [plu + à) — p(n)] 
<< < 
` [pls + à) — pls) Jduds 
_ z j [9(z 十 à) — pln)] 
À iW p(s)ds 一 全 goas | du 


< 二 | (aí. 1 | 
+), 9G5)]dz + hp LPG + 4) — Cu) Idu 
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<[ [” oa] 
< p(t + h) 
而 
人 DD 2 |: "dp;+. J: É "dpr | duds 
| IG + h) — pba)] 
x 二 | 他 pls)ds 一 W Co] du 
= in m (= [plu F à) — pu) [oG — pu) Jan 
-| [p(D — pu)]JapCn) 
— 7 
2 
所 以 
lim E. J. + jx f e "apa, ] duds 
= E, (2) , 
2 
同 理 可 得 


4 À 
lim E. [ [W(z — s, z,) + p(s)] P [| ed Prys |: 
= E, [IWG — s, z) + (JdpCs) 


一 [PO — pC) ola) 
= EpC). 
因此 


im E, | po) 一 | LCR) — T, Faw)ya] 


* 228 ° 


引 理 得 证 . 
我 们 指出 函数 F(x) 的 两 条 性质: 
E1) F(x) 是 非 负 的 可 测 函 数 , 对 所 有 * 和 1 二 0 满足 
T, Fil) < e* F(x); 
E2) 对 所 有 = 
lim TF(x) = Fie). 
这 两 条 性 质 都 可 以 从 
F(x) — ew*TF(x) = E, | edo, 
H. 
称 具备 性 质 了 1) fi E 2) 的 函数 Fi(x) 为 过 份 函数 ， 
对 于 1 过 份 函数 Fax(*)， 在 什么 条 件 下 存在 一 环 泛 函 使 表现 
(19) 成 立 ? 
定理 3 HT 过 份 函数 F(x)， 看 在 一 WW 泛 函 p 使 表现 
(19) 成 立 , 当 且 仅 当 它 有 界 并 且 满 足 条 件 


„im | LEE) — eT, FC) 
x [F,(z,) — TA F ,(xz,)]ds = 0, (23) 
证 。 必 要 性 ， ”由 不 等 式 


二 LFC) 一 C 2#T,F,GD1] < WG, z) 
和 条 件 W 3) 即 可 得 该 条 件 的 必要 性 ,而 由 不 等 式 
P.G) < 3) eMsupW(1, z) 


A=0 
可 见 ，F,(x) ER. 
充分 性 ， 令 Gailh, x) = F (a) — ePT,F G). BR 
Gailh, z) = Fala) — bT, F GG) 
+ TLF) — eT nF] 


_ o, (+ N =) + PTG (+ sz). 
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E: 
k—1 
Gkh, z) = Gih, xz) + >; PUT, GCh, z), 
l=1 
设 
wG, x) = I E, í G,G, x,)ds, 
h 0 


那 末 


WA, x) = P |E. | File )ds — HE, | P.Gz)2: ] 
E 


-åk _ t 
-E |== Í F.Gz)d; 
0 





二 让 
| Fi(xs)ds 


+ f F,Gz)a: ]. 
因为 当 2⁄0 时 
EŻ | F,Gz.)4Í = E, + N T.F, (£) ds -> Filx), 
故 存在 极限 
W(z, x) = lim wC, x) 
= F,G) — T, Fae) + 1 | TEs, (24) 


因为 函数 wG, r) 满足 条 件 W 1) 和 W2)， 所 以 显然 We, z) 
也 满足 这 些 条 件 。 其 次 
WG, x) = FC) 一 e 22T,PFi(z) 
+ [= — 11T,F,(z) + f T,F ds 


< Gilt, z) + llFl. 
所 以 


£ 
E,| + WCh, x YWCA, ri)ds 
Q 


, 
<E, | n Gah, xs) GI A, x,)ds 
0 
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+ Fl e E, [ W(A, xr,)ds 
t1 
+ Fd A + E, [+ 


° GCh, x, ds + I Fal ' A, 
现在 由 条 件 (23) 和 关系 式 
W(A, x), Ay0, 


£ 
lim E. | 1 Gailh, xijds = W(t, x) 
A40 og 


可 知 ,函数 W (z, +) 满足 条 件 W 3). 
由 定理 2 可 知 ， 存 在 一 矿 诈 函 w%， 使 Ep, 一 WG. <). 由 
(24) 式 可 见 
E。 人 edol) = 4E, | plea 


= 1 r W(t, x)e "di 
9 四 
= À N F(x)e de 一 4 [TEO ae 
0 9 
°° £ 
+ xf ef T.F,Ge) ds dz 
o 0 


~ Ra 一 2 TP) "a 
+ 22 [r T,F,(z) r e`" deds 
— File). 
定理 得 证 。 ' 
时 间 的 随机 替换 设 (7, y. P.) 是 拓扑 相 空间 .2 中 的 
右 连 续 强 马尔 科 夫 过 程 ,pi 是 它 的 连续 齐 次 可 加 泛 函 。 ES A 
有 zx 和 . 

P.{p, > 0) = 1. 
ITP, TA ER-N INWTE FC 
F 上 ， 其 中 对 任意 zx 有 PAZ) = 1, p, 是 上 的 连续 单 增 函 数 
(p 一 0)， 以 后 我 们 就 假设 F — 灾 。 我 们 引进 一 马尔 科 夫 时 
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Wlk Tis 对 所 有 ¿ é [0， E); f, 决定 于 
1 一 9(z)， (25) 
Eh Š = g(+ co) = limgl:)， 对 固定 的 z, 考虑 概率 空间 { 多-， 


N, P,) 上 的 过 程 yG) 一 *(r)。 当 g((& — 1)/n) <i S pk 
#) 时 , 设 z) = k/n BFH p((K — DD fn) < t < elka) 时 
P) = z ($) 
G p+ co) >r, WEBEX) K Ú Cr) 为 A 可 测 。 又 因为 
: X(t) = lim xlr”), 

所 以 Cr) 22.4 可 测 ， 这样, 我 们 有 一 随机 过 程 x(r,) 的 马尔 科 
RR: 每 个 * 对 应 于 概率 空间 {多 NP) 上 的 一 个 随机 过 程 
x(n). HRKI, 它 是 马尔 科 夫 随机 过 程 族 .我 们 构造 一 齐 次 马 
尔 科 夫 过 程 , 使 当初 始 值 等 于 + 时 , 它 的 边沿 分 布 等 于 过 程 lr) 
在 概率 空间 {多 , N P3 上 的 边沿 分 布 。 

我 们 引进 一 函数 集合 F: HNE C eF 和 ze [0, E), 
TO) 一 x(t), 其 中 工 ;决定 于 (25) 式 ,而 2 一 gp( 十 00). i. 2 
随机 变量 Z(z) 产生 的 "代数 ,而 .大 Je ZG), + << r, 产生 的 o 代 
Wk. iG P. . 产 上 的 测度 : 对 .的 任意 柱 集 C 定义 

P(C) 一 P.{xz(r.)e C); 

由 变量 *(r) 的 做 可 测 性 可 见 ， 对 任意 柱 集 C, 集合 LO): 
z(z.)€ C} HN FIN. 

为 证 明 I, .六 , 生 .} 是 马尔 科 夫 过 程 ， 只 需 证 明 ， 对 任意 
r€ RX, BEB, r> 0, à> 0 以 概率 P. 一 1 有 


P.G + A)E B|.) = Ë, (SG) e B). (26) 
(26) 式 等 价 于 :以 概率 1 
P,(x(r,,,) € B EAR = Py{xCts) € B). (27) 


由 过 程 (57, N, P.) 的 强 马 尔 科 夫 性 可 见 ， 如 果 以 概率 P. 一 1 
有 
6.Ex(ro)] = CTit)» (28) 
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则 (27) 式 成 立 ， 
为 证 明 (28) 式 , RATZ RAMA p, 在 马尔 科 夫 时 刻 的 值 
我 们 首先 证 明 , 对 任意 xe 2 以 概率 P. 一 1 有 
Putr 一 P: 一 Og (29) 
Et r 是 马尔 科 夫 时 间 , 而 w 是 非 随机 的 。 根据 定理 1 可 以 构造 
一 个 8 可 测 有 界 函 数 gs(x) 的 序列 ,使 


£ 
g, = lim f EnC x, )ds 


以 概率 P, = 1 对 一 切 有 理 > 0( 从 而 对 所 有 t> 0) 成 立 ， W 
RURE P. =1 有 


t 
0p: = lim o, | EaK x )ds 
n> + % 


THE 
= lim | gnCxs)ds 


= pCt + t} 一 pír), 
从 而 (29) 得 证 ， 为 证 明 (28), 只 需 证 明 以 概率 P, 一 上 有 f 
lim6,,[zGz?)1 = CTi), (30) 


ARW PC — 1)/n) <h < p(K/n) 时 ,x(t 四) = x(k/n), FH 
以 如 果 0p Ck — 1)/n) < h <9,ə(k/n), B plr + G — D/ 
n) < À + pT) < g(z, + kn), MJ 0, [r(z$2?)] = x(z, + kja). 
Wm 
Ofx(zr 名 7)] = G”), 

其 中 当 plr: +Ck—1)/a)<htt <el t kia) i, g” 一 
tı + k/n. 所 以 ¿> Titaha ¿tm — T+ S l/a 由 过 程 的 右 连 
续 性 可 知 ，lmx(6”) 一 x(ritr)。 这 样 就 证 明了 (30) 式 ， 从 而 


(28) # (27) 得 证 . 

现在 假设 过 程 {F , N, P.) 是 随机 连续 的 和 Feller 的 。 我 
TE, HELF, F, P ly 的 预 解 式 是 如 何 通过 过 程 IF, r, 
P.) 的 特征 以 及 泛 函 p 来 表示 的 ， 

根据 定义 
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RIG) = E,” Gds = E, [ET Nae 
在 最 后 一 个 积分 中 作 换 元 t = p(s), 得 
RA) — E, [emf dpCs), 
假设 
G) = | G), 
其 中 g(x) RARR STNEM WR 
RJC) = Riaya) | 
= E, [7 ep {—2) ga GO), 
设 
FG, z3 1) = Es exp f- 2 | gC )ar) Go. 
利用 第 一 章 $ 5 的 方程 (12), 容易 得 到 OC, r1) 的 下 列 积分 
方程 
iC, z; f) 
= Tiei) —2| Tilson —s, ;Id G1) 


因为 它 右 侧 的 积分 算 子 的 范 数 小 于 1。 所 以 它 对 telel < 1 A 
一 解 。 如 果 对 充分 小 的 * MER 只 可 测 的 f 知 道 了 QIC, z; D 
的 值 , 则 利用 等 式 Ola, x; f) = AG — £s X, Qfa(s, `; P) 
就 可 以 求 出 它 对 所 有 : 的 值 ， 而 上 述 等 式 对 所 有 0 < ; 二: 均 成 
立 ， 氏 jaf(x) 通过 QI 表示 如 下 ， 
RIG) 一 | OPG, z3 jede, 
现在 设 
vlk, x) = Ec %, gx) = 于 [1 — oCh, +)], 

那 末 

Cg) = lim |” OAG, z; J), (32) 
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第 三 章 跳跃 过 程 


$ 1. 跳跃 过 程 的 一 般 定义 与 性 质 


在 第 一 章 已 经 定义 了 广义 由 路 过 程 。 作 为 该 定义 的 基础 是 这 
样 一 种 体系 , 它 在 落 人 它 所 处 的 每 个 状态 后 , BAEN, A 
后 跳跃 地 转移 到 另 一 个 状态 中 去 ， 

然而 ,前 面 给 出 的 定义 并 没有 明显 地 依赖 过 程 的 这 些 性 质 ; 而 
是 借助 于 对 转移 概率 所 提出 的 分 析 上 的 要 求 来 叙述 的 ， 本 节 中 ， 
我 们 从 运动 轨道 的 性 质 出 发 ,给 出 距 跃 马尔 科 夫 过 程 的 直接 定义 ， 
研究 它 的 一 般 性 质 , 并 儿 述 距 瞩 过 程 的 构造 。 本 章 下 面 几 节 将 研 
究 几 类 重要 的 距 跃 过程 . 

设 (1,90) 为 可 测 空间 ，% 包含 空间 2 中 的 单 点 集 , 在 
多 ”中 引进 离散 拓扑 , 亦 即 我 们 将 把 Q$ 当 作 是 距离 (z, z” 一 
1, x 关 xz ,的 度量 空间 . 

定义 1 相 空 间 (2, 8) 中 的 马尔 科 夫 过 程 (£C, o), ez, 
P,,:} 称 为 跳跃 过 程 , 如 果 它 是 正规 的 , 且 对 任意 G, o), G < t), 
存在 = óG, o), EHAE [0，5) BF, EG + ñ) = EO; 这 里 
t = Llo) 是 过 程 的 生存 时 间 ， 并 且 对 任意 * <t, 函数 EO 在 区 
间 [0,*] ERS 4 4BEKR. TEXTS o, KR (o) 在 每 
个 有 穷 区 间 [0，*] 上 都 只 有 有 限 多 个 跳跃 点 , 则 称 此 马尔 科 夫 过 
程 为 阶梯 的 . 

由 跳跃 过 程 的 定义 可 推出 函数 5(z) 是 右 连 续 的 (因此 ,是 右 可 
分 的 ), 而 且 对 一 切 1 < 5 ,有 左 极限 . 

由 第 一 章 $ 6 定理 2 可 得 下 面 结果 . 

定理 1 为 使 可 分 马尔 科 夫 过 程 与 阶梯 过 程 随机 等 价 ， 只 须 
HES * > 0, 有 
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lim sup Phs, +, 1, AN x) = 0. 
6-0 (ene lz 


下 面 (定理 4) 将 证 明 : BA ZERKI ER sn TD CEL 3 
的 。 因 此 我 们 先 研 究 强 马尔 科 夫 过 程 . 
考虑 茶 一 强 马尔 科 夫 跳跃 过 程 EC, o), S, P,,:}， 引 进 事 
t 
An 一 {ECu) = ECs), u € G, 2). 
显然 , A, N, 这 里 N 是 由 随机 元 5(w), uE ls, t], 所 产生 的 0 


代数 。 因 此 ， 
aCe, s, 1) = P,,(A,) 


EE z ËJ SEAR, VE < A< ha, 由 
q(x, $s h) = EXCA) = E, .xX( An XCA nn) 
= E, XCAs Eeo A ann) 

= E, iX(A IEU), n> 5) 
可 得 
gx, yy n) = 4(x, s, n)4q(z, > 2) G < 1 < 2). G) 
特别 地 ,由 上 式 可 知 , 49(x，, s， 1) 是 :的 单调 不 增 函 数 . 

设 A, 是 如 下 的 事件 :存在 一 个 时 间 区 间 [s,s + 2), > 0, 
在 该 时 间 区 闻 中 ,过程 不 改变 自己 的 状态 。 显 然 ， 


4, = U Asn 


其 中 sn)s, $s > s, 因此 有 
1 一 P,.( A.) 一 lmP,,,(A,,,) = lma(z, $s sa). 


从 而 ， 
qalx, s, s+)=l, 


由 关系 式 (1) 可 知 , 函数 q(x, s, 1) 关于 “上 AER. 此 外 , 如 
1 > +, 则 
q(x, f3 1—) = lim P, (Asn) 


= P,. (Gu) = ECs), uE Cs, 2). 
特别 ， 如 果 过 程 EG) 是 随机 连续 的 《对 于 测度 Poo EÈ 
z > s), W] q(z, s, £) E # ERAR G: > +), 
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类 似 地 可 证 朋 作 为 $ RR, alr, s, 1) 也 是 右 连 续 的 . 实际 


上 4( 1) 
| = Lst) 
人 
= Is) a 
q(x,s, s+) 2 
这 样 , 就 证 明了 


引 理 1 函数 g(x,s， De Z=, +Z 0, z +) X x HE 
数 是 B 可 测 的 ; 而 作为 2 上 之 * 的 函数 〈 作 为 s,+ < :的 函数 )， 
它 是 右 连 续 的 ,并 且 是 单调 不 增 (不 减 ) 的 , 它 满足 函数 方程 (1) 与 


条 件 
glx, $3 s+) =], 


我 们 引进 随机 变量 r, CERA s 后 ,函数 EO DARKER 

时 刻 , 即 
r, = inf{i:t > s, EG) 天 二 和 二， 
如 果 上 式 中 相应 的 集 非 空 ; 如 对 一 切 : > s, EG) = EC), WS 
r= 00。 HRZ EO WAEREA r 是 随机 时 间 ， 而 且 
sz Æ EC). iths 
P, .(r, > J) = glr, s, D), 

i Peir = co] =4(=, s, co) 是 系统 于 时 刻 * 落 人 相 空间 的 点 z, 
并 且 永远 不 再 离开 的 概率 . 

添加 点 co 于 半 直 线 (s, 0) 使 之 封闭 ,我 们 在 区 间 Ge, col 的 
Borel RAY "代数 .3 “< 上 构造 测度 Cr, s, K): 令 

qx, s, (uv]) = q(x, s, u) — qlr, s, s) (e< s < o), 

q(x, s, {00}) = g(x, s, co), 
再 利用 通常 的 方法 将 此 定义 扩张 到 整个 S 上去。 这 时 ，4(x， 
K) = P {r € K}, K€ Z+. 
与 前 面 一 样 ,对 任意 o, 我 们 约定 EC) = b, 
设 多 一 [0, o) x Sr, (= Z XS, RAY 的 元 是 “对 


O 原 书 误 为 z = ints, EU) = ECG). ARE 
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偶 ”， 一 (zz)，!20，r6 纪 我 们 引进 半 随 桃 核 (y, 4)， 
ye %, AEA, W A= Kx B(K6e Z , B e %), £ 
QG, x, K, B) = Q(G; z), A) 
= P, {r € KNLs, eo), Er) € B}. 

此 式 唯一 确定 了 o 代数 4% 上 的 核 0(y, 4)， 因 为 

OCs, z, K, B) < 4(<, s, K), 
故 由 Radon-Nikodym 定理 , 存在 函数 IC, z, B), 使 得 对 任意 
us, ols EH < s), 


oG, x. (u, vl, B) = | nG, x, B)4Gx, fs dt), (2) 


由 函数 H.G, z, B) 的 定义 可 知 , (Tz, z, B) ERTEN z, 
BEIER ECT) € 的 (对 测度 P, 的 ) 条 件 概 率 . 

我 们 自然 希望 函数 ILCO, x, B) 不 依赖 于 s. 下面 证 明 这 一 事 
实 , E í< <u< >e, Wi 

OCs, x, (u, ç], B) = E,X{u < r, < s)Xí£(z)) € B) 

= E,,E,,{X{r > s yxu < z, < oil) € BISEN. 
因为 事件 (z, > s) 是 €; 可 测 的 , 故 由 等 式 《1), 上面 最 后 一 式 等 
于 

E, Xir > ss EX{u < ri < vxX{e(r) EB} 


= q(x, $> s’) ui, x, B)a(x, 了 dt) 


= | ml, x, B)>4(<x, S3 dt), 


` 将 此 式 与 等 式 (2) 比 较 ， 可 得 HI,(1, x, B) = IC, z, BAFI 


度 q(x， $> -) 几乎 处 处 成 立 。 
以 下 设 i 
H(t, x, B) = Iot, xs B) _ H(¿, x, B), 
于 是 
Ols, x, (s, ç], B) = |° H(i, x, B)a(x, s, dt). (3) 


考虑 事件 列 
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cr U {s(ta) -t= 2 .il 


iletwe] 
f i 
(s+ L) š, E(s+ E)E B}, 
显然 ，C” 单 调 下 降 ， 且 由 过 程 &z) 的 右 连续 性 , {r€ [u, v], 
Er) E B*} 一 CEN, HAR OG, z, Cu, vl, B) JE e B 


3 可 测 函 数 。 由 此 不 难得 到 ， 对 固定 的 (t, B), H(i, x, B) Æ $ 
可 测 的 。 此 外 , 作为 + RIAR Cne Z 可 测 的 , 并且 对 任意 固 
定 的 (x， B,), n=1,2,...,B,& 6, 3 n > KHT, B, B, = $, 
有 

af x, U a.)- S UÇ, x, B) (modg(s, z, *)), 


再 注意 到 


it 


OCs, x, (Ga, ç], {x}) 一 0， 
于 是 得 
U, z, {x}) = 0 

对 几乎 一 切 +:《 对 q4(z,s,:)) K z € X 成立， 

与 空间 {多 , %) 同时 ,我 们 还 要 考虑 它 的 扩张 {24*, %*), 其 
中 2B* = [0, co] x R p, %* = Z” x 8,. 

引进 取 值 于 可 测 空间 (2“*, %*) 的 随机 元 m = (z,, EGz)), 
并 在 (@*, A) REXI OG, A): 对 y= G, DEV, 
AEA A 

OG, 4) = Paf Cr E) EA, 

如 A= (u, v] X B,s Su, y= (s, z), NOCy, A) = OCG, x, 
(z, vl, B), 

注意 该 0(y, A) 仅 在 集 4, = {(1, hr ERG Esa 
于 零 , 所 以 8(y, 4) = 0G, ANAD. 


V ABRY 5C71)& 8, 一 一 译 省 注 
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RAER OG. z, Cu, vl, B) 对 G < e) 右 连 续 (这 可 由 (1) 
与 (2) 推 得 ), 且 对 zx 可 测 , 所 以 是 变 元 (+，*) 的 S x 8 可 测 函 
数 ,因此 ,对 固定 的 À EA, 函数 0(y, A) 是 外 可 测 的 ， 
E (@*,%*) 上 补 定义 核 OG, A), 令 
QCC, x) {œ} x (by) = 1, OC(s, b), (co) x {b} = 1, (4) 
9(G, z), Cu, v] x {5}) = 1— OCs, x, Cu, s], Z), G) 
O(G, x), (co) X B) = q(x, s, ©)XX(B, b), 
上 面 关 系 式 中 的 第 一 式 等 价 于 Eo) 一 b; 第 二 式 表 示 状 态 8 E: 
吸收 的 ;第 三 式 表示 系统 落 人 点 b 后 就 从 相 空 间 消失 ; 最 后 一 式 表 
示 , 如 果 系 统 洲 入 明 收 状态 *, 则 我 们 仍然 认为 gCo) 一 8。 显然 ， 
Ol, AX Cy, A) ER* x %*) 对 固定 的 4 是 %* 可 测 函 数 ,并 
且 对 G, x, 4)€ [0, co) x Æ, x MW, Q(y, A) = P,, ((z,, 
£O) € A). 
用 归纳 法 , 可 如 下 定义 一 列 马 尔 科 夫 时 间 re n 一 1, 2,*，…， 
和 随机 元 ns = Cres £(z,))D: H r, Æ 00, 则 toh 是 在 zs 以 后 , 首 
次 使 Teti) = E(z,) 的 时 刻 (如 果 这 样 的 时 刻 存 在 ); 对 其 它 所 有 
情况 ,定义 ton 一 co, E(r,, O = 5, 
定理 2 设 (e; Poes EC, o)) 是 强 马尔 科 夫 距 路 过 程 。 则 


序列 . 

Mos Mis `` "5 Nass No (ç, z), m = (z,, E(z,)) 
构成 相 空间 {2B*, A) 上 转移 概率 为 Q(y, A) 的 马尔 科 夫 链 。 这 
hJ Rk os, x), (1, ©) x A) = 4s, z, DE >s) 具有 引 
理工 所 述 的 性 质 ,并 且 rr S ra n = 1,2, +: °, 

证 。 先 考察 条 件 概 率 P.,:{y。e 41655_,}， 这 里 e: ,是 由 随 
机 时 间 zi 产生 的 "代数 ， 设 4 一 lu, e) X B, 注意 到 事件 
e= U (Ufi(m+td) -se }) 


N i—i k=1 
jar _ +I € [usr] 
nl m ” - i 


n{s( ro + 去 )e a}n{s( Tai +Ë) >= Elena) } 
单调 下 降 , 且 由 函数 EO 的 右 连 续 性 ,有 I 
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N cv = (n, € A). 


m=1 


因此 ， 
P,,.{ € A |°; -,1 = E,,, GI m, € A) ISi 
— imE,(X{C"} |e,..). 


再 由 过 程 的 强 马尔 科 夫 性 与 第 一 章 $ 4 定理 5 可 得 
EAXCC”)|G:, = Ec XCC”) leosan 
这 样 一 来 ， 
Padan € 41S5 = lim EsX(C™) |e preo-ieen- 
= Ernies € A) 
= OC Crs- E(z,-,)), 4). 
自已 证 的 关系 式 , 利 用 这 种 情况 下 通常 的 论证 方法 , 不 难得 出 , 对 
ERRA y ELOD, 都 有 


E, fiC) 1S1} = | 101) OCs dya) [oo sere as 
由 此 不 难得 到 


Eo [TI Gol 


7 | | II JGx) Qo, dy)Q9G dy)" : QF ys-1, dy), 


其 中 fe € b(9D. 

上 上面 最 后 一 式 可 以 立刻 推广 到 任意 函数 ff 一 fy， yo "5 
y.) € 6 (9) 的 情况 , 对 此 ,上 式 成 为 

E.G Cnm, °... 7a)) 


= f- `. | fy `... y.290(>, dy)Q(y, dy): > ` 
X Q(y,-u dy,), (6) 
同样 ,也 可 以 推广 到 函数 fe Lah 的 情况 。 
D AOD Æ A TNA REKK., 
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定理 证 毕 . 

Z 对 任意 强 马 尔 科 夫 跌 跃 过 程 ， 都 存在 一 相 空 间 为 【名 “， 
%}， 转 移 概 率 为 OG, A) 的 齐 次 马尔 科 夫 链 (no n= 0,1, 
2，…}, n, 一 (ro，gss)， 它 满足 定理 2 的 条 件 , 并 使 

EG) = En, H Ta SELT 
El) = b, 当 z 2 supra. 

为 证 明 这 一 事实 ,只 需 指出 , 如 一 supr, < oo , 则 “是 函数 
EC) 跑 跃 时 刻 的 极限 点 ,根据 虐 哮 过 程 的 定义 , 5(o) < x. 

现在 我 们 来 证 明 相 反 的 结论 , 亦 即 , 设 已 给 {多 , %) 上 的 半 随 
机 核 O(y, A). 令 QG, xK, B) = Q(G, x), K x B). 假定 核 


QCy, A) A TEEM: 
a) O(s, x, (u, v], B) = 0, `= < v < # IJ ; (7) 
b) O(s, x, Cu, s], (z)) = 0; (8) 
c) RZ alr, s, D) = OCs, z, [rs oo], Z) 关于 变 元 和 
s < 站 右 连 续 , 且 满足 函数 方程 
q(x, s, 1) = g(x, s, )q(x, t, '), £ < : < ”. (9) 


如 前 面 证 明 的 那样 , 由 已 作 的 假定 可 知 ， 存 在 函数 IG, <, 

B), 645 
oG, z, K, B) 一 [ nG, a B)4G, s, dr ), 

因此 ,如 KC(u, co], s <u, 那么 由 等 式 (9) 有 

Ols, x, K, B) = 4(z, S3 u) | uG, Ys B)alx, us dt), 
由 此 可 得 

oG, z, K, B) k q(x, S3 u)OCu, x, K, B), < x, 
KC(a, œ], (10) 
TEHE, Im pis aa DRRR (EG, o),ez,P,. y, 


使 
P,-{rie (u, s], GD € B) = 9G, x, (u, s], B) 


(s < u < v), 
其 中 r 有 如 前 面 确 定 的 定义 为 此 ,引进 序列 
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wo = (yo Yis Yas °°") 

的 空间 2, 这 里 y, EB*, 并 用 7 表示 @ 中 的 代数 , 它 是 由 集 类 
{o:7te Akh K= 0,1,2,..., AEA 产生 的 ， 利用 公式 (4) 
和 (5) 可 将 核 2(y，4) 扩张 到 (Gy*, A) 上 去 。 对 扩张 后 的 核 保 
持原 先 的 符号 ， 依 照 定理 3( 第 一 卷 第 二 章 $ 4)。 根 据 核 0Cy, 4) 
和 {2B*, 3*} 上 之 任 一 概率 测度 q, 可 以 构造 40, r) 上 的 概率 测 
E Po, 使 得 函数 n(n，w) = ya, n= 0, 1, 2,7, EAZA 
(A, A) 上 的 齐 次 马尔 科 夫 链 , 它 有 转移 概率 O(y, A) 和 开始 
分 布 9。 

设 m, 一 n(n, w) = (ras Endan = 0, 1, ++, 其 中 rE [0, 
Ols Z, € &,. 由 公式 (4) 和 (5) 可 知 , 对 任意 开始 分 布 9, 已 构造 
的 链 以 概率 1 有 下 列 性 质 : 如 果 z, = eo, WI £, = b, 如 果 £, 一 
b, W Enn = 5 一 0 而 ro 一 ze 一 一 co， 

我 们 约定 ,如 rs = co, M| rt 一 r。 一 co。 再 注意 到 由 函数 
aCe, s, t) 的 右 连续 性 可 推 得 

QG, z, (z, co], RH,) = lim4(z, ti + h) = 1, 

由 此 可 得 
Pirs — r, > 0) = E@9(z,, Ers (z,, eo], Z) = 1. 
进而 ,由 等 式 (8), 还 有 
PLEna Æ Ens E, > D} 
= EPOa, Ens Cras eo], ZMEDE , En) 
一 ELA, En) = P'o[ £, = b), 
从 而 ,如 5 = b, 则 以 概率 1 有 Ern = En, 

记 Q' 为 所 有 序列 o = {yos po toya ** ] 的 集合 ,其 中 
Yn = (Pns tn € [0, co], xa € Zr, 并 满足 条 件 : 如 ts 一 co, 
Jl) z, = b; HH z, = b, 则 tan = fa = eee = 5, In 

fai = Iny == * * * == 03 
AH, >° co, MU nj D z; Hñ z, >b, D) r, = x,. 此 时 ,对 每 一 
初始 分 布 9, PPO) =1. AS 表示 代数 6 在 9' 上 的 限制 ， 
也 就 是 形 和 如 4' = ANA, 4 ESRA 的 9 代数 。 显 见 ， 
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js = Cn, w) 
是 {0', S, PO) 上 具有 上 述 转移 概率 0O, 4) 的 马尔 科 夫 链 . 

以 下 我 们 约定 ;, 赂 去 记号 9 mS 中 的 抠 号 , 因而 9 表示 具有 
刚刚 列举 的 那些 性 质 的 所 有 序列 (yo is to Yns °° .) 的 集 类 ， 
此 外 ,作为 @@* 中 的 开始 分 布 ， 我 们 考虑 集中 在 一 点 (;，*) 的 分 
布 ,并 把 {0, e) 上 相应 的 概率 记 为 PP 人", 

下 面 转 到 我 们 感 兴趣 的 随机 过 程 的 构造 问题 ， 

令 5Cw) 等 于 使 5 一 5 的 最 小 的 zt, 如果 这 样 的 w 存 在 的 话 . 
BRAJ, E Llo) = suprs。， 令 加 一 G7?) 固定 ,wo = (y y tt) 


Ens) = š, G, 0) = En, W rv, < :< z, 
n= 1.2, =., t< tw), 
Ë, G) = EC o) =b, 如 2 gCo, 
函数 Z, G, o) 当 :5 时 在 空间 9 的 子 空间 9,,, 上 是 有 定义 
BJ, 9,, 由 所 有 那些 o € Q, o 一 Oos Yi? …) 组 成 , 这 里 y = 
G, z), 
设 Sno = {4:4 = BNQ, BES} 注意 到 测度 Po% 
中 在 9,, 上 。 RMA N” HBA Erelu), uE [ss], 产生 的 
0 代数。 定义 在 [9,,, Ser} 上 之 可 测 函 数 关 于 测度 P. 的 积分 
WA Ene. 
定理 3 概率 空间 {0,:, N ,Poe2} 上 的 随机 函数 族 {5.=(0， 
1> +) 是 马尔 科 夫 的 . 
证 。 只 需 证 明 ， 对 任意 函数 Feb (@,), 当 s 二 x 二 + 时 下 
式 成 立 : 
E, ENNE) = EEC sw, GD 
为 此 只 需 证 明 


Esa [HI MECO} 


= E, MI frCEssl 4)) [ES aG), a oC12) 
k=1 
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对 任意 n=2,3,-..., CX) EBB s < 1 < 1, < : + < ¿;, PË 
Xr. 实际 上 , 如 此 式 成 立 , 则 对 任意 随机 变量 n€ bO), w < r, 
和 函数 Kx) ELO 有 等 式 
E,,,11(S,.,(z,)) = E,,,(a[ÉE,,,f(8,,.G2)],=: 0} 

由 此 可 得 (11). 

现 证 关系 式 (12)， 注 意 ,我 们 只 需 沽 虑 函数 有 (x) 在 点 5 等 于 
0 的 情况 。 

HARI E, (E...) 的 表达 式 , 这 里 w s, 

设 X,G) 表示 事件 z, 所! 二 rs 的 示 性 函数 ,这 时 ， 


fo: 5 X) = 1, r, = u} 


一 {w:1€ [u, supz,), To = u} 
= [on 一 L, To 一 u}. 


因此 ， 
En, En D) — 31 Enah EnO. 
进而 ， _ | 
E,.JG8,,(0xr,() 一 EnEn Mr < < an) 
一 Í | fes v, 1)O"(u, z, dv, dz"), 


Pa 
这 里 Qy, A) 表示 马尔 科 夫 链 (ns n = 0,1,2, -Hn pt 
移 概 率 ,而 Q"(s, x, K, B) _ o(s, z), K x B). 于 是 有 


Eu ië) — 22 | | a4’, v, )0"G6 z, do, 42), 
类 似 地 计算 量 Enfal), G <x <”, 可 得 等 
E,, f(&,, <(D))8(5 ,Gu)) 
= Es 3] IEEE OAU), 
rB m m > n, Wl GOR, GOD = 0 其 次 ,对 < n, 
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Esaf CEng En) XXU) 


上 4 


_ í | |) | IG,)g(z,)97G, x, dims dzm) 


WI mà Z: 
X Q(> Zms dimins dm4+1) QO TI Zm41s dins da) 
x QG, Zas [ts co], R). 
在 所 考察 的 积分 域内 ,由 等 式 (9)， 
OCims Zms diyas dam 
= 4(z,,> Ims 4) OU, Sms dt mi dzm+1), 
再 考虑 到 
Qis, Zas [ts oo), Z) 


= q(z,, D pÍ | oG, Zm dimtis dzmt1) 
Ku 
x OPC tms Bmt dtas dza) 
— Q" (zw， Zm» dtas dzs), 
我 们 可 得 
Esef CEng Em Xslt Xm) 


= | | Gz,)4Ga,, tms U)O”(s, z, dim, dZm) 


as 
t 


x Í | f(24)49C2n, tas D0" "(u, Sm» dtas dz,), 


不 难看 出 ,上 式 当 # =m 十 1 和 ww 一 m 时 也 成 立 , 这 时 有 Osr, 
K, B) 一 X(K, sXX(B,x)， 考 碟 到 公式 (11), 可 得 
E,, -大 二 .G))g(5;,, .(u2) 
= E, egl C4) NEn sf EnC) | =s, co, 
类 似 地 , 当 n, < n, < : * * < n, 时 可 得 


E, [ú Prl En DZ, (uk) } 


= | | fiC zn,)9( Za,» tel 9 t Qls, x, dtn» dza) 


a 
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x | PCen En» ts 1) Ons Ens dens de, ) X 


| 
x| | fn zam) IC Enn? tans tha) Om( tnpa? an 
di ny9 dz,,)s 
将 此 式 对 满足 条 件 0 < n, < n, < e < n, < O 的 一 切 m, n; 
`", n, 求 和 ,并 利用 归纳 法 ,可 推 得 等 式 412) ,定理 证 完 ， 
注 . 由 上 面 证 明 可 知 
E, {AC EnD) l EU) = Enf EnO a=, (u) 9 
而 马尔 科 夫 机 数 族 5,:《#) 的 转移 概率 PC, x, t, B) 为 


p(s, z, r, B) = >e, OCs, z, de, dz), (13) 


n=0 


其 中 Q"(y, A) 是 核 0(y, 4) 的 # 重 卷 积 。 上 式 右 端 的 每 一 被 加 

项 都 有 简单 的 (理论 ) 概 率 意义 : 它 等 于 过 程 Ee) 在 时 间 区 间 

(s, D ARE n RRR HE” 次 距 路 后 ， 系 统 沙 入 集 B 的 概率 ， 
实际 上 ,如 前 所 证 ,我 们 有 


P,, rira < z< Tais Sn € B} = íf 2(z， p, 20"(s, 
fB 


r, de, dz). i 

与 前 面 已 证 明 的 (第 一 章 $ 6 定理 1) 一 样 , 可 以 由 马尔 科 夫 函 
数 族 (EnG) (2 J 构造 一 马尔 科 夫 过 程 EG, o), Si Posh, 
使 它 的 样本 函数 都 具有 如 En 一 样 的 光 涡 的 性 质 ， 在 这 种 情况 
F, š) 是 离散 拓扑 中 的 右 连 续 函 数 , 当 上 一 “时 有 左 极限 , BE 
每 一 区 间 [0, ¿J 上 它 只 有 有 穷 次 距 路 , : <“。 因 而 构造 出 的 过 程 
是 跳跃 过 程 . 

定理 4 上 面 构 造 的 跳跃 马尔 科 夫 过 程 是 关于 o 代数 流 Len 
的 强 马 尔 科 夫 过 程 。 

YE, HRR Ce, s, í) 的 右 连续 性 可 知 ，8 Ge, x, Ga, + 
A], B) URAR OCG, z, G, 5 十 个 ，B) 是 * 与 z 的 右 连 续 函 
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数 ， 由 此 推 得 , PCs, x, t, B) 作为 (sx, 2 的 函数 是 T x %,x 
T TIW. HNE EO 的 右 连 续 性 可 知 , 它 是 循序 可 测 的 。 其 
次 , 对 任意 有 界 函 数 J(x) , 函数 JK EG) 右 连续 , 这 是 因为 EO 在 
离散 拓扑 下 右 连 续 .由 这 些 结果 出 发 ,几乎 可 以 逐 字 重复 第 一 章 $4 
定理 7 的 证 明 ( 那 里 的 假设 中 ,只 有 3 是 度量 空间 A 的 Bord R 
所 成 "代数 的 扩张 这 一 条 件 不 满足 )。 这 就 证 明了 过 程 的 强 马尔 
FAH, 


§ 2. 可 列 状态 齐 次 马尔 科 夫 过 程 


本 章 以 下 了 研究 离散 空间 中 的 齐 次 马尔 科 夫 过 程 。 

我 们 先 从 较 简 单 的 , 即 相 空 间 2” 至 多 可 列 的 情况 开始 ， 此 
时 ,自然 地 令 避 "与 一 切 整数 集 ,或 者 与 其 子 集 相等 ,下面 写 Z tü 
£ A, 为 整数 的 某 子 集 , Z 的 点 表示 为 i, k, I, m, °° 

转移 概率 ; HEA ”可 列 状态 过 程 的 转移 概率 定义 为 一 组 函 
数 pul) = PQ, it 其 中 { 人 是 由 一 个 点 7 了 组 成 的 集合 3z， 7 属 
+Z. AR pi) 满足 条 件 ， 

a) 0 < p; G) < 1, 

b) > pO < 1《 如 研究 的 是 不 断 过 程 ， 则 不 等 式 改 为 等 
式 )， 

c) 42 0, > 0 8f,%—JJí, je Z 

Pilts) = D Pau) 
ke 


《此 即 Kommoropos-Chapman J), 
如 还 满足 条 件 
d) Em pi (2) = ë;is 


|piiG + ;) pil < 2: [pirCs) — Birl Pri 
ef 


. 248. 


< 1 pil) + S pul) < 2(1 ~ pils)), 
k= i 
函数 pi(z) 在 上 > 0 一 致 连续 . 


以 下 ,我们 只 考虑 随机 连续 过 程 。 
x Rei > 0, & 


r(A) = | = Upa d: 

由 数 riiC4), i, i € Z, 组 成 的 矩阵 R(2) 称 为 过 程 的 预 解 式 ， 
ru) 满足 以 下 条 件 : 

1) 3312 08, rala) 2 0, 

w 4 
2) > ri) < Ra’ 
3) 4 Rel > 0, Rez > 0 if, ri(4) ARMADE 
rila) — rla) = (8 — 2) P2 rix(1)ru (a). 

对 随机 连续 的 可 列 状 态 马尔 科 夫 过 程 ， 以 下 引 理 给 出 了 预 解 
式 的 构造 。 

引 理 1 WEH RA) rla) H Rea > 0 时 有 定义 , 且 除 
满足 条 件 1) 一 3) 外 还 满足 条 件 

4) Em arala) = ijs 
URO) 是 某 随机 连续 过 程 的 预 解 式 , 即 有 

ria) = 人 dt, 

其 中 p;; GO) 满足 条 件 2) 一 d). 

证 。 利 用 第 二 章 $ 3 的 结果 。 我 们 把 Z 当 作 是 有 上 距离 

r(i, i) 一 011 
的 度量 空间 。 这 时 , 连续 有 界 函 数 f€ 多 y 是 有 界 序列 f, e Z. 
在 " 上 定义 算 子 R(2): 
[RO]; = 2 ra tf 

容易 验证 ， 算 子 族 R(4) 满足 第 二 章 $3 条 件 1)—4) 在 第 二 章 
$ 3 中 已 证 明了 ,对 每 je 多 jy 存在 函数 Ty, 使 
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RAYI = (eHIT ald, 
JR f = ro 可 知 存在 函数 pij(?) = Thile 使 
N e pa Q) dt = r, (22. 
那里 还 证 明了 , 当 / 0H, Tj >0. FU, pu HS 
R DI aG) < 二 对 4 > 0 时 的 正确 性 ,容易 得 到 条 件 b) 
由 预 解 方程 ,比较 


{f pili + s) deds 与 | 之 PixC PyCs Ye deds, 


00 00 
可 知 , pi 对 几乎 一 切 z 与 ,满足 KonMoropoB-Chapman 方程 。 记 
5 为 [0, co) 上 (有 完全 Lebesgue 测度 ) 的 子 集 ， EIES, € S, 
pi 满足 KonmoropoB-Chapman 方程 ， 这 时 ,对 ze S, s€5, 有 

pit + s) D papuls). 
如 对 WE S, Pult) < 8, 那么 ,对 几乎 一 切 u € (0, 4) 或 者 
pilu) KNV 8 , 

或 者 pilou) < V 8. 可 见 

1 (% 1 (% plu) + piltos — u 1 +, 8 

pa | pii(u )du 一 Pi |). aT T du < 了 二 ° 


因此 ,如 存在 序列 1410. n€ S, fëlimpii(z,) <l, 则 有 关系 式 





Tml Ñ bu(u)da < 1, (1) 
另 一 方面 ， 
+ N (1 — pi(u))du < er N (1 — pi(u))e du 
ta J0 z, Jo 





一 元 [1 — arala). 
令 1 = 二 ,并 利用 性 质 4) 可 知 
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imt |" (1 — pilw))du = 0, 


ne f, 20 
这 与 (1) 有 矛盾 ， 这 样 一 来 ,我们 得 到 : ,im Pii(#) =], 
因为 对 1€5, RES, 
|p; + A) — pa < > PRADE — dap)| 
n 


< 2(1 — pi(h)), 

所 以 PO 在 3 上 一 致 连续 。 既 然 3 在 [0, co) 上 处 处 稠密 , pG) 
就 可 以 拓展 成 [0，co) 上 的 一 致 连续 函数 。 这 就 是 我 们 要 找 的 函 
数 ， 引 理 证 完 。 

注 。 显然 , 条 件 4) 还 是 RO) 为 随机 连续 过 程 的 预 解 式 的 必 
要 条 件 。 因 此 ,条 件 1) 一 4) 完全 刻 划 了 随机 连续 过 程 的 预 解 式 . 

下 面 , 在 构造 各 种 过 程 的 例子 时 ,我 们 将 方便 地 利用 预 解 式 来 
给 出 ， 这 时 ,我 们 利用 事实 ， 转移 概率 , 并 因 之 马尔 科 夫 过 程 , 都 
与 满足 条 件 1) 一 4) 的 一切 矩阵 函数 RO) 相对 应 。 有 时 ,在 构造 
过 程 时 要 利用 极限 过 渡 的 方法 .为 此 ,需要 下 面 引 理 ， 

引 理 2 WR a) RA) = GG) 是 某 转 移 概率 的 预 解 式 ， 
b) 对 一 切 i, je Z 和 Re? > 0, 存在 极限 

ri) = im ra), 

c) 对 一 切 ié 了 与 Re > 0 BB D OO 关于 + Be, 
q) kim ml 一 ¿r5(2)) = 0, WERE RGA) = Cr CA)) 是 某 随机 
连续 过 程 的 预 解 式 . 


HE, RG) 满足 条 件 1) 和 2) 是 显然 的 。 条 件 4) 可 由 引 理 条 
件 d) 推 得 . 关系 式 


rO) rE) = (a — 1) > rR (a) 
k 
当 n— co 时 ， 极 限 过渡 的 可 能 性 由 +%(x) 的 有 界 性 与 级 数 
DRON XT n 的 一 致 收敛 性 得 以 保证 。 引 理 证 完 。 
k 
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Ë, 如 1 > ok, $ra) 一 二， 则 引 理 之 条 件 c) 满足 . 
事实 上 ,对 任意 s > 0, TRAJES CA E 

. l __ E 
22 ri) 之 1 2° 
Y 1832) — rula) < > 

itfa 

的 n, 都 满足 不 等 式 i 
>: OQ) > — e, 
ISP 


这 意味 着 对 充分 大 的 n, 有 
DDS 22 Ra) 


1 _/1_ Àa 
<+- (°) 
转移 概率 的 可 微 性 ”假定 函数 pO) 在 0 点 已 补充 定义 为 
pii(0) 一 by RTIRAR pu) 在 0 点 右 导 数 的 存在 问题 。 
定理 1 总 存在 有 限 或 无 穷 的 极限 
ajj = timah) — Bi, 


At0 


AUBL; > j, Bl a; 有 限 ; a; 或 有 限 或 oi; 一 一 oo; 在 所 有 情况 下 
5 a < ai 
j i 


证 ， 设 ;一 7 规定 
1 — pilh 


了 =a SU 
ip h ° 


s 可 等 于 十 00。 m < 1 PA) > ç, 则 当 





b grat 
s + 1 n 


时 ,考虑 到 不 等 式 PU + 4) DS OA), RITA 
e< È [1 [upia — 07)] < 1 — [GO 


+ L pilo — nr) , 


加 

因此 ， 

O pc PA pui) p Lo Pin — nr) 
ar h 

— ! — Pale) lpi nr). 

T h ° 


既然 im(1 — pC 一 nr)) = 0， 故 对 一 切 c < s, TJER a, 使 当 
r< 时 


e < 1 — pul) Z pur <s, 
由 此 可 知 ， 


£ = liml Bine . 
r40 T 
Mij Ws, 使 当 0 <s nh eRT, ple 我 
们 考虑 取 值 于 Z, 具有 一 步 转移 概率 pu 一 palh) 的 马尔 科 夫 
链 En. X} 
pi(nh) = PIE, — j |E = i) 


n=1 


之 > P{é, al E > $, £, 一 i |p = i}pi 
r=0 
x P(:, = j| Epy = j) 
7—1 
epi >) Pl Fj, Era j, E m ili = i), 
7 到 0 


但 
Plh = ;, “EI, E, = ils = i} = Pí; = i| ë, = i) 
一 Pi A jses Era% js & = i| = i) 


I<r 


x P(# = ili = ;il> — (G — c) 
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x S Pl Zi, t-i # E = i) > 2c — 1, 


I<r 


因此 
piCnh) > ce — 1)npi(h), 
或 对 :1 二 5 有 


P) > e(2c — 1)pi (z) = 


用 | 二 | 表示 二 的 整数 部 分 ,此 时 有 


iG) < 1 m [|=] ' r) 
T c(2c — 1) B r ° 








T 
令 r 一 0, 取 极限 ,可 得 
pa biz) 1 buz) — oo 
rt r c(2c —1) ë . 
因此 
Tm bue) < l jm bi) oo 
r T c(2c—1)7 + À 


由 于 4⁄0, pG) — 1, pG) — 1, 可知 < 可 任意 接近 于 1 ,于 是 


Tm Pi < im 2i) < o, 
T40 T FIT) z£ 


由 些 可 知 , 存 在 有 限 极限 aj. 
因 对 一 切 不 包含 i 的 有 限 集 了 .CF 有 
1— puk) pike) 
z > > tz ` 
ik 一 中 人 D,a WI, D) ap < 一 ii。 定理 证 完 ， 
Fe Pi jti 
我 们 可 以 根据 oi; 将 过 程 的 状态 分 类 .如 a; = 一 co， 称 状态 
i 为 瞬时 的 ， 否 则 就 称 之 为 非 瞬时 的 或 者 是 去 留 的 ， 称 非 瞬 时 状 
Ei 为 规则 的 ,如 果 满 足 关系 式 
>, aji w — ari, 
ihi f 


» 254 ° 


否则 ,就 称 之 为 不 规则 的 。 如 过 程 的 所 有 状态 都 是 规则 的 ， 就 称 此 
过 程 为 局 部 却 则 的 . 

WERE i 是 非 瞬 时 的 ,而 过 程 是 可 分 的 ( 即 有 [0，co ) 上 之 
处 处 稠密 的 可 列 集 A, 使 当 4E AD (G, B) BT, H arC) 一 :可 推出 
对 一 切 46 (z, f)» cle) = i), 必 存 在 其 随机 区 间 (0, a), 使 

P;(z() = i, € (0, 8)} = 1, 
KRE, 设 0 = ;, < r, < *** < r,, = t, RA 
A, = (tos Bas `` "5 tnn} 
单调 增 , 且 U4。 一 [0, :¿] YA, 此 时 ， 
P;lyG) = i, e ANEO, 1} 一 limP{x() = j, z€ As} 


n-i 
= lim [ piiCintrs — tsk) 
k=0 
m—1 


= exp |— im > log Piilar 一 9) = gti, 


这 是 因为 In p;;G) 一 at + o0). REK, ri 为 首次 流出 状态 
i 的 时 刻 , 它 有 以 — a; 为 参数 的 指数 分 布 . 
状态 i 为 瞬时 状态 时 , Pir; > 0} = 0. 
显然 ,总 有 不 等 式 
pul) 2 es, (2) 
假定 状态 i EUA. bH NER: > 0 5 ; jA 


pG) = D lp) > PikCh piriC — rh), 


0<r< 一 
h 


《由 i 转移 到 i 与 下 列 事件 之 一 同时 出 现 ”过程 在 时 刻 A, +.-° 
rh 一 和 位 于 i, 而 后 于 时 刻 rb BE k i, 又 由 经 时 间 : rh 
转移 到 j.) 注意 到 


> PicCh puilt — rh) 

12; 

= Ñ) onhpuCt — rh) + X, (pia (0) ~ ajh)b (G — rh) 
Z £: 
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-4 $) oap — rh) + o (a D| — a 








) 








ki kz; 
而 对 一 切 有 穷 集 Z cZ, i€ Z, 
Tm palt 一 aj || < — aii + > air 
440 igi Fry 
+ m (1 — G) — 22 Pa ) 
< 2 [| —ai + aik ). 
(=t J a ) 
因此 ， 
fiQ) = 5 CAD7 S ajbi = rh) 
1<r <— 


+ AD 5) tea 
1 — pilh) 1i<r<— 


HoD, aibu — rh) + oC). 
kz; 
令 旭 0， 取 极限 ,可 得 57 = i Wr. 


pi = | D anpa — Das. G) 
9 k=: 
引进 记号 oj 一 —hjs aj 一 imi CH aš 天 0 时 ), 于 是 
>] =a = 1, 
ks š 
《3) 可 改写 为 ， . 
tii) = j. ie DY mipi — s)ds (4) 
k i 


由 于 ueh 是 随机 变量 zi 的 分 布 密度 ,上 式 可 解释 为 : 为 由 i 经 
时 间 : 转移 到 j, 只 需 在 某 时 刻 :首次 离开 i， 在 该 时 刻 由 i 转移 
. #| K, 而 后 经 时 间 : 一 :再 从 大 转移 到 六。 E, =, 自然 解释 为 过 
程 在 流出 状态 i 的 时 刻 转移 到 状态 & 的 概率 。 可 以 证 明 , 当 状态 
是 非 瞬时 状态 时 ,这 也 同样 正确 ， 与 (外 式 类 似 , 可 得 等 式 


Pile) ee + f; ie 名 art — s)ds (52 
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从 (4) 和 (5), 对 :微分 ( 代 换 s 一 一“ 后 ), 我 们 得 到 
d fule) = hs 5 TirP ki (z) 一 2: | 一 (全 > xirbrCs)ds 
dt k+: ° k í 


一 —¿ib;; G) + > linib G) (£ = j) (6) 
kri 
A pule) = — M + 1 51 ziaPu(2) 
dz k; 
— 2; j Nie TH) D) mipi (s)ds 
° kti 
一 一 Mpatz) + uD, iD. (7) 


kki 


回忆 oz 与 1, zj 之 间 的 关系 ， (6) 与 (7) 可 统一 成 一 个 方程: 
< pii(t) 一 > aixpiilt) GEF). (8) 


此 方程 称 为 Kamaoropos 向 后 方程 ， 如 果 它 对 一 切 i€ Z 成 立 的 
话 . 当 过 程 为 局 部 规则 过 程 时 ， 确实 如 此 . 
我 们 指出 ， 对 有 穷 集 ， 过 程 的 一 切 状态 都 是 规划 的 , 实际 
上 
pu) — 1 _ _ Piala) 
h >à L ` 
且 由 于 上 式 右边 是 有 穷 和 ,并 且 每 一 被 加 项 的 极限 都 是 有 穷 的 ;可 
见 aj > 一 co。 在 有 窃 和 中 取 极 限 ,可 得 
aji = — > like 
k 
Bk Kos[xoMoropoB WANES ARAE RERA 35 
Æ KoroMoropoa 疝 前 方程 。 
引 理 3 如果 过 程 的 一 切 状 态 都 是 非 巍 时 的 ， 而 且 a; 有 界 ， 
则 过 程 是 局 部 规则 的 ,并 且 其 转移 概率 满足 方程 组 I 
-Z pia) 一 DHOLNA i (9) 
dt k 
称 (9) 为 Kosmoropos 向 前 方程 
证 。 当 天 一 0 了 时， 
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jla + h) — pil — 5 p ep Pu) — Ba f 
, > bi GD $ ` (10) 


| P. (0) 一 | < 1 — 2 GO < 一 cu 
hk h 


(最 后 的 不 等 式 从 定理 1 HPEH), i (10) 右边 当 210 时 可 逐 
项 取 极 限 。 我 们 有 
— = >; Pire) aris 
£ k 
其 中 Z 表示 右 导数 既然 py(?) 的 右 导数 连续 , MARKES 


也 连续 , 故 由 右 导数 的 存在 性 可 推 得 导数 存在 且 就 等 于 右 导数 . 因 
而 ,(9) 成 立 . 
由 (9) 可 得 , ， 
Pilt) = ô; + | pii(t)aii dt + | > Pit )aridt. 


将 此 式 对 j 求 和 ,得 
1=1+ > [í pilz)aidt + > Í > ba(2)ad dt 
k=j 


(5 pir(#)arr + >; ba (2) > oj 
š k f rk 


= 1 + | >; Pi (t) 5 ajdt. 
L 7 


《之 所 以 能 象 改变 丙 次 求 和 的 次 序 那样 改变 积分 与 求 和 之 次 序 , 是 
由 于 积分 号 下 的 每 个 和 中 ,被 加 项 都 是 同 号 的 )， 因 此 ， 


[ 之 Pia (2) > ardt = 0. 
EX Pr) > 0 及 之 ai < 0, 故 由 还 数 之 Pix (2) > ari 的 连 
续 性 , 知 它 等 于 0 . 令 小 0, 取 极 限 得 
>; aj = 0. 
这 对 一 切 i REM. 所 以 过 程 的 一 切 状态 帮 是 规则 的 . 引 理 证 毕 ， 
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定理 2 设 ¿je Z 时 , 数 aii 满足 条 件 : 1) aa 20, 如 
1 天 三 2) aa <0, 3) 21 oi =0, 4) suplan] < co 此 时 , 方 


程 (8) 有 唯一 有 界 解 , 而 方程 (9) 有 唯一 满足 条 件 

> aO < co， 

k 
初始 条 件 为 pix( 十 0) = 6i4 的 解 。 这 些 解 是 转移 概率 ， 即 满足 条 
件 a) 一 d)。 

证 。 先 考虑 方程 (8)， 设 和 A 为 元 or 组 成 的 矩阵 ， 我 们 考虑 有 
界 序 列 JG), EF, ARDE G. Wk lil = sup {f(7)}, 则 
EIRA Banach ZE, EE; 上 定义 算 子 AAG- Eai). 
此 算 子 有 界 , 这 因为 


IAI = sp 2; of < sup X laj] = sup 2] azl, 


IE Pu = LG) Ri des 由 (8) 可 得 方程 _ 
-2 f: = Àf. 
dt 


W u, — eA. 对 固定 的 iu, 属于 Gj 这 是 由 于 从 算 子 A 的 有 
界 狂 可 知 算 子 A 也 有 界 ; 此 时 jje A| < e, 1842 


-人 (二 大 一 Ah 站 j 一 0， 


所 以 u m= h. W$ = M. 方程 (8) 之 有 界 解 的 存在 性 与 
唯一 性 得 证 
注意 到 AG) = bys A P, 记 PG 组 成 之 矩阵 ,有 
P, 一 AAE = eA, 
其 中 下 为 单位 和 矩阵. 为 证 明 P, 是 转移 概率 ， 我 们 先 指出 
P, 1( ° ) = 1( ` >); 
这 里 1( ORRE, 中 每 个 元 都 等 于 1 的 序列 。 这 可 由 
AI(-)=0 
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与 微分 方程 A 1(. ) 一 AIC ) 的 解 的 唯一 性 得 到 。 因 为 


P, = P,P., 
A FERIER Pa) 22 0. 1 m) 一 if py CD。 此 时 由 (8) 
可 得 | 
-£ TAO = >) GikP kilt) ei" 


k+i 
> — ajme, 
所 以 
bi (gya > 8;; — í a;jimi( s) iids 
> bj + m;(z¿)[ Ú t — 1], 
bita) 2 m — e%), 
取 i, 使 Pit < m;e) + s, 我 们 有 
mil) + s >° mt — e%i'),m; (£) >> —=a t, 
由 oi 的 有 界 性 与 8 > 0 的 任意 性 ,可 得 m;(z) > 0. 
方程 (9) 的 解 的 存在 性 可 由 关系 式 
-2 P, = AA — P.A, 
dz 


得 到 ,其 中 P, = *^。， 解 的 唯一 性 由 以 下 事实 推出 : 方程 (9) 的 满 
足 零 初始 条 件 和 >; Ol < co 的 任意 解 aG, BE 
k 


3 ip < A| De, 


> [pa | = 0. 
n 


定理 全 部 证 完 . 
注 。 如 上 面 指出 的 ,对 局 部 规则 过 程 ，44 一 一 akk 和 
al, 
xk; l ki 


分 别 表示 过 程 本 身 首 次 跑 出 状态 & 的 时 刻 的 指数 分 布 的 参数 ， 以 
KERERE & 时 立即 落 人 状态 i 的 概率 ， 因 此 , 如 jj 有 界 ， 则 这 
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些 量 唯 一 确定 过 程 的 转移 概率 ， 这 一 事实 下 面 还 要 用 到 ， - 
“用 Laplace 变换 于 Komyoropoa 疝 后 方程 , 可 知 ,在 定理 2 的 
条 件 下 ,过 程 的 预 解 式 的 元 满足 下 面 两 个 方程 组 : 


TOLDA TOLT UD 
rala) = D) rulaa + dais (12) 


并 且 它们 有 满足 1) 与 2) 的 唯一 解 。 
利用 KozMoropoa 向 后 方程 ， 可 得 p;; G) 的 一 个 上 界 。 首先 ， 
RAH k > š "is 


— Pule) < abu (2) + Doy 
s JER 


= aPC) 一 Grke 


由 此 可 知 
— (Pul) < —ae “h, 
dt 
从 而 有 
Prle) < 1 et, 
将 此 不 等 式 代 人 关于 pa (O 的 微分 方程 ,可 得 


< ba 2) S aP] (2) 一 ak [1 一 err], 


因此 
Prle) < 1+ Lappe kk, 


用 Laplace S SSO 可 得 关于 ra (2) 的 不 等 式 
r — kk n 
aa) < <+ 十 Aa (13) 
不 规则 过 程 的 例 ”我 们 构造 一 些 例 ,说明 当 Z 无 限时 , 过 程 
可 含有 了 瞬时 ,或 非 瞬 时 的 不 规则 状态 。 
例 1。 构造 过 程 , 它 有 一 个 瞬时 状态 , 其 余 都 是 规则 状态 ， 设 
Z=11,2,::.), 7440, > 1, fë 517, < oo, fm a, > 0 E 
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2 04 = to, Fail nh ERTED EEN Aa E 
的 过 程 C): ERRER <k < ny83E3] k 十 1 时 ,在 不 持 
续 时 间 有 以 1/7 为 参数 的 指数 分 布 ;由 点 转移 到 点 1 时 ,在 7 
持续 时 间 有 以 1/7。 为 参数 的 指数 分 布 ;在 点 1 过 程 持续 时 间 有 以 


D 为 参数 的 指数 分 布 ,而 以 概率 a( D a) BPB A 


k=2 


点 ka <k <s. 过程 可 被 这 些 量 唯一 确定 ( 见 定理 2 Z). 
为 确定 过 程 的 预 解 式 ,引进 离开 初始 状态 后 ,首次 落 入 状态 1 
的 时 刻 9。 这 时 ,如 ; > 1 3R > 1, 则 
P(z,G) = i|z=,(0) = j) = P (x,G) = i, n> t#|z,(0) = i) 
十 | Piae drs(0) = D 
x Pir,G — s) = ilr,(0) = 1}, 


all 


Pí<x,G) = 1|x,(0) = 1) = cp| —1 > oj 
k=2 
+ | Pte az) = 1) 
x P(z,G — s) — 1|x,G0) = 1). 
将 这 些 式 子 乘 以 天 并 由 0 到 co 积分 之 ,得 


rpa) 一 N PxC) = i, g > |z, (0) = j}e™ dt 
+ EÇ |z, C0) = j) PA), 
如 果 i 关 1 或 j 关 1, 而 


APA) = 一 + Eele) = D PA), 


4 十 >a 


A=2 
其 中 PA) 表示 过 程 nO 的 预 解 式 的 元 ， 设 gs(1) 为 于 状态 天 
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逗留 时 间 的 Laplace 变换 : 


1 
À == —— —— 
nA) LEYA 


这 时 ， 





ECe ”|x(0) = 1) = 


3- Ill q (2) 
ir at Da 


-J aG). 
k=2 1 + Da i=k 


由 于 
Pirs) = j, n> |r,(0) = 1) 


-| wf- JX aP {rC 一 已 一 为 


n > z— s|=,(0) = k), 
MERR Pir = jsn > :|=,(0) = k) 当 1 < 二 之 j 时 不 依赖 
T n, 故 用 qu (2) 表示 其 Laplace 变换 ,可 得 


°° i ; 
| P{>,(o = jo n > :|x,(0) = 1}e YA = >: BA) 
° k=2 1 + > aj 


现 于 pO) 的 表达 式 中 令 = 1, 我 们 有 
"= fit Kafi- Ha)", 
rPa) = Pa) > aqu QQ), 


Wil, 则 当 j < Wr, 
Pra) = jan > :|z,(0) = i) = 0. 
当 i <<7 时 , 令 qi (2) = 0, 可 得 
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á 
PA) = a + (TT a) pa), 
天 = 
不 难看 出 
一 站 ss 1 >r. 
H i 


如 果 Sla 2 < co ， 则 存在 极限 


k=2 j=k 
rala) = fa + > ox (1— II C2))| ， 
j ° a a 
n) = X) agu) (+ > a(1— lI qi G> xD, 


GQ) = G) + (ad) G> 5. 
BF Plat) = isn > |) =) 81 < <i 时 与 
| ri < < > ri} 


Jat 


-? 人 "< 让-P 人 < 


CGE r j> 2, 为 相互 独立 的 、 以 r 为 参数 的 指数 分 布 的 量 ) 
相同 ,所 以 


k—1 
wa) = (II a) a-a), 


(1-) 


利用 这 一 事实 ,我 们 得 到 , 当 i 去 1 时 ， 
>; r;a) 一 Z, limarii(1) = ë;;, 


余下 的 是 验证 关系 式 
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mbat jor 
它 可 由 不 等 式 I . 
1>1 fa + > ak (1 — H 7O) 


° 


> a Dn] 


N 
> i+ Sata 
k=2 K=N+1 jek 


推出 ,这 因为 上 式 右 边 趋 近 于 表达 式 
[1+ > 23 


K=N+1 j=k 


而 由 D'a 1; 的 收敛 性 和 的 任意 性 ， 此 式 可 以 任意 趋 近 于 
i=k 


k=2 
1， 因 此 根据 引 理 2 及 其 附注 ， 和 矩阵 Ra) = Ca) 是 某 一 随 
机 连续 过 程 的 预 解 式 。 状 态 1 是 该 过 程 的 瞬时 状态 , 因为 


ây ™ lm Pu(h) 二 1 = lim 1[2ra( 21) 一 1] 
h 2 -十 四 


p40 
S a(i- H 2%) 





= — lim å =. = 
l> +e 
i+ > a 4 — [I gi(2)) 
k=2 i=k 
== -5 ak = — O, 
k=2 


例 2. 构造 只 由 不 规则 但 非 瞩 时 状态 组 成 的 过 程 。， 取 直线 上 
全 体 有 理 点 集 尺 作为 状态 集 ， 对 一 切 re R, 设 为 有 参数 1/7, 
的 指数 分 布 的 量 ,此 外 ,对 任意 7 
2 6 7y<ceo, m Er = +o. 


r<n 


假定 诸 n 相互 独立 ， 对 +€ R, € R, 我 们 按 如 下 方法 确定 转移 
概率 ba CG): Prke) 一 Pin, > 1); +< r 时 ， P, (z) =0; +> + 时 ， 


pn) = P | 2) m < < >; m]. 


teag rags 
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容易 证 明 ;函数 POMER a) b). 其 Korworopos-Cha- 
pman 方程 可 由 等 式 


P] x < :i+h< > n} 


r<a<r Tags 


- FP] > w<< X a} 


r<B< + r&a<ß r<a<Bp 


x P| >: ha < à < >: ne} 


有 Sa<+ Bass 


推出 ,而 随机 连续 性 可 由 关系 式 
limp,,(#) = lim P (z, > z1 一 Pin, > 0} =1 


得 到 ， 进 而 还 有 
lim 1 — pr(z) = lim —P tx, < t} = 4, 
t40 





t40 z Yr 
14 z < sij 

im ee < lim + P f > x <] =o, 

1⁄0 £ 1+0 2 <, 


这 因为 D nə fg 0 点 的 密度 等 于 0 ， 这 样 一 来 , 过 程 的 一 切 状 


r<a<+ 


态 即使 是 非 朋 时 的 ,也 都 是 不 规则 的 。 
例 3， 构造 一 个 所 有 的 状态 都 是 瞬时 状态 的 过 程 , 设 2 是 


一 切 二 进位 有 理 点 的 集合 ,， 绝 ~。 是 形 如 t, k=0, + 1, +2, 
… ,的 点 的 集合 ， 对 一 切 a€ A, E X3K 4, Ero. R 
ER n LENIE =, (D): 它 首次 离开 状态 “以 前 的 时 间 有 参 
BA 2”2 的 指数 分 布 , 离 开 状 态 "后 以 概率 工 转移 到 状态 a+ Š. 


之 一 中 去 。 这样 , 对 过 程 +m(z), 系数 ag? 可 如 通常 的 过 程 的 系数 
an 同样 地 确定 , 形 如 


aR 4.3 — as 


1 


asp == 0, |a 一 有 | > >= 
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由 (11), 过 程 z,,G) 的 预 解 式 的 元 rp) 满足 态 程 组 
arpa) = 2 hale 3 1 P (2) — 2ra) 
tra, W 十 Sags (14) 
从 而 被 唯一 确定 ， 仍 设 e, BER ms 利用 《14) 可 得 


artta) = 211, [ro KCJ) — 2r) 











+ rada (A) 十 7 名]， (15) 
其 中 
1 
rt — — A rD (4) + rD 1 
>a rt, O + sap 
| yi 
1 (n+) (m +1) 
Er wa CAPA) + Tatls a») |, 
mayi 
|< + 
| pi S 2+1] 2 1 1 1 ? 
* m+ “Tas 
这 里 ， € 是 常数 . 


如 果 对 一 切 ce RX m 序列 we 满足 关系 式 
lta = Y, (w. 一 2, + U atta) + yey 
又 序列 Uas Vas ta 有 界 , 则 
sup |ue] < suplval, (16) 
事实 上 ,如 sup Ua = u, 而 zx 一 ug < 8, 那么 


Aug < y (2 一 2ug) + ç < ve + 287gs 
因此 ,由 s> 0 BEF EE, Na < sup Vp, 


类 似 的 估计 对 量 sup(—ua) 也 成 立 : 
1s0P( 一 wa) < sup(— va). 


由 这 两 个 不 等 式 即 可 导出 (16)， 从 (14) RE (15) 并 利用 佑 
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计 式 (16); 我 们 得 到 
| 9202) — raal < Era { 1 + D) 











2 1 1 
a t “+ myi 
类 似 地 ， 
gPa -rga < £E 1 + 1 
2 4 1 4 ? 
e mpi oF mF 








2 





srl <+, 1 +— ) 


所 以 有 
k —1 -1 
四 


并 由 此 知 对 一 切 ap 存在 极限 
ra (1) = im pA). 


因 (14) 和 (15) AFF 8 Ran, ER St 
m 1 1 
219 ) < ( 十 1 ) 

















“十 "+ . 
可 证 明 
PA OEO] 
ai D (eey + (iea) | 


因此 , 级 数 > ra A) XF m —_ 89k. SJ, 由 于 对 一 切 cp 


# x, LG) < 
M POD — f ea S 2a aP, le. 


< Crha [Q 1 ) + Ci 
ami 


FEL 对 一 切 1 > 0 一致 地 有 ariaa) — lraola) 又 因为 
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lim 12604) = 1, 
Á +a 


lim r. (2) = 1, 
>to 


这 就 是 说 , 引 理 2 的 条 件 全 部 满足 ， 并 且 以 rala) 为 元 的 矩 
ERA) 《我们 假定 oc V 已 排 好 茶 一 次 序 ) 是 相 空间 A p 
马尔 科 夫 过 程 的 预 解 式 . 

下 面 指出 , 以 RO) 为 预 解 式 的 过 程 的 所 有 状态 e 都 是 瞬时 
的 。 设 po) 为 该 过 程 的 转移 概率 。 如 果 


an = lim te 一 1 o, 





410 £ 
则 由 《2) 
ta) > 二 一 一 r e+e dt, 
利用 不 等 式 (13), 得 估计 式 | 
Q) < + Xeol 


1 (a + 1,232 
因 araa) > hral) 关于 mm 一 至 地 成 立 , 故 对 任意 8 0, Hm 
充分 大 时 














1 < 1 十 8 Aal” 
和 — 一 一 一 . 
1 ao 1 G + 1,27) 
H 1 = 4.2", 我们 有 
1  <l+s_1 i 
da2” — Asa 12” 4 a2” 





亦 即 


这 与 aa > 一 00 矛盾 。 过 程 之 状态 的 瞬时 性 证 完 . 
规则 过 程 ” 设 相 空 间 Z 中 的 过 程 x(z) 是 局 部 规则 过 程 。 如 
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前 面 一 样 , 记 一 aš = 和 4 证 一 Aitik Æi. Whi > 0, xz; = 0; 
# 4, = 0, M> ; > WF, x 一 0, 而 zi = 1. 设 过 程 是 可 分 
的 。 此 时 ， 过 程 在 每 一 状态 直到 离开 它 之 前 ， 都 要 停留 一 正 时 间 
段 。 此 外 ,过 程 离 开 状 态 i 同时 立即 落 人 状态 的 概率 为 mia. 如 
状态 i 是 吸收 的 , 则 过 程 永远 不 离开 这 一 状态 , 这 时 , 我 们 认为 离 
开 该 状态 的 时 间 等 于 十 co。 如 果 把 看 成 是 带 有 离散 拓扑 的 空 
间 ,那么 过 程 就 是 右 连 续 的 、Feller 的 , 并 因此 是 强 马 尔 科 夫 的 ， 
设 * 是 首次 离开 初始 状态 的 时 刻 。 我 们 引进 时 刻 r, 的 序列 : 
n = r, r, = 0, r， 这 里 6. 为 伴随 过 程 的 推移 算 子 ( 见 第 二 章 
55135). 这 时 , zt 是 过 程 在 离开 初始 状态 (第 一 状态 ) 后 , 在 所 
到 达 的 状态 上 停留 的 时 间 ， 这 个 状态 称 为 第 二 状态 ; n 为 过 程 在 
第 三 状态 (过程 由 第 二 状态 转移 到 此 状态 ) 上 停留 的 时 间 ; ro。 为 过 
程 在 第 ”个 状态 (过 程 由 第 n 一 1 个 状态 转移 到 此 状态 ) 上 停留 的 
时 间 。 要 注意 , 同一 状态 可 能 对 应 于 不 同 的 号 码 (例如 , 第 一 状态 
可 能 与 第 三 状态 重合 )。 用 a 表示 过 程 第 个 状态 (显然 ， 它 依 
赖 于 过 程 的 轨道 )。 如 n= +o, M > K 时 ,状态 xi 不 确 
定 .为 使 过 程 总 有 停留 时 间 和 状态 的 无 穷 序列 ,我 们 约定 , 当 z, 一 
十 co FJ, X —H j > k, ri = +o, Ifl x; = xx， 显然 ,如 只 有 i 是 


非 吸 收 状态 , 则 
zj = Plx(7) = j|) = i}. 


EZ, 设 z( 士 co) = lim x(9) = z(0), RITA 


P(z(z.) = 1)x(0) = i} = bie 
因此 ,总 可 认为 
Pi{x(ro 一 分 一 Ptlz(Cro = ;|=(0) = i} = x, 
由 强 马 尔 科 夫 性 , 当 m < co 时， 
P{x(z + O05) = jjer) = í, x(0) = i} 
= PiAx(r) = j) = xj. (17) 
An r, = +0, 则 
P{x(r + 0, z.) = j| (r1) = z(0) = i} 
= P{x( +co) = j|x(0) = i} = 8;; = xj, 
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所 以 ， (17) 总 是 成 立 的 ， 类 似 的 讨论 可 知 ;序列 x, 一 xta) 其 中 
bo = 0, ¿, = D>; TORRA H = (x;;) 为 转移 概率 矩阵 的 齐 次 马 
k=1 - 
尔 科 夫 链 。 
称 过 程 为 规则 过 程 ,如 果 对 一 切 ie 了 7， 在 每 一 有 限 区 间 上 ， 
它 以 概率 P; = 1 仅 有 有 限 次 转移 , 亦 即 对 一 切 i€ Z, 成 了 
Pi 5n = +o} =, (18) 
k=1 
在 这 一 小 节 中 ,我 们 将 研究 保证 过 程 规 则 性 的 条 件 。 为 此 , 求 


HE rt, Tas t oTa 和 xx x, 的 联合 分 布 是 有 益 的 . 
引 理 4 对 任意 1 > 00S LARRA IG) BE 


~a 1 mis (19) 
hi ji 


E; 
对 局 部 规则 过 程 成 立 
证 . 为 证 明 (19), 只 要 对 在 有 穷 集 上 不 为 0 的 证明 即 可 . 
如 = 0, 则 (197 显 然 . 如 和 > 0, 则 P,;{tx(r) 一 让 一 0, 不 失 
一 般 性 ,可 认为 JG) = 0, 此 时 


E; f(x)) = lim > ESGAR + DANT > kay 





= lim Se -Pir > Kh}EfHx(h)) 


LARE T 


一 lm ExCh))lim h 2 站 





m uD 
Ti + a 2> (G 
一 i 2; OBL 





一 25 IG). 
R 1) lu, > 0, EREE, 则 令 i = ;, 我们 有 
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在 
E; ]| et Grn) 
k=1 


pees 


为 证 明 (20) 需 利 用 (19) 式 与 关系 式 
E; JI ETEK Rf Ck) 
R=1 


n= 1: 
_ í _ ji tiin fain) ). (20) 
之 H 1;, + H#k+1 
i 


= Eje hC ala Ex, TI eK kafar). 
k=2 
2) 如 ww > 0, 则 以 概率 P; = 1 


E; C Rk xi 一 ios ttt Xap ™ š, 
(en ) 
s=i ir 
. 21 
i=0 Aip + ug QD 
等 式 (21) 可 由 (20) 以 及 x4 构 成 有 转移 概率 卫 的 马尔 科 夫 链 
这 一 事实 得 到 , 
这 样 一 来 ,如 果 已 知 过 程 的 状态 序列 , 则 过 程 在 这 些 状态 上 停 
留 时 间 成 为 独立 的 ,具有 参数 4i( 它 由 状态 序列 确定 ) 的 指数 分 
HE. ' 
定理 3 为 使 过 程 是 规则 过 程 ,必须 且 只 需 对 一 切 ;e Z 


pP, [> Q, = 十 pm | 一 1 (22) 





(此 处 ,约定 二 一 十 oo )， 
证 ， 由 (21) 可 知 





n a 1, 
E, ( eik] x erza) = 4 . 
H H la + 1 
亦 即 
E l D3 } 一 全 
¿exp 1 一 tri? = E; 一 一 一 一 
= izi la + 
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= k 
Eexp{ 4 r) = E 
k=1 ' H 1, + 1 
进而 有 | 
P {Sr 一 +] 一! 一 如 Bo | 一 如 
k=1 Rel o 
ksi ° 1 
= 1 — limE; || 一 之 一 
I= limE: 于 去 二 
1 — El JI hag 
` 0 ¿,, + 








这 是 由 于 2 > 0 时 


T Š . T 13 
lim JJ — > = 1 (1+ +) 
im I ga im I bk 


0, WE 去 一 十 co, 
定理 于 是 证 完 ， 
R ”由 已 证 的 定理 ,可 推出 过 程 规 则 性 的 两 个 简单 条 件 。 
1. 如 4: 有 界 , 则 过 程 是 规划 的 , 
这 因为 五 委 < 时 ， 
1 # 
之 — > 


1* xk 





从 而 条 忻 (22 ) 满 足 . 
2. 如 马尔 科 夫 链 是 返回 的 , 则 过 程 是 规则 的 ， 
”事实 上 ,这 时 级 数 
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HONE 


以 概率 P; = ! 含有 无 穷 多 个 相同 的 正 数 项 ,因此 是 发 散 的 ， 

过 程 规则 性 的 另 一 个 充 要 条 件 可 用 某 线 性 方程 组 的 解 的 唯一 
性 来 描述 . 

定理 4 为 使 局 部 规则 过 程 是 规则 过 程 的 充 要 条 件 是 ; KE 
2 > 0, 关于 p; JEA 


4; >; xip; = (2; + 2); £ € Z, (23) 


1 


有 唯一 有 界 解 p; 一 0, ¿€ Z. 
证 。 如 过 程 是 不 规则 的 , 则 对 一 切 1 > 0, 函数 
E;expi — 4 3 
22242) 
有 界 , 且 不 恒 等 于 0 . $ 
pi = Eiexp| — 1 > ra} 


k=1 


可 得 
g; = Eje E; (ea| — 1 5 ra) 


kæ 


= Eje E, exp | 一 > nl 
=1 


-一 zi == ._ 4; xO; 
E;e Prr) 一 1 + 1; >; ¿Pis 
于 是 , g; 是 满足 (23) 的 有 界 但 并 不 恒 等 于 0 的 序列 。 
现 设 (23) 有 蜡 于 0 的 有 界 解 ， 这 时 


4; - 
4; + z Dziq; 一 E; par. 


由 此 不 难得 到 ,对 任意 
n= Bef- jag 


k=1 





Pi = 
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因此 有 | 
lol < Ejeo] —1 X) ra} lel 
或 
Eiexp{ — 一 2 Sn} > lel jp L, 
设 |mw| > 0, & n — o, 取 极 限 ,可 得 
Pp; {> Tk = 十 o} < l, 
k=1 

即 过 程 是 不 规则 的 . 这 就 证 明了 (23) 具有 非 0 解 是 过 程 不 规则 
的 充 要 条 件 , 因 此 ,不 存在 这 样 的 解 是 过 程 规则 的 充 要 条 件 。 定 理 
证 完 . 

注 . -由 定理 4 可 推出 , 过 程 的 规则 性 的 必要 条 件 是 Komoro- 
pos 向 后 方程 组 的 解 的 唯一 性 ， 事实 上 ， 如 存在 两 个 解 pij(?) 和 
Pult) WAE 

pi = |” [ea — alde, 
就 有 
agpi = aikp = — hipi + hi nip 

由 此 可 知 ，%w 满足 方程 组 (23)。 实际 上 ,Kozworopoa 向 后 方程 组 
的 解 的 唯一 性 也 是 过 程 规则 性 的 充分 条 件 ， 这 可 由 以 下 一 些 结果 
得 到 ， 下 面 将 用 给 定 的 特征 算 子 来 描述 过 程 . 

am 为 元 (— i “ë 】 组 成 之 矩阵 ， 我 们 将 把 此 抵 阵 看 成 
为 多; 上 的 算 子 此 时 ， i fe Gy 


Ejc "fCx(Tt,)) = = 2; >; zijf(i) 一 mi). 


由 此 可 知 ,对 一 切 j6 E; 
Eiem| 一 2 >.) ] (= (È cr) = Hili), 
其 中 II 表示 算 子 H, BJ 3 Kh, 
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RAT m 容易 表示 出 规则 过 程 的 预 解 式 。 对 一 切 函 数 
EE; 


R/C) = E; N eNe d 
`; Ekti u 
= > E; |: e diia, ) 


k=0 


= = >; E; ECG E all 一 e77] 


= S' AHD, 
其 中 4 是 多 ;上 的 算 子 , 它 由 下 式 定义 : 
O = 1⁄G), 
即 A 是 具有 对 角 秆 阵 (4;8;) 的 算 子 , 而 下 一 所以， 
R, = > mA + AD. 


k= 0 


条 件 
im ?1(i) = 0 
显然 是 过 程 的 规则 性 的 充 要 条 件 . 


现 求 规则 过 程 的 生成 算 子 ， 这 里 我 们 将 研究 弱 生 成 算 子 : 算 
子 人 的 定义 域 包含 一 切 函 数 SEE y HABAN REA 


L TIO — HD] = + > paG) — G] 
有 界 , 并 对 一 切 ie Z, 存在 极限 
AJG) = Im 了 [TD — A)] 
注意 到 对 局 部 规则 过 程 而 言 ,对 je @ ,, 特征 算 子 
WO ERO y [E =G) — tG | 


一 >; aj;fCi) 
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是 确定 的 (这 里 是 首次 离开 初始 状态 的 时 刻 )。 WCO 未 必 是 有 
界 函 数 , 令 2 RE 针 e 多 RIEC 的 集 ， 由 特征 算 子 的 一 
般 性 质 可 推出 ZDZ, FLE Z, Fi 一 A. 

定理 5 对 规则 过 程 , Za = Za, BEZ, k %= A. 

证 .我 们 指出 ,对 一 切 fe 2, 成 立 关系 式 

| TAD — IG) = | TG. (24) 

为 此 ,我 们 考虑 (24) 右边 的 Laplace 变换 : 

人 í T A/G 24; = = N e UTO O d 


_ " RWG) 


一 二 SI mA + DONG). 
hdd TT 
因为 
I, = ACA + 1D n, % = A(H — D, 
其 中 , €; 上 算 子 廿 由 下 式 确定 
TD = >; tG) 


i 


故 
IRA + ¿D AG — D 
= CA + DAN — (CA + 1D :A 
= M” — CA + 1 (A + 1 — D 
— Tt Hk + DFCA + 1D 1, 
因 些 ,对 一 切 fe Z, 成 立 等 式 


" R&G) = lim >) [tt — nk + CA + 2D) 
kida ET 
= Lim( a $ MCA +0) G) 
nan PET 
+ IG) = R ü) — O, 
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这 因为 由 过 程 的 规则 性 ， . 
mM) =0 (EPA < IRD. 


然而 
RG) — + G) — [ITA — Ks. 


可 见 ，(24) 式 右边 和 左边 的 Laplace 变换 相合 , 又 由 于 (24) 式 右 
边关 于 z 连续 ,而 左边 右 连 续 , 于 是 (24) 式 成 立 。 
Ilim T AG) = WG) RITA < al, 帮 由 (24) 可 推出 ， 
对 一 切 f€ Ds 
f £ 


及 
lim T.G) 一 {C = WC). 


r40 
定理 证 毕 . 
系 如 je Dr, 则 Ti 关于 :连续 , 且 满 足 微分 方程 
L TJ = Ta 


《这 可 由 关系 式 (24) 推出 ), 

特别 地 ,如 函数 aG) = 5; 属于 Zas 即 

USCG) = Dandi(k) = aji 
对 7 有 界 , 则 
TA G = 了 ,A6;(7) 或 pi) = > Pirle)aris 

即 p) jE 了 ,满足 Komoropos 疝 前 方程 组 . 

这 说 明 , 对 规则 过 程 上 面 最 后 一 式 总 是 成 立 的 ， 

定理 6 如 过 程 是 规则 过 程 。 则 其 转移 概率 满足 Koxvoropog 
向 前 方程 组 ， 


证 。 由 Konmoropos 向 后 方程 组 可 知 -2 pu() 存在 。 此 外 
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ajbi (2) < 2 PKA) < >; aipial?), 
dt iw: 


Mjao < lail. 对 关系 式 


prilet + p) — PE 于 pu (O — palh) ~ 
ñ A 





Ik 
S hlo 取 极限 ,可 得 ` 
-E ple) > J) Puai. (25) 
特别 地 ,由 不 等 式 (25) PJ Hl, 1560235 32 AA = Pr48 RJ Ji 


除 一 项 外 , 都 是 非 负 的 ， 我 们 要 证 明 (25) 只 能 是 等 式 ， 对 (25) 
从 0 到 * 积分 之 ,可 得 


pile) 一 bri 2 í > puls)ands. (26) 
如 果 我 们 能 证 明 (26) 只 能 是 等 式 ， 那 么 就 证 明了 (25) 也 只 能 是 
等 式 . 由 于 (26) 两 边 都 是 : 的 连续 函数 , 故 《26) 两 边 当 且 仅 当 
它们 的 Laplace 变换 相等 时 方 能 相等 。(26) 两 边 取 Laplace 变换 可 
得 
r (a) — 4 > í et Í > bui(s)ajdsdt 
= n >; ru Jaji (27) 
(级 数 可 逐 项 积分 系 由 其 所 有 项 除 一 项 外 均 非 负 得 到 )， 
设 > 入 (2) 是 矩阵 D HIGI + A)” 的 元 于 是 , 当 n— oo 
BF, POATA). Wk 
2; rai) a = lim >; ria )ajis 
而 
riCa Jaj = Jim spa aiis 
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所 以 
>; riCa Jaji = lm 之， raai 


注意 到 D Pau 是 算 子 


> m QI + A2 9 = > AI + A*A — D 


了 me0 【0 
" 
= X, HIQI+A) I+ 一 了 
1=0 


之 矩阵 的 元 ， 既 然 当 n — oo 时 ， 由 规则 性 ，n2*1 一 0， 故 矩阵 
MU 的 所 有 的 元 当 n — co 时 都 趋 于 0 ,从 而 


lim, IIIQ + A) = R,, 
. ">o æg 
此 即 
Dj ruaj = Aru) — br, 


故 (27) 中 等 式 成 立 。 定 理 证 完 ， 
我 们 再 指出 一 过 程 规则 性 的 条 件 . 
定理 7 ”使 局 部 规则 过 程 有 规则 性 的 充分 条 件 是 其 转移 概率 
pu) 对 一 切 i€ Z 和 :上 > 0, 满足 条 件 
lim pi) 一 0. 
证 ,我 们 把 Z 看 作 是 带 有 离散 拓扑 的 局 部 紧 空 间 。 此 时 ， 
Z 中 的 紧 集 只 有 有 穷人 案 。 因 此 ,对 一 切 紧 集 到 


im >; Pril) = 0, 
k>a EK 


即 过 程 的 转移 概率 按 第 二 章 $ 4 的 意义 是 规则 的 。 由 此 可 知 , 过 程 
无 第 二 类 间断 ， 即 在 每 一 有 限 区 间 上 只 有 有 限 次 姚 跃 〈 见 第 二 章 
$ 4 定理 2 注 )， 定 理 证 完 。 
在 无 穷 中 断 的 过 程 考虑 以 % 为 特征 算 子 的 局 部 规则 过 程 。 
如 果 rm，m，-… 分 别 为 过 程 在 第 一 ,第 二 等 等 状态 上 的 停留 时 间 ， 
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则 我 们 认为 过 程 将 在 时 刻 z 一 之 ) rt 中 断 ， 这样 的 过 程 将 由 特 


kei 


征 算 子 唯一 确定 。 我 们 来 求 此 过 程 的 预 解 式 ， 与 前 一 段 一 样 , 先 
在 @, 上 定义 算 子 m: 


HJG) = Eje” 
仍 同 前 完全 一 样 ;有 
R/G) = $, (A + AD YG). 
k=0 





21; ji 
Tj; 。 
+ 了 if G), 


ER HRANIE k — co 时 mj 已 不 趋 于 0。 
中 断 过 程 的 转移 概率 也 可 相当 简单 地 求 出 。 设 {5, ie 为 
独立 随机 变量 集 ,其 中 每 一 与 都 有 参数 为 1 的 指数 分 布 ， 此 时 


bie) 一 > q PO 
这 里 
qO) = bye, 
gP O) = > Tii Migi p {ži tee 
fyr “in—l 4; 
+ 和 <: <> 5i +: „+3, 


?7 一 1 


由 于 过 程 是 局 部 规则 的 ， SRBEFEE Kommoropos 向 后 方程 
组 。 我 们 研究 过 程 的 生成 算 子 的 形式 。 因 特 征 算 子 已 知 , 故 只 需 
求 出 生成 算 子 的 定义 域 Za. 

没 工 是 多: 上 对 应 于 此 过 程 的 算 子 半 群 ， 如 fe 2 ,, N 


T/—/— í Tafds, . (28) 
等 式 两 边 换 成 其 Laplace 变换 ,我 们 有 ， 
Rf 一 >i 一 " Rf. (29) 


因为 
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Rag — im S1 nf (A + abia — Df 
"ek=0 
— R, — f + mI 
(最后 的 要 了 的 存在 性 由 极限 bo D mt (4 + AD": 的 存在 性 失 
. k=0 


出 ), 故 (29) 成 立 并 与 此 等 价 地 , (28) 成 立 的 充 要 条 件 为 ,对 一 切 
ié Z 
äm) = 0. (302 
可 见 , Z, 由 所 有 满足 (30) 的 fe Z, 组成。 
我 们 指出 , 关系 式 (30) 只 要 对 一 个 4 > 0 成立, 就 可 推出 对 
一 切 4 之 10 都 成 立 ， 事实 上 ， 如 (30) 对 某 ¿> 0 满足 ， 则 对 此 4， 


《29) 也 满足 ， 以 R, AF (29) 后 ,再 利用 预 解 方程 ,可 得 
1 1 


























R,—R.J/— 1 Ri- R, — Rt. 
-h [RRJ Rie Rely 
因为 由 (29) 有 . 
1 1. 1 1 1 
R /— + Ruj = 1 ， 
espi af lR a „Af A rp/ 
改 1 1 1 1 
R/= LR + 1 _ 
4 一 下 f 2 ! 1 PEI 
+i RA, 
4 一 以 


HETA, Rf 二 十 Rf 对 一 切 4k 盖 0 成 立 。 昆 即 j6 ZA 
E (30) 对 一 切 1 > 0 RY. 

最 后 ， 我 们 建立 转移 概率 满足 Koyxworopos 向 前 方程 组 的 条 
件 ， 重 温 定理 6 的 讨论 可 知 , 为 满足 Konoropo 向 前 方程 组 的 充 
要 条 件 是 对 A 中 的 一 切 丸 和 i,(27) 的 不 等 式 成 为 等 式 。 而 后 者 
当 且 仅 当 算 子 N? 的 矩阵 的 所 有 元 当 n 一 9o HAF 0 方 能 成 立 
( 见 定理 6 证 明 )，。 这 一 条 件 可 写成 下 面 形 式 ， 设 5 ) 是 多 j 
中 的 函数 ,6;(〖R) 一 Sn HWE KojmoropoB 向 前 方程 组 的 充 要 条 
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体 是 对 一 切 i€E Z mke Z | | 
lim1128 (t) = 0, o GI) 


我 们 证 明 G1) 总 是 满足 的 。 设 


"sapa ( (Es) 


显然 , 0 < n, < 1 B E 一 176:(《)， 因 此 ,为 证 (31) 只 要 证 明 
对 任意 4e Z 以 概率 Pi = 1 有 "ms 一 0。 为 证 此 , 只 要 注意 到 或 


者 从 某 * 开始 
"(Ë= 


或 者 x (> n) EDE i, 而 此 时 级 数 > n 包含 无 穷 多 个 


异 于 0 的 独立 同 分 布 的 量 ， 并 因此 它 的 和 等 于 十 co, 这 样 一 来 训 
证 明了 

定理 8 在 无 穷 中 断 的 局 部 规则 过 程 的 转移 概率 满足 Komo- 
ropos 向 后 与 向 前 方程 组， 

可 以 指出 ,wy 中 满足 | 
mG) = JG) (32) 
HRR 了 是 所 论 过 程 的 有 界 1 调和 函数 。 事实 上 , 由 关系 式 (32) 
可 推出 随机 变量 序列 


n, = exp{— 3 Ca 
构成 有 界 款 , 亦 即 对 一 切 ; 了 ,以 概率 P; = 1 存在 极限 


m = limga. 
n>a 


容易 证 明 ,对 一 切 马尔 科 夫 时 间 + < 一 D ro 关系 式 


0, n = er 
满足 ， 此 外 , G) = Em. 因此 
E; iC) = E; En = Eje 0 = En = fi), 
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H#HTnl1<1,8B8%3812>0,m> 0, H:1 构成 > 一 oo 时 
的 单调 下 降 的 函数 列 . 因 此 存在 极限 
iml 一 pı, 
pi 是 有 界 的 2 调和 函数 对 一 切 1 调和 函数 f 
|= mil < ln 1. 
令 # 一 oo 取 极 限 , 可 得 ` 
IFI < lll] pas 
由 此 可 见 如 o, = 0, 已 给 过 程 就 不 存在 有 界 4 调和 函数 。 
指出 下 面 事实 是 有 用 的 。 由 关系 式 


uži) = Eexp|— 1 > 


< (Eiexp f- 4; > "JY 


= G” 
与 
MICE) < eM + ePIC) (z > 2) 
(最 后 一 式 由 不 等 式 eT K eN(a-D ens + eM 推出 )， 为 使 等 式 
lim 31G) 一 0 对 一 切 4 > 0R RACHETA > 0 成 立 


RITT, 

不 中 断 过 程 ”在 第 二 章 5 5 中 已 构造 了 所 有 的 不 中 断 过 程 , 它 
共有 已 给 的 满足 某 些 附加 条 件 (Feler 性 ， 一 致 局 部 有 界 性 及 局 部 
一 致 随机 连续 性 7) 的 特征 算 子 .因为 多 可 看 作为 带 有 离散 拓扑 的 局 
部 列 紧 空 间 , 所 以 第 二 章 $5 中 的 构造 方法 也 可 用 于 可 列 状态 过 程 , 
因为 对 离散 拓扑 而 言 只 有 有 限 集 是 Z 中 的 紧 集 , 而 且 Z 上 一 切 
有 界 函 数 都 是 连续 的 ， 故 一 切 局 部 规则 过 程 都 满足 第 二 章 $ 5 中 引 
进 的 Feller 性 条 件 、 一 致 局 部 有 界 条 件 、 局 部 一 致 随机 连续 条 件 
及 从 无 穷 远 规则 可 回 条 件 。 这 样 一 来 ,第 二 章 $ 5 中 《不 中 断 过 程 》 
那 一 小 节 中 之 构造 方法 完全 适用 于 我 们 的 情况 ， 只 不 过 这 里 稍微 
简单 一 些 
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HOES 上 不 中 断 齐 次 局 部 规则 马尔 科 夫 过 程 。 假定 它 
是 强 马尔 科 夫 的 和 右 连 续 的 。 我 们 注意 ,如 过 程 x*C2) 是 可 分 的 和 
强 马 尔 科 夫 的 ; 那么 它 (在 局 部 规则 性 条 件 下 7 就 是 右 连续 的 ， 这 
是 因为 1) 可 分 过 程 可 在 每 一 状态 上 停留 一 段 正 的 时 间 ，2) 对 每 
一 马尔 科 夫 时 间 r,x(r) 有 定义 ,并 且 对 某 e> 0, 34; < shi, A 
*(T 十 3) 一 xzr)。， 我 们 引进 时 刻 纪 的 超 限 序 列 , 这 里 , E EL 
由 一 个 状态 转移 到 另 一 状态 的 时 刻 ，、 它 由 以 下 方式 确定 : 如 ec 是 
第 一 类 超 限 序数 , 则 

š, = Eai + 0 
其 中 名 是 首次 离开 初始 状态 的 时 刻 。 如 0 是 第 二 类 超 限 序数 , N 
š, 一 sup Gp。 

过 程 x(o 在 每 一 区 间 [bu se 上 都 是 连续 的 (常数 ), 并 因此 是 右 
连续 的 : 如 ma las ae [ss5sr0， 则 由 某 开始 ,xp = xG), 

我 们 按 下 面 方式 引进 马尔 科 夫 时 间 ¿° 的 超 限 链 : 


总 一 > Tk 
L 

(E r, 即 前 面 引进 的 7; 如 e 为 第 一 类 序数 , 则 

各 一 pb (n> 1), 
如 。 为 第 二 闫 序数 , 则 5 一 upt ASO 
: Tik) = Ere NCC), (33) 
EEC; 上 的 算 子 ;用 rra) 表示 该 算 子 矩阵 的 元 : 

rR) 一 2; rua, 


ieJ 
与 第 二 章 $ 5 的 推导 一 样 , 算 子 Ti 《或 矩阵 OaD 满足 下 
列 条 件 。 
1.0 < ¿(Q ) < 1 EHH ke Z 
> vya) = Epe < 1, 
iej 
2. 当 Bp a 时 ， Tir; 一 Ti, PBB 


+ 285 ° 


> rA) = y5(22. ` 
3. 对 一 切 ;ie ,JF ，7%(4) 作为 的 函数 是 4 调和 函数 。 
4. 如 0 是 第 一 类 序数 , 则 
Til = im (r7, Hm(TFDST = r$ 
如 a 是 第 二 类 序数 , 则 
Til 一 jaf Th 
BHB%f2 0,76 @#, 
„PETITE = Tif. 
5,34 。 
RYCK) = E, j. auf(x,) de, 
于 是 m1 =1—aRi 1, #HE41>0, a> 0k 
| I1— T? = (za — Rr. 

与 第 二 章 $5 定理 6 的 推导 一 样 ,如 果 % 是 在 无 穷 中 断 的 过 程 
的 特征 算 子 ,而 且 定 义 在 多 jy LIATE T 满足 条 件 1 一 5, 那么 
存在 唯一 (在 随机 等 价 意义 下 ) 过 程 0), DL % 为 特征 算 子 ,并 
对 一 切 o 满足 关系 式 (33). 

H. BENRA > 0 过 程 的 有 界 1 调和 函数 的 全 体 构成 的 集 
LEASES m, 此 时 必 有 rT? 一 0。 事实 上 ， 作 为 算 子 Ph Ë 
域 的 集 下 是 H, 的 子 空间 , 并 且 HDHH, ATY — f, F€ Hkn, 
而 且 当 Th1 0 时 ,假如 rtl 对 一 个 i 满足 不 等 式 

TIYIO < THO), 
则 TKIEHY+I。 可 见 ,如 Hi 不 是 由 一 个 点 0 组 成 的 ,那么 H+! 的 
维 数 必 小 于 Ht 的 维 数 ,因此 ,H? 可 以 仅 由 点 0 组成. 


$ 3. 半 马 尔 科 夫 过 程 


半 马 尔 科 夫 过 程 的 构造 性 定义 V Z 为 任意 空间 ，$3 为 其 
TRER RA CRA- IRAE, KRE CY, 只 ) 中 已 给 强 
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马尔 科 夫 过 程 (2, N, P.), Ri Kiaka 近 ” 的 离散 拓扑 中 
右 连 续 , 离 散 拓扑 是 由 距离 
r(x, y) 一 全 r= 
l; x= y, 
产生 的 。 
过 程 在 每 一 状态 中 停留 某 一 段 正 的 时 间 ， 而 且 如 * 是 首次 离 
开 初 始 状态 的 时 刻 , 则 有 参数 为 1(x) 的 指数 分 布 , 1 (z) B 2818 
赖 于 初始 状态 ， 
记 
x(x, B) = P,{z(r)E€ BY, Be %, (1) 
HE LF, N, P.) 的 特征 算 子 对 所 有 % 可 测 有 界 函 数 f(x) 由 
关系 式 


Afe) = Bf) — 1(*) 
T 


=e (or aO) @ 
确定 . 
过 程 直 到 无 穷 多 个 跳 获 点 的 第 一 个 聚 点 以 前 可 由 下 面 方法 描 
述 : W 
xo = x(0), x, = xT), ttt, £a ™ Oita `" ° 
PR {ra} 构成 以 elr, B) 为 一 步 转移 概率 的 马尔 科 夫 链 ， 再 引 
进 随机 变量 


Ti =T; tte, T, = T n13 °... 


这 时 :如 > r 则 对 t< Š, 我 们 有 
k=1 


xG) = zt， 其 中 Dasic ya ( -0). (3) 
k=1 k=1 1 
随机 变量 xzo，2 xyz 和 Tis “ro 的 联合 分 布 可 如 
$ 2 中 ( 见 引 理 4 及 系 ) 当 . 缴 " 为 可 数 集 时 情况 类 似 得 到 ， 
引 理 1 对 一 切 1 > 0 和 有 界 到 可 测 函数 JG) 成 立 关系 式 
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Ese ) A [G.G G) 





1 十 1(z) 
HE, H 
Me 一 e” x = x 
1+2)  “ z |. > dyi) = EC), 


可 知 ,为 推出 (4) 式 , 只 须 证 明 随 机 变量 ç E; zÇ(z) 独立 ， 实 际 上 ， 
因为 1 < z BJ Or = x,, TPE 

P.{r > i, xz € B) = E.Xu> az) = 区 .Xc>ogXa(Cxr)， 
LH Xera 的 A: 可 测 性 ,有 

P.{r >z, x € B} = Exe>n Er, X(x) 
= EXosnr(rs, B) = EXe>ar x, B) 
一 P.{r > r) P,(x;,€ B) 
《利用 了 z > Bj, r= z), SAEZ. 

系 1 如 $2 引 理 4 的 系 一 样 ,我 们 有 

下。 U e k kfl) 

-ff 0] G) 
Cjo = za), HEIA ER] tos xm 22 n), Tis Tis "`", Ta 
的 联合 分 布 与 相应 的 具有 Ar), ets Keni) 为 参数 的 指数 分 布 
的 狸 立 随 机 变量 的 联合 分 布 重合 。 

得 到 的 结果 使 我 们 能 根据 函数 1(x) 与 el, B) 按 下 面 方法 
构造 过 程 。 先 在 相 空 间 CA , V) 里 构造 以 re, B) 为 转移 概率 
的 马尔 科 夫 和 链 {xs。}。 然 后 令 To rm，……' 是 这 样 的 一 列 随机 变量 , 它 
们 的 联合 分 布 ( 对 已 给 的 Xos xp .. :) 与 具有 以 相应 的 1(x0) ,4Cx1)， 
-| 为 参数 的 指数 分 布 的 独立 随机 变量 的 联合 分 布 重 合 .序列 r, 
rc … 可 如 下 法 构造 : 先 取 独立 同 分 布 的 随机 变量 z. ASRA 
1 的 指数 分 布 ,再 令 


T = 一 一 人 
ETE) 
利用 量 x, 及 zk 根据 公式 (37 就 可 定义 过 程 wx。 因 而 ,过程 x 
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k=0,1, 2,- °, 


are fo, Ea) 有 定义 ,并 且 是 具有 按 公式 (2 给 出 的 特征 算 子 
k=l 


% 的 马尔 科 夫 过 程 。 
利用 得 到 的 马尔 科 夫 过 程 的 构造 性 的 定义 ,我们 络 出 相 空 间 
CE, B) 中 的 半 马 尔 科 夫 过 程 的 构造 性 定义 ， 
假定 某 一 旋 概 率 空 间 (9，65, P.) 是 已 给 的 ,其 中 测度 P, 对 
-Hre 有 定义 。 设 在 (Q, S, P.) 上 已 给 齐 次 马尔 科 夫 链 : 
{xo《w), Ca), ten xo《w),*…*}, 其 相 空间 为 (.2r- , B), 转移 概 
率 为 x(x, B), 它 满足 P.,(x,(o) = z) =1. 又 设 mlo), mlo), 
… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 它 不 依赖 于 (z.Co);n = 0,1, 
…} 的 总 合 ,并 且 对 任意 P:, 其 中 的 每 个 随机 变量 都 有 [0, 1] 上 
的 均匀 分 布 ， 对 每 对 *, ye 2 ,预先 给 定 非 负 随机 变量 的 分 布 函 
数 F,,G), 然后 定义 [0, 11 上 的 函数 pr (2), 使 得 量 p, CE) (其 
中 5 有 [0, 1] 1089340663 aN F,,(). RAR 
™ Prime nw, 


aCe) = xı, Í#H Soa < >a (> - 0). 


j=1 j=1 

BREE ks AU N 33. 与 马尔 科 夫 过 程 同 
样 , 它 所 取 的 一 系列 状态 构成 马尔 科 夫 链 ,但 是 在 马尔 科 夫 过 程 的 
情况 中 ,在 某 状态 的 逗留 时 间 仅 与 该 状态 有 关 ,而 旦 一 定 有 指数 分 
布 ;对 半 马 尔 科 夫 过 程 ,逗留 时 间 则 还 依赖 于 过 程 将 要 转移 到 的 状 
态 ; 而 且 逗 留 时 间 的 分 布 可 以 是 任意 的 。 | 

由 于 半 马 尔 科 夫 过 程 不 是 马尔 科 夫 的 , 故 为 确定 其 边缘 分 布 ， 
只 确定 转移 概率 或 二 ESAEREN, 


我 们 指出 ,在 
t = Sr = + co 
k=1 


以 概率 P, = 1 成 立时 , 原则 上 应 如 何 确定 边沿 分 布 ， 显 然 , 只 需 
对 每 一 x 和 fis 129° ** € [0,co) RAR B 可 测 函 数 hC), `... 
fa(%) AEAF 
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EAG faala). . (6) 
用 exp | 一 D) nn] RERIN n ts ra h o BoR, MS 
起 函数 (6) 的 Laplace 变换 。 这 时 可 得 


由 rG) 定义 可 知 
| ef) a 


= " > felta) [esp {—s, > tn} 


所 以 
Liisa (hs .... fa) 
N 
= E, II 5 ft(zw)exp| 一 : 4 > rn} 
k=1 $k N=D 1 
X [1 — e N+], f (7) 
记 


| eas, (£) 一 j. (s). 


这 时 ， 先 于 (7) 中 取 条 件数 学 期 望 (对 给 定 的 Xaa n = 0,1,- DF 
再 利用 此 时 条 件 r, 的 独立 性 及 有 分 布 函数 Fannt) RNE 
到 

Š... t ”3 fs) 
E, > Jil CERISE usn (N... Nads (8) 


fs Ni s... Ny=0 k =1 


其 中 Ke, Cn, “N n) 为 随机 变量 ， TE Xis 5 N3 
(N 一 max N;) 


的 函数 ,由 下 列 条 件 定义 : 
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a) 它 对 数 fis ` * ` Sa 与 No ts N, 的 同样 的 排列 不 变 ， 
也 即 是 对 偶 (s|, Na) 的 对 称 函 数 ; 
b) 设 


Gnls) == H gx- z (82 G >N hý, Gn(s) = 1), (9) 


HES, Sis `... si) = Payapa Cs) 一 >; Payyal + si) 
j=1 


+ > Ó. sua (8 + +; + si) +e 
1<k<ji<; 


+ (— drys (: + > si)» (10) 
j=1 
这 时 , 当 | 
N, = N; 一 ... = N;, < N; = ... = N; < ... 
< N;,; = N,, 
K)... = G, Ni (a 十 + sa) HR Csi + ... 
+ Sns S19 °" 5 i) GN ar Ni (sit 
+ ... + sn) HN (sa + ... 
+o asti 5) X (Y 
X Gyvi us (s= 二 `" Esa) 
x HE- (0, Sigt ° "5 Sn). G1) 
公式 (8) 与 (9) 一 (11) 是 很 繁 的 ， 我 们 给 出 x(2 的 分 布 的 Laplace 
变换 的 一 个 较 简 单 的 公式 : 


8P) = + D ECan) T baal OL — bena). 


(12) 
由 于 下 面 的 事实 ,研究 半 马 尔 科 夫 过 程 会 方便 得 多 . 
引 理 2 考虑 相 空 间 @ x Ri, ym [0, co) 中 的 随机 
过 程 GO, EO), 其 中 x(o) 是 半 马 尔 科 夫 过 程 ,而 


k~1 k—1 k 
i= 1—- Sl, 4 PIru <: < ri 
1 1 1 
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这 时 ,对 一 切 *, 它 是 概率 空间 {9, S, P,} 十 的 齐 次 马尔 科 夫 函 
数 , 其 转移 概率 由 下 列 关 系 式 给 出 : 
PC, (xs), B X {+ s)) 
= Xo(x)P,{rt >: + #)/P,ír, > +), 
PG, (x; s), B x E) | 
wm ES jj duF a,Cu)ælr, dy)PG + s — u, 

(y; 0), B x E), (132 
BEB, Ec 9, A Z, rR Bord 集 的 5 代数, z + EE, ME PC, 
(z; 0), B x [0, TJ) 由 下 式 定义 ， 


|” pG, (z; 0), B Xx [0, T])dt 


= EE, 21 anG — dansul» T)], (14) 
N=Q 


R Gule) = Guw(s) 由 等 式 (9) 确定 ,而 
Geslss T) = | EAE nC 十 ca[1 — F, CD), (15) 
注意 , P.(r, > 由 下 式 给 出 : 
PAs > 1} = È i — Fao, dy), (16) 
证 . 区 间 [0, 7] 上 的 过 程 (x( 六 《CD)) 的 性 态 可 被 量 w, Go 


r), «es (zu; rw) Wa a Tast. y zh 成 立 的 


的 值 完全 确定 . 
设 S37 为 8 中 的 o 代数, 它 可 由 区 间 [0, T] 上 的 过 程 CG); 


N+t1 


EO) 的 性 态 确定 。 这 时 ,在 集 o, — fo: Das T< Xa 


上 测度 
P,{x(: + T)EB, G +T)E MESA Be%,A€ B+, 
仅仅 是 To == Xy Xis Tis" 3 INg TN 的 函数 ， 此 外 ， 在 集 Qy LLE 
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P, {rU + T)€ B, £G + T€ Alto ti Zo tt, ty, Ty} 
= E,(P,{xC: + T)€ B, G + T)E Alxo, zi 
Tis ° "`> XN+LS Tunti} Xay | žo “Xn, TN). 
但 在 集 Qy 上 ， 
P.lzG + T)E B, EG + T)E Alt zo T °t", XN+19 TN+if 


N N+1 
X, (z), [ 十 了 一 >z), 如 > Th > T + t3 
1 7 1 


N+1 
XN+19 >; ra) 5 


一 P, zG + T)€ B, ÈG + T)€ A 


1 





N+1 


如 Dj 和 T+ 


1 


不 难看 出 , 若 令 * = J rt， MJ 


N+1 


YN+19 > r} 
1 


= Papl + T—s) EB, SG+7T—s)e Al, 多 
这 是 因为 可 以 用 与 由 量 Xos Yrs Tig `° “构造 过 程 (COF Ce) HE 
相同 的 方法 ， 由 量 XN+19 XN+29 Trpo 来 构造 过 程 


(Ce Sa) : (: + 21). 


P, FG + T)€ B, zG + T€ A 





可 见 
P, G + T)€ B, G + T)€ 4 | zy 313 Tis ”5 XN Tyu} 


= E. lG, (: 十 了 一 Sa) X ss ) 
. 1 了 > 了 十 让 


Xos 





N+1 


ži» verm tyt E (Fí + 7 -5 Tis 
í 


Yos Yis 





. N+1 
(rsi 0), B x A) {7< Dr <) 
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l... tys rs), (17) 
Plr, (z; 0), B x A) = P, {rE B, G) € A). 
注意 到 在 Qy 上 , T — 2) r = g) MA, 


其 中 


E, (22C) xi +T— > JZ r= >T+t1 
1 Pr 


Xos Xis 





| N 


XNS >; r) 
= Xalen ealt + E(T2>)P, [rs > ECT) + lenh. 


由 于 Ox = S$) r < T}A (ews > šCr)), HE Ow 上 有 


ests) Esaa + ECT) Xan a, >satm 





N 
P, I Twn > ECT) + t |z 5 Tks TNH > E} 


C Para > ET) HAT) TD as) 
P.Irz L > ¿(T)|=(T), sCT)} ` 
地 ,在 O, 上 还 有 


N+1 


E, (? b +T — > Tr (zsa; 0), 





B X A) X (cre) Xos Xis °" * > £N5 rs ) 
1 


一 E,( PG + tu + ECT), Gara 0), 
N 
B x< AXX en cry cin YN» 之 Tks TN+1 > ECT) 


PG 


— 1 (s. 
P.(rwa a > £(T)|z a, ECT)} Min 
+ ECT) u, (xwr; 0), B x A) 


x dF... J G) n (7)). (19) 
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由 于 在 gw 上 x(T) = zw, 从 而 就 证 明了 
P.(zG + T)€ B, ¿G + T)€ A|S;) (20) 
只 依赖 于 <CT)5 EC), 亦 即 GO; EO) 是 马尔 科 夫 随机 函数 ， 
而 且 由 公式 (17) 一 (19) 确定 的 概率 (20) 的 表达 式 表 明 , 该 马尔 科 
夫 随机 隐 数 的 转移 概率 确实 可 以 由 等 式 (12) 一 (14) 确定 。 引 理 
全 部 证 完 。 
现在 我 们 构造 具有 转移 概率 12) 一 (14) 的 马尔 科 夫 过 程 . 作 
为 样本 函数 空间 ， 我 们 取 函 数 (a(O; ED) 的 空间 F, Hp 
A; EO) 为 如 下 形式 的 函数 : ED) > 0, EO 逐 段 线性 ， 右 连 
续 ， 且 在 EO 的 线性 区 间 la, 8) LEG) = £(a) + t — a; 如 果 
[es 8) È EG) 的 线性 区 间 , 则 对 a < ; < 8 令 xG) = x(a), 3: 
EEO 的 间断 点 , 则 令 5C8 十 0) 一 0。 为 了 证 明 可 以 在 F 上 
利用 转移 概率 (12) 一 (14) 确定 一 个 测度 ,我 们 指出 多 - 包含 轨道 
9.(x(z); EG) 的 集 ， 而 在 此 集 上 可 以 利用 转移 概率 (12) 一 (14) 
构造 测度 。 这 样 一 来 , 有 特殊 形式 的 “二 维 ” 马 尔 科 夫 过 程 就 可 以 
和 半 马 尔 科 夫 过 程 联系 起 来 了 ， 此 时 ，x(#) 是 过 程 在 时 刻 上 的 状 
态 ;而 5(s) 是 过 程 在 该 状态 的 逗留 时 间 ， 
半 马 尔 科 夫 过 程 的 一 般 定义 ”我 们 说 半 马 尔 科 夫 过 程 已 经 给 
定 ， 如 果 已 给 
a) 可 测 空间 (Q, 83)， 称 它 为 过 程 的 相 空 间 ; 
b) 定义 于 [0, ©), REFA x< Rys R, = [0,ce] 的 函数 
的 空间 .多 -wa ， 它 由 如 下 形式 的 函数 构成 : 如 (<(O; EO) 
F aap WEO 为 右 连续 的 逐 段 线性 函数 ; 如 e, 0) 为 EO 
的 线性 区 间 ， 则 对 ¿e la, 8), EG) = Ela) + z — a; fm 8 X EG) 
的 间断 点 ; 则 令 5(8 + 0) = 0; 在 EO 的 每 一 个 线性 区 间 fa:p) 
E x(a) 二 G), 如 8 为 5(z) 的 间断 点 , 则 
z(8) = (£ — 0), 
(DEK 中 给 定 的 离散 拓扑 上 右 连续 ; 称 z(a) 为 过 程 在 时 刻 * 
的 状态 , $C) 称 为 过 程 直到 时 刻 : 在 该 状态 的 逗留 时 间 ; e) LEK 
为 相 分 量 , 而 EG) 称 为 半 马 尔 科 夫 过 程 的 时 间 分 量 ; 
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t) 旗 次 马尔 科 夫 过 程 [F ai M æti’ P,,,}, 其 中 
Niran 为 FB æa) 中 的 柱 集 产生 的 o 代数 。 
当然 还 可 研究 中 断 半 马尔 科 夫 过 程 ， 这 时 如 何 修改 定义 是 显 
然 的 i 
我 们 下 面 只 考虑 强 马尔 科 夫 过 程 GO; EO) 设 7 为 分 量 
EC) 首次 取 0 值 的 时 刻 。 这 时 , EG) 在 [0，zr) 上 是 线性 的 ， 而 
x(z) ERA, TR TEREK. $h =r, 
Èn = Orba- + ts 
W Zo 各, 也 是 马尔 科 夫 时 间 , 于 是 量 {(x(54); EE) 2 一 1， 
2，'…} 构成 马尔 科 夫 链 。 但 注意 到 对 一 切 n, E) = 0, W 
{z(r)， 2 一 1，2,，-…} 也 是 马尔 科 夫 链 .。 此 链 的 转移 概率 可 由 
下 式 得 到 : 
Pí(z(¿,,)€ B|z(¿,)) = ECP lEn) E BI Nes} rss 
= E(P46;,x(z)€ BI Nra} 
= E(P..¿ y 6 {x(7) E By|z(z,)) 
= P. o zz) 6 B}. 
由 此 可 见 ,此 马尔 科 夫 链 为 齐 次 的 , 并 且 其 一 步 转移 概率 (x, B) 


为 下 式 所 确定 : 
™(x, B) = P,,(zG) € BJ. (21) 


令 x(0) = ros tea CCa) 一 to 一 二 一 Ta。 可 以 指出 ， 
{Ceni To), n = 1, 2，.…} 也 构成 齐 次 马尔 科 夫 链 。 实 际 上 ;如 4 
H A, LRI Borel 集 ,那么 ， 

Podal) € B, r,€ A|.A;,.. 1 

= P(0,,_zG z) 6 B,0,._ TEAS tn) 

=P, sc oirr) E B, TEA} 

一 P.， fx(r)eEB，re4 (1> 1). (22) 
HRH k < n 一 Ff, (zi r) 对 .Ar ， 可 测 ， 故 由 此 推 得 我 们 
的 结论 . 

显然 ,为 确定 过 程 GO; 5(7)) 在 时 间 区 间 [0, g) (这 里 p= 
sup 5,) 上 的 轨道 ,只 需 给 出 ro xz ;C0), Tis Taste, DERFAN 
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t. < r L Enn XC) = x,; fl: < z, EC) = ECO) + r; mi, < 
1 一 和 rp n 21, E) 一 + 一 5o。， 如 果 已 经 给 定 % 及 5(0) = s, 
则 为 了 给 出 最 (G; Task = 1,2, =} 的 联合 分 布 ， 只 需 给 出 
Cas r) ORADA: 

P.,:(xz(z)e B, r€ A), 
及 由 公式 (22) 定 义 的 链 {Cen Ta) 的 转移 概率 。 
办 为 PooxCr)€E B, rE A) 作为 了 上 的 测度 ,对 于 Ces B) 绝对 连 
# 


P., {x(r)€ B, ré A) = j F, C AD=(z, dy), 


FeyCA) 作 为 4 的 函数 ,是 在 条 件 x(0) = z, xr) = y(8(0) = 0) 
下 ,zx 的 条 件 分 布 ， 约 定 
Falt) = F. ([0, 1)), 

我 们 得 到 用 以 构造 性 地 定义 半 马 尔 科 夫 过 程 的 那些 特征 。 

可 以 指出 ，P..:{fx(r)e B, r€ A) 以 某 种 方式 与 Crs B) 及 
F,, (A) 有关 .实际 上 ， 

P. (zG)€ B, rE A+ += P. fr > s, Ox(T)E B, r€ AJ) 
— P. (r > JP, {x €E B, r€ Á — s} 

(这 里 4 — + 表示 使 ;十 w€ A Bu BB). 如 有 P,,(r >s} 
> 0, Wl 


P., {r(r) € B, TE A) = TET 


|, F. (A — s)xÇ<, dy), 
(23) 
M P, (r > sy = 0, 则 (23) 式 无 意义 ， 
这 一 小 节 中 定义 的 过 程 不 同 于 用 构造 性 方法 建立 的 过 程 的 地 
方 是 , 它 可 以 有 不 止 一 个 跳跃 点 的 京 点 ， 
在 研究 非 规则 过 程 时 ， 特 征 算 子 和 调和 函数 起 了 重要 作用 
( 见 第 二 章 $5)， 现 寻找 过 程 CO: ED) 的 特征 算 子 . 2 r 29 3Y 
E ¿G) 首次 取 0 值 的 时 刻 (如 0) = 0, Mr EG) 变 为 正 的 以 
后 第 一 次 取 0 值 的 时 刻 )，re 一 min[r，8]。 定义 于 X x R, 
F, 9 x B, (这 里 %+ SZ, L Bord 集 的 o 代数 ) 可 测 的 函数 
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JG, s) 属于 过 程 的 特征 算 子 站 的 定义 域 ,如 果 对 一 团 >€ .2 和 
i€ Z, aaa 





Pe ECAR s+ Ta) = f(x, s)] = Afr, s). 


img> 
设 
P.,{x(r)epyr 一 让 一 0.(B，， z), 
这 时 ， 
E.r. = sP.,{z > e} + | Ud DrK , u), 
E..J(xÇGz,); s+ T.) 
= J(x, s + e)P, {7 > 8 十 下 /xz(r)，0)Xe<a 
—(G, +P. r>.) + | ,Desdy, e) 0. 
于 是 


Wes 5) = in 一 一 一 一 一 一 
U oP, (r > s) + | ud A”, u) 
0 


x||, Deldy, efy, 0) — JG, 9) 


+ Pade > ers s+ 8) — (es 9)]. 
由 过 程 的 右 连 续 性 可 知 ,e 40 时 Per <=) 10， 因此 有 
P. r> 6) + [ud Du, u) < s, 
并 且 
Wes s) = in. || 9. Gy, Gs 0) — IG, 2) 


I + Prtr > s]G(z,s + e) 一 eD]. 
假设 (23) 式 正确 ,于 是 
AfCx, s) = lim sl (F..,G + 8) — Fr,y(s)) 


cto eP, ot > } 
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x Cy» 0) 一 J =, s))z(x, dy) 
+ [G — Fels + s))xG6 dyD(IG $ + 8) 


. 1 
一 f(x, | = lim [| (F zls + 8) 
一 Fes 0) 一 HES 5 十 E))z(xs dy) 
+E Clr, + s) — G) ]. 
如 果 Fe(s) 对 z 可 微 且 对 * 的 导数 有 界 , 则 有 je Zu WE fe 
s) X s Ei 


1 ð | 
He) — Bt | a Fe GG, 0) 


_ JG, Sars dy) + LEOD (24) 
考虑 到 | 
Paole > s} = [U — F,,G)16Gz, dy), 
可 将 (24) 写成 


_ 1 fy 
Wed- use [u Fas 0) 


— fx, ;)]x(=, dy). (25) 
(25) 式 甚至 当 Fs,;(s) KARHE EA 8 389, E (23 式 成 
o Falt) 对 上 连续 ， F ,,,(0) 一 0 又 函数 fx, s) 对 :连续 ， 则 
(25) 总 是 正确 的 ， | 
现 我 们 在 过 程 于 跳跃 点 的 第 一 个 豪 点 处 中 断 的 条 件 下 ， 考 虑 
过 程 的 预 解 式 R 的 表达 式 。 我 们 假定 (23) 式 对 一 切 * 与 4*> 0 
成 立 。 这 时 对 一 切 有 界 9 x 34 可 测 函 数 和 允 可 测 集 B 有 


Es, | IGO EOX) 
= E., |. Kas š + e t dsy (x,) 
= E,, N fxs s + De Xune dt 
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1 F ICs s + De “| [1 — F,,G 


“Pair > a} 
+ s)]r(x, dy)dt, 
因为 


E,,, Ñ GOP EG) Jede = >, Es |" f(x(z), 


EG) e dt = 5 E,,e "Es, | 1G), 
. n=l . 


Eede + En | GQ), Eede, 
所 以 i 


Rif(x, s) = MET j) 


+ Ole 0) + DI Ene || GG, D 
z=] “ob . 
x [1 -一 F, a, (O) ] dezx=(z, dy). 
再 假设 
gx, v) == F MF, POF 


Mxs y; í) = “ud, F zy(t + s) f 


P. PPE jh 
K™(x, B) 一 Í, plx, yr, dy), 
K(x, B) = Xs(2), 


Kx, B) — [uG yzCz， dy) KY dy, B) (a> 1). 


因为 
下 上. ,ec “Anf CaL Ca)) = E.e” Eso0e sfCxC En) 


= ZQ y; 5) 正 ,,oe ta-ifCxC En) eCe dy), 
Eoe ‘tnfCxCt,)) = i KPC, dy)f(y), 


9 500 < 


frst + 22 [1 — F.,,G 


(26) 
(27) 


(28) 
(29) 


由 此 可 得 


Rif(x, s) 一 i! etl — Fost + rs t+ 5) 


WET 


X dtr(x, dy) + | wc， 95 | Ko(yyds) 
”=0 


x J| iG, DLL — Fa Je dialas dv), (30) 


现在 我 们 来 考虑 过 程 的 1 调和 函数 , 它 可 描述 成 下 面 的 
引 理 3 设 (23) 式 满足 , 这 时 过 程 的 一 切 有 界 4 调和 函数 有 
形 如 
LEZ s) = E.e ie) = jG, y; s)f(y)r(x, dy); (31) 
其 中 16229 3 可 测 有 界 函 数 , 它 满足 关系 
KO = | DRRC dy). G2) 


证 。 如 f(x，s) 为 4 调和 函数 ， 则 对 一 切 马尔 科 夫 时 间 
n < z 
Ense CaCa)» ECa)) -= Ix, s). 
取 使 分 量 首 次 取 0 为 值 的 时 刻 z 为 了， 取 函 数 Ce, 0) 作为 fs)， 
可 得 到 (31). 于 (31) HE s = 0 可 得 (32). 
现 证 /sx) 满足 (32) 时 , 形 如 (317 的 函数 是 ; 调和 函数 。 为 
此 我 们 指出 ,由 (32), 序列 
eja) G>) 
组 成 概率 空间 {了 Fg,a0 ;人 (gat)yPrr,}( 对 任意 *€ K sE R) 
上 的 有 界 鞭 : 
Ep CHACA N taa) 
= Ep e r0 EED AN aa) 
= He E, ooc i S Ce) = e En al Ena). 
因此 ,以 概率 P, = 1 存在 极限 
lime HaC). 


ma GEWERE bn Lil inn 的 马尔 科 夫 时 间 ， 则 当 
n > m + 1 $f 


OSCE) = Keln). 
因此 
e "0 lime ro)) 一 Ime re (z(1,-, 422 


一 lime af (Enma) = lim ea-m-if(x(Fs_m-1)) 


+ lim(e Xs — e Ka-m-)f(x(Cs m1)) 


一 limf(x(5n)), 
X Blim (eè — e No-m-!) = 0 E hF lime 的 存在 性 a 
增 )。 于 是 对 一 切 满足 不 等 式 ? 所 总 的 马尔 科 夫 时 间 ?， 都 有 
ce 0, lim e nf(x(5s)) = lime f(x(&,)). 
也 就 是 对 一 切 ” 
JG, s) = Ere JG (r)) = Ese rf(x( Es)) 
-= E... lim enf (e()). 


如 3 为 马尔 科 夫 时 间 , 且 ?过 总 , 则 
E... "Es smlime nf GD 
= E, se 0, lime "f(x(L,)) 
= Elime fx(€,)) = fGo s). 
引 理 证 完 ， 
知道 了 Ri 及 调和 函数 ,就 可 以 用 第 二 章 $ 5 的 方法 刻画 一 切 
具有 已 给 特征 算 子 的 马尔 科 夫 过 程 . 
现在 我 们 讨论 半 马 尔 科 夫 过 程 的 Feller Ë, 设 Fes 对 一 
H) z, y € RK 是 + 的 连续 函数 , 且 对 一 切 xe K, Poir > 1} > 
0. 此 时 (23) 式 成 立 ， 由 于 在 多 ”中 的 拓扑 是 离散 拓扑 ,所 以 函数 
Kes, fE AXR, 上 的 连续 性 只 不 过 是 它 对 s 的 连续 些 。 在 
上 述 假设 下 , 一 切 有 界 1 调和 函数 都 是 连续 的 ; 这 可 由 (31) 式 以 
K (27) 中 的 函数 由 (x, y; s) 对 :的 连续 性 (这 因为 
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Ptr > = [0 — Faol) Jelas dy) 
对 * 连续 ) 推 出 . 
WA PG, (z; ?]，) 为 某 半 马 尔 科 夫 过 程 的 转移 概率 ,该 过 程 
到 时 刻 刀 以 前 的 分 布 特性 由 函数 Crs B) 5 F,,,G) 所 表征 。 显 
然 , 这 个 转移 概率 满足 下 列 积分 方程 : 


PGs G s), B x A) = xP G) G + s) ets > t+ 


P., ír > s} 


+ JI 人 PG — u, (z; 0), 


B x A)m=(z, dy), 
wT, 为 转移 概率 PCO, (z; s)， -) 产生 的 半 群 , 则 


t 


+ || Tys0) Em ED) ss, dy), (33) 


p P,,{r >s} 
如 fx，s) 对 。， 连 续 ， 则 由 (33) 可 推 得 :10 时 于 Ce Do 
f(x, 7)， 这 因为 (33) 左边 的 积分 被 量 


Il P,,{s <r<:+ s) 
Poir > s} 


限制 ,第 一 个 被 加 项 趋 近 于 f(x、s)。 所 以 , 对 一 切 s 的 连续 函数 
f(z, s) AR T, f(x, s) 对 1 AER, 

可 以 证 明 , T, fC, DH s 连续 (33) 右 边 第 一 个 被 加 项 有 这 
一 性 质 。 为 证 明 (33) 右 边 第 二 个 被 加 项 对 s 连续 , 只 要 证 明 对 一 
HJ y € 2 


: F. (u + s) 
[ T,-,1G; DE S A (34) 


对 s 连续 因为 测度 
eLA) = 
对 + DERA 


_— 1 
Plr >s} 





| 4,F zs(u + +) 
A 
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tim | eCu)uCdu) = | zGa)u,,G20) G35) 


对 一 切 有 界 可 测 函数 elu) 成 立 , gCu) 的 间断 点 集合 为 测度 us 的 
0 测 集 ( 见 第 一 卷 , 第 六 章 $ 1 引 理 1)。 因为 Tsf(y, 0) 对 4 左 
连续 , 故此 函数 的 间断 点 集 至 多 可 数 , 但 测度 ps 连续 , 所 以 一 切 
可 数 集 的 测度 等 于 0。 这 样 一 来 , 如 令 glu) = T,..J(y, 0), G5) 
ARU. (34) 对 * 的 连续 性 得 以 确立 。 

于 是 我 们 证 得 下 面 定理 : 

定理 1 半 马 尔 科 夫 过 程 (对 此 过 程 函数 

Fes) = Paotr < elelr) = y} 

对 :连续 ， 且 对 一 切 :> 0, Pw tz > iy > 0) 在 下 述 意 义 上 是 
Feller 过 程 : 相应 于 该 过 程 的 半 群 ,将 对 * 连续 的 有 界 思 x< B, 可 
测 函数 Kx, D 的 集合 变 到 自身 ,一切 有 界 1 调和 函数 也 属于 这 一 
集合 ， | 

具有 半 马 尔 科 夫 随 机 扰动 的 过 程 具有 半 马 尔 科 夫 随机 扰动 
的 过 程 通常 理解 为 用 下 面 方法 构造 性 地 刻画 的 过 程 。 设 在 某 相 空 
间 (多 ,8) 上 ,已 给 半 马 尔 科 夫 过 程 OO GOD), 并 设 在 相 空 间 
(2 ,8) 上 有 与 每 一 ye 8 有 关 的 马尔 科 夫 过 程 [9 , N PP) 
《轨道 空间 .多 与 代数 .信也 对 一 切 y€ @ 是 相同 的 ), 其 轨道 记 
A xls y). 这 时 ,过程 z(z) = zG , y(t)) 就 是 具有 半 马 尔 科 夫 随 
机 扰动 的 过 程 , 

相应 于 这 个 过 程 ,我 们 在 {. 灾 *,.Yrsj 上 构造 测度 ,这 里 A" 
为 如 下 函数 zG) 的 集合 : 它 定义 于 区 间 的 和 Ulu, r) E ,0= 
h <<. <s, < 1 一 (假设 半 马 尔 科 夫 过 程 是 规则 
的 ), 且 对 一 切 丰 存在 函数 XxA(1) 《8 ,使 当 0 < :一 tin 一 下 时 ， 
*G@ — tk) = x,(2); 而 .Ar*# 为 多 * 中 的 柱 集 所 产生 的 5 代数 .这 
样 的 测度 将 依赖 于 * 和 y， 后 者 分 别 是 马尔 科 夫 和 半 马 尔 科 夫 过 
程 的 初始 值 。 

RF o 为 取 值 于 Y 的 逐 眉 为 常数 的 函数 yG) 的 集合 。 令 
VG) = yo 如 果 5 Kt < Gins O= o <t< .<b 
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nto. 我 们 用 下 面 的 方法 把 (2 *, 5) 上 的 测度 PO SE. 
BOC) 联系 起 来 : 如 果 
A= n 0,,A.s 
k=0 
(这 里 4,38 多 * 中 的 柱 集 ， 它 由 0 <; < tua — D 时 的 x() 的 
EREN 
POÇA) = | PHAN Calde} (PHANCE Ga) 


x. x | PERTH AnaM Cearta GP, 
C,(B) = (x(-);zG)6€ B), (36) 
容易 看 出 , POA) E Fs 上 的 No 可 测 函数 :其 中 .Je 为 多。 
中 的 柱 集 产生 的 o 代数 .因此 积分 | 
P, (4) = | PEOC | G 
是 有 意义 的 ,这 里 HaC) 为 {LF us No) 上 之 测度 ， 它 对 应 于 半 马 
尔 科 夫 过 程 的 分 量 . . 
为 确定 过 程 的 边缘 分 布 我 们 再 次 计算 函数 “ 
MfG) + fasen)) 
(关于 fi"**, tm) 的 Laplace 变换 (其 中 ‘fis oeta fm 为 定义 于 KX 
上 的 有 界 B 可 测 函数 ): 
Ly, (f. ....5 fns his ttt’ Am) 


— |... Ea AEC o Maene nnde din 
_E,. JI | KEO war, 


我 们 利用 以 前 的 记号 : 0 =L <; <... 为 半 马 尔 科 夫 过 
程 的 号 跃 时 刻 ， 因 一 ya). vat cp, 即 设 半 马 尔 科 夫 过 程 是 
规则 的 。 这 时 | 


ñ fszCD) ea = Y) ht Je": Kales ya) Je Edt 
n=0 t 
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- 2156, |" COENE 
n=0 
这 里 0,, 为 半 马 尔 科 夫 过 程 的 推移 算 子 , OG) = xG + Ea). 
记 
EPC) | 1ed = RPC, Pa), 
容易 证 明 
V ireng (s, xs B;ifo ` 5 f) 


K rs 
= Exa(x,) TI | Hedi 


一 | ... Í, | R&C fe) a RIC 
LiL Lsk <s 


一 sk- B iklar) 
其 中 [7 表示 对 组 码 1，……， k BJ—WJHEZU 3 2, 
我 们 有 
Ly, (h> ,fs thm) 
= EF,,x II > eT Rn b ' BEG yo))e dt 


k=1 s=0 


py 


= > LY “mh, . -fms îi °... 1,,). 


HPUSB nz 
R n, < m, < ° < n,, 及 
n = ++ + = ni = N, < ... < 7 = e = 7) ,, == N,. 


这 时 ， 若 令 l= Shidni AP 一 kiasa ai 一 fittitti? 
我 们 可 得 
LGE (f, `... fa; dis etet’ lm) 


m t 
_ E,..E,.( TI e ha. f f(x(z, y0))e kid yay 

kzi 

¿u n= 0, 1, …) 
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f m h, 
= EE, (H e, T] foen f el, 


Na 
peva] Yans Cno n = 0, 1, e) 


= E, af- > ČN; > 二 f- [vig aQ). „apna 


Nyete” 





— Ln zr, dx1; P, “3 Prys t, KES 
° ) 
Gr) miw 一 br,» z dxf? 2°’ fh 
2 


IN, 
xX- x V Pamat) (ua — Uu, 2r- 
fr 
=; 人 J 
这 里 ,如 Noe 


pop 


` PSS ` PIN- ty — CN-i? rw-iB)., 
M n = N Bt, PINC, B) = Xa(x). 
w 
E, aP cos NE B)e xy) = QM, C, B). 
这 时 ,在 上 述 假设 下 ,对 mottona 有 
Ley mf, fn; Ais “hn) 


r 
y 
= Í oy? (> lrs dy, da,) V 0, (05 Tis 
k=1 


dg; fb... * ,10a F y AGOE ys dy.) xX: 

Í Os (A, dy, dz,)V L o pGr 

,Rr ;Df ds P y GOO, 3. 
WRR LAA n, e, An 闻 有 其 它 关 系 时 的 值 ,只 需 指出 工 
X] n, RIA 的 组 码 的 同样 的 排列 是 不 变 的 ， 

利用 公式 (36),(37), 类 似 于 在 引 理 2 中 所 作 的 ,可 以 证 实 三 

RLE G, yG); yG); EG 是 马尔 科 夫 函数 , 它 有 如 下 的 齐 
次 转移 概率 ; 
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Pix +), y(t + )))6€ B, yG + hec, 
¿G + A) € A|xG , yG)), yG), £G2) 
= P(h; Celts y); yG); SGD), B x C XA) 
其 中 P(A; (z; y; o), B x C x A) = E,, PIO(C (B), m Ey. 
为 对 于 概率 P,,, 的 数学 期 望 ; 概率 Py,, 对 应 于 条 件 y(0)= y, 
ECO) 一 :的 半 马 尔 科 夫 过 程 (yG; EO) Ca) 为 多 “中 使 
x() € 3 的 函数 OUES. 

这 样 一 来 , lu w = 2 x 2@/ 5 9 = %@ x 9, HJ (e) Ë 
GD) 为 相 空间 % x Z, 中 的 马尔 科 夫 过 程 , 这 里 0) = (G, 
IAG, 而 分 量 EG) 逐 妇 线性 且 具 有 半 马 尔 科 夫 过 程 时 间 
分 量 的 所 有 性质 ， 所 以 , 自然 可 给 出 具有 半 马 尔 科 夫 随机 扰动 的 
过 程 的 下 列 一 般 定义 。 

假设 在 空间 (2 , 8) XCR B) 中 已 给 齐 次 马尔 科 夫 过 
ELF amans: Saman Po). F iwan 为 其 轨道 (zx(1); £G)) 
的 集合 EEC) > 0, 右 连 续 且 对 一 切 : 可 找到 区 间 [a, 0) 31， 
EZEKRE El) = £ GG) 十 :一 @; 如 6 为 5(3) 的 间断 点 ， 则 
Ela) 一 0.。 Naan 表示 由 柱 集 产 生 的 、 访 (wn,at) 的 子 集 的 0 
代数 。 如 前 面 一 样 ,分 量 xG) 称 为 过 程 的 相位 分 量 , 而 分 量 SG) 
称 为 过 程 的 时 间 分 量 。 我 们 还 设 多 ”为 拓扑 空间 、 过 程 GG): 
#(z)) 右 连 续 且 为 强 马尔 科 夫 过 程 . 

ir 为 过 程 EG) 首次 等 于 0 的 时 刻 。 过程 (xC1); EG) 在 
[0, r) 上 也 是 齐 次 马尔 科 夫 (中 断 的 ) 过 程 。 

引进 函数 

O0.,,G:, Bis B) = P,, z > z, xG) 6 Bis xz(z)€ B}. (38) 
通过 这 个 通 数 可 以 确定 过 程 (x*(27; #5(7)) 的 预 解 式 ,该 过 程 在 (2) 
的 跳跃 点 的 第 一 个 聚 点 中 处 中 断 ， 实 际 上 ,如 fx, s) HB x SB 
WARAK, 则 


Ri(x, s) = OE, s E COF E(t) Jd! 
= > E... ta Je" GG), FGODe tema, 


其 中 to = 0, 和 一 了 Gou = Ča 十 Oas Cn 为 马尔 科 夫 时 间 , 因 
为 对 2 之 1 . 


, , 
Esu (J GG), CD)craerroaz| ho ) 
= E. Ep6 | JG), De dt 
一 下 .cp GG), t)e | Xu>ndt 


-= í Otat dt» ED EN t)e vd, 
0 0 


Enue ng CE)) = [KPC s du) ga), 
kh O | 
Kr, fs B) 一 E... X (x, 


⁄ f: 
-En (1—1 [ ar) XG) 
= 9.,(0, Æ B) — 4 |- X ,B)e tar, 
K(x, $s B) = | Kra, S> dy)KP (y, 0, B), 
而 ee : 
E,,, ECOJ $ + z)e gt C 


° 


= j! Oz, dx, EDOR 4+ sJe™ dt, 
A , 
所 以 有 l 


R(x, s) 一 f Orsla dx, ESEN z + s)e "dt, 


0 
十 >; | K(x, S3 da) Í| Qro 
n=1 


. dxi» A ) fn, edt, (39) 
如 如 一 十 co， 则 过 程 称 为 规则 过 程 ， 如 六 < o, MATH 
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造 性 态 在 [0, z] 上 被 已 给 函数 Q... Bi B,) 所 确定 的 一 切 过 
程 , 还 必须 研究 过 程 的 调和 函数 ， 与 在 引 理 3 中 一 样 ， 可 以 指出 ， 
过 程 的 一 切 有 界 的 4 调和 函数 的 集合 与 形 如 


Ge, ) = [KPC ss aO), (40) 
的 函数 集 重 合 ,这 里 O) 为 有 界 函数 , 它 满足 
1a) = | KPC, 0, aG. (41) 


知道 了 过 程 的 调和 函数 及 Ri， 就 可 以 用 第 二 章 $5 中 指出 的 方 
法 来 构造 一 切 具 有 离散 随机 扰动 及 已 给 函数 0C Bi B) 的 过 
E. 
具有 离 艇 随机 扰动 的 过 程 的 遍历 性 定理 i C<(O; EG) 为 
相 空 间 (ar, 9) 中 具有 离散 隧 机 扰动 的 过 程 ， 我 们 假定 它 是 规 
则 的 , 即 在 每 一 有 限 区 间 上 SG) 只 有 有 限 多 个 跳跃 点 。 我 们 来 研 
AHT om PSE | 
L| Kk), ON (42) 


HEARE fe) XST TERREA T> oo 
时 (42) 式 以 概率 1 有 极限 的 充分 条 件 ,这 一 极限 形 如 


fif Q... dys X Jy, t)dixCdz) 
sD, 
j)! 0. (, X, #r)dm(az) 


0 


其 中 Qel Bo B) 与 由 关系 式 (38) 及 具有 离散 随机 扰动 的 过 
程 相 联系 的 函数 ,而 x(dx) 为 《经 , 9) 中 具有 转移 概率 


zx, B) = Q, (0, =, B) (44) 
的 马尔 科 夫 链 的 平稳 分 布 , 即 对 一 切 B € 3 
x(B) = | n(de)alx, B). (45) 


为 使 (43) 式 有 意义 必须 存在 满足 (45) 的 测度 =, AR fO, z) Z 
使 
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出 Deo(t dy, Æ Jiya :)|d2 (az) < co, (46) 


回忆 下 面 事实 (Qr,9%)rRREJBAB3ES (h 如 果 它 有 
FRIM adr), 且 对 一 切 ze 如 ”及 9 可 测 函 数 (对 此 f, 


| ol<(ee) < c0) 以 概率 Pas 一 1 有 
imt PK) = [10a 


则 称 此 链 为 遍历 的 
定理 2 HCP, 8) 中 具有 一 步 转移 概率 Crs B) HER 
科 夫 链 {**} 是 遍历 的 , 它 有 平稳 分 布 r(B ) ,函数 0。。(r 5, 了 2:) 使 得 


(í Orois X, K )d:( dz) < oo, 
而 函数 f(x, :) 9 x 9, 可 测 且 满足 条 件 (46)。 则 对 几乎 一 切 * 
(关于 测度 r), 以 概率 P., = 1 8 
lm | Kx, 8G2)2 = S. 
WE. ZBR 

m = Je GO Ear 
CREN NEREXR). 记 ra 为 过 程 到 时 刻 AS 
尔 科 夫 时 间 ) 以 前 的 行为 所 确定 的 事件 的 = 代数 。 这 时 由 过 程 的 
强 马 尔 科 夫 性 ,我 们 有 , | 

El AN = Esayo | IEO = PED), 
这 里 
pla) = E.. |” IG), resad 


=] | Qi dys O) a 
(由 条 件 (46) ,函数 g(x*) 对 几乎 一 切 x (关于 测度 =) 是 确定 的 ). 
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令 
| -pr = n — pE) 


可 证 明 依 测度 Pz 
Im 工 5 pa = 0 
neon Kl 
对 几乎 一 切 z (关于 测度 z) 成 立 。 
因为 


Eroll < E, Esos | 1C las 
= Í zr,dy) ji Oy Gr, dz, Sr Hz, Didi, 


这 里 
xtb( r, B) = Í wtD(x, dy)z(7y， B), 
(x, B) = nlx, B) 
X ` 
Í x(x, B)z(dz) = =( B), 
所 以 
| =G=E,,ln,| = faan |) os iz, Plas 
|a: 一 ou > 

亦 即 对 几乎 一 切 r (关于 测度 r) Eroll <, 

以 下 ,我们 还 须 有 

引 理 4 i GO) 为 (一 0, co) 上 二 次 连续 可 微 的 偶 函 数 , 它 
满足 条 件 E 

a) GG) 20, GCO) = 0; . 

b): H 0 增加 到 co FJ, G' G) > 0 为 变化 缓慢 的 函数 。 且 
G'() fo. 

c) G”G) > 0 Hift +oeo 时 , G”G) 10. 
这 时 ,存在 常数 上, 使 对 一 切 ， 与 :成立 不 等 式 

GG + s) — G(1) — G'E): . 
— Q < L, (47) 
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| 证 .由 于 G 为 偶 函 数 ， 我 们 只 需 考 虑 :上 > 0 的 情况 ， 如 :十 . 
xz 二 0, 则 函数 gO) — GG + s) — GG) — G'(z)s 对 上 是 下 降 的 ， 
这 由 于 
gG) = G'G + s) — G'G@) — G”(:)e 
= [G "G + 8s) — G'G)]<q0 (0<0<1). 
因此 ga) < g(0) = G(s) — G'(0)s < GG), H s> 0 时 成 立 ， 
于 是 (47) 对 工 一 1 成 立 . 
W z> 0, +<0, t: + ; > 0, N 
gG) < g(s) = G(s) + sG s) < 0” 
如 1 0, m z + + < 0, M 
GG +s) — GG) — 66)s < eCe + sl) — cC) 
G(s) G(|s|) 
PKA SOPIN. 
GCs) ` 
AF letel < |si £ < |s]| 及 G 是 单调 的 ， 第 一 个 被 加 项 不 超 
过 1, 而 第 二 个 被 加 项 对 * 有 界 ， 这 是 因为 由 CC) 的 连续 性 有 
lim (G(s)s)/G(s) = 2, 由 C) 变化 组 得 有 lim CGC) 
G(s) = 1。 引 理 证 完 . 
现在 我 们 再 回 到 定理 的 证 明 来 . 设 G 满 足 引 理 4 的 条 件 , 且 


z(dz)E, GC) < oo。 
这 时 ,由 (47) 可 得 


|=G2)E,.a (+ > h) 
< | -za)E-o|c (+ > >) 


*) ERAR. 应 改 为 Sels) = —G(—:) 一 5 (一 站， 
所 以 
. GG + s — G(O — G'(D: — G'(1s])1:1 
— Q lt GG 


再 与 下 面 类 似 讨论 可 知 有 界 。 一 一 译 者 注 
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Le GS s) Pn + Le(+ 人 
由 于 > Ó, 为 A, 可 测 变量 , 故 


m-i m-i 
E.G (+. > Di) 徊 一 EeeG (+ > d) Eco = 0. 
因此 | 


< L S | GE, G (+ d) 


= 
=L > 人 x(dxr)r (x ,dy)E,,,G (+ h) 
~ Lm | GOE, oG (+ h). 
令 m(A) = | vie)P-o[4e A). 于 是 
EOL ° d) = | G (+) m(dt). 


由 GG) 的 性 质 可 知 ，G(z) 是 次 可 加 的 : 对 1: 0, s> 0, 
G(: + s) < GG) + GCs). 


所 以 有 
nG (=) <Ci) 
又 因为 
limnG (+) = G'(0) = 0, 
于 是 


imf z(dr) EG (+ > pa) 
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~ imn | 6 (tr) nd) =t. 


n>o 


这 就 证 明了 L > 4 -> 0 CRER Prod AJLY — H z = 对 测度 x) 


成 立 . 
现 记 P, 5 Eno DIA LF aaps Naap) 上 之 概率 与 关 
于 此 概率 的 数学 期 望 , 它 由 关系 式 


PsA) = | alar) Paala) 
确定 ， 这 时 ， {x(t,)} 组 成 遍历 马尔 科 夫 链 , 且 因 为 
P., fiim + 一 > pllk) = Í vr)rCdr)) = 1, 
所 以 对 几乎 一 切 (对 测度 r) 以 概率 Ps 一 1 有 
ml > TD) = | Palda), 
及 依 最 率 P.， | 
imt |” GC), Eas 


= tn(t 32 uE S ped) — | eaa, 


令 f 三 1, 可 得 


lmt, = | Poat, A, Rdin( dz) 


依 测度 P... 对 几乎 一 著 x*《 对 测度 z) 成 立 。 于 是 对 几乎 一 切 > 
(对 测度 z), 依 概率 Pao 有 


imt |” Kal), £CG))4: = SG). 


为 证 明定 理 , 现在 只 需 证 明 对 几乎 一 切 r JWE <), 以 概率 
P,, 一 1 存在 极限 
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. 1 í . 
m= |, GG), Eds, 


考虑 XR, 中 由 等 式 
(B x A)= í! Qe, Br)aen(az) f 


A 


ji Q. G, s Æ Jdtx(dx) (48) 


确定 的 测度 . 
我 们 可 证 明 这 个 测度 对 过 程 (e0); E0) 是 平稳 的 。 为 此 
只 要 证 明 | 
j zdx X 4OE,, fCC), $ (O) = j z(dz X ds)f(x, 5) (49) 
对 一 切 有 界 8 x B+ TWAA *) 成 立 。 容 易 看 出 
E.G), E0) = | Orales dys AHH) 
— || 2.0..G Sr, dEr — u) EG — u). (50) 
其 次 
|... 2,800... B,BD=0,,G + s, B, B), 


Ka] Orales de, 2O) | | 2.0... Z sdy) x 
plys u) = |a || 2.9..G +, Sr, dy) py, 0) 
一 一 f | O, (u, Æ, dy Ty, aas 
对 一 切 B x %, 可 测 有 界 函 数 跨 成立 。 所 以 令 
c= | | z(4z)Q, G, HR, R Jdt, 
我 们 有 
jí nCdx X di)Es fal) EC) 
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=} | | Qr lt + ss dys X ly, 二)der(dz) 


十 工 j í Q. (u, X » dy)E, Aale 


c 


— u), šG — 4)) qun dz) 
_ r EG x JO, 32 


+ 1 | j! O... (0; =, dy)E,y f(x: — u), gC 


— uYjduz(dz) +} Lf M [D, (u, X, dy) 
一 Q: „C0, =, dy)]E,, of Cx(# 一 K EC 
一 9#))dur(dz)， 
根据 测度 x(dz) 的 定义 有 
í 0..(0, Rs ay)x<(4z) = x(ay), 


此 外 ， | 
|] [9,;@, 2 dy) — 0..G; Hr ,4y)1FG) 


< IFI 一 O, (z; =<, X ))， 
XH (50) 得 
|E, (G 一 u), E(t — #)) 一 fo af 一 u,dy, Wys 


< IAC 一 Oyak? — u, Æ, X )). 





t—u) 
因此 
adx x as)E,, (z(t), ECe)) 


| 
-| EG x dsyf(x ,5) 
+ [f (ady), oC — u, dzy 和 Ke 一 os 


| 


+ 0 (|| i — 9,.Go Z, Rr)] aaxCay) ) 
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一 人 z(dz X dsrs s) + of 人 [1 一 Do(z， 
, =, #2r)1asa(ay)). 61) 
记 
人 | aar x JEA), EG) = FCO). 
在 《51) H ARR E.A), ECD E Ces s), 可 得 
[FG + T) = E) < e — Go z, 


` &)l4us(ay), | (52) 
这 里 常数 ,不 依赖 于 :。 由 (51) 可 推 得 


tim FG) = |” | adr x Enf) EG), 
而 由 (52) TEB FO 一 0。 因此 
FC) = FC+0) 一 人 | ra x EnC, E0), 


FD (49) 得 证 . 
现在 我 们 在 概率 空间 {F æa Naan PeF 上 考虑 过 程 
Celt); EQ)),P, 对 一 切 Á € N caan 由 下 式 确 定 : 
Pp.(4) = | x(dx X ds)Pisl 4). 
此 过 程 是 强 平 稳 的 ， 这 因为 当 页 < 雪 天 二 < as CEB X Bas 
k =1, 51 BJ 
| =G x aP. GG: FC) Ci k= 1s tan) 
_ | xar x ds)E,,Xc Cali); 8(4)) 
x Prun» ¿u lG — t); Elt — 1))6 Ciok 
= 2, "5 n} = | adx, ds)Xc ((z;:)) 
X PACxC — n); ECG — t) )E Crk 


此 即 是 
P.{0..4} = P.(4)., 


因此 ,根据 遍历 定理 (第 一 卷 第 二 章 $ 8) 以 概率 P. 一 1 存在 极限 
imt |, Kale), ECAs. (53) 
FCF aan 为 使 极限 (53) 存 在 的 子 集 , ' 显然 ; 对 一 切 1 > 
0，8, 多 ' = 多 '。 因 为 u | 
1 一 EC x dP CF) ü 


= + | x(dz) N Qro (ss dy, PP | 
EC KZG A, K Jis | 


= | Ga 1 Qals» dy, EP, F’ Yds, 


WE S, 上 对 几乎 一 切 x (对 测度 z) 及 一 切 s (对 Lebesgue 测度 ) 
有 y ， 


|9..G, dys PF) = 1. 
但 对 一 苇 4€ Naan 有 o, 
| px， dys P, A) < P..(A). 


所 以 Paal F) = 1 RILE H z (对 测度 x) a AFARA 
指出 ,对 几乎 一 切 x* 《对 测度 z) 以 概率 Ps 一 1,5, > 十 co， 因 为 
ta 随 n 而 增 大 且 依 测度 P.o 


img, = IN O, (z, <, K )am(dea) 
对 几乎 一 切 x (对 测度 z) 成 立 。 所 以 极限 (53) 与 极限 
im (e 1C) Eas 


n>a 


相间 ,而 后 者 等 于 SCf)， 这 因为 极限 号 下 的 量 依 概率 Pi。 对 几 
平一 切 * (对 测度 z) 收敛 于 SQ). 定理 金 部 证 完 ， 

由 已 证 明 的 定理 容易 导出 半 马 尔 科 夫 过 程 与 跳跃 马尔 科 夫 过 
程 的 遍历 定理 ， 
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$ 4。 具有 离散 分 量 的 马尔 科 夫 过 程 


定义 基 本 BE AC, Be) AEA Borel 集 的 5 代数 的 
某 拓扑 空间 , 而 (ZA, Be) 为 带 有 离散 拓扑 的 任意 一 个 度量 空间 ， 
o 代数 Bg 包含 一 切 单 点 集 . W = Z x 27, BmB, x By. 
A BERRIZ. BARRA r= Cey) z< Z, y€ @. 
我 们 考虑 相 空 间 (< 人 2 , %) 中 的 右 连续 强 马 尔 科 夫 过 程 (2, 
N: P.J i G= GO yG2) 为 过 程 的 轨道 。 由 于 过 程 右 
连续 及 多 中 的 拓扑 离散 , 若 7 为 yC) 首 次 离开 yC0) 点 的 时 刻 , 则 
P.G >0)=1 
对 一 切 x€ X RL. 
EESE Ar ERE: t< v f, 0, = v — t, Bil r 29 
中 断 时 刻 ， 因 此 ,函数 
Qt, z, 4) = P, (r> r, zG)€ A), z€ %, 46% 
对 一 切 y6 % XJ (Gr, Br) 上 的 转移 概率 : 
O, + s> z, 4) = Pr > z + s, zG + #)€ A) 
= E,XZu>00,Xu> Z (z(s)) ， 
一 下 -tc>oEeoXe>aXa(Cz(5)) 
一 下 :tr>s9yo(s，z()，4) 


a | Qy(t, z; dz1)Qy(s, 213 A). 


”容易 看 出 , Qs z, A) 是 齐 次 马尔 科 寺 过 程 {F ys Nes PIE 
转移 概率 ,其 中 F y 为 定义 于 [0, r) 上 的 函数 zGO 的 集合 , 20) 
5 GOIG 的 第 一 个 分 最 相等 ; N's 为 F 中 的 柱 集 产生 的 
e 代数 ; 而 测度 P3 对 一 切 c e y GD) (这 里 Z GO 为 Nr 在 
TR {r >r) = (zG:): z(t)€ 守 } 上 的 限制 ) 由 下 式 定义 : 
PC) = PA{C2a(); yG)):zC)€ C, r >h. 
这 样 一 来 ， 依 赖 于 参数 y 的 一 族 马 尔 科 夫 过 程 {Fv, Nra 
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P) 与 过 程 {.Z ,NV ,P,} 建立 了 联系 过程 (Sr, Nrs Pr) Bi 
然 可 解释 为 过 程 (7) 当 第 二 个 分 量 等 于 固定 的 y 时 ， 第 一 个 分 有 
s(t) 所 形成 的 过 程 . | 

因 过 程 +G) 是 强 马尔 科 夫 过 程 , KE Cr) 是 确定 的 我 们 
引进 函数 

vilr, B) = vz, B) = Ee “Xs(x:), (1) 

22>0, BES, ze r. 下面 将 证 明 , 如 果 过 程 在 其 离散 分 量 的 
无 穷 多 个 晃 聊 点 的 第 一 个 聚 点 “时 中 断 , 那么 转移 概率 O z, 
A) 与 函数 (1) 可 完全 确定 其 预 解 式 。 假设 对 一 切 有 界 的 3s 可 
测 函 数 z, 


Ro = [ef Os oe) O 
又 对 97 上 一 切 连续 有 界 名 可 测 琢 数 ， 
Rif(z) ~ E, | ost) a, G) 


这 时 , 令 总 王 9 十 rz， 如 一 0， 我 们 有 
Rif(x) =E, > |: eix dt 


=E, > Egy CO ED 


m= 0 G 


= > E.e “ERS: (t), y(t,)). 


最 后 的 表达 式 中 , 算 子 Ri” 作用 于 y EENKEER Ke) = jz 人 
(这 时 ,作为 z 的 函数 , 是 Bz 可 测 的 )，Ri” 作用 之 后 ,再 用 多 5) 
Ry. 函数 
RPI, y) = E, | Kaas 
是 8 可 测 的 , 且 因 此 
REEDICE), yC) 
为 A 可 测 的 随机 变量 ， 
设 
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ve, B) = É, E,x (x. )， 
这 时 ， 
oa, B) = Ec ”Ore Ma-iXs(x(ta-1)) 
= E. “E. e Ua iy (x...) ` 
= Eeue B) 


一 | (x, dadoa, B) Ga > 1), 
or, B) = nla, B), oPCe, B) = Xale) 
H 
Rf) = 21 | +G, ds DRP y) (O 
其 中 r = Ce y). = 


函数 w(*，B ) 以 一 定 的 方式 与 转移 概率 0,(*,s，47) 相 联系 。 


实际 上 ， 
E. “Xs(r:) 之 E. VX ,(z,)Xu>n 


=== E Xu>ne 0, e Xs (x,) 
= eE y P ÉE, CX (z) 
= e" | Q(t, z, dz va (zs y), B). 
除 此 之 外 , :40 时 ， 
vz, B) — e "Ez P Cz, B) < P,(z <r} 0. 
所 以 函数 vi (z, B) 为 过 程 (= s, N P;) 的 1 过 份 函数 。 
现 再 假定 函数 Q(z, z, 4) 对 一 切 y € Y fz € Z 
E: | L G — 9,(, z G 
一 0,(A, Zs» Z as = 0, (5) 


im 
A440,A10 


这 时 ,利用 不 等 式 
vP Cz, B) 一 ce Eo, B) <1— 9,G, š, z) 
及 第 二 章 $ 6 定理 4, ERREALEI r Nes PORIV E 
函 px(8), 使 
vC, B) = Ez | erap?(B). 
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我 们 注意 ,对 名 中 任 一 将 两 不 相交 的 集 列 Bt, 泛 函 Dp) 
与 泛 函 ;CU B4) 是 等 价 的 。 如 果 诈 函 p?(8) 是 单调 且 连续 的 ， 
那么 x(.)e 的 集 (在 这 些 集 上 ,对 一 切 44 二 有 
g1 (B) — p3 (B) < pIR)— PL) 
成 立 ) ,对 所 有 的 z e 必 都 有 完全 测度 P?， 记 此 集 为 Zy. Dh, 
对 ADEF, PIB) 作为 上 的 函数 对 于 pC) 绝对 连续 ， 
亦 即 


| PIB) 一 | G, BPE) - (6) 
EL, gC, B) 可 由 下 式 确 定 : | 
g(s, B) = lm pha CB) 一 p}(B) (7) 


had0 PAC) — PRY 
h DERAF 0 的 序列 ，(hs > 0). 由 (7) 可 得 对 一 切 ze z, 
以 概率 P: 一 1 有 | x 
gG, B) = 6,g(0, B), ` 

其 中 6 为 多。 上 的 推移 算 子 ， 其 次 , g(0,，B) XN (+0) 可 测 
的 变量 , 这 里 N) 2 : < 的 那些 随机 变量 *(*) 产生 的 代 
žit. 

然后 ,再 设 过程 {9 r, Nrs PAER: 对 一 切 z, KE 
RPI, N+) 可 测 的 变量 与 某 些 常数 重合 (例如 , 对 随机 连续 
的 Feler 过 程 这 是 成 立 的 ; 见 第 二 章 $ 6 引 理 1). 这 时 ,存在 Bs 
可 测 函数 G'(z, B), 使 得 对 一 切 z e z, 

E:g(0, B) = G’(z, B), g(s, B) = G”(z,, B) 
几乎 处 处 (对 测度 P) 成 立 . 因而 , 车 设 py =p), 我 们 
有 
PIB) 一 | GC, B)ag*, (8) 


同 所 有 的 W ER-R ER pl 在 随机 等 价 的 意义 上 被 函数 
Ep? = EzX <a = ] 一 9,G, z x) 
所 确定 ,这 因为 由 (6) 式 , 有 


| ev“EYaX ey 一 E: Í e~d Xach 
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= Ez I 1 == yi (x, Z), 
这 样 一 来 ， 为 了 确定 过 程 的 概率 特征 ， 除 了 一 族 转移 概率 0C, 
z, A) 以 外 ,只 需 再 给 出 函数 G*(z, B) 即 可 . ZARIEM. 对 > 
关于 By 可 测 。 如 B 一 UB,, B, 两 两 不 相交 , 则 由 泛 函 pG) 


之 PBD 的 等 价 性 可 得 ,等 式 


G*(z,, B) 一 > G*(z,, B,) 
k 
对 几乎 一 切 w《 对 测度 dp3) 成立。 此 外 , 有 G*(z, 有 ) = 1, 换 
言 之 ， GY(z,, B) 具有 转移 概率 的 性 质 。 其 次 ,如 第 二 章 $ 6 定理 
3 和 的 各 证 


t , I I 
一 lim} Ta Py {r <a = lmt f P. {r < h}di, 


k0 À 


p?(B) = imik Petr<</ a) € Bat, 


因此 ， 
C(x, B) = lim 全 全 二- S 


f P. [r < <h,x(r)€ B}ds 
“+ [ P. Ir < h}ds 


_ Plr <, z(z)€ B) 
40 P.(z <h} 
这 里 假定 了 可 以 交换 极限 的 次 序 , 且 所 有 的 极限 都 存在 。 最 后 的 
极限 可 以 解释 为 过 程 由 点 * 出 发 ， 在 其 离散 分 量 的 姚 耻 之 前 于 现 
跃 的 瞬时 ,直接 还 人 集 8 的 转移 概率 。 这 只 是 函数 G(x, B) 的 直 
观 的 解释 , 而 函数 COCO, B) 只 是 当 x(r 一 0) 不 存在 时 才 有 定 
X. 
下 面 我 们 将 车 虑 这 样 的 过 程 , 对 于 它 ,函数 
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G(x, B) = G,(B) 
满足 下 列 条 件 : 
G.1. 当 BEBAR G.B), 对 x 是 3 可 测 函数 , 
G.2. 对 一 切 x& X, A GB) 是 上 的 概率 测度 . 
特征 算 子 ， 调 和 函数 ”为 了 确定 过 程 的 预 解 式 〈 该 过 程 在 其 
跳跃 点 的 聚 点 处 中 断 ), 利 用 过 程 的 特征 算 子 是 很 方便 的 , 由 于 多 
中 的 拓扑 是 离散 的 , 故 过 程 的 特征 算 子 可 由 公式 
Ax) = lim — rs) 一 fx) 
Ery 
确定 ,其 中 rs 为 首次 离开 点 BR U A, U =U x {y}, 
U” 35 % RA z RR (y)29 By 中 由 点 y 组 成 的 单 点 集 .所 以 ， 
一 min[rvoz], 这 里 ro 为 过 程 离开 邻 域 Z x 多 的 时 刻 。 我 
Tm ;to 与 过 程 lF Nr Pil BA 3 U “的 时 刻 一 致 ， 也 
就 是 说 有 
下 .jz(rs)) — f(x) 
= E2Kz(z4), y) — |, y) + E,,[/CzCz,)) 
— {z(t,), y2] 
= Ezilen), y) — Hz, y) + ELAx(7)) 
— z(t),y) JXercran 
= Esfz(rw),y) — Ka, y) + ELGE) 
| — fz(7), y)] — E Z, OE savle) 


— Kl), »)]. 
设 
TIE) 一 E.[J(z(r)) — ele), y)] o 
= È s y) Ka DIle dd 0) 


其 中 ,函数 w(x*,B) 由 1 一 0 时 的 (1) 式 确定 ， 这 时 ， 
E.KzCGro)) 一 Je) | 
Er[f(z(zu), y) — TECC ra), y)] — [f(z, y) 

一 Ts ,y)], 
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这 意味 着 ,如 果 对 一 切 六 AR (2; y) 一 TKz,y) 作为 = 的 函数 
属于 过 程 { 多 vv, Nrs PH 的 特征 算 子 如 的 定义 域 ， 则 对 是 
确定 的 。 这 时 ， l 
WC) = %'[/(z, y) — THz, y)] (10) 
CAF p 对 国定 的 y ERATA). 
我 们 指出 , 算 子 了 可 由 函数 G(r, B) 和 9,G, z, A) 简单 地 
表 出 。 实 际 上 ， 
v(x, B) = EY [r G'(z;, B)dọ? 


= fimEy + | er, BOLL — 0,(h, z lds 
A40 À J0 


一 lim} | | Oss z, dz1)G”(z B)[1 
arok Jo 


— Oh, zı, Z) lds. 

现在 我 们 来 看 ， 是 否 总 能 根据 已 给 的 函数 OC, B) 及 
9,G, z, B) 来 构造 过 程 { 多 ， N, P.) RAA G) = GO) 
PODRED F ,这 里 X9D) 为 阶梯 函数 ,xz(z) 定义 在 [0,5) 上 ， 
使 yG) 在 [ss 5), <t, BEMS KERK; 如 不 存在 有 限 的 
这 样 的 5, 就 令 = +c. 我 们 将 根据 转移 概率 O.G, z, A) 构 
造 马尔 科 夫 过 程 { 多 s Nes PY}， 假 定 这 个 过 程 对 一 切 x(1) € 
多 >*， 只 是 在 r < co 时 才 存 在 z(z 一 0)、 这 是 可 能 的 ,例如 。 当 
z 为 局 部 紧 空 间 , 而 过 程 {F r Nes Px} 为 规则 过 程 时 。 现 在 ， 
我 们 在 多 中 只 留 下 可 使 函数 zG 一 54) 在 [0, ton — Ea) ERE 
与 多 中 某 消 数 重合 的 那样 的 函数 rG) 一 《z(D);Y(D)), 这 里 如 
为 函数 y(z) 逐个 的 跳跃 时 刻 。 

我 们 先 确定 转移 概率 : 


°° 


PG, x, B) = $, QCG, x, B), (11) 


s= 0 


其 中 
oG, x, B) = 0,G, zs B’), B? = {z: (z; y)E B}, 


Q(t r, B) = W Py{r € ds, a(r — 0) € dz,} 
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X GY(z,, drn JO H(t — s, xa B). (12) 
(| G, da)9"-n G, z, B) EARR z, y, : 的 整体 的 函数 关 
于 By x By x 34 的 可 测 性 容易 由 归纳 法 证 得 .) 下 面 验证 函数 
《11) 满 足 KonMoropog-Chapman 方程 。 显 然 ， 
QOG +s, x, B) 一 | OW,x, ax OMCs, x1, B). 
其 次 ， 
go( +; x, B) 一 | | Py{r € du, z(t — 0) € dx) 
x j! G*(ersdx;)Q®(t — u, 21, de) 02, 
x» B) 十 | Pr{r >t, z(t) € dz.) 
x P: (z+ z€ du ,z(z 
— 0) € am) Í G? (z, dr) OW 
+s— u, r B) 


= | OC, x, 4xz,)Q° (s, Yis B) 


+ [o%G, z, dx.) OC, x, B). 
这 里 ,我们 利用 等 式 : 对 ge >; 
Pyfc <r < p, z(t — 0) 6 A) 
= Erxoe>n8,[Za-;<ae<8-n2 Az (z — 0))1 
= EZX.> A PY; a < z +z < 8, sr— 0) € A}. 


可 以 类 似 地 证 明 关系 式 : 
Qs t, z, B) 一 5 | 99sx, a)09"5G,z, B). (3) 
-k=O 
因此 ， 


| PCs, x, dz JP z. B) 


= >` ` | OR(s, x, dx, J)O PG, Xis B) 


n=0 k=0 
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一 P( +z, x, B). 
根据 转移 概率 (11) 先 在 . 中 的 柱 集 上 构造 测度 , 然后 再 殷 
它 扩张 到 r 上去. 
现 推导 已 构造 的 过 程 的 预 解 式 民 ， 若 记 
q(x, B) 一 N ciOeI(t x, B)d: 
及 
nle, B) 一 r ex | Py{r € ds, e(r — 0) € dz,}G’(z,, B), 
H (12) 可 见 
PG B) 一 | (z, deat, B), 
于 是 ,如 
v(x, B) = | vi Dx, dxi)vi(X1, B), 对 n> 1, 
v(x, B) 一 mn (x, B), 
由 等 式 o | 
g(x, B) 一 RiXor(z)， 
(这 里 RY 为 过 程 {Fs，Ny，P2) 的 预 解 式 ) 我 们 可 得 对 Ri% 
要 的 公式 (4). 
为 了 构造 过 程 在 时 刻 以 后 的 延续 部 分 ， 我 们 要 求 此 过 程 的 
有 界 调和 逊 数 ， 容 易 证 明 ,过 程 的 一 切 有 界 1 调和 函数 都 满足 
PO = E, o (z) = | paeas dd G 
并 且 , 任 一 满足 (14) 的 通 数 都 是 4 调和 函数 (这 一 结论 的 证 明 类 似 
于 $33 引 理 3 ; 见 那 里 的 等 式 (31)), 
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第 四 章 ”独立 增 量 过 程 


$1， 定 义 ， 一 般 性 质 


jk 2 是 线性 空间 ,而 只是 它 的 子 集 的 9 代数 ,具备 下 列 性 
Fi: a) 对 任意 z € 2 8 46%, Æ A 人 =f{y:y 一 *€A}E 
(BB 多 7 中 的 一 切 推移 都 关于 S 可 测 ); b) 对 任意 Ae 9, r, 
jhr + y€ A) E Z x 2 PHS X 8 可 测 集 。 f 
ANE EO) ENER- RATCOCR 上 ,到 值 于 A. REG) 
DAOME MRANA o < a < <h nET, k= 0, 
PERETE -P 随机 变量 Elh)» ECan) 一 š(), ee, EG) 一 Eta) 
相互 独立 。 加 在 上 的 条 件 保证 EO 一 ECG) PENER, 
独立 增 量 过 程 的 一 维 分 布 以 及 增 量 的 分 布 决定 它 的 边沿 分 
布设 | | 
BLA) = PLEG) € A), Bs A) = PAE(1) EG) € Ay. 
WR 
PIEC) E Aos ECA) € A: 5 SG#,) E An} 
— fe |a 00... Cd) Bld) D 
其 中 积分 对 集合 {(xs orn): oE dotta mot t T rE Aah 
进行 。 为 了 证 明 (1) 式 , 只 需 验 证 集合 ((xo, .. tofa) O € Lv 
xz (7 + z, € A,y 为 8" 可 测 。 这 可 以 利用 对 于 二 的 数学 归 
纳 法 和 下 面 的 等 式 来 证 明 : 
{(zo xys:xzocdo 2 十 二 Ed 
= {(xo tts na) tE Lo 十 二 Ana} 
N {Creta x JiaO F ++ + z, € A,}. 
根据 条 人 性 b) REA S 可 测 ， 
ERE 


假设 Kx) 是 定义 在 及- 上 的 线性 泛 函 , € 是 一 线性 泛 函 的 线 
ERA: 对 任意 x 关 0，x6e 2, IEE 68, 使 人 zx) Z 0. 
设 o 代 数 吕 是 使 PARE REZET Sh 0 代数 .容易 验 
uE, % 满足 条 件 a) 和 b). 

测度 z, 和 $,,,,, 决定 于 它们 的 特征 泛 函 : 


pl) = | ell) u, ( dz) 和 Dr!) 一 | eD, e Cdx). 


变量 EC)» `... S(t,) WKAR ELEH 
Eexp {> LECA} = +, > ri) ĮI 牛人 ( > n) (2) 
k=1 j=1 k=] jæ=k+2 
CARE EC) 之 增 量 的 独立 性 的 明显 推论 ), 函数 POM Prl) 
并 不 是 完全 任意 的 : 对 * < * 它 满足 关系 式 f 
PDP = o). ` (3) 
注意 ， 可 以 把 独立 增 量 过 程 和 相 空 间 (2,8) 中 的 某 一 马 
尔 科 夫 过 程 相 联 系 。 函数 (G) + z) 是 它 的 样本 函数 ， 其 中 
¿G) 是 独立 增 量 过 程 , 对 任意 Ue (UE GO, e>. r€ T, 
产生 的 代数) ,测度 Pa ET, WEF 
P,, ,GD 一 P{EC) 一 5 + z € n). 
这 个 马尔 科 夫 过 程 的 转移 概率 由 下 式 给 出 : 
PG, x, s, A) = P(£G) — EG) + z€ A). (4) 
一 维 独立 增 量 过 程 ”注意 , 对 任意 可 测 线性 泛 函 Kz)， 过 
程 xG) = GEO) 是 一 维 独 立 增 量 过 程 。 所 以 ,研究 一 维 独 立 增 
量 过 程 ,对 于 更 复杂 空间 的 过 程 可 以 提供 不 平凡 的 信息 (以 后 我 们 
会 看 到 , 它 确 实 提供 这 样 的 信息 )， 另 一 方面 ,有 :是 最 简单 的 线性 
空间 ,因此 在 一 定 意义 上 该 空间 中 的 过 程 也 是 最 简单 的 。 
这 样 ,我 们 考虑 取 实 值 的 过 程 5(7); 空间 家 中 的 oz 代数 男 选 
作 所 有 Borel 集 的 r 代数 ， 假 设 过 程 是 定义 在 集 T 上 的 . 
设 pà) 和 Parn lA) 是 E(t) 和 EEG) WEIER. R 
数 AMD JOP K hO = POP 非 负 ， 并 且 
hon) 三 1。 由 | 
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ACA) = h(t) < š, 
可 见 ，h(4) Æ s 的 有 界 单 调 非 增 函数 。 从 而 ,对 属于 了 的 闵 包 的 
所 有 上 PTE h,- (208125, OGE z 为 单 侧 极 限 点 , 则 为 一 个 极限 ; 
而 在 孤立 点 这 些 极限 没有 者 义 ). 

REO 25, 4182 M EC). E EO A EC) 相互 
独立 ,但 是 它们 的 有 限 维 分 布 相同 .为 构造 这 样 的 过 程 , 我 们 可 以 
取 两 个 完全 根 同 的 概率 空间 , 并 把 第 一 个 空间 上 的 过 程 zCÇz) 和 第 
二 个 空间 上 的 过 程 E:)， 都 看 成 是 这 两 个 概率 空间 的 乘积 空间 上 
的 过 程 .其 次 , 设 EOG) = E0 — EO. 容易 看 出 

E eiO m LOJ, E etHESUD-ESGD] am h, (2). 

结果 表明 ， 由 A. G) 的 在 在 性 可 知 〈 在 依 概率 收敛 意义 下 
的 ), 极限 5*(z 十 0) 存在 ,而 由 A,- (2) FETAL iC 一 0) 存 
在 。 例 如 ,我 们 证 明 第 一 个 结论 。 注 意 , 作 为 连续 函数 的 递增 数列 
的 极限 ， 

ha (A) = limA,G2) 
在 点 0 连续 ,因此 它 是 特征 函数 ， 所 以 ,存在 A > 0, |4| < A 
时 haola) > 0。 因此 ,对 所 有 |4| <A FE >t, EH í< 
< so hj #,(2) > 0, 所 以 


haQ) 


lim hea (4) = lim 7 
i 1 aC ) sitt fd hC) 





2 


ILIC 


而 且 对 任意 6 之 0 
lim P(|š*(6)—š*G)] > e) = 0. 


Sits 
fesl< A 


这 样 , 当 s 1 z RE G) 是 依 概率 收敛 意义 下 的 基本 序列 ,因而 存 
在 
limë*(s) = š*G + 0), 
因为 对 于 对 称 过 程 ( 见 第 一 郑 第 六 章 š 3， 引 理 3 ) 有 
PC sup IEG) — #*G + 0)| >e} 
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< 2Pí|£*G; + 8) — £*G + 0)| >e}, 

所 以 EO 没有 第 二 类 间断 点 。 于 是 ,5 一 EO 以 概率 1 没有 
第 二 类 间断 点 ， 所 以 ,对 几乎 所 有 固定 的 o 5(1, o) 一 EG, w) 
没有 第 二 类 间断 点 。 从 而 ， 存 在 一 非 随机 通 数 (O, E ;¿G)— 
a) 没有 第 二 类 间断 点 。 称 每 个 这 样 的 函数 为 中 心 化 的 . 

假设 EO = E0) — aG) 没有 第 二 类 间断 点 ， 该 过 程 可 以 
开拓 到 工 的 闭 包 , 而 且 仍 然 是 独立 增 量 过 程 。 如 果 (a, p) ETH 
闭 包 的 某 一 补 区 间 , 令 引 () = E Ca), sE (a, B), MEHE ECG) 
开拓 到 包含 了 的 最 小 左 闭 区 间 ( 如 果 4 一 supT ， 则 对 ST, 5*(5 一 
0) 有 可 能 不 存在 )， MA, 不 失 普 遍 性 ， 我 们 可 以 考虑 区 间 [a , 
b) 上 的 过 程 ， 并且 在 该 区 间 之 内 #G) 没有 第 二 类 间断 点 ， 设 
ñ b EEC) 的 所 有 随机 间断 点 。 设 

L = E(t 0)— GQ D), B= tt)— 8 — 0). 
如 果 pa) = Ee, pA) = Ee”, MM 

PCAN = AtA RD VPA = AGA hG). 
所 以 对 任意 上 < b , 当 4 充分 小 时 ,无穷 乘 积 

I lp) 和 H EZEDIN 


收敛 . 
我 们 引进 两 个 随机 变量 总 和 栈 :; 它们 与 总 和 到 独立 ,并 且 
分 别 与 大和 5 同 分 布 ,此 外 车 和 栈 相互 独立 ， 那 来 ,如 果 设 
Ek = Er — Ek Ei |m Er — Eko 
则 f 
= (pa, Ec m |D, 


与 以 上 完全 类 似 ， 由 乘积 [lp] 的 收敛 性 可 以 证 明 级 数 
fk <: 
DEl kika ok. Ambia 1 收敛 ( 见 第 一 卷 第 二 章 ,$ 2 定理 


#k <t . 


7)， 所 以 存在 常数 a, EX a, 亦 可 取 E), 使 级 数 之， CE — a) 


以 概率 1 收 襄 。 由 于 5(?) 没有 第 二 类 间断 点 ， 可 知 54 依 概率 区 
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向 0。 因 此 , 当 &-~>0 时 ,at 一 0. 设 c>0， 而 

— l = Ë a Ë |Ë — a| < c, 

(ë, a) = Í 0, 者 |ë, — aj > e, 
那 末 ,级 数 


>; [Ë — a — EC, — ak] 
t=1 


也 收敛 ,而 且 其 和 与 项 的 顺序 无 关 ， 这 由 下 面 引 理 可 得 。 
引 理 1 如 果 级 数 2, 以 概率 1 收 伍 , 则 对 任意 < > 0 级 数 
Dlm — (wg,)e] 也 以 概率 1 收敛 ,而 且 其 和 与 项 的 顺序 无 关 ， 
证 。 由 Konmoropos 定理 《 见 第 一 卷 ， 第 二 章 $3 定理 3 的 
系 ) 以 及 三 级 数 定理 ( 见 第 一 卷 ， 第 二 章 $3 定理 5)， 可 知 级 数 


> [Gn O, 一 EC] 收敛 ， 下 证 该 级 数 的 和 与 其 项 的 顺序 无 关 。 
设 忆 为 该 级 数 在 原来 顺序 下 的 和 . 将 它 的 项 重新 作 某 种 排列 , 并 
REMAT. MWK ¿— > [(a O), 一 EQ] 与 > LC): 一 

ECn,)e] 独立 。 当 s -co 时 到 极限 。 则 可 知 一 所 不 依赖 于 U. 


而 由 对 称 性 可 见 ，&1 一 《也 与 《独立 。 于 是 ， “一生 不 依赖 于 
š — L,. 所 以 “一 六 是 常数 ， 因为 E; 和 有 ,存在 并 且 等 于 0, 


多 项 ， 所 以 它 绝对 收 鳃 。 因而 它 的 和 与 项 的 顺序 无 关 ， 引 理 得 
证 
由 引 理 可 见 ,存在 常数 bi EAR 
>Er) G<) 


tk<t 
收敛 :而且 其 和 与 项 的 顺序 无 关 。 周 样 ; 存 在 常数 br ERA 
DiD G<) 


t<: 


收敛 ,而 且 其 和 与 项 的 顺序 无 关 ， 
设 
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nE) = D Er D + 21 (ë h). 
t<: tk <i 


那 末 ,只 有 在 点 ao n. LEE EO = F'G) 一 nG) 才 有 随机 
间断 点 ,并 且 E Cr H 0) — E Ga) = brs E'G) 一 二 (下 一 = 
bre 

最 后 ,我 们 设 函 数 5(1) 没有 第 二 类 间断 点 ， 只 有 (r) 是 它 的 
”间断 点 ,而 且 

blir + 0) — bC) = brs GO — (z, — 0) = B. 

那 示 ,过 程 LO) = EG) 一 b(z) 是 随机 连续 的 . 

设 {mx} 和 {7} 是 两 个 独立 随机 变量 列 , 而 (Y 是 [a, b) 上 
的 某 一 点 列 。 假 设 对 于 re La, b) 级 数 pai 和 pa 收敛 ,而 


且 其 和 与 项 的 顺序 无 关 。 那 末 , 称 过 程 
a) >) m + Dn (5) 
tk t<: 
为 离散 独立 增 量 过 程 ， 


综 上 所 述 得 下 面 的 定理 . 

定理 1 对 任 一 独立 增 量 过 程 8(:)， 存 在 非 随机 水 数 (G), 
离散 过 程 n(z) 和 随机 连续 过 程 "(+), 使 

£ (O) = a(2) + n(2) + EC), 

而 且 aCe) 和 EC 相互 独立 。 

离散 过 程 完全 决定 于 (5) 式 ， 知 道 了 m 和 m 的 分 布 ， 就 可 
以 写 出 随机 变量 10) 以 及 增 量 nl) — xG) 的 特征 函数 . 

我 们 现在 考虑 随机 连续 过 程 . 由 第 一 卷 第 三 章 $4 的 定理 3 
可 知 , 随 机 连续 过 程 没 有 第 二 类 间断 点 。 记 v.(4) 为 过 程 8 在 
区 间 [a , 1) EXA Borel 集 了 的 黔 妖 的 个 数 。 如 果 Borel 集 4 5 O 
之 距离 大 于 0, 则 ,CA) 是 完全 确定 的 。 容 易 验证 ，w(4) 也 是 随 
机 连续 的 独立 增 量 过 程 。 此 外 ,这 个 过 程 以 概率 1 不 减 , 它 只 有 有 
限 多 个 跳跃 ,每 个 跳跃 的 值 都 等 于 1 ,而 且 在 两 个 哑 跃 之 间 该 过 程 
为 常数 。 过程 w(4) 由 下 面 的 定理 描绘 . 

定理 2 如果 GO 是 [a, b) 上 的 随机 连续 独立 增 量 过 程 , 满 
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EFIR: 

1) aO UER L 有 有 限 多 个 由 聊 而 且 所 有 跃 度 都 等 于 1 ， 

2) 在 两 个 跳跃 之 间 1C) 的 值 不 变 ， 则 CGO 是 Poisson 过 程 ， 
即 对 于 上 < s, nG) 一 nG) 服从 Poison 分 布 。 

证 。 只 需 证 明 (z) 一 na) 服从 Poisson 分 布设 a 一 h< 
aLe <s, =, A= maa n — 4), 我 们 证 明 ， 对 £, = 
Ia — r-d 有 


lim > Pí, > 1} = 0. (6) 
因为 nC) 的 所 有 的 路 度 都 等 于 1, 所 以 当 A~>0 时 P{ sup E> 
1 一 0。 而 

n—1 k- 


P { Sup PL > H= >) 


k=0 j= 


1 
Pls; < 1)P{5 > 1) 
0 


> 5 Pin > [I PE < n. 
k=0 1=0 
% 


#2—1 


2: Pí(£, > 1) < Pí sup Ë > 1) |: 一 P{ sup_s4>1 H 
由 此 即 得 (6) 式 。 记 


E -f E ES l, 
* U, #R>L 


都 末 ，, 因 为 由 (67) 4 A — 0 时 有 
P $3 E 一 Sar |< S Pie > 1} -> 0, 
可 见 ， 依 概率 收敛 意义 下 有 
nG) — Na) = 29312 
设 p= P{i = 1). 那 末 ,由 过 程 的 随机 连续 性 可 见 


hm max p, = 0, 
A40 0<Kk<n—1 
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我 们 证 肯 存 在 极限 Im px =a. 由 Cr) 的 随机 过 继任 可 
知 ,存在 8 > 0, 使 当 |a — | < ó 时 
P(|x(:) — aC) = 0} 
=P {a)l L) >o. 
所 以 | 
Pin) — (a) = 0} > 0. 
因此 ,由 


P{4() — (a) = 0) = P{ E£, = 0} = TI a-p) 


— a P{4C) — (a) = 0} = 51 PL1 + OCnaxpD]; 
k=1 
所 以 
lm X) pr = —laP[n(0) — ala) = 0). 
k= 


其 次 
P(x(z) — n(a) = k} 
P 


= lim > oea- 


A0 ici <ik (1 Pide “(1 Pip) +Ë 


> (s) espo], 
于 是 P{y(7) — nla) = k} = 二 Ea, 定理 得 证 . 


我 们 考虑 过 程 54(:)， 它 等 于 过 程 EG) 在 [a , 2 上 落 人 4 的 
跃 度 之 和 (所 谓 过 程 在 时 刻 z ERR E E G++) — ¿G—02), 
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ini a 是 Borel 人 党， 而 且 到 的 工 离 大 于 0 , 则 二 区 是 完全 确定 
BS. £ G) 也 是 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 。 

设 H,C A= E>x,( A). WẸ 8, 是 到 0 的 距离 不 小 于 s 的 Borel 
集 构成 的 环 , MCA) 是 D, 上 的 测度 ,因为 对 于 两 两 不 相交 的 集 
A, € B, 

H ( UA,) = Ex,( U A,) = E2:>,CA,2 
= DEyv,(4,) = EIA). 

记 B, 一 UB.. f 

定理 3 HAES, E EC) fa (O 一 上 (0 相互 独立 

证 .不 失 普 遍 性 ,可 以 假设 5(a) 一 0。 首先 假设 集 4 的 边界 
A' MELC) 一 0， 并 证 明 随机 变量 上 (7 W ECG) — EC) W 
互 独立 。 设 a 二 1 二 1， A — max(itn — t). 


ne = Eltra) Elta) — EroEr = X/([S(z.a) — EG) 1 e LEG) 
ECO). AW ACAL) = 0, WE [0, z] 上 5(s) 没有 沙 人 A' BER 
K. 所 以 在 依 概率 收 伍 意义 下 I 
Ea) = lm De EG) — E G = im 2 10 

k=0 0 k=0 
由 诸 对 偶 (&4, m) 的 独立 性 可 见 ， 

Ecxpí;2E (2) + inl EC) — E40)]} 

= lmEexp a > Ë, +; Sin} 
k=0 k=0 


#—1 
= jim TI Eci Erten 


a>0 k=0 
r—1 
= lim H Eer Eein + pas (7) 
a20 =0 
其 中 
#—1 #3”—1 
pa = [| Etti — [| EE m, 
k= k=o 
其 次 
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一 
loa! < > [Eeten 一 Ecem], 
k=0 
= 0 ei Erti = ek + eira — 1. 因而 
RNR 5 


#—1 
leal < S> IE nz + Eem — 1 — Eer Eein] 
k=0 
-1 
一 y Eeh — 1| |Een — 1| 
k=0 


n-i 
< sup |E mn — 1| ° 2 2P{ > 0}. 


H EC) 的 随机 连续 性 可 得 iml Ee 一 1| 一 0。 此 外 ， 因 为 依 
概率 

Elin) — El) l> v4), 
故 仿照 定理 2 可 以 证 明 


im Mpa P(š, > 0}e * z: es 


一 P (>,CA) =} = H(A) nt, 
从 而 


S PI: > 0) — ICA). - 
k=0 


ik limpa = 0, ME 《7) 得 
Eexp {44 ,G) + ipl ECE) — £2)]} 
= Eexp{i48,(7)}E exp {iLE — £ (2211. (8) 
通过 对 4 的 极限 过 渡 ( 使 (8) 成 立 的 集 组 成 单调 类 ) 可 以 断定 ;(8) 
式 对 一 切 4€ gu 成 立 。 最后, 由 于 对 偶 E0), EC) 一 542) 也 
是 独立 增 量 过 程 , 可 知 对 a = <a <. < I < b 


k 
Eco 下 > os) 一 se] 


k 
+; 21 pl st) — Elera) — E.G) + E,Gr-)1] 
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k 
一 JI (Eexp{i4, [E 4C) Z Ë (z,-42]) 
x Eexpl{ip,[é(7,) 一 E(t) 一 £ (z,) + Eat D. 


从 而 ,过 程 Ea) 和 ;GO 一 54(?) 的 联合 边沿 分 布 的 特征 函数 ， 
ET EO 边沿 分 布 的 特征 函数 和 5(7) — š C) 边沿 分 布 特征 函 
数 的 积 ， TJE, š CO) REC) — E G) 相互 独立 。 定理 得 证 


系 1 如 果 Ais 4,, : ` » À, g Bo ,两 两 不 交 ， A= Úton 


过 程 EG es Ea M EG) 一 $40 相互 独立 . 

EG) — Ea) 与 S400)(% 一 1 n) 独立 ,是 因为 844(1) 
BERETE), Hü CO 和 (O) — ë (2) 相互 独立 。 由 
F š GG = k) 完全 决定 于 EUa © Tü EnC) ME U, G) 相 


i Fa 
HAAI o JM EC) R EOG = k) 相互 独立 ， 
k2 设 A... ..4 , 是 B 中 的 不 相交 集 ,，4 = Ua Bë 


来 过 程 >C AD. vA); ta vA,) 和 EC) 一 了 相互 独立 
特别 ,对 任意 s > 0 , v,《(4) 是 8, 上 具有 独立 值 的 Poisson WE, 
系 3 HENES, 


Ee = pff Ca DUD, (9) 
如 果 4 有 界 , 则 | 
Et) = | nao, (10) 
D: (D) = | Cda). ar) 
这 些 关系 式 由 不 等 式 
1540D — Za (O| < pv?) (12) 


即 可 得 到 ,其 中 4, 两 两 不 相交 ,P 是 44 的 直径 中 之 最 大 者 ，4 二 
Ude, zk€ Ak， 由 (12) 式 和 yw,(4x) 的 独立 性 
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E t 0 = lim Eexp {42ra (2) 
= im exp || C’ — DCAD} 
= expl (ce 一 DR(az)|. 


同 理 可 证 (10) 和 《11) AR. 

假设 G) 右 连续 ( 若 把 EC) 的 成 它 的 随机 等 价 过 程 。 即 可 做 
到 这 一 点 )。 对 任意 有 界 连 续 函 数 f(z) 

E1GCD — EC) + 2) 

对 * 连续 ， 这 说 明 , 对 应 于 独立 增 量 过 程 的 马尔 科 夫 过 程 是 Feller 
的 (其 转移 概率 决定 于 方程 (4))。 所 以 由 第 一 章 54 定理 7 可 知 ， 
该 过 程 是 强 马尔 科 夫 过 程 ， 这 一 事实 应 用 如 下 ， 

引 理 2 EG) 是 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 。 以 概率 1 没 
有 大 于 某 一 常数 CIOBEC IR EG) 一 5Ca) 具有 一 切 抵 . 

IE. 设 EM EC) — (a) 首次 流出 区 闻 (—N, N) 的 时 
Al BR |eG)| <N + C (因为 |#G—0)— G) <N), 
从 而 

P{suplë(s) —£G)| > N + z+ C) 


=P{r < s, sup IEG) — EC)] > z) 
= (Pfr ean}P{ sup JEC) — su)| > z) 
<| P(re dp{ sup JEC) — EC) > Z) 
= P{ sup [EC) — $a) > N) 
x P | =p IEC) — EC) > 二 | 
由 于 CO 以 概率 L 有 界 ,可 知 ,对 充分 大 的 * 有 
P [sp O- (O> Z] <<, 
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所 以 
P{ sup] EC) — Co)| > >G + c)) < r, 
从 而 


E sup JEC) — #(a)|t < Dnt + C)4 (13) 
s&t nl 


因为 
E — E(a)| < sup IEC) — EC], 


于 是 引 理 得 证 . 

注 。 由 (13) 可 见 , Ha SiC < b, IEO 一 Ca)| 一 臻 
有 界 。 由 随机 连 线性 和 在 积分 号 下 取 极 限 的 定理 可 得 各 险 先 的 连 
续 性 . 

设 ¿Ga)=0, E.G) = G) 一 66(1)， 其 中 A, 一 (一 20， 
一 g)U(s, co), 过 程 纪 (2 没有 大 于 £R. Sin Ea 有 一 
JEE, %Í s <118 

y| (z) = š,(z) — š,G) — EICO) — š,G21. 
HAL AIESEC 独立 。 同 理 , 对 于 s> e m.G2— qC) 
与 n(A a. Ek, En) = 0, Da.) < DECO. 因此 ,对 
于 固定 的 z, m0 关于 s 为 部 ,从 而 存在 极限 
limm,(2 = lim nC) = mC). 
由 于 O) ORMEN AR, 
EnC) < El CO) 一 Es,G2) 1, 
可 见 
lm E; (22 = Ex), lim Eln.) — p) ] = 0. 
H Konmoropos 不 等 式 
P{ sup ja) 一 WO > a) < ECO OTF. 
因而 可 以 选择 一 序列 s. 10, E nC) 在 [as tl 上 一 致 收敛 于 
q (s). 设 
Ë G) = EG) — EEG) — (z). 
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ECN 以 概率 1 是 过 程序 列 564(7) 一 Ez, G) 的 一 致 极限 . 因 
3 Ea) 没有 绝对 值 大 于 e, BOB Mi Ez, (2) 连续 , E 也 
Eg, EE) = 0, EKO 和 ë, G) + nG 独立 。 ED 的 特 
征 函 数 决定 于 OR. 

由 于 


ELEC) — 8&0)] = Í zl.(dx), 


s<lx! 


s<l= 


Eto) 一 人 nG, 
故 容易 验证 
Eexp{itm(D} = ep {| 
由 于 Ex1() 对 s 有 界 ,可 见 
| (ds) < oo 
在 (14) 中 取 极 限 ,得 
Eedi C} ~ ep {f Ce — 1— nona], Gs) 
ARE EO 的 特征 函数 ,只 需 找 出 5() 的 特征 函数 。 现 证 


x 
Eeiison — , PO 


(e= — 1 — HAN}. (14) 


? 


其 中 (0 一 ERO. 显然 ， RALO 连续 并 且 不 减 。 我 们 计算 
随机 变量 ECG) HIE. Ú am, <, <t, = t, A=—max(a— 
n), Er = Etr) — PG), by = DE, = biin) — GO), 有 


s-1 1 
2 St < sup 201. 
k=0 k k=0 


由 过 程 的 连续 性 知 , 当 A 一 0 时 ,sup 一 0; 而 由 S° 各 一 (1) 
知 ， > 经 ERES. 由 此 可 见 , 依 概 率 收 俩 有 
ea Y Ti 
(G) = tin (Zs) 2281]. 


. 342 . 


所 以 
ERO < (Se) -Se 


= 6limE > 112 <3). 


rez 
同 理 
ELEC) 一 EC) T < ELEG) — EPP. 
于 是 ， 
Est < 344. 
所 以 


n-i 


ESO =E (Dis) = E D a+ X Ea 
=0 


-È 


当 A 一 0 时 取 极限 ,得 


1 


bi) + > (Ez: — 34). 


EEC) = 3560. 








其 次 
Eno TÍ E a 
k=0 
一 il E (1 + ns — 2 n) 
+[ 开 Ei 一 H (1 一 Ea). 

因为 对 任何 4 和 充分 小 的 A 

Hs. Ea — ][ E WN + iga — ñ) 

k=0 

1 |° 








一 了 
5 [E|] 
k=0 
L 


Qu s l 


> (301) < 


kao 








asup V brbCi) ->0 
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(H ¿(O 的 连续 性 知 , 当 A 一 0 时 最 后 的 式 子 趋 向 0 ), 所 以 
mn —_ 人 和 = O 
peo im (1 t, 


a>0 k=0 


于 是 我 们 证 明了 下 面 的 定理 , 

定理 4 对 [a,5) 上 的 任 一 随机 连续 过 程 SG), FE La, b) 
上 的 连续 函数 aG), La, b) 上 的 连续 不 减 函数 bC), 其 中 O= 
0， 以 及 函数 ICA): 对 每 个 t CE S.E > 0) 上 的 测度 ,而 对 每 
个 4€%. 它 是 : 的 连续 增 函 数 ,并 且 


Í xDT(dx) < œ, 
o<lri< 


使 随机 变量 EG) 的 特征 函数 pa) 为 


P(A) 一 På exp firat) — 22. 22 
+ Wa 一 工 一 i1z)II (dx) 


+ w Çe? 一 Dar)} (16) 


《其 中 oC 一 EL[5.(1)])， 此 外 函数 aC), bC) R CA) 由 过 程 
唯一 确定 . 

注意 ,由 无 穷 可 分 分 布 特征 函数 的 表现 的 唯一 性 ( 见 第 一 卷 第 
NE $3 的 定理 3 的 注 ) 可 知 表现 (16) 唯一 ， 

仿照 (16) 的 推导 ,可 以 得 到 过 程 增 量 SG) 一 SG), s >t, 的 
特征 函数 pC): 


pis(1) 一 exp fitas) — (pn — P(O = bC) 5 


j a C — 1 — #2z)[II (dz) — 1l,(dz)] 


+ |... Gij T DIHCax) nz]. (17) 


可 分 Banach 空间 的 独立 增 量 过 程 ” 设 .有 -是 可 分 Banach 空 
HM S EGRI Borel PRR oR. WRC, 8) 满足 本 节 一 
开始 所 提出 的 条 件 a) 和 b)。 因而 可 以 考虑 取 值 于 绝 的 独立 增 
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RE. 
REO EEXE [a,b) 上 的 过 程 ; mE EC) A EC) 独立 
同 有 限 维 分 布 。 那 末 EC) 一 EG) 一 5*(1) 是 对 称 独 立 增 量 过 
E. 我 们 假设 EO 是 可 分 的 ， 并 且 证 明 O 没有 第 二 类 阔 断 
点 。 
我 们 首先 指出 ,对 任意 凸 闭 集 s 
P{é*(Cs) € S, a< <) > 1 — 2P{E*(1)ES}. (8) 
事实 上 ,对 任何 有 穷 数 组 a 一 5% 过 5 二-… < s, = r, 不 等 式 
P(#*(#)€S,k= 0,:-.,ny2 1— 2Pí(:*(0068s) (19) 
成 立 , 因为 : WR or E EC) 首次 流出 集合 5 的 序号 , M/C) 是 
使 集 {x:1(x) > Ks,)) Y $S 一 由 的 线性 泛 函 (由 于 存在 分 离 凸 集 的 
外 点 和 吓 集 的 支撑 超 平 面 , 可 知 这 样 的 线性 泛 函 存在 ), 则 
Pio <n} = 1 — P{E* Ca) ES, k = 0, n} 
< P(r < x)2Pí(¿*(z) — š*(s,) € V|]|> < n) < 2P1F*G26S), 
Ah V = {x:1(x) < 0), 根据 过 程 E O) 的 可 分 性 ,由 (18) 即 
得 (19). | 
我 们 构造 一 凸 的 闭 紧 集 Km,,， 使 
P fs* (2— egw < 1. 


那 末 
P TIO Kans a Ls < b — 1 >2i-2, G) 
` m 


n 


因此 
EPEC) — EG) € Km, 


a <í <, — 1 
rj 





EO) < <,— Ll > 1 一 之 . 
由 此 可 六 ,对 一 切 m 和 有 存在 一 函数 amal)» 使 
P GQ), Ge Knas a Ls < 一 二 | > 1 一 二， GD 


为 证 明 5*(z) RAR RANA RIESA, [EO] 是 
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对 称 的 一 维 过 程 ， 有 独立 增 最 ， 因 而 它 没有 第 二 类 间断 点 因此 
POBRE EG + 0) 和 8*(s 一 0)。 因 为 由 COA, EO) 
的 几乎 所 有 雪 道 在 每 一 线 衣 | *，4 一 E| 上 是 紧 的 。 所 以 8*( 十 
0) RI £*G 一 0) 也 是 EC) 的 强 极限 . 

显然 ;在 (21) 中 可 以 选择 函数 onal), EH s < EC) 
annB R RARA. 所 以 当 Í —<5 时 函数 asr) a, (s) 
也 没有 第 二 类 间断 点 ,因而 函数 mCs) 一 amas),se [2,4-4], 


的 值 集 也 是 紧 的 ， 令 (s) 一 am,n(s); 那 末 可 以 断定 ,8(s) 一 a(s) 
无 第 二 类 间断 点 ,并且 存在 一 紧 集 系 {Kun ERR m > 0 
Mnr>o f 


P {s() — aC) E Kins asci- t> G2 
《作为 Khs 可 以 取 包 含 点 z + als) 一 amn(f), 其 中 z€ Kms 
s< <š 一 过， 的 最 小 凸 闭 集 )， 函 数 忆 GD) 一 ECG) 一 os) 最 
多 有 可 数 多 个 间断 点 , 记 作 {rr k = l, 2,- ° 2A 设 Ë, = FG, + 
0) 一 £, G), Ex 一 Elta) = Ë G 一 0). 我 们 现在 证 明 ， 存在 向 
E b, fü b, € 4 ,使 级 数 
> G, — bD 和 > (Ë — b) 

tk<: 


tk <t 
收 化 ,而 且 其 和 与 项 的 顺序 无 关 . 
设 所 是 相互 独立 的 随机 变量 ， MA Ë 与 恕 独立 且 同 分 布 。 
if h E 可 以 设 H — EC + 0) — GO, 由 (19) 
对 任意 有 限 数组 ú, nos ti < 一 二 有 


P ÈD) EFE Knor = 1.4) 
i=1 


> P [D e Knast = (RE 


i=1 
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a Xí 1 _ i 2 i 
>1 —2P lš (è — +), 21-4, 
+ r n i 


所 以 ,不 论点 丸 的 序号 是 如 何 编排 的 ,都 有 


P| D š#teK,,. l= 1,2, Dida (22) 
kar 0-1 m 


因为 对 任意 线性 泛 函 1(x), 级 数 D GD Kt, 所 以 由 (22 7 级 


iki - 


92 E 收敛 , 且 其 和 与 项 的 顺序 无 关 , 而 过 各 ` 
70 = > šE 


tk <t 
仅 在 点 n EER, nG 十 0) — aG) = Ë. EAR, 由 (227 可 
见 
P {a *(2) € Km,n, ‘<1}>1 -三 . . (23) 


所 以 可 以 选择 一 5b4 的 序列 (如 al) 的 构造 ) 和 一 紧 集 系 (Kants 
使 对 每 个 + 级 数 | 


2 (Ei — ba) = aC) (24) 
kad nC) 没有 第 二 类 闻 断 点 , 且 对 所 用 和 
P fo € K£, :<5 一 上 > i 2. (25) 
类 似 地 可 以 构造 序列 2, 和 
30) 一 2 (到 一 - sO). 6 


最 后 , 设 b (2) 是 非 随机 函数 ,在 除 # 之 外 的 所 有 点 上 连续 ,其 
H Elze t 0) 一 Bb) = brs EC — (z — 0) = 5,, ARC) 
的 值 集 是 紧 集 ， 过 程 EC) 一 al) — ae) + Ee) = EO) 是 随 
机 连续 过 程 ， 这 样 ,任何 独立 增 量 过 程 EO 都 能 表 为 

EG) = ol) 十 人 TCD 十 SC， 
其 中 a (a) EILAN, O) = a0) + aG), 而 nGO 和 天门 
决定 于 (24) 和 (26) 式 ( 仿 照 一 维 情形 ,我 们 称 这 样 的 过 程 为 离散 
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的 ), POG) 是 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 ， 因 为 对 于 区 妨 有 类 似 于 
(25) 的 不 等 式 成 立 ,而 且 当 £ < p 一 E 时 5K) 的 值 集 是 紧 集 , 故 
存在 一 紧 集 系 Kua) E | 

P f) E K? tE | 2 一 +} > 1 一 土 ， 


现在 我 们 来 研究 取 值 于 .的 随机 连续 过 程 。 设 只. 为 到 0 点 

的 距离 不 小 于 8 的 Borel 集 的 环 。 对 任 一 4€ 3。 可 以 定义 一 过 程 

zx(4)， 它 的 值 等 于 过 程 5(s) 在 时 刻 + 之 前 落 人 Borel 集 4 的 跳 

跃 的 个 数 ， 即 满足 £G + 0) — G — 0) € 4 的 点 ss < r) 的 个 
数 。 我 们 再 定义 过 程 ' 

E) 一 2: G + 0) — ECs — 0)]z CEC + 0) — ECs — 02) 


Gë GO) 等 于 过 程 EG) 在 时 刻 z ZAA AARRE ZM). ki 
# >, A) MEG) 也 都 是 独立 增 量 过 程 。 仿照 一 维 情形 可 以 证 明 
下 面 的 结果 。 为 方便 计 ,我 们 将 其 归纳 为 一 个 定理 ， 

定理 5 

1) v,(4) 是 Poisson 过 程 ; 

2) WR E.G) = çG) — Ea CG), ER A, = í([z|,|z] > s), 
则 对 任意 一 组 两 两 不 相交 的 集 4 …，4,6 8.， 过 程 

(A)... VAn) 和 ECs) 
相互 独立 ; 

3) 过 程 EO AERE WARA k, EIEC] < co), 
而 且 当 8 — 0 BF, EC) — EEC) 收敛 于 连续 的 独立 增 量 过 程 
人 

4) EO 是 高 斯 过 程 ， 即 对 于 任何 连续 有 界 泛 函 1x)， 
HECO] 是 高 斯 过 程 . 

5) 过 程 EO 的 特征 泛 函 有 如 下 形式 

g (ID = Een 


= pADexp [ial)) — + BD) 
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十 Í [ene — 1 — Ka) 1n,( az) 
lri&t 
T 0 


其 中 e) 是 取 值 于 . 受 - 的 连续 函数 ， 刀 (2 关于 ! 是 非 负 二 次 泛 
Ë, X e RR, IA) = ExG, A): 对 所 有 8 > 0, NA) E %, 
上 4 的 有 限 测 度 , 对 固定 的 .4e 3,, MCA) 对 上 连续 不 减 , 而 且 对 
ERREZA! 


| P(x)H,(ax) < oo 
WER Æ Hilbert 空间 , 则 
| |z H,C4x) < oo 
lxle&1 


(最 后 一 点 由 第 一 卷 第 六 章 $3 的 定理 3 可 得 ). 

样本 函数 的 某 些 性 质 AE EG) 称 为 阶梯 的 ,如 果 它 在 每 个 
有 限 区 间 [a, 2 一 s] 上 只 有 有 限 多 个 跳 峰 ,而且 在 相 邻 的 两 个 卡 
跃 之 闻 EO 的 值 为 常数 ， 

定理 6 定义 在 [a,5) 上 、 取 值 于 可 分 Banach 空间 .2 的 随 
机 连续 过 程 5(#) 是 阶梯 过 程 的 必要 和 充分 条 件 是 , 它 的 特征 泛 函 
e) 具有 下 面 的 形状 : 

qs) = g,(1)exp [|a ee — 1)11,( dx )， (28) 
其 中 对 所 有 te [a, b), IC) 是 有 限 测度 , 而 对 于 4€ 8， 它 是 
z 的 单调 连续 函数 。 

证 . 设 8(#) 是 阶梯 过 程 。 记 A, = {rifle > e. BRK EGO 
¿(a) = limšs,G); itih, <b, RE limv(A:) = ww， 其 中 
vs 是 过 程 E(s) 在 时 刻 z ZARRA RE. EX Poison 随机 
变量 的 极限 ，> 也 服从 Poisson 分 布 ， 这 时 

E,, = limEy,(A:) 一 lim11,(A,2. 
因此 ， lim1l,(A.) < co, Ptlim1l,CA,) = (=). WRH A 
有 AEB, ICA) 有 定义 并 且 有 限 。 其 次 
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¿KEA Y) ; 
pe _ efl, (ei — 1)ILC da )}. 


令 。 下 0 取 极限 , 即 可 得 (28)。 由 ECO) 的 随机 连续 性 得 CA) 
的 连续 性 ,因为 
„im (I2) ICA) 





= lim 
tmt >O 


去 | so)" — DI dx ) — H,( dx )] 


sin T} (x) — 
+ (E In dx ) H,( 2z)]|, 


在 该 式 右 侧 的 绝对 值 符号 中 ,通过 选择 了 可 以 使 第 二 项 任意 地 小 。 
而 由 过 程 的 随机 连续 性 知 ,对 任意 工 第 一 项 趋向 0。 

现在 我 们 来 证 明定 理 条 件 的 充分 性 。 由 (28) 可 见 , Pš E 
Eln) 一 El) 的 特征 泛 函 等 于 


@: PAED) = Ec s(t §()) 
1 


= ep 并 (ee 一 了 [LI dx ) — I, C dx )] 


k amelita) 
-5 |j- ENDO, n de EEEE (9) 
i=0 


K! 
其 中 | 
ceCa, n) = et) — el), c(2 = H, 2), 
Dea ANH) = ICA) — (4). 
所 以 EGD 一 EGD 的 分 布 为 


P 和 (2) 一 ECG) € A) = >x Tets rn poh í (A), (30) 


其 中 
1, 0€ A, 
AOE CO NES 
ož! (4) = Dd), 
而 对 《> 1 


OWA) = | Day Dey), 


Y+, EA 
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即 pa, CA) 是 测度 ProCA) 的 下 重 卷 积 (关于 卷 积 的 特征 泛 函 等 
于 被 卷 测 度 的 特征 证 函 的 乘积 这 一 事实 的 证 明 ， 见 第 一 卷 第 六 章 
$3; 那里 考虑 的 是 Hilbert 空间 的 测度 ,不 过 把 相应 的 证 明 移 到 可 
分 Banach 空间 测度 的 情形 是 很 容易 的 )。 由 (30) 可 得 

P(š(z) — EG) = 0) 2 eo, (31) 
所 以 , 若 令 


;外 一 上 二 全 
n 


则 有 
P{ECG) 一 £(z,) = 0, +€ fa #2] } i 
limP{#(s@) — EGP) = 0, k= 0, t, a— 1) 


— m T PEG) — ECP) = 0) 


n—1 
ef (ny, (m) 
> lim JI e (E Ra = ct. 


Hm k=0 


因而 , 对 于 每 一 个 点 ze [a, b) 存在 一 下 > 0, E ECG) OHE 
Dr, r + 有) 上 为 常数 。 MANERKAER- TERR. È 
些 点 按 递增 顺序 编号 ， n <n < ……( 一 般 ， 该 序列 可 以 是 超 限 
的 ,不 过 我 们 只 考虑 它 可 以 用 自然 数 编号 的 那些 元 素 )。 由 过 程 的 
强 马 尔 科 夫 性 可 以 断定 

Pir: > ¿I T, > cr-1} > eTe) > e 
所 以 
Pr > t; re- <) > ePí(r, Sh. 
H 
1 > P(supr, > t) 


© 


= > Pirr > t, Tr- < :) > 9 > Pir- <) 
k=1 k=1 


可 见 ， ImP{rt- <) = 0. 因此, 4 K — co 时 ，P{ > ;1 — 
1, WR a, EEO E [ay z] 上 的 跳跃 的 次 数 ， 则 Pir > z) = 
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Px <). 因为 imPtw >k) 一 1， 所 以 在 每 个 区 间 La, 1] L 


不 路 的 次 数 有限 。 定 理 得 证 ， 
我 们 来 讨论 对 所 有 :, SG) 以 概率 1 属于 Banach 空间 中 某 一 
巴 锥 天 的 条 件 , 先 看 一 维 情形 ， 这 时 半 直 线 是 仅 有 的 非 平 凡 凸 锥 ， 
定理 7 [.,5) 上 的 随机 连续 数值 过 程 SG) 以 概率 1 非 负 的 
必要 和 充分 条 件 ,是 它 的 特征 函数 pa) 具有 如 下 形状 : 


vAD = perp fir + [C DI a), G2) 


其 中 pA) 是 非 负 随机 变量 的 特征 函数 ，7Y(z) 是 非 负 连 续 函 数 ， 
而 测度 HC dx ) 满足 下 列 条 件 : 对 一 切 AC(e, co), MCA) 对 + 


单调 并 且 连 续 ,积分 | =n dx ) 有 定义 并 且 对 + 连续. 
证 ， 如 果 我 们 证 明了 特征 函数 为 
exp | Ce — Dn de )} 


的 随机 变量 š, 是 非 负 的 ， 也 就 证 明了 定理 条 件 的 充分 性 。 而 这 是 
下 面 等 式 的 推论 ; 


P(e 4} ~ ae E oG, 4), (33) 
k=0 š 


其 中 
e | (2) 一 N, (e, co))， pr (e, 4) = ó CA), 
Ot (e, A) = I,((e, co) NAC, 


p(s, A) = Í a030 CE, dz )@f' (s, dy). 


(33) 式 的 证 明 与 (30) 式 类 似 ， 
由 于 pG) 可 以 表 为 


p14) 一 yah)exp faar + il [=n dx ) 
+ [a — 1 — i dx ) 
+G DIC a}, 
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可 见 EO 随机 连续 . 
现在 证 明定 理 条 件 的 必要 性 ， 记 E = P.G), EH As 一 
{r:r >e}. PRAE EO — EG 也 是 非 负 的 , AACS EC) 
独立 ,而 O 以 正 概率 为 0， 所 以 #.G < EG, 而 由 于 EC) 对 
8 单调 , 故 存在 limé.(#) = EG. 这 时 二 — E 是 连续 的 非 
负 过 程 。 当 sjJ0 时 ,在 等 式 
E t = exp Koa 一 DFT(dx )) (34) 
中 取 极 限 ,得 | 
下 < 一 exp {Ce — DI,( dx X}. (35) 
最 后 的 积分 收敛 ,是 因为 当 s Y 0 BF (34) 式 中 特征 函数 有 极限 ,以 
K 
Í [sin lx — 4x]I1,( dx ) 
存在 (被 积 孙 数 与 x? 是 辣 阶 的 )。 所 以 存在 
im | x de ) = È aI ae). 
过 程 EOE 以 概率 1 连续 ,从 而 它 是 高 斯 过 程 。 由 PEO 
EC 之 0 一 1 可 知 DIS 一 PG] 一 0。 因此, EOE = 
7Y(z)， 其 中 ro 是 连续 的 非 负 通 数 ，(32) 式 得 证 . 
由 等 式 
| tIl dx ) = a() — 7 (À 


(其 中 a() 是 (16) 式 中 的 连续 函数 ) 可 见 ，|.*D dx ) 连续 ， 定 
理 得 证 . | 
R 设 K 是 可 分 Bach 空间 -中 的 一 封闭 凹 锥 ， 使 存在 一 


EREIZ E LO), 满足 
hlr) > 0. 


inf 
XEK, Hxllaml 
随机 连续 的 独立 增 量 过 程 5(z) 以 概率 1 属于 天 的 必要 和 充分 条 件 . 
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是 , 它 的 特征 泛 函 具有 下 面 的 形状 : 
pl) = sll)exp {a (a(z2)) 十 je — 1)IL,( dx )}, 《36) ， 


其 中 p1) 是 天 上 概率 测度 的 特征 泛 函 ，a(z) EK， 测 风度 ll, 也 集 
H£ K kE, | 
ARTIR 58 PF 21 (L), 使 


K= ñ (z: (z) > 0). 
k=1 
那 末 ， 任 一 过 程 REO) 以 概率 1 Ef. MA CEO) 以 概率 1 
HR AS3EfABREK. KE, 如 果 AC U. {r:e < 0}, MJ TCA) = 


0, 1 
A, = K {r:l > e}. 
那 末 A 到 0 点 的 距离 为 正 ， 令 ECO 一 EnC). BREC) 以 概 
率 1 属 于 K, 而 且 EO- EEK (AANDRA KEO- 
和 (2)) 2 0). 
现在 证 明 极限 im [ED EG] = ECO 存在 。 设 2+ 是 天 


上 具有 非 负 值 的 线性 泛 函 的 集合 ， 那 末 对 所 有 Le et 存在 极限 
| imi 一 EG)), 


IS29 CEC) 对 s ARA EO) 为 界 。 另 一 方面 对 任意 7， 
WR a > M p MÉ Wa), 则 


(isi l= 

l+ alo Eet, 
MUERZA I) = l'le) — (a), 其 中 1 入 属于 8+， 因 此 
对 所 有 i 存在 

lim IEC). 
BEG) 是 ECO BSSSARIB. MWE, IH k # LEOLEO 
0, WH — H s> 08 EO 一 ELEK. 23 

1E — ELO < ¿(P(O 一 EGODE inf a pOT, 


# EG) — ECO 0. AT ECO tg EC) 的 强 极限 ， 
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因 过 程 EO PO 以 概率 1 连续 ,所 以 
Eexzp{MCEGO 一 8D)) = exp {1 Ga (0) HO), G7) 


其 中 GQ) 是 二 次 泛 函 。 现 证 50D) = 0. WFE 这 是 对 的 , 因 
为 I(G) EG) 是 连续 非 负 过 程 ,而 
bC) = DIEG 一 £). 
因此 ,如 果 = r — P, Ahl, i ee, HJ 
BCD = DEGO — EO) + EO — EO) 

= DCEO — E) = 0 

(因为 了 GG) — E) 和 (CD — GD) 以 概率 1 YRR. 
最 后 ,我 们 注意 到 


Etu jimEe' E 


=> 0 


H (37), (38) ARER ¿GQ)=0 得 G6), h PIRCEG)) > 0}= 
= 1, k= 1,:-*, TA (36) 式 给 出 了 在 玉 中 取 值 的 随机 变量 的 
特征 泛 函 ， 

注 。 由 过 程 ¿(2 的 可 分 性 容易 证 明 , 在 系 的 条 件 下 

P{W e Kk, z€ [a,b))] = 1. 

我 们 研究 过 程 以 概率 1 有 有 界 变 差 的 条 件 ， 

定理 8 EXE la, 5) 上 、 取 值 于 .2 的 随机 连续 独立 增 量 过 
EEO, 在 每 个 线段 la, tl, <b, LARR 1 有 有 界 变 差 的 必 
要 和 充分 条 件 是 , 它 的 特征 泛 函 p 具有 如 下 形状 : 


p (D = pep [a G (0) + | (ea — IC dx J, (39) 
其 中 (O EERE lar], £ 二 5， 上 为 连续 的 有 界 变 差 函数 ， 
而 测度 ,满足 


= lim j. (ex — 1)R,( dz )， (38) 


1， alla) <D. 


这 时 5(#) — yar EC) 也 是 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 , 并 且 
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E io 一 exp{i1 var als) + (conre — 1)H,( dx 外 (40) 
a< +< 

证 。 先 假设 EO 以 概率 1 有 有 界 变 差 。 由 于 oO Tl š G) 的 
间断 点 重合 , TUIE cO WILE., ih t 一 《Ga) 可 以 
通过 ECs) 一 Ca), 1, < s <, 来 表示 ,因而 与 El), (<, $ 
U MAMES ZG), ¿< x, MI. 

设 El = t. (0, EH A,= (z:|z| > sj。 显然 ， 

ar 5 G) + var ECG) — EC) = EC), 
且 对 s, < s, 
arb G) = var EnC) + var EC) 一 (5)]. 
因此 ,存在 lim var Z,G), 而 
s> 0 at 


lim var [Ea G) — EnC) = 0, 


:< 
所 以 ,在 [ae, 中 上 一 致 地 有 
AO) 一 &..Cs)| < var [és) 一 AO) — 0, 

mE 在 每 个 区 间 上 一 致 收 伍 于 某 过 程 EO. AE EOE) 
以 概率 1 连续, 并且 有 有 界 变 差 。 

由 于 seo 是 阶梯 过 程 , 故 

ar ss) = j. ||=||>,( dx ) 

( 右 侧 实际 上 是 过 程 EC) 在 线段 [a, z] 上 距 跃 的 范 数 之 和 )。 所 
以 

Eerp{i var sD} = exp {| Cia — Dn a )), 


As 


而 

Eexp (4 var 5°(2)} = lim ll. Ceit — 1 HC dx N. 
由 于 最 后 的 极限 存在 ,可 见 
lel, dæ ) 


J 
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AR. 

现在 考虑 过 程 5s) 一 PO 一 iO, EDS. 现 证 ， 
对 一 切 1 有 b 一 DISCD) 一 人 50))] = 0. 任 取 一 分 割 a= 
h < r, < --- Li. 如果 LG) E EC) 的 变 差 , 则 LG) 也 是 非 负 
高 斯 过 程 ,从 而 Ela] < co. ik 


E S'en) — SC < EICI 
一 致 有 界 . 所 以 对 任意 1 
E SOIE) — KEDI < MEIRO 
一 至 地 成 立 ， 容 易 验证 ,对 于 一 维 高 斯 随机 变量 





所 以 
E 2 CEK) ) — CEC) 


S) V, Q= QY. 





>š 
从 而 


b) = 2 [b (D — 5,,G11 
< /=/2|illE|z,(O|sup V bra D — Bult). 
由 AU 的 连续 性 可 见 , 该 不 等 式 右 侧 可 以 任意 地 小 ,于 是 D= 
0。 因 此 (2) = aG), 其 中 a(z) 有 有 界 变 差 ; Eal HEO), 
LG) — xar ols) +ECO, AP P(O) 一 ` yar SC2)。 由 此 得 (39) 和 
(40). 
为 证 明定 理 条 件 的 充分 性 ,我 们 验证 

var E%( £) < co , 

[ 
其 中 过 程 EO 的 特征 泛 函 为 
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Bei 一 exp [Je e — DM dx JE 


而 H,( dx ) 满足 定理 的 条 件 。 如 果 w( dz) EH EG) KIER 构 
造 的 测度 , 则 


var PG) = | lelo ze ), 
ags gi H xü >O 
该 式 右 侧 的 积分 有 限 ,是 因为 存在 积分 
[| ll az), 
以 及 当 e 1 0 时 
E| a leloa) = |, ,lh e) 
一 致 有 界 。 定 理 得 证 . 


52. 齐 次 独立 增 量 过 程 。 一 维 情 形 


EO) 一 0， 而 且 PG + 有 — EG 的 分 布 不 依赖 于 *。 在 这 一 节 
我 们 要 研究 取 值 于 统 ! 的 随机 连续 齐 次 独立 增 量 过 程 . 
设 








K,(z) = In Eeto, (1) 
由 等 式 
Eeise+h) — E.O eseth -EON 
= Ep OR ist) 
得 
Krl) = K,(z2) + K,G), 120, A2> 0. (2) 
因为 由 $1 定理 4 
b ， 
K,( z) 2 z + j... (ei — 1 — izz)]( dx ) 
+ j. 《ee 一 DA, dx ), (3) 
故 对 于 章 次 过 程 
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alt + h) = alt) + alh), alt) = ta, 

bt + h) = bl + CA), bC = th, 

HA) = IA) + ECA), D4) =:0(4), 
其 中 a= (1), 5 一 56(1),， H(A4) = 0,4). 因而 , 随机 连续 
的 齐 次 独立 增 量 过 程 #(z) 的 特征 函数 p) 具有 如 下 形状 : 


pi;(z) = exp{:K(2)}, (4) 
其 中 . 
KG = ia — a | (ett — 1 — ¿z£YII( dx ) 
2 0<[z|<1 


+ |... (em — 1) H( de). (5) 


系数 a 和 分 别 叫 做 移动 系数 和 扩散 系数 ， 而 测度 卫 称 做 过 程 的 
谱 测度 ， 设 .2- 为 任 一 线性 空间 ,8 = UO) 是 多 上 线性 泛 函 的 
线性 集合 ; EO 是 取 值 于 络 " 的 齐 次 过 程 ，p:(?) 是 它 的 特征 泛 
函 。 那 末 容 易 证 明 , 如 果 对 所 有 EL, AE IEO) 随机 连续 , 则 
EO 的 特征 泛 范 有 如 下 形状 : 
p,(D = exp(zK(D). (6) 
(4) 和 (6) 中 的 函数 KO) RKO) 叫做 过 程 的 累积 量 ， 如 果 
A 是 可 分 Banach 空间 ， 而 EGO) 是 .2 中 的 随机 连续 齐 次 独立 增 
量 过 程 , 则 


K) = Ka) — “2 + (ez 一 1 一 io) 


| 
X Ca) 十 | (aG) — 1 H dx), (7) 
其 中 ac Z, K 是 2@r* L00268 (92 * EDES 
ED, O Æ 2 N0} 的 Bore 子 集 上 的 测度 ,满足 
|. <a ON dx ) < %, j. IC dz ) < @%, 


在 这 一 节 我 们 只 考虑 一 维 过 程 。 如 上 一 节 所 指出 的 那样 ， 每 
个 一 维 过 程 5(z) 联系 着 一 个 齐 次 马尔 科 夫 过 程 {多 ANP). 该 
过 程 的 转移 概率 决定 于 
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P(:,z, A) = Pir + £šG2) € A), (8) 


与 它 相 伴随 的 半 群 T, 决定 于 
Tx) 一 ECz + EC). (9) 
w 
F(x) 一 PC < r}. (10) 
那 末 ,过程 的 转移 概率 完全 决定 于 
PG:, x, (—oo , y)) = F,(y — z). (11) 
以 后 我 们 往往 把 原 独 立 增 量 过 程 和 由 它 构造 的 马尔 科 夫 过 程 
等 同 . 
过 程 的 预 解 式 ”考虑 齐 次 过 程 的 预 解 式 。 为 此 引进 函数 
r, xz 一 1 人 “Foa， (12) 
如 果 R, 是 过 程 的 预 解 式 , 则 
RIOD 一 二 | Ne nar, G 


定理 1 分 布 函数 O, x) (对 z) 是 无 穷 可 分 的 ,而 它 的 特征 
RETRY 
a r) == ex =— _ 
[as a.) = st G, D) ~ — 
其 中 


K,(z, 1) = | é u erw — 1). (14) 


证 。 显 然 在 积分 
| e™"dar(1, z) 一 af ede [er a 
中 可 以 变更 积分 的 顺序 (测度 aF edt 有 限 ,而 函数 ez 连续 
并 且 有 界 )。 所 以 


eq r (1. =) = 1 f k(n Je = 2 
Í z ( ° ) e 1— K 





为 确信 — oy Q > 0) 是 无 穷 可 分 特征 函数 ,我 们 注意 到 ,对 
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Br a > 0 
( 1 ) — 4° N eT eK de 
1 — K(z) T (e) 


-| r | | GD), (15) 
(其 中 (eg) Æ Euler T 函数 ). 显然 最 后 的 积分 中 微分 号 d, 之 后 为 


分 布 函数 ， 故 (15) 式 左 侧 为 特征 函数 (我 们 取 函 数 z 的 主 分 文 ; 
因为 ReK (2) < 0, H Re > 0,， 所 以 这 样 做 是 可 能 








2 
— KG) 
BZ 3waytieom, T 见 存在 累积 量 





的 ). 由 于 = 
Ki(z, 1), M 


-KO 


= exp{Ki(z, 22). 





L 
1 — K(z) 
HE 


所 以 由 (15) 得 


K (z, 1) = lim O 





[e _ PLES — 1] dt 


= N e7% 1 [e KO — 1]dz 
° # > 


因为 arle) = I(a +1) > T(1) 一 1， 而 积分 
人 ek) — 1 
g 4 


tdt 


对 cef0, 1] 一 至 收敛 ,定理 得 证 ， 
因为 Ki(z, 2) 是 累积 量 , 故 存在 G25 b 和 Iis 使 


K,(z, 1) = iza 一 + biz’ 
isr __ — izx N 
+ 外。 1 ELE dx). (16>) 
现在 证 明 :对 于 到 0 点 距离 为 正 的 所 有 区 间 [a, f)» 有 
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m(ts,0)) 一 人 u T. LF) — Folde, 
2 ]k dki 126 a pa 31 
Ke, 1) = F: _ z 二 [e tK) —_ 1]dz 
= r (e 一 124, | esl F(x) de, 
mo £ M 


(根据 Fubini 定理 ,在 最 后 的 积分 中 可 以 变更 积分 顺序 . ) 我 们 把 
Kz, 2) 写成 


Kt (z, 2) = ¿zat + (Gi —1— —i ) H ° ( dx), 
1 + x 


其 中 





a® mm ° =}: 1 
l fe i 7 dF lx) A , 
nPCa, )) = | eE EG) — FA) Id, 


这 里 [&, 0) 是 到 0 的 距离 为 正 的 任意 区 间 。 注 意 到 
Ki(z, 1) 一 KS(z, 1) 一 人 = de — 0. 


所 以 测度 NPC dax ) 弱 收 敛 于 Rdz) .因此 对 于 任意 le, p), Tn 
B: H Cay) 0, ne) = 0, 而 [e, g) 到 0 的 距离 为 正 ， Bi) 


m([e,0)) = lim |" e+ L [F (80) — FKo)]d: 


_ N eH L RB) — Fadl, 





HATE 
a, = lim "L 
, imf e ; +] Tasia 
aa 2 ; T+; - d, F,(z)dz, 
H (16) 得 
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— Lb, = lim 1 K,(z, 2) 
2 sz z 


或 由 (14) 得 


oo . zK(s) __ 
lb imf au LCP- D dt. 
2 Z -oj 0 £ z 


因为 对 任意 8 0 


1 {° ,1 
L| et (e — 1) 0, 


E 


而 且 ( 因 为 Rek(s) <0) 
1 el, | < KO <el], 
9 t 0 
所 以 
Em 1 í; euL (eko — 1) | < sim IKC) | <<22 
zə>=]| zjo t z g 2 





从 而 5 一 0 (5 是 天 (sz) 的 表示 (5) 式 中 的 量 )， 于 是 , 我 们 证 明 
了 下 面 的 定理 ， 
定理 2 预 解 式 的 累积 量 K,(z, 2) 可 表 为 


K,(z, 1) = ¿z | ewt] 


£ 





x 
d ,F,(x)dt 
1 + x (2) 


+f (e = 一 1 一 一 5 r)a 
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x | LF) — sG)1a;, a7) 


其 中 表示 |“ 和 两 个 积分 之 和 ,而 

; 1, x>0, 

s) 一 |; zx < 0. 

设 EO 是 阶梯 过 程 。 那 末 它 的 累积 量 为 
KOI 一 < 人 (om 10G), e= NCR), (18) 
其 中 9(z) 是 某 一 分 布 函数 (我 们 用 到 了 5$1 的 定理 6)。 我 们 证 明 ， 
累积 量 可 以 表 为 类 似 的 形式 ; 
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Kalas 4) = aG) Ce — Dp, G) 


并 且 计算 aA) IOC, 2). 为 此 我 们 先 对 以 (18) 中 KG) HR 
积 量 的 过 程 求 出 水 数 F,(x)。 由 


I k k 
IK(z) — e et isz JỌ Gen) 
i 2: || aco] k 
得 
F= GD eo), (20) 


k=0 
其 中 PCE) = G), PE) = D), WE) 一 | Or 
d0), k>1. 所 以 由 (17) 


Q= en GES > e>, -eg (2) 


1 + x° k=0 


-5| TIGIS kI eT etak 1 dt 


= = | I+ < JG) RCe + yy 
其 次 
» ul 
| eL LE) — sG)14 


C] | z ° k 
= g(x) | ¿u l [ee — 1]de + | e7 iD (Cx) dt 
° z 1 kI 





ETAP ETE 
因而 
jl 





x dB (z) 
via > (= Fa) y| 1 + < + 
考虑 到 a( 1) 的 表达 式 , 最 后 得 
e Y igx __ dr 
Ked a(i) e D o @) 
由 此 可 见 (19) 式 成 立 , 其 中 
ola) 一 >( £ J + = WEA, 


=1 e + 1 


ve, 1) = [ia HAT > x (— Y. 


函数 B.(x, 1) 可 以 通过 它 的 特征 函数 给 出 : 
1”eer， 2) 


= 一 [ia eri i - = | ¿"ae 09]. (22) 


c 














如 果 K,(z, 2) 由 (19) RAHN KC) 形 如 
K(z) = 1— he Kd, 
而 因为 形 如 (19) 的 光 数 Ki(z, 1) E (—co ,50) 有 界 , 所 以 K) 
也 有 界 。 因 此 ,如 果 假 设 K(z) 形 如 (5)， 则 有 


b= —2lim EG) ~—0. 


£ 


从 而 
ReK(z) = | eos — 1)H( dx ) 
AR. RA 
— 去 |, ReK (2) dz 一 j(i — aTa) dx ) 
也 有 界 。 如 果 
sp |(1 -HTr\n a) <c, 


则 


° 365 * 


因此 测度 互 有 限 , 而 KO) 可 以 表 为 
K(z) == iaz + Jee — 1) H ( dx). 


由 天 (z) 的 有 界 性 知 sa, = 0. 

这 样 ， 对 Ki(z, 2) Win (19) ARE RINEHT KG) 具有 
(18) 的 形状 。 特别 , HIERS RARE EG) 添加 线性 函 
数 az, 使 新 过 程 的 累积 量变 为 


K(z) = iaz + e| Cet — 1400), (23) 


则 K,(z, 1) 就 不 再 是 跳跃 过 程 的 累积 量 了 . 
我 们 对 形 如 (23) 的 天 (z) 来 计算 Ki(z, 4)。 容易 看 出 ,这 时 


Fx) 一 > cot e “Dilx — at) (24) 
k= K! 


(该 式 是 等 式 
P{EC) + ar < x} = P{E(G) < x — at) 
以 及 (20) 式 的 推论 )， 所 以 


[ewt [F — sG)14 
一 Wan — ar) 一 sl)] dt 


+ > r ca: e Dilx — az) La 
k=1 š: 
其 次 
u elr — a) — e (2) g 


z 


一 u 8, r> 0, a>0; 


e x<10 a < 0; 
0, aex < 0; 
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“° (et * ee 人 r$ (x 一 at) -一 # 
. k 


La O 


= 











其 中 | 
lr, v) = | ec — >), | 
Ëx, >) 一 K v)ad (x, v). 
所 以 
| ERGO — eG)14 
l+ < 9 z 
W ek ,因而 
Kle, 2) = | Ces — DaMGO, 
其 中 
CD 
= ACET (e Tr: 
+ L ene w" -sp x 之 0 
M (x) = ]z 





z 1 c k_ a 
>+ (t) ó, (= 1 + z) 
p CP signo en 582, r> 0. 
在 这 以 前 ， 我 们 是 把 nO 作为 产生 过 程 预 解 式 的 无 穷 可 分 
分 布 函数 来 研究 它 的 性 质 的 。 如 何 来 直接 确定 由 (13) 式 给 出 的 
靠 子 R, 呢 ?结果 表明 ， 对 某 一 函数 f(x) 的 集合 可 以 明显 地 给 
出 Rif， 这 个 函数 的 集合 关于 有 界 局 部 一 致 收敛 在 Ca 中 处 处 称 
Ë. 


x 


引 理 1 (n2e2E2yhulBaESSR CO), E 
1e) = | e9) dz (25) 
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( 即 4 是 绝对 可 积 的 健 里 叶 变 换 )， 那 来 


RAO 一 De — S as ` (26) 
证 , 由 (13) 式 


Rf(r) = |! e *Gt2)7(z)4zd, r,(y) 
= iy an o| dz 


= Ei 4 z 
(ra ILIKO 





引 理 得 证 。 

设 šG) 的 累积 量 形 如 (5)。 我 们 要 确定 过 程 EO 的 无 穷 小 算 
子 人 的 形式 . 

设 f(x) 可 表 为 


f(x) 一 (ea dz ， 
其 中 |7) 和 ele 在 (一 co co) 上 可 积 。 那 末 
TiC) = Ef(x + E) 
=E (erroa) dz 
= | e ao dz 
《由 于 FOl 可 积 ， 故 可 以 变更 积分 顺序 )。 因 为 和 (z) 连续 ， 而 
且 


IK] < Jal lel +Žlel? 


+f ,lahlaPnCa)+2|,, Cde), 
EU KG) = O(2)， 故 积分 
| eKOR (JeF Ca) da 
对 + Bukak A 
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S Ti) 一 COO dz, 
dt 
因此 
AG = ae dz 。 
我 们 现在 注意 到 ， 
iaf zeit] (a) da = a Fia), 
— AE zeIa) dz = È E Ea), 
| 90) j (em — 1) H( dy ) dz 
ly1>1 
= j | (ett eiad HC dy ) 
lyl2>1 
=| G +y) ON), 
| i Ha) | (em — 1 — zy)H( dy) 


h 


= 1 [e dz — feo dz 
— iy |z" da | nC ay) 


7 | [fx + y) — Hx) — y'Ge)] H ( dy ). 


AFO | 和 1y [1z POl 分 别 为 控制 函数 ; 因为 它们 对 测度 
H( dy ) dz 都 绝对 可 积 , 故 可 以 变更 积分 顺序 . ) 这 样 


Af) = of (z) + A f (a) 


+ f, [IG + y) — fC) — yF ENIC de ) 
yl 


二 | Uet- dy). 27) 


由 算 子 A 的 封闭 性 可 知 ， 对 一 切 二 次 可 微 函 数 EECa £ f, 
t'e @€=, WJ (27) 式 成 立 ， 
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阶梯 过 程 BRIBE 在 每 一 有 穷 区 间 上 只 有 有 限 次 跳 
K WREE SG) 在 长 为 上 的 时 间 段 内 出现 的 跳跃 的 次 数 ， 
则 由 sl 定理 2,>(?) 是 增 量 独立 的 Poison 过 程 。 由 过 程 #Gz) 的 
齐 性 可 推出 过 程 >(2) 的 齐 人 性 。 所 以 Er = ct， 其 中 <。 为 常数 ， 
而 且 


Ps) 一 全 一 人 (28) 


1 5, M z, 分 别 为 过 程 EO 第 一 个 跳跃 的 值 和 出 现 的 时 刻 . 
那 未 是 马尔 科 夫 时 间 。 由 (28) 有 
P{r, > z) = P{yQ) = 0} = e, 
EREB r 服从 指数 分 布 ， 考 虑 事件 
A = {EE (a, p)» 7 >s} 
其 中 (e, p) 为 任意 区 间 , s>: 那 末 对 齐 次 马尔 科 夫 过 程 , 若 记 
该 过 程 的 推移 算 子 为 6， 则 
W = (>, > z] 10.9, 
因此 由 过 程 的 马尔 科 夫 性 ;有 
 P(š, € (e, 0), z, > š) 
= P{r, > Pí, € (z, 0), z, > + — 11, 
由 此 可 见 和 独立 。 l 
由 递 推 公式 定义 
- £, = 0, [£ ,-,1, Ta = 0. [rs-1], 
BI En 是 过 程 第 w 次 跳跃 的 值 ， 和 而 r, 是 过 程 从 第 # — 1 W BKEK 3 
第 二 次 跳跃 渡 过 的 时 间 。 由 强 马尔 科 夫 性 知 , SHE Cr ë), (z 
扣 )，… 独 立 同 分 布 , 而 且 每 一 对 中 的 两 个 变量 也 相互 独立 。 
ROG) 是 过 程 跳跃 度 的 分 布 ， 那 末 , 由 
v(t) 0 


¿(Q 一 > &( > 一 0). 


k=1 


PED) < x} = > P{y(7) = nP [S < + 
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的 


= 5 Kes eb (z), (29) 


n= 0 . 


其 中 
P(x) = E(x) ? Dx) = B(x), 


D,a) = |” @,-,G — DO). 


H (29) 式 容易 看 出 ,过 程 (O 的 累积 量 由 (18) 式 给 出 。 这 样 我 
们 说 明了 量 。 的 含意 以 及 在 给 出 阶梯 过 程 累 积 量 的 《18) = rh A 
数 和 的 含意 。 

下 面 我 们 来 计算 过 程 EO 的 一 些 重要 泛 函 的 分 布 ， 

求 随机 变量 

Nr = sub ECs) 
的 分 布 。 设 
QG z) = P(n, < <J. 

显然 ， 对 * < 0, OG, r) = 0, W% EO = 0, x2>0. RM 
来 推导 OG, z) 的 积分 方程 。 

以 后 在 研究 独立 增 量 过 程 时 ， 我 们 将 方便 地 使 用 推移 算 子 : 

BE(s) = EG + e) — ECA). | 

过 程 ECG) 和 过 程 5Cs) 的 边沿 分 布 相同 。 设 .V 是 由 过 程 的 值 
ECs), O< +< co, 产生 的 0 代数 ; 那 末 对 任意 . 信 可 测 随机 变量 
po Ôp 和 9 同 分 布 ; EN EEE EU), ú <n PER REK, 
则 Gq 50 代数 .Ar, 独立 (因为 过 程 68(s) 55 o 代数 i BB 37). 
最 后 , 由 过 程 的 强 马 尔 科 夫 性 容易 证 明 ， 对 任意 马尔 科 夫 时 间 z， 
过 程 GEC) = SG + r) — EC) 的 边沿 分 布 也 和 5(s) 相同 ， 并 
且 与 5 代数 p. 独立 ， 其 中 y; 是 由 形 如 (CG) < Nkr > s} 
的 事件 (对 一 切 z 和 s) 所 产生 的 o 代数 ， 

j z > 0, 那 末 | 

{n < z) 
= (r, > ry Ullr < sy IE, < zY n (6, nG — rT) 
<x— E. 
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从 而 ， 
QG, z) = z“ + EX entan Elb nU r) < x — EAN] 
= “+ | ceeds | POG — s x — y). 
考虑 Laplace 变换 
G, = |e a G>. 
那 末 由 上 一 个 等 式 得 4(2, z) 的 下 列 积分 方程 : 


— _ 1 _ € > _ 
4(4, z) z4 tr 二 Ww 2490. (30) 


这 个 积分 方程 称 做 半 轴 上 的 卷 积 型 方程 


我 们 首先 指出 , 方程 GO 的 解 存在 , 并 且 在 对 * 有 界 的 函数 
类 中 唯一 ， 这 由 下 面 的 事实 可 以 看 出 : 


Í. q(2, x — y)40 (y) 








c 
c + À 








sup 

+2 

即 《30) 式 右 侧 是 压缩 积分 算 子 . 
将 方程 改写 为 


ele) 一 上 一 
¿€ 十 4 





< sup|2(2¿, x)|» 
c x i 





- | aa a [soy — EoW]. GD 


设 v(x) EARRAN, vlu) = 0, a> 0。 那 末 


1 w ' 
— j. g(x — u)dy(u) 


= F. 人 eCe — a)4(2, z — u — y) 








ç 


x oe — —— 00)] avlu), 


从 而 对 zx 之 0 
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一 | dve ( u) 
< 十 1 J-> 


一 | | 4(¿,x — u — y)4 [so 2°) dulu). 
记 





| [so 一 2) 一 - = n ly 一 | doi(z) = nO). (32) 

那 末 对 x > 0 

1 2 ° = 

paran j do (u) 一 | 4(2; x — y)de (y) = 0, 
假设 (y) = 0, y 二 0. 那 末 对 * 一 0 
aG, z — y)anG) = 0, 

因此 ,方程 (31) 可 化 为 

° = elw) Í° y 

1 G, z — y)da (y) yar 二 fa x). (33) 


为 解 该 方程 ,我 们 引进 Fourier 变换 : 





G, 2) = | =a, 2), 
3, (e) = | ¿do ka). 
Fourier 变换 的 方程 形 为 


~ ~ 1 
À = = 
4( 5 z)9,(z) LEI 





EZO 
由 此 得 


3C, z) = — 





一 人 aG)fG9. 


c 


我 们 现在 证 明 ， 具 有 所 要 求 的 性 质 的 半数 v(x) 和 v(x) 存 
在 ,并 且 求 出 它们 的 Fourier-Stieljes 变换 ， 如 果 


Z (2) = | ¿qr (a), 
则 由 (32) 知 ,关系 式 
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ZOIL — — aoc | = (z) 





成 立 。 因 此 
¿G _ _ 1 . 
9, (=) 1 一 TET Í edol) | 
_l. “+ = EA rn, 
1 — Kle) 1 I 
其 中 


K.(z, 4) = c(a) 人 (Co 一 Die 2) 
+ cl) r (e= — 1)46@,(z, 2) 
(l (19) =<), . 
(z) 一 Case. (eis* — 1)a@,(x , D}, 


BE = exode) |” Ce — Dae D. 


显然 , p. (2) 是 非 减 函数 vC) 的 Fourier-Stieltjes 变换 ,这 里 v Ce) 
在 [0,oo) 上 等 于 0。 其 次 

vi(%) 一 G) 一 G,( +0), 
其 中 


| eaaa) = "n A exp feia) Ce’? — 1)a@,(x; a)l; 
而 





HC) = |” aG, 
其 中 GO) 是 有 界 变 差 函数 ,决定 于 下 面 的 等 式 ， 
G:(x) 一 Xem — t HCx), 
这 里 I | 
HŒ) = e (z) 
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0. x < 0; 


H) — let., 1) 一 9(0， 1), z Z= 0; 


H.G) = | B, (z — AAC). 


因而 
a , 
Q, = Tow la) | G — D40.G, D}. ,34) 
如 果 利 用 (17) 式 ,并 注意 到 在 所 考察 的 情形 下 积分 
se 
收 伍 ;就 可 以 得 到 下 面 的 等 式 
FO, e) = Tow{| e+ | Ce — D4,F,G)21. G5) 
该 式 之 所 以 方便 , 是 因为 它 的 右 侧 在 关于 EO 的 更 加 一 般 的 条 件 
下 有 意义 .这 一 点 我 们 以 后 要 用 到 


概率 
00) = Pisupš(s) < 0) 


是 过 程 的 很 有 用 的 一 个 特征 ， 显 然 
ol) = QG, 0), 


人 Ga = G, 0), 
由 于 4g(4, x) 一 4(4,0) ER 0 ES 
lim | za, tQ, xz) — 4(2, 0)] = 0. 


故 
4(1， 0) = lima(1, z). 
因为 函数 
N LIP) — FA +0)1ds 
在 点 * 一 0 连续 , 故 
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lim r ou N ¿sza,F,(z) = 0, 
+0 £ 40 


所 以 
g(1, 0) = exp 261 Pt > ojas). (36) 


记 r, 为 首次 落 入 (zy oo) 的 时 刻 , 而 7。 = El) 一 x， 我 们 
来 求 随机 变量 +, 和 7, 的 联 台 分 布 。 因 为 zz 一 miy Y. = 8 r, 
所 以 ,如 果 点 过 z, M 

Tr, = T, + Ó. T. s.s T: = CE 
如 果 E <=, W 
zz = v, + Xien T et 
f yx = Xe > (Ë, 一 z) + Xien Y ns 
W 
N(¿, ys z) = Pí, < f, Y, > RA 
那 末 . 
NG y, x) = P(z, < /]Pí(# > x + y) 
+ | | eea — s, y, z — z), 
如 果 利 用 Laplace 变换 (对 z) 并 且 设 
| ed NG, y, z) = n(à, y, z) 
则 当 x > 0 时 得 | 


nà, y, z) = -5 [1 — Dlr + y)] 


+ <f nCà, y, £ —u)dð(u). (37) 
TE; lo 





+ 1 
可 以 对 每 个 固定 的 > 来 考察 方程 (37)， 如 果 将 该 方程 化 为 
— 1 — 9G + 7)] 


= P. n( 4, y, x — #)d [eCw) 一 一 P), x > 0, (38) 
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并 且 当 r<Ü0 时 令 n(2, ys z) = 0, 则 所 得 到 的 方程 和 方程 (317) 
的 区 别 仅 在 常数 项 . 所 以 可 以 用 与 解 方程 (31) 完全 相同 的 方法 
来 解 方程 (38)。 通过 同样 一 些 变换 我 们 得 


eH | ox — ++ y)1n(a9) 





= | G, y, z — ujdou), G39) 
设 
ACh, Yə n) = (a, Y> xz)e dx, 
pp) = | edoals). 
由 (39) 可 得 


< 十 2 r e. É. [1 — B(x — s + y)]av Cs)ax 


= ACA, Ys» póle). 
我 们 指出 ， 对 Rez 之 0， PKR Ce) 有 定义 ,连续 并 且 有 界 ， 而 对 
Rep > 0， 它 是 解析 函数 ， 函 数 

eÍ aG) [e — Daea) } 
有 完全 相同 的 性 质 ， 当 Re = 0 时 ,对 于 实数 值 z 这 些 函数 重合 ， 
(iz) = ÙC). 因此 
Hs ys p) = exp{— O KOEIE D} G, y, a) 

(40) 





其 中 
ŝa, y, u) = [eG, y> x)dr, 
而 


ACh, y, z) 一 一 一 | — D(x + y — s)]dx> (s), 


函数 - 二 oa) 一 4-G, z) 是 分 布 函数 ,其 特征 函数 为 





s 377。 


4-GQ., z) 一 ee z) 


x epf) | _ Gets — 1)40,(z, D} 
cheff ei ces — DAF Gdh GD 


最 末 一 个 等 式 的 证 明 与 (35) 完全 相同 。 
我 们 考虑 过 程 一 8(z)， 并 且 证 明 


1 —4(à, 1) = [P PLORETI 
如 果 设 czg(*) = H(4z) (T 是 过 程 的 谱 测 度 ), 则 得 
Alas y, 1) = | MG — + y)44-G, ), 


其 中 MG) = | Ca). B Laplace 变换 的 职 是 卷 积 的 Laplace 
变换 , 故 由 等 式 


jeleo Fe naro Sta 


= [aG z) 


p(24, y, zk) = |, (ms 一 5 十 y 

— u)4,4_G., z)d4,4 (Q, u). (42) 
最 后 ,我 们 求 变量 z, 和 7; 的 联合 Laplace 变换 : 

I(z, 2, p) 一 下 os 一 er 
《如 果 r, 没 定义 ;就 设 数学 期 望 号 下 下 的 量 为 0)。 因 为 
n (à, y, z) = Ee Xu >y» 
HOB æ> 0 
1 一 e r= 


° _ rx _ 
í X, >e dy = |. e m dy — < ? 


所 以 
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Ilr, 4, u) = Ee”: 
x +0 f% 

-a | | [Masty 
一 0 0 i 


— u)dyd,g (As s)d4,4(2, u), (43) 

一般 过 程 的 到 达 时 间 和 跳跃 度 的 分 布设 5(7) 是 齐 次 独立 增 

量 过 程 ， 它 的 累积 量 天 (sz) 决定 于 (5) 式 。 我 们 引进 一 个 阶梯 过 

程 名 (o) 的 序列 ， 它 们 的 累积 量 K, 的 序列 收 钱 于 K(z)。 BE 
末 , 对 所 有 4 二 4 二 ` < ts t = 0 Ñi zi, Sm 


Eeo {i 5) 2 S unto] 
= Eco | s (= . am) [En) 一 ZO 
= [> (na — OK, 十 十 zm) 


一 > op {> y an 一 tr) K Cer +- + z) 


iM 


= Eexp i > aED. | _ (43) 
因而 ,过 程 EnO 的 边沿 分 布 收 伍 于 过 程 EO 的 边沿 分 布 。 
现在 设 
(D> 
BB 


EROR 
PUERO >8} < I(T))”E| i — —— 
Ë,G) r 


| - 8 Kple 
IE | gg — aa 


由 于 对 一 切 z, K,(z) — kK(z), 可 见 在 每 一 有 限 区 间 上 K,(2) 一 
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BAT KCO) FA 
sup Pils (1) 一 上 CD > e) 


ILS ba PAES 


<I (aeg! K dzs 


Hm sup P(|# C) — EaD > eS Ch, (45) 


n-o tyt, SA 


其 中 C 仅 依赖 于 e PEE EG) RTF ”一致 随机 连续 

我 们 现在 利用 第 一 卷 第 六 章 $5 定理 5 及 其 注 ， 如 果 fz(x(*)) 
是 @u, (22) 上 的 任 一 泛 函 ,在 该 空间 的 拓扑 中 , 它 关 于 对 应 于 
[0, T] 上 过 程 ECHI WEE mory 几乎 处 处 连续 , 则 fr )) 的 分 
HEAT EC DESA. A nal =sup EaCs)o z: 是 过 程 EnC 


首 达 区 间 (zco) G > 0) 的 时 刻 , 而 7 = E — <. 那 末 由 
上 面 所 表述 的 命题 ,对 所 有 z, mO 的 分 布 收 伍 于 my(o) = supë, (s) 
的 分 布 。 设 Da 
$> s < T, 
pr(s) 一 忆 s>T, 
HEZA HC 对 于 所 有 x* 和 *(，)， 若 存在 和 8 > 0, tË 
x(9) = =, smp au) = r MZE pr(r(x("))) 在 点 +C ) 


连续 ,其 中 z, = inf[s:x(s) = +], 特别 , 如 果 zx 是 这 样 的 , 即 对 
WA eM 8 > 0A Pin = x, nG + s) = =) = 0, W) p+(z2) 
SARAF drr 的 分 布 。 同 样 ,如 果 设 
T, ETT, Y, # r, <, 
n= x= aSr r) = G 

则 可 以 证 明 : 只 要 对 所 有 + > 0, > 0 . 

P{ECT) =x} = 0, Pin =G +e) =r} = 0, (46) 
则 随机 变量 Ya《T) 和 0r(z2) 的 联合 分 布 收敛 于 y ,CT) 和 g(r;) 
的 联合 分 布 ， 所 以 对 所 有 满足 条 件 (46) BJ x > 0 


Him 到 <-i47rco -xD 一 E eTTEDTET D (47) 


L; 
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由 不 等 式 | 
Ee rem D _ p. eeg] 
E < Ele rms _ ot | 
< 2ce-i7P{z > T} < 2er 
以 及 关于 7) 式 右 侧 式 子 的 类 似 不 等 式 可 见 ， 对 于 满足 446) 和 
(47) 的 x 有 


lim Ee 

我 们 现在 证 明 , 对 于 一 切 非 阶梯 过 程 ,条 件 (46) 对 所 有 和 几 

乎 所 有 了 > 0 成立 . 我 们 首先 指出 , 仅 当 5 一 0, |I < o 
BP, PACT) = z] > 0 才 有 可 能 (如果 上 > 0, MECT) 的 分 布 
有 正 态 分量 ， 从 而 连续 ; 如 果 | MG) = +o, M zoo 时 


Í (ez 一 DIC) > 一 oo， 从 而 mE 一 0， 于 是 分 布 也 
连续 )。 下 证 ,如 果 EO 的 分 布 连续 , 则 "(O 的 分 布 也 连续 ， 对 任 
É x > 0 

Pin) = x} = P{n(h) = z) 


+ Ë. PI¿(A) Edy nalh) < xr}P{yG) = x — y} | 


L n 
iri aY 


m Ecua (4>0, p>0), (48) 


< Pina) = z) +| PUG) e ay)P(n() = z — y). 


由 于 使 Pty( — h) = z — y > 0 的 ?的 集 最 多 是 可 数 的 ， 而 
ECA) 的 分 布 连续 ,所 以 上 式 最 后 的 积分 等 于 0 , 故 对 所 有 4 <, 
PnC) = z) < P(x(4) = z). 
令 4 上 0 取 极限 ;对 所 有 :+ > 0 和 所 有 xz > 0 得 
Pía) = z) = 0. 


IH 一 0，| nG) < co。 那 未 。 如 果 过 程 是 非 阶梯 的 ， 
WJ K(z) 可 表 为 


K(z) 一 iaz + | Cei — DHI(2z), 
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其 中 4a 关 0。 如 果 a>> 0, 则 对 zs<m z, + rj, (BI z REN 
程 的 跳跃 时 刻 ) 和 充分 小 的 6 > 0,;G + e) = SG) + ag > EO). 
所 以 ， 如 果 区 间 [0, z] 上 的 极 大 值 不 是 在 形 各 Tis T, T+ Ta, Ë9 
点 上 达到 , 则 | 

Pinle) = xG + e) = zx) = 0, ` 


同样 显然 ， 
k k k 
(De) Ditar 
MESANE 
p Pf Èn) -4 
RA. | 


, | 
Po) 

设 N 是 一 可 列 集 ,测度 厂 的 高 散 分 量 集 中 在 N 上 ; N+ 是 包含 的 

最 小 加 法 群 〈 它 也 是 可 列 集 )， 那 未 。 如 果 x — aT € Nt, WJ 

P{ECT) = x} 一 0, 现 设 。<0， 那 末 


aE) = sup 人 (32-0), 


o<) FE 


AT Pin = z) = 0, x > 0( 因 为 Ë + aty ADARE). F 
是 ,我 们 证 明了 下 面 的 定理 。 

定理 3 如 果 弥 2 是 非 阶梯 的 齐 次 独立 增 量 过 程 , 而 $5.7) 是 
阶梯 的 齐 次 独立 增 量 过 程序 列 , 满 足 


HimEEerrsr — Beito, 


则 对 一 切 x* > 0,21 2> 0, > 0 


Arp 
z £ = Eeer, 


lim Ee 


其 中 rt EIE O 首 达 区 间 Ce, co) 的 时 刻 ,rs 是 过 程 E) 首 
达 区 间 (x, co) 的 时 刻 ， Yz 一 ECZ) — x, Y, 一 Elta) — x, 
由 这 个 定理 和 上 一 小 节 的 结果 可 得 
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Ecras 一 I(r, 2, 2. 
为 此 首先 注意 到 , m.) 的 分 布 收 贫 于 O 的 分 布 (对 所 有 >00). 
其 次 ,我 们 看 到 ,如 果 %(#) 是 非 阶梯 过 程 ; 则 对 所 有 t 
Pin) = z} = 0, 
MARRA: >0,1>0 
limgP (a, e) = lima (PG) < reds 
=a [PUO < sjede = aQ. 49) 
同 理 可 证 
limg®(1, x) = limå [u — Pl{inf ECs) > x} ledt 
n> n >o 0 f 0<;< 
q-(, 2), (50) 
注意 ,如 果 K,(z) — K(z), 而 š i 
Ma) 一 | Tay), MG) = [| nQ),z > 0, 
则 在 函数 M (*) 的 所 有 连续 点 上 M,《x) 一 M(x), BUDA 


-ir 
Ee Kony 
1 x +0 
一 二 | 全 M — H y — aG, AAPA, o, 


如 果 在 该 式 中 取 极 限 , 则 得 (对 几乎 所 有 y > 0) 


-àr 
Ee zX, y? 


5 E | [TMG —s+ y- ujdq-(h, s)d,4 (2, u). (51) 


用 与 由 (42) 得 到 (43) 完 全 相同 的 方法 ,可 以 得 到 随机 变量 rc 和 7x 
的 Laplace 变换 的 表达 式 ; 
I(x, 1, p) = Ee”: 


p x 十 0 fœ 
-4f ,| [MGs +y 


入 J= -o 
一 u) dy dg_(%, s)d,4,. GQ, u). (52) 
现在 我 们 看 到 ， | 
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Ec VU = E (1 一 1 | : ede ) 
D 
= 1 — 1E f eX >ndt 
=] — 1 |; *P{supsC) < z)d: 
sst . 


从 而 最 后 得 
Ilx, 4, a) 一 工 一 q+(4, z) 
一 s 人 人 ce MX 一 二》 
一 xn)dyag_(2， s)d,4 (2, u). (53) 
这 样 ,我 们 证 明了 下 面 的 定理 . 


定理 4 随机 变量 Tr 和 Yx 的 联合 Laplace 变换 由 (53) 式 给 
出 ,而 它们 的 联合 分 布 为 
Pir, <1, Y, > y) = F MEG —s +y 
一 a)R,(ds, du), 
其 中 
RA4, B) = | 94CB, £ — 929-(4 5)» 
而 | 
Q(B »2)=P{ supš( e) € B), 
0-(4,D)=P( DEC) € A). 
我 们 来 研究 分 布 Càs z) 和 9-《4,*)。 由 以 上 所 述 可 知 , 在 
函数 94(4, z) A g- z) 的 所 有 连续 点 上 ,分 别 有 
q4+(1，x) 一 ma; x)> 
q_GQ., z) = mg”Q, z). 
因此 


(edga Cs z) = lim |a a, r) 


J 
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一 imff + | (es 一 1)4F Ge), 


EH FMCG) = PLEO < zj。 对 每 个 

lim |” e7 = DAFP) = |” Ce — D2F (a), 
所 以 对 任意 s > 0 
lim r an (eit — 1)dF P(e) 


n> Je È 


-f dt -u [e far — dF GD. 


s É 

现在 估计 

|| es Dare)| = [EC — tenera. 
设 EG = BG) + BGD, EE SO 只 有 绝对 值 不 大 于 1 的 跳 
路 ,而 BG) 只 有 绝对 值 大 于 1 的 跳跃 ， 那 术 

E|erztoo — 1] Ele”? 1| + El 一 1| 

< [a EEG] + 2P{50) > 0} 
< || El BIO + o(o = oG/ +). 
而 且 这 个 估计 对 = 一致。 故 
im | # e7% r (eit — 1)2F8 (z) = 0, 


E> 0 p —> co 


于 是 ,证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 5 分 布 44(1， x) #l4_(, z) 的 特征 函数 为 


jaa G, z) = exp 从 二 he [es DUFA}, 
feang- (¿, x) = exp 1 u r (ez 一 D4F,()a:]. 


系 1 DH uar) 8 2_(2, z) 连续 的 必要 和 充分 条 件 分 别 
是 
N 一 ce“P{EG) > 014 = 十 oo， 
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k= —uP(E(D < 0) = +e. 


qC, +0) 一 q,G2, 一 0) 
一 ep 人 一 r 二 cxPIECD > 0), 


q-G, +0) — 4-G, —0) 
= epf- L e uP(£(0) < 0)4: L 


系 3 mE ¿(O 是 阶梯 过 程 , 则 4 z) fi g- z) 对 所 有 
zx 连续; 仅 zx 一 0 可 能 例外 . 

只 需 对 非 阶梯 过 程 证 明 系 1, 因为 对 于 阶梯 过 程 ; 系 工 的 结论 
包含 在 系 2 和 系 3 中 。 对 于 非 阶梯 过 程 , 对 所 有 8e > 0, 3 x > ç 
时 ,函数 | 

FL wn — F,(D)]4: 


关于 * 连续 。 所 以 


lm | coszxd, | 


+ cz[l — F,(z)14: = 0, 


因而 








lim | "20 Q, x) 


>o 


< ep 二 lim F 1 e N (1 一 coszz)2P,(x)| 
5 


0 





== exp {Ea a 一 cosgxz )dx F+ e b|[I 一 Fe1az]} 
一 exp 全 | 二 PC > sz 


2 e | 0 并 取 极限 ,得 
Hm | e490, 2) < exp Í— | PEO > ojah, 


系 工 的 充分 性 得 证 ,由 系 2 可 见 系 1 的 必要 性 ， 
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如 果 
人 e-*P{£() > 01⁄ < oo, 
则 qC, z) 是 广义 Poisson 分 布 , 并 且 


nOs 2) = Jo EDN 


k=0 


Ó$ REP x), (54) 
其 中 
e Q) = 全 ce MPL5CD > 0014; Øh, +) = elx); 


Da, z) = p- 1 -up{0 < El) < Yde, 





Xa 
PCa, z) (oa, xz — yP Asy) k>1, 


HH (54) 式 即 可 得 系 2 MA 3 的 结论 。 
过 程 的 上 确 界 ,下 确 界 和 过 程 值 的 联合 分 布 记 
Ë G) 一 ,sup S (s), £O) = inf EC). 


这 一 小 节 的 目的 是 计算 概率 
QU;a, b3 a, 8) 一 Pí; G) > a, E) < b, a < EG) < fls 
其 中 a< <h, a<a<8<5,. 
T,(z, dt, dy) = Pir,€ dr, Y, € dy), x > 0, 
T(x, di dy) = Pi{r e dz, Y; € dy), * < 0, 
其 中 r, 是 过 程 首 达 (一 oo, z) 的 时 间 ，7: = E(z; + 0) — x, PF 
求 的 概率 可 以 通过 通 数 p. MT- 来 表示 ,而 过 程 的 分 布 为 Fax) 
一 P{5G)€ dx}。 我 们 引进 两 个 事件 N 和 3 ， 其 中 EG) 落 
入 区 间 (2, co) 先 于 它 落 入 区 间 (一 2， a), 在 这 之 后 直到 时 刻 z 
ECs) Fi La, 的 次 数 不 小 于 (IFEA < ht <z, 
使 GO) > b, Eln) <a, Eln) >b, En) <a, ME 
El) € Cas 8); WEC) WAKE C— co, a) 先 于 它 落 入 区 间 (b, 
oo) 在 这 之 后 直到 时 刻 z CFT, 纪 的 次 数 不 小 于 k. ifa R. EG) 
. 387 9 


€ (z, f). 那 末 
OGz;a, b; œ, B) = F(a, 8)) — P{W} — P(%; 1, 
而 事件 
At UAn = Bt, k= 0, le, 
表示 在 时 刻 : 之 前 过 程 落 人 [4。co), BD RKE las b), ME 
ECE (a, B)， 显 然 
Pip = fef (e [T das ay) 


s< et] < 
x P_(a — b — yis dhs dy) (b — a — y, dt, dy;) 
X-X Filla — er — yaa Ë — er — Y)» (55) 
其 中 
ao [o Z ONER, 
` U, # 为 偶数 。 
同样 ,对 于 事件 Bx = A UU 有 
P(%;) 一 ff |- -- [r-a diis dy.) 
<<. ak <t 
X Talb — a — yis dhs dya)T -Ca — b — yi, dts, dy) 
X +°. X F,_ ((a — ck- — Yro Ë — Cka — py4)). (56) 
因为 
PíI%@;) 一 P{W} + P Un} 
P{3i} = Pí%z) + PlMtn}, 
mE k — co 时 
P{At} + P(%z)— 0 


GHT EG 没有 第 二 类 间断 点 ， 从 而 门 UA] 的 概率 为 0)， 
: `. k=1 : 
所 以 | 
Piai} + Pi} = >; (一 Di[P{St + PS], 
下 一 个 


于 是 
OU3 ay bia, B) 
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= Flle, 6) — D) C DIPISE + PS), G2) 


其 中 P[%£) A PiS} 分 别 由 (55) 和 (56) 式 给 出 
WR P(B} 和 P{Bx} 的 表达 式 分 别 代 人 (57) 式 , 则 所 
得 到 的 关系 式 将 是 十 分 繁 的 。 如 果 考 虑 QG a, bia, g) 对 :的 
Laplace 变换 , 则 可 以 得 到 一 些 化 简 . 设 gilla, b; cy 8) 是 概率 
Pí(%£) ( 它 依赖 于 7) 对 :的 Laplace 变换 。 那 未 由 (55) 式 得 
gll; a, b; G, £) 


= Í. . | TPC, ITa - 一 b — yis dy) 


X -.-R Ca — cz — Yr — ¿k — YOD (58) 
其 中 | 


rp, A) = [TT Cb, ar, AD, 
9 
TW(a, A.) = (eTa, dt, A), 


R,(A) = f eE F (A)di, 


同 理 可 得 概率 PSX} 的 Laplace 变换 gis a, b; c, 8). 
我 们 引进 核 GP(x, 4) 和 GH(x, 4): 对 于 z€ [b, 0), AC 
15, co), 


GPx, A) 一 (ra — b — r,dy J P(b — a — y, Ad) 
其 中 4A, = {xix + bE AY; mAT re [—co,a], 4CI 一 00,4]， 
G(r, A) = fre — a — x, dy)T9(a — b — y, Aaa)» 


其 中 4 一 te:z 一 ae4j。 对 所 有 ze( 一 co, co)， 我 们 补 定义 
GP(x, 4): 对 x 过 6 设 GPCx, A) = 0, 而 一 般 设 GHCx, A)= 
G%(z, ANEB, co)); 类 似 地 , 补 定义 GQ(z。4)。 其 次 ,我 们 由 
方程 


H? (u, z, 4) = X (x) + GP(x, dy)H (u, Ys 4) 
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确定 CPC, A) 和 G2(x, A) 的 预 解 核 ， 对 于 Jej < 1, H2(p， 
z, A) 可 表示 为 级 数 
HE(p, z ,A) 
=x) + 51 pt F [CRC za) cars A). (59) 
. = 
现在 证 明 , 对 el = 1 这 个 级 数 也 收敛 。 为 此 只 需 注意 到 
GP(x, RZ) = Pre 一 2 一 z， dy)T HL—a—y, [2， co)) 
< Es s= D(a — b — z, (—0, a]) 
< Ee-sEei, , 
《其 中 zs 是 首次 沙 人 (5 — a, co) 的 时 刻 ， 而 tas 是 首次 落 人 
(~, a 一 5) RAI., A% Pirsa 一 0} 一 0, 所 以 Eesi 
1。 因此 swpGP(x, 2) <1; 同 理 supG%(x, 22) 二 1。 如 果 
supG (z, Z) < o < 1, M | 
|- (CPC ao GPG-o 4) < A. 
我 们 现在 看 QG; a, b; a, B) 的 Laplace 变换 
OC; a, b; G, 8) = az a, b; a, p)di, 


Hi (58) 和 (59) 两 式 可 见 
oG; a, b; G, 8) 


= RC Cas 8) — ||rPG, yB, y, aR (G — x, 8 
一 xz) 十 (free, dy)H (1, y, dz) 
x I) (a — b — z, dx)R,( (e — x, 8 — r) ) 
_ (ra, dy HO, y, dz)R,((a — x, 8 — 2)) 
+ Jr, 4y)H(1, y, dz) 
x TPO — a — z, 4z)R((e — x, 8 — +)). (60) 


通过 F,((a, 6)) 和 T(x, di, dy.) 来 表示 Ele) 和 ECE) 的 
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联合 分 布 要 简单 得 多 。 因 为 对 0 二 * 志 a 
P(E) <a, EG) < zy : 
= P{EC) < z) — P{E 0) > a, EG) < 二 
一 Fi(z) — P(z, < z,¿G) < r}. 
(其 中 f(x) = F,((—co, 2))), 所 以 . 
PIE G) <a, SG) < z) 
=P- rasa — GD 
如 果 原 过 程 连续 ， 则 OG: G9 b; Œs ë) 的 式 子 将 大 大 简化 , 这 时 
分 别 有 ` 
TCh, dt, A) =T4Cb, dt, [5， oa), 
T-Ca, dt, AX =T (a, dt, (—co, a])X4Ca). 


记 
|z, as, I, 0) = PPG) 
[eT dr, 00, #1) = FO 
B 
EE a, b; æ, £) : 
= FP Wa — FPG — a): R,((G — cÉ — cO), 
GV, A) = Fa — b — EPCG — aX G), 
Gr, A) = FPC — a — x)É%( — b)X Ca). 
从 而 . 
HP u, b, A) = Xab) 二 AGRO， {sDHECp, b, A), 
即 
W = 4) 
HPU bs A) = GG, N 
同 理 
Q) a = — a) 
H° (a, , 4) 1 — aG?Ça, [ayy . 
由 《60) 可见 
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OG a, bi d, $) = Rilla, 05) | 
__T(0)[R,((a—,8—b))=—T(a—= 2 )R ((e—a,8— a))] 
 1— GP, IP) 
TOOR ((e—a ,8—a))—TPG—a R (Ge—,8—b))] ç) 
1 — Go(a, {a}) | 
RAEEBSSDSE ARERINABE DHE, KIERR 
积 量 为 





: b 2 ° izz — izr 
K(z) = iaz 一 二 村 十 jË. (< 1 一 这 5) MCa). (63) 
容易 看 出 ， 天 (s) 在 半 平 面 Im: < 0 上 是 解析 函数 ,而 对 Imz < 0 


它 是 连续 函数 ， | 
我 们 证 明 E ist 也 具有 上 述 柱 质 ， 把 Cz) 表 为 - 
| EC) = ay + E EG), 
HR EO 是 ¿G) 的 小 于 一 1 的 跳跃 之 和 ， 
> x 0 x 
a = a — E Fr (dx) + L |: 一 na», 
Tü ECD = El) 一 au — El. PPE EO M EO 独立 ， 


Eeit 一 ent Eei OE it, 





而 | 

已) 一 exp [i +z L (e 一 1 一 ¿ss )T(az)]. (64) 
因为 以 概率 1 A EC) < 0, 所 以 对 Ims < 0, Ec ishin 是 z 的 解析 
函数 ， 而 对 Imz < 0 它 是 连续 函数 ， 在 以 点 0 为 圆心 的 某 个 圆 中 

EEO = E > Gay [Ë3(z2)]" 
s=0 N! . 
是 解析 函数 ,因为 由 $1 的 (132 式 对 于 某 个 c > 0 和 0<9<1 
E 1(2)]" < c° ` agt- < eCa — 1)! 
[EG] 2: 4 KEPA 


在 该 圆 内 它 与 由 (64) 式 给 出 的 解析 整 函数 重合 ， 从 而 ; 它 自己 也 
是 解析 整 函数 ， 因 而 ,对 Imz < 0 
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Eei 一 exp{l1K(z)}. 
特别 ,如 果 取 z = —¿u, ú > 0, 则 得 


0 f 
Eeri” 一 exp Ë: É + > W+ j (e 一 








- rs )n@],. (65) 
同 理 可 证 ,如 果 过 程 的 累积 晤 为 
p b 2 S| ir 1 — zr 
K(z) = iaz 一 7 z + r (e 1 I+ = )uG), (66) 
CITERA HRE) M u > 0 
Eeto 


= apf: |- out w+ (e “y 


十 





1+ =) na]. (62) 


仍然 假设 过 程 的 累积 量 形 如 《63).。 1 r, AREKE z 的 时 
Zis HEH a > 0; 如 果 supH) < a, WE t= 十 oo。 如 果 r, < 
+o W EGY 一 ao。 变量 z 对 “单调 .我 们 注意 到 ,对 0<。< 王 如 
在 集 (z, < +0) 上 以 概率 1 有 
Pir, — ra < t| Nnt = Pirsa < z). 
所 以 i 
Ee tp = Ee arratp™ To) 
= Ee tE [eia A] 
— Eer Ee Auco 
= Ee Ee o 
(其 申 设 1 > 0, e -iaom) 一 0), FW 
Ec = expf a B(2)1, (68) 
其 中 BG) 是 1 的 函数 ,对 Rel > 0 它 是 解析 的 ,而 对 Ra, > 0 ë 
是 连续 的 . 
我 们 现在 看 到 ， 
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Ee: = 1 — g,(2, z) = exp{xB(1)}, 
所 以 由 定理 4 
Wa x) 


一 一 BC1) r e EXHIB) Jy = BC) 
° . BCA) + iz’ 


最 后 的 式 子 对 Imz > 0 成 立 ， 回 忆 





izzq ° iaxg 1 = à 
f edq, x) ， j. e*4,q-G, z) = VK 
从 而 , 当 Imz = 0 时 
ea _— 23 .BCD) 十 这 
| 0 一 0) 


该 函数 容许 解析 开拓 到 半 平 面 Ime < 0， 而 且 开 拓 后 处 处 不 为 0 
《由 定理 4 的 公式 知 ， 此 式 左 侧 具备 上 述 性 质 )。 我 们 已 看 到 ， 
K(z) 有 在 半 平 面 Imz < 0 的 解析 开拓 和 。 因 为 当 4 > 0 时 BQL)< 
0, ##K GB(2)) 一 0， 即 在 点 iB) 右 侧 为 0。 记 K. .(u)= 
K(— iu), 


K_(#) = au + " w + F. (e 一 工 一 ju, (70) 


那 末 BO) 满足 
K_(— B@(2)) — 2. (71) 
显然 ， 对 于 所 有 1 > 0， 天 -(z) = 2 ERR Reu > 0 内 只 有 一 个 
解 ,因为 若 不 然 ; 则 (69) 式 右 侧 在 该 区 域内 就 有 极点 ， 
由 天 -(z) 的 形状 可 以 确定 lmEc 一 1 即 Ptr<coj 一 1 
的 条 件 ， 为 此 必须 使 BC1) -> 0t1 -> 0)。 因 为 


ZK- (a) = ë + j. reM) 220 («>'0), 


#k K-G) 是 下 凸 函 数 mE 2— 08 BQ) 20, WYF > 0 
及-(w) > 0. Ak . 


lim 一 Lk G) = 0, 
— x 


“4o 
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容易 验证 
HI(ax) 





lm Lk G@)= +j 


“40o u 


(该 极限 亦 可 等 于 一 oo) t, 如 果 
0 
+j TT = (az) > 0, 
则 对 所 有 * > 0, r, 以 概率 1 为 有 限 变量 ， 这 时 r, 作为 z 函数 是 


单调 的 独立 增 量 (对 z) 过 程 ， 
设 | 


x 
I+ 





àr 





v(a, 8) N a (f z4,F,(2)) dt, 
对 所 有 & > a > 0 函数 ole 8) 有 定义 我们 证明 对 2 > 0, # 
在 imve， 0). 
为 此 先 对 小 的 z 估计 
ja, F(a). 


AEG 是 过 程 SORDAEKT 1 BSERIK Z fi, E= 5 一 š, 
C). BR EG) 有 一 切 阶 矩 , 所 以 


IEZZO) = Exo. [ECOD + POJEO + EO] 
<1 — Pí(z,(2) > 0) + E|#:(2 | 
<1— =“ +EH = o G z). 
记 
oo 一 | 二 | yap G), 
函数 v(x) 满足 下 式 
[=e 20 


BO) + g 
若 两 侧 同 时 对 4 求 微 商 , 则 得 


op -ux _ 1 
|. e “dyi(x) mT k Fr 
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从 而 ,由 viC0) 一 0 得 


vx) 一 TON 
设 @,(2) = P(z, < z}。 那 末 根 据 (《68) 式 


Ñ dy [e Tud DCs) 一 (e “ud, |. Ọ,(s)dy 


-| euL] yd, F,(y)4s. 
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cacz 一 1) = |: edy, 


因此 ,对 于 函数 | yayF,(y) 关于 * 的 连续 点 成 立 等 式 
f £ í $,( dy = +f ydyF,(y). (72) 
该 式 容许 由 过 程 值 的 分 布 来 求 首 达 水 平 = 的 时 间 的 分 布 。 
利用 (69) RR 4-0, z): 





° isx == _— ` _ pl . £zÀ 
本 04-02， z) — K(z) tO 1 — K(z) 
— [7 an ta _ 
1— KR) N “TU KO) 
由 此 得 
| ed Pln) <“ 
o= eK -一 iz r j: eK Ds dy, 
由 对 >* 的 逆 Fourier 变换 得 
P{infé(s) <x} 
d ao £ 
= sO + EN z... G3) 


作为 (72) 式 的 应 用 ， 试 看 连续 齐 次 过 程 5 (2) 到 达 水 平 * 的 
时 间 的 分 布 。 设 


K = la “一 一 一 
(z) tag 2 z, 
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所 以 
el er 
mS 
于 是 8$,(#) Wi 
LD) EAE a (74) 
2rb 


对 a = 0 的 情形 ， 我 们 由 上 一 小 节 的 结果 也 能 算出 £, G), 5-(z) 
和 EG) ARAD, 为 避免 符号 混淆 ,我 们 假设 过 程 EO 的 累积 


R KG@)= —L > 了， 注意 ,这 时 PG) 一 ee, f BG) 决定 于 
下 面 的 等 式 : 
> [BP =a, BQ) = — Va 


因此 
fbG)= < 7 (x>0). 
同 理 
f2G)= en  (z<0. 
其 次 
RilCes p)) 一 | -ev az, 
GOCE, {8}) = G%(a, {a}) = et-a . 
从 而 
ĝl; Gs b; CG, £) | 
=- i -lxzlv 到 一 eb 22 (eV -is-siwi ) 
a 1 — or-20-avV5 


eev2 (el*-e IVIT — e 6-a vI] x- Vi ) ) 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 dx 


1 一 e 25- aya ` 
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WAH rele, p) 8 b — x< > 0, z — a > 0, 


kad 
(1 一 eto 一 >: e PRO-AVIT 
k=0 


所 以 
OG; a, bza, g) 


£ - 
= | fezi YIV21 — ` ; elZ 2k- a) WITT 
“ k=Q 


kad 四 
十 > el-x#-2(b -0 -2B -aVR 7 — > [34 一 一 2 他 一 4]V3 
0 k=0 


+ ce dx 
k=0 


pr 2 
-| l D eT i-ak- VT — 5 oa 


% `k==% k=-% 


所 以 ,利用 等 式 


° 
eT m [L EE ay 


° Afat 





可 得 
0G:; a, b; e, £) 


k 中 
e7 2k —a)]2⁄28 — >0L 4 


1 6 
- = 12 È 
(75) 


53. A! 中 齐 次 独立 增 量 过 程 的 样本 函数 的 性 质 


在 $1 中 ,我 们 研究 了 任意 随机 连续 独立 增 量 过 程 的 样本 函数 
的 一 些 性 质 。 警 如 , 在 $1 中 , 找到 了 过 程 样本 函数 连续 .单调 , 变 
差 有 界 的 条 件 以 及 它们 为 阶梯 函数 的 条 件 ， 对 于 齐 次 情形 ， 这 些 
条 件 得 不 到 任何 简化 ， 本 节 的 主要 注意 力 在 于 轨道 的 局 部 性 质 ， 
当 * 一 co 时 过 程 的 增长 ,以 及 过 程 的 值 集 的 性 质 。 
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样本 玄 数 的 局 部 性 质 ”因为 对 一 切 220, EUs) — EG) 
与 G) 同 分 布 , 所 以 只 需 研究 齐 次 过 程 在 点 0 的 行为 。 我 们 首先 
研究 当 ， 4 0 时 比值 5C2)/1 的 分 布 . 

定理 1 L WRIA EO 的 变 差 有 界 ,而 过 程 的 累积 量 K(x) 


形 如 
K(z) = iaz 十 r. (ez — IN(dx), (1) 
则 f 
,SC -| 
P {im $9 a} = 1. 
H. 如 果 过 程 8(x) 的 变 差 有 界 , 则 以 概率 1 有 
īm O ~ +o, lim ŠG) = 一 oo。 
340 Z 340 i 


证 。 I 对 每 个 5 > 0， 以 (1) 中 天 (2) 为 累积 量 的 过 程 EG) 
可 表 为 
EG) = a + SIG) + ECG + w (2), 
Rh SOGO) 和 到 (六 是 独立 增 量 过 程 ,它们 的 累积 量 分 别 为 


| Ce 一 DH(adx) .和 | (er — 1)n(ax), 


而 ms) 是 跃 度 的 绝对 值 大 于 6 的 阶梯 过 程 。 所 以 对 于 所 有 5 > 
0 和 充分 小 的 z, mG 一 0， 而 为 证 命题 1 只 需 证 明 ， 通 过 选择 
8 > 0 可 以 使 


Hm E), eh E) = EFG) — E0), 


to t 
任意 地 小 . 
显然 
lm Se < iimte 其 中 总 一 2802-9， 
因为 
EG, lt,) = ECHE — ETD] E), 
故 
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ECt,nlt,) 
= Ebon + 2AE) — E2 Ea) = Eae 
Et z, ER FLEE 
te= limts, Ege < Et, = | lelo. 
于 是 
Elin A 2 < ?| ， |x| (4). 
由 于 5>0 的 任意 性 ,由 议 不 竺 式 了 可 得 仙 是 I. 


IL. 先 看 只 有 负 晃 路 的 过 程 ， 不 失 普 遍 性 ,可 以 假设 过 程 的 累 
积 量 形 如 


K(g) = faz 一 多 十 f Çe 一 1 一 zzx)ICdz)， (2) 
其 中 > 0， 那 未 对 一 切 ” > 0 BAKE Y NA r, 有 穷 ,而 ry 
对 ?是 单调 的 齐 次 独立 增 量 过 程 。 设 K.(2) = K(—i2). Wu $2 
中 所 证 


Ee 一 cy20D ， 
其 中 Ba) 决定 于 21= K-( 一 B(4)). 函数 B) 形 为 
B(2) = a2 + Koa 一 1)DCar) (a > 0). G) 


TRA mE 2 — + co B? B(2) 88 5 Ji aa = 0. VR 2 — + co 
时 BG) —co, 那 未 由 (3) 式 得 


= — m = im — 1 m —1 _ 
a= — im B'Q) i RBG ia 


一 lim [e+ 521 + | (el 一 DzzCzo| “一 = = 0. 
因此 a = 0, Tü 
下 cp == exp I y Ko — 1)m(axr) }. 
所 以 根据 命题 1 有 
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P fim ~ 0] = 1, 


yo .3 
从 而 
P fiim Eod 一 +o} 1, 
Rp 
P [uz 52 — +o} =], 


t40 £ 
为 证 明 对 所 考察 的 过 程 | 
P fim Ol 0 


t30 `Ë 


只 需 验 证 ,对 所 有 ”> 0 - 
p [En EW <r} =P Jim O te <o} = 1, 


t40 t 


t40 z 


该 式 成 立 ,; 如 果 对 任意 5 > 0 
P {inf EG + 1 <0) — 1. 


这 样 ,如 果 过 程 的 累积 量 为 (2), 其 中 > 0 是 任意 的 ;而且 
P {iaf EG) <0 = 1, ` 


则 (4) ARY. 
H 52 A (69) 有 
| =a,.a-G, x) | 
= . 4 f . BQ) + z 
一 jaz 2 人 ec 一 1 一 2X x BO2) i 
1 |: + 2 + 人 1 )JHCd )| 
其 中 


g-(4, z) = 1 [+ PfinfsC) < z), 
而 B(A) 决定 于 (3) 式 。 我 们 来 求 1 一 9-(1， —0): 
1— q-G, —0) 一 lim | edga, z) 
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= Jim 2z[B(2)] : 
be 


一 一 |: ++ r (e= 一 1 一 zNa) l 
认为 
lim í | (ex*— 1 — zr)N(dx) 


Bm Z 


— lim | (一 LL z) Idr) 


多 心急 j-i 





> lim C (== — z) nar) = -全 zl (dz), 


Zato J- 


-而 且 当 5 下 0 时 ,最 后 的 式 子 趋向 十 0, 所 以 
1 一 4-(1， 一 0) = 0, 
因而 
| Pt inf ECs) > 0}ds = 0. 
0 Ur < 
命题 得 证 . 
我 们 现在 假设 
IAEE) = +00, fanar) < co, 
那 未 过 程 SG) 可 表 为 
EC = Ee) + Ee), 
其 中 š G) 是 有 界 变 美 过 程 , 而 E.G 无 正 跳 跃 ， 并 且 有 无 界 变 差 ， 
根据 证 得 的 结果 


lim(8(2)/:) = lim(B()/2) + Em) = +0, 
lim(£(2)/2) 一 imi) =. 
t40 f t40 
RARE EO 的 符号 可 见 , 当 
jad +e, (laa) < o 


-4 
时 ,定理 仍然 成 立 . 
最 后 ,我 们 看 
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f'li) 十 oo ， |x| Idx) = +o 


的 和 情形 。 这 时 过 程 GO) 可 表 为 

ECE) == EC) + Et), 
其 中 E, 36 3E BREZ , TI Ele) EARR, EARI EC) HAIL :而 
且 它 们 的 变 差 都 无 界 。 总 可 以 假设 ME > 0, 否则 可 以 分 别 议 
Ë G) + at FA EKE) 一 at. RRE EG) RECO, Ga > 0)， 可 以 设 
EEC) 一 0， 而 不 失 普 遍 性 ， 由 于 以 概率 1 有 


Em EO ~ +0, 


1+0 F 
故 为 证 明 
P {Es + 8D oo) = 1 
t40 £ 
只 需 证 明 , 对 任意 序列 0 


P [īm EK aw >0}=1 (5) 


k->o 


选择 一 子 列 Ings 使 
P [im ECan) =0) = 1, 


k>a fnk 
那 末 ,如 果 
P [m A Cn) 一 Eu] > o} 一 1 Cg) 


W (5) 式 成 立 。 随机 变量 š GO hO, O 相互 独立 ， 所 以 根 
据 Borel-Cantelli 引 理 ,如 果 
EPEC) 一 Elin) > 0) = +0, 
则 (5) 式 成 立 。 而 最 后 一 式 成 立 可 以 由 下 面 的 引 理 得 出 ， 而 且 该 
引 理 又 有 其 独立 的 意义 . 
BIRI 如 果 $(#) 是 没有 正 跳 路 的 齐 次 独立 增 量 过 程 ， 
Es,G) 一 0， 则 


P(š() > 0} > Ł, (7) 
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ME, W 
Eeti = crs, 
其 中 
v2) = Ë + | Ce” —1— xz)mCzz)| 


IK . r. 
(22) = 25% + | (e — 1 — 2zz)IIG4z) 
— 22 + 2 f — 1 — =G) 
+ | 《es — 1}Yn(adxr) f 
<2b2 + 4 K — 1 — zz)Il(2z) = 4e(z), 
因为 对 x* 委 0 有 l 
(e — 1} <" — 1 — O. 


根据 Cauchy 不 等 式 
[Ees# O) Xe, lE) < EOP) > 0). 


所 以 
P(z( 9 > 0] > Ee U Xe (ST — [e 一 1 


Eei groe 


因为 6(0)= 0, (+0) = +0, KFE z EE r = 2, 
将 x 的 该 值 代入 最 后 的 不 等 式 即 可 得 (7) 式 。 引 理 得 证 。 

我 们 现在 研究 单调 过 程 的 局 部 人 性质. 

定理 2 REOG) 为 齐 次 独立 增 量 过 程 ,其 累积 量 为 


KE) = | Ce — nG). 


EK BAAR g(x) Hro E X. zG@0)= 0, >x >B 
g(x) > 0, 而 且 g(x) 连续 , 单 增 , 并 满足 

Blr + y) < gG) + gG). 
那 末 : 


。 104。 


1) 如 果 
N g(x)H(dx) < oo， 


w 
P {ip E 0} =, 
2) 而 如 果 
N gx)NI(dx) = +00, 
则 


P [lis š GD +o} 一 l. 


Wr. 我 们 券 直 陆 机 突 量 序列 
nn = 2"g(£(2 52), 
并 证 明 n, HARA, PXE Rma 
E(naltms na- ) = En |Q) 
= PEUGEOT) 


-2 D Efe (E (E) -e ()|se->] 
> 2"g(E(27")) = nx. 
对 情形 1) 
En, = Eg [E(27°)] = 2°Eg (|? >—"(a), 
其 中 n(A) 在 长 为 :的 时 间 内 落 入 4 的 姚 路 的 次 数 ， 所 以 
En, <2°E r gx) ps(dr) = N gdr) 
(Ev(dr) = z#T(d4x)), 


而 由 第 一 卷 第 二 章 $2 定理 1 可 知 ,以 概率 Elim. 由 于 当 
1/2" 过 1 二 1/2" 时 


> 





2g) < EED < 2'g(8(2-"+)), 
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即 
>" < gG) < iais 


则 以 概率 1 有 
lm EEO) < ylmn,, 


t40 


Üm EW) < +o, 


t40 


现在 我 们 选择 函数 s0), 使 之 满足 定理 的 条 件 : 


Í si(xz)ICdz) < oo, 


且 
Fen — +o (z | 0). 
那 末 
Ez LEO < Leo, 
t40 £ 
从 而 
Tm LE n Tr LEO gE)) _ 
no a rto gCEG)) +: 
命题 1) 得 证 。 


现在 我 们 来 证 明 命题 2)， 记 
[na — wx. 
IE x, 满足 g(z,) 一 2 8(1)， WR 


Í gx)dM (z) = >; [ean (x) 
< > yD [M Cen) 一 M(z,)] 


一 esCD|wCD + >: = p= Meo]. 
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从 而 
> MG) = +o, (8) 


n=l 


以 sb 表示 事件 : SEIO ERR |- 
KK 


io E| HOREKT x. 
P{u,} = 1 — exp e uGl. 
事件 独立, 而且 由 (8) i 


> PU} = 5 È — erp [zir MG] = 4+0, 


n=l s=1 


因此 ,在 事件 A 中 有 无 穷 多 个 事件 出 现 ， 如 果 sp 出 现 , 则 


E> (e)no. 


Em2"g(E(2=)) > g(1)> 0. 
取 & 使 定理 的 条 件 成 立 : 
[a nc) 一 +00, 6) > +o0 (z | 0); 


gG) 
可 见 


因此 





CD) jo LECI) gz LGC 
ase 27 mse BGE) == 27 


im LEC 一 )) .er(1) 一 
> im ge) EOT +e. 


最 后 注意 到 


i140 n>n 
定理 得 证 ， 
我 们 给 出 一 个 定理 ， 可 以 利用 它 来 估计 任意 过 程 的 局 部 增 
长, 


a (07 * 


定理 3 REO 是 齐 次 独立 增 量 过 程 , pG) 是 一 连续 的 非 负 
递增 函数 ，x6 [0, 1], 满足 下 列 条 件 : 
plu) a| 一 0， 
ple) 
b) 对 任意 > 0 存在 e, > 0, 使 
P(š(2) < —sg(0)) < 1 — a, 








a) limsup 
“il # 


那 末 
D 如 果 |. PEGO > plD}ar < eo, Bl 
£O) = 
P fiim £). A <1} 1; 
2) 如 果 | EPOS gtD}de = oo， 则 


P ftim s > =i. 


我 们 先 证 明 一 个 简单 的 引 理 , 
引 理 2 设 5,5 ns …, 5» 为 独立 随机 变量 和 ， 对 所 有 
P{S, 一 Si 二 一 cj 二 1 一 g。 那 未 对 *>0 


Plsups, > z+ e) < 二 P(s, > z). 
引 理 的 证 明 是 简单 的 : 
Pí(supS; > z+ c) 


= DP{S < x+ es, Sia S x + c, S; > x + c) 


£ ， 
< DPI Srte Sia Sr +e, 
i=1 
S;> x + c, Š$, — Si > —e} < 1 p(ç. > x). 
a 


证 明定 理 3， 利 用 引 理 2 和 过 程 EO 的 可 分 性 ,由 条 件 b) 可 
见 , 对 a 过 1 
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P {sup ECG) > (1 + 2e)plat)} 
< PEO > Q + OPU) 


其 中 dt 之 1 <ak 选择 < 离 1 充 分 近 , 使 
(1 HepCat) > plt), 
那 末 
P {sup §(s) > (1 + 28)p(at)} 
0 <+ <ak 
< as) ELRO > pO, 
从 而 


s P {sup ECs) > (1 + 2e)glat)} < oo, 
人 << 


因此 , 忆 概 率 1 从 某 个 & 起 ,对 ASS A 
EC < (1 十 2g)p(o%k) EI + 28) + eple). ` 
所 以 以 概率 1 
lm G) =< (1 + 2e)(1 +e). 
:10 pke) 
由 8 之 0 的 任意 性 ,命题 1) 得 证 。 
现在 证 明 命题 2)。 首 先 证 明 ， 对 任意 > 0 存在 5> 0， 使 
0<1— a—< 5 I 





>)P{ECo) > (1 — sdla} = +o, (9) 
k=1 . 
设 ott < 上 < ak, BWRW e 满足 
PCat) — platt) < E gCat), 
则 
PLEC) > (1 一 8)9p(at)} 
> P{E G) > POPLE) — EO > (1 — sp) — p} 


> P(E > pP EC) — ECG) > (1 — e)e(at) — ge(aktiyy 
> P(£G) > eG2) 
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x P fegt) — 5() > 一 TER — (pe) Phe) 





plat — ott!) 
x plat — D | > APLE > PO; 
ani PEO > GO 


>a L PEO > pjd. 
1J—a JS g 





所 以 
> PS(ob > (1 一 e)e(ab)) 
> as 人 L P{EC) > pG) jdt = co, 


因而 ，(9) 式 成 立 。 
H (9) 可 见 , 对 任意 六 存在 ,使 


> P(š(a*Nk) > (1 一 8)9(o 4)] = co, 
H+ 








P| (8) (EE) =a- sess] 


= PAEH > G — epla) }, 
而 且 对 于 不 同 的 《， 事 件 
EGSR EGE) een] 
相互 独立 ,所 以 在 它们 之 中 以 概率 1 出 现 无 穷 多 个 事件 ,于 是 以 构 
3 1 存在 序列 如 ， 使 
(E5) (E> 0 pla), (10) 

















l—a 1 
不 等 式 (10) 导出 下 面 的 两 个 不 等 式 之 一 : 
(2 ) > (1 — 2e)pCa Nta), GD) 
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( ai+Nk +Ñ 


(r) < epla), (12) 


我 们 证 明 , 可 以 选择 k 趋向 无 穷 充 分 地 快 , 使 与 (12) 相反 的 不 等 
式 对 无 穷 多 个 如 成 立 。 那 末 对 这 些 PODANY. RIE kn 


使 
. l atka | tN 
ti ( ) 一 0 
oo gl al Nka) š 1 — aN 


(H2 limgC) 一 0， 故 这 是 可 能 的 )。 那 末 , 自 某 个 >” 起 














| e (EE) < Z parma), 09 
我 们 考虑 事件 | 
EEES (> tr} an 


<l, l 





这 些 事件 相互 独立 ， 而 由 条 件 b)， 


ltNkotN gitNkntitN 8 i 
P (Ta) (u )> g ee] 











= P f Gii 


aN - [1 一 ao-toro]】 
>— E g(a} > wa > 0, 
所 以 在 (14) 的 事件 中 出 现 无 穷 多 个 。 但 是 对 于 使 (13) 和 (14) 
的 事件 出 现 的 ke 有 
(> eens, 


即 出 现 (12) 的 对 立 事件 ， 因 此 就 证 明了 ， 存 在 使 (11) 成 立 的 无 
O DÈN (k). 由 定理 的 条 件 a) 知 ,存在 NN， 使 


(1 — 2e)p(ai a) > Q — 30)p ( 225). 


如 果 NN 已 如 上 选 定 , 则 由 (11) 式 得 








. 41l» 








i I+Nk, \ | -1 itNks 
E| (E E 
>o 1 一 aN 1 — aN 


nes a -一 


因为 >0 是 任意 的 , 故 由 此 得 命题 2)。 定理 得 证 。 
Ë 1， 对 于 对 称 过 程 , 由 于 


PiE <0} < > 


条 件 b) 自然 成 立 . | 

注 2， 显 然 ， 如 果 把 命题 1) 和 2) 中 的 积分 换 成 从 0 到 4 的 
积分 ， 则 可 以 设 pO) 为 任意 区 间 [0, a] 上 的 函数 ,并 且 在 该 区 间 
上 满足 定理 的 条 件 ， 

定理 4 (局 部 重 对 数 定律 ) 如 果 5(2) 是 Wiener 过 程 ， 
DEG) = z, MI | 





P T e] = 1. 
ie naya + 
i 
证 。 只 需 考虑 b 一 1, a= EC) = 0 的 情形 。 那 末 , 取 
O= 0+ Yon, 





有 . 
P(£(0 > (9) = — [zo e-ga 


NEPRE 
< 1 Vz eat 
V2r PC) | 
—G+s)3 
= —-FPAƏ Y |[<=In +) ”- 


0 + e)in in L 
£ 





— 


所 以 对 充分 小 的 8 > 0 
| 二 PSO > wja < oo, 
其 次 : 当 上 一 0 时 
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PL5CD) < —eq()} <— > 0, 


g*p(2) 
因此 
P 加 — ° < | =1 
t40 ° 
Pa + ge)iln ln ” 
由。 > 0 的 任意 性 得 


P ¿i 


t40 
ua 1 
' i 


对 4 < 1， 我 们 从 下 侧 估 计 概 率 
了 n ln 1 
GO) > afen 1 - l. 





有 
oa A+ / nln 
Lf eT Rdy > = | +Á V2In1 to Agy 
27 1 Valnln3 ~Ir 1 Valn1n 1 





A 
之 — exp F 1 (a +4 Ja» nm 二) 
~Ir 2 t 


A exp 万 26 + AFinin A, 
a t 








这 里 只 要 求 nam in 二 >>1, 选择 A 满足 V1 十 AP 一 y 过 1， 
那 未 





P O> umu 了 | > C 


w 
t 


:1 
| P EO > aan ln Lla = 十 co。 


从 而 





4“413， 


所 以 对 一 切 1<1 


eagai 
t40 1 


由 此 得 所 要 求证 的 。 定 理 证 完 . 
对 于 ce [1, 2), 我 们 研究 只 有 人 负 姚 跃 的 稳定 过 程 增长 的 特 
点 ， 这 类 过 程 的 票 积 量 形 为 








Kæ) 一 -elal*(1 一 ;下 ol a)), (15) 
z 
其 中 
tg Zea, # “= 1, 
2 
w(z, a) = 2 
za lel # <= 1, 
对 1 一 cc 一 2 
K(2) = — —“ [sl (eos Za + isi a) 
cos— æ 2 lel 2 , 
2 
= (iay, 
x 
cos— æ 
2 


所 以 对 于 所 考察 的 过 程 , 若 设 c = 一 一, 则 对 Rez > 0 # 


cos -一 C 
2 











Ece 一 exp{ cz°}, 
因为 对 Rez >00 右 侧 为 解析 函数 (关于 这 一 点 见 $2(65) 式 )， 我 
们 有 Esta 
a = exp{ -zp + cz"), 


设 zo 是 一 sqp + catz 的 极 大 点 ， 那 末 


1 
Gc, 


P(¿G) > p} < 
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一 20p + cizi 一 一 = 1 cto (过 jA 一 — wle p). 
所 以 | 
P(¿G) > p} Een, 
我 们 现在 从 下 侧 估 计 这 个 概率 . 
P(£G) > ol 一 N = | e7 Ddzdr, (16) 


由 于 对 Rez 之 0 EA KC) 的 解析 性 , 在 最 后 的 积分 中 可 以 换 元 
z = —¿t + z', 其 中 (o > 0, Imz’ = 0. 因为 当 |z] — ç 时 
exp{— uox + iz'x + 大 (一 ze + z')1 > 0, 

而 在 任意 有 穷 区 间 关 于 w KAEA i (16) 可 化 为 


P{E Ce) > p} == = r 人 eortisztiK(-igot WIxdy 
m Jo J 一 om 
= 1 r eine eiK(-itota da, 
Z0 t — iz 


2r 
TT 代 人 该 式 ,并 注意 到 K( 一 js) = cu?， 则 





# Wo = 5) 
得 
PLW > p} 


== 1 e (t, r 
27 





exp {izp + [K(—im + z) 


-0 Uu 一 iz 
一 天 (一 各 0)] Tadz。 
令 Z = UY, 因为 tap 一 G ¿ut 则 
izp 十 #[K(—¿m + z) 一 天 (一 zzo)] 
= cit [(1 — iv) — 1 + aiv], 
若 对 较 小 的 "利用 关系 
Gi) — 1 + aiv — + oCo), 
HART c; 利用 
Re[(1 — iv) — 1] < —L|] |°, 
则 可 以 得 到 : 对 mm 一 ç 
e 4415 ° 





L F- 1 - aplant — i) — 1 + iv] yav 
2x J -~ 1: 一 
~tl | exp d- a(a — 1) YI i dy 
2x J-e 2 
— wt 2) . 
- G ? 


因此 ， 存在 co, EH wC, p) 充分 大 时 成 立 不 等 式 
clwlr p) ie wn < PEO > o), 
现在 设 a 一 1， 那 末 


Et) 一 exp I: zin s} 
x 





如 果 取 使 — zp + zei zlnz 取 极 大 值 的 >， 即 


Z2 一 1 


z e? , 
并 且 设 
— zp + 2ct 
则 仿照 1 < a< 2 的 情形 可 以 证 明 ,对 充分 大 的 w(:, p) 不 等 式 
c [o (z, pp We wor < PE > go) Sen (17) 
成 立 ， 对 任意 。 > 0, 由 估计 (17) 容易 得 到 


F+ P{E( > (1 + s)o(2))d: < co, 





一 2c! -1 
goln zo 一 — eb = —¿“@(t,g), 


人 二 PE > GE 一 ep]a = o, 
这 里 只 假设 p) 满足 方程 
w(t, 9g) 一 lnhn L, (18) 
注意 ,由 引 理 1 
1 
P(¿G) > 0} 之 TE 
所 以 可 以 利用 定理 3， 由 (18) RE pO 的 值 ， 最 终 得 下 面 的 定 
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定理 5 如 果 sz) 是 只 有 负 跳 跃 的 稳定 过 程 ,指数 ce [1,2)， 


P [im o EG) un 1}-1 -1 


240 pz) 


其 中 





a(a— 1) < ` Gaun +) T # 1 <a <2, 


2et 1 i 


= ln 


注意 ,对 一 1 函数 


pn) = Z 二 +Š ln In in ~ + In z); 
x # x 2c 


žr 10 时 ,定理 中 所 指出 的 训 玫 等 从 于 pCi). 
最 后 我 们 再 证 明 一 个 定理 , 它 属 于 A. A. Xmm. 
定理 6 WR EO 是 不 包含 高 斯 分 量 的 齐 次 独立 增 量 过 程 ， 


ple) 一 
F a=], 








则 
P vim -上 ED m 0b 1. 
t40 . 1 
E 
z£ 
证 ， 不 失 普遍 性 ,可 以 假设 EG) 的 方差 有 穷 。 记 
gp( 人 一 人 Willni| , 
因为 


PEWO] > ep} < O ss 0, 


故 根 据 定 理 3 只 需 证 明 , 对 < < 1 my £ > 0 
| PU: > spa < c 
k F'(O 是 与 Ez) 独立 同 分 布 的 过 程 ， 那 末 
Pí|š(2 — E| > egle} 
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> PLEG] > 2e PLEO] < eph} 
_ DEC) 
> P{ |E) | >2eple)} (1 O 
所 以 ,可 以 假设 (O 有 对 称 分 布 。 设 
Eci 一 exp K(a)Y, 
其 中 


K2) = [Ces — Difl(az). 


把 5o 表 为 独立 随机 变量 的 和 : “(O = EO 十 5(z)， 它 们 的 特 
征 函数 为 


, 8 
. Eeisé) 一 exp | jí (eosax - DIC}, 
Eci 一 exp { z í (coszx 一 DCzz)， 


其 中 =O= W 
gG) 


PLEO > sp} <P {IROI > Eg} 





. g 
+P flal > GO 
以 下 证 
人 P IROI > ON <o, k=1,2, 
若 设 z 一 了 侍从 , 则 对 一 1 有 
8 
P TROJ > Zao} 
= 2P fec) > x10) < FROR gO 
= exp |- > zp) + | (chzx 一 Dnar))} 
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< exp {— Ere af (ar D, 1) ncar))} 
< exp 全 rg). + re en(dr)}. 
若 取 了 满足 全 -一 e>1， 则 得 


P IROI > O) =0 ([" 1J”). 


所 以 | 
[+ P {iaol > p00) d: < co, 
其 次 | | 
P fial > ZeD} 
一 2P lac) > TO) 


G 
<—. P(z,(z2) > x}dx 


元 — |. e 


€ 
1 一 cosz — ple) 


3 (1 — Eci )dz 


2 





8 E 
] — cosz > pCe) 
< so | i L, (1 — coszx)II(az) 


mk 一 coszx) (1 一 =e) da 


g? 


利用 等 式 
| — es22) or 一 rminf |a|, |b|}, 
s 
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P IROI > SO} 


< O |? Maz )min fll, eW} 





4 (70 
= Ep) j. zJI( dz) + 2: | 


最 后 我 们 看 到 


- H(dz)., 


y? 人 





2 
f f I(dx)dt < í | naya 


一 | diII(dx) = j. Idx). 
定理 得 证 ， 

过 程 在 无 穷 的 增长 ”局 部 增长 定理 和 在 无 穷 增 长 定理 十 分 相 
近 。 然 而 在 这 一 小 节 我 们 把 主要 注意 力 放 在 局 部 增长 所 不 具备 的 
ERE. 

我 们 先 看 单 侧 有 界 的 条 件 。 

定理 7 过 程 ¿GOD 以 概率 1 有 上 界 的 必要 和 充分 条 件 是 ， 对 
某 个 c > 0 和 一 切 x> 0 成立 不 等 式 


r: PEG) > z) dz < co, (19) 
证 ,如 果 EtG) = supi(O), MUH $2 定理 


1 [euE 0 
0 





一 eff e” r (e= — DJP{1SCDe dx}ds). 


i 


我 们 假设 存在 sups(z) = š, BR 
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t-m 


Et = limšt(0), "Ec = limEc-*t0, 
f >o ; 


Eet ~ lm 4 | e ME tO q, 
0 


= exp IN 1 r (e= — DP{s() dejas}, 
由 对 z > 0 该 式 右 侧 不 恒 为 0, 故 (19) 式 成 立 。 
现在 假设 (19) 式 成 立 。 我 们 证 明 
Ñ L N (z = — 1)P(£ÇGO) € dr}as 
有 穷 ， 为 此 只 需 证 明 | 
N 二 | zPí£(¿) € dr}at < co, 


在 52 中 推导 等 式 (72) 时 曾经 证 明 
| PLE € dr) = o (VT). 
所 以 
r L | zP{#() € dx}ds < co, 


FE, 8 U Bs E 
j: P(£(20) € E}dt < co, 


为 此 只 需 验 证 ,对 所 有 5 > 0 


° oo ° b ` 
[ | e *ePí(E(O e dz) d: = | TE te d: < oo, 


而 
co El 0 de (° e-2 da 
E E [e "Ja Í e 
于 是 只 需 证 明 . 
~ de æ pK- = dz 一 oo. 
fi z |. f M26 
由 于 对 几乎 所 有 z Reke) < 0， 经 变更 积分 顺序 得 
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t 
Š 
É 5 dx je 
一 避 


Vinb 1 t 
= | — 5 da |: oe du 
=œ A/ 2xb -ReK(z) t 
< 8 P — 2 <o, 
de Varb ls n 
因为 对 某 个 8 二 0 
—ReK (r7) = 2 sia: z H(ay) > ez, 
并 且 当 x 一 0 时 有 | 
` | e-u du ~ 2ln 1 
ez? u z 
定理 得 证 。 


对 于 只 有 同 号 跳跃 的 过 程 ,我 们 来 研究 随机 变量 št 有 界 的 条 
件 及 其 分 布 。 设 过 程 5(7) 的 累积 量 为 


2 0 ñ 
K(=) = iaz -2 + (e= 一 工 一 =) H(ax). (20) 


在 82 (Jl (71) 及 以 后 各 式 ) 曾 证 明 , 量 多 (过程 首 达 水 平 ? 的 时 
刻 ) 以 概率 1 有 限 的 必要 和 充分 条 件 是 


|. x ( ) > 
a U 2 II dx = 0, 
—% i + x 








从 而 ,在 
a 十 | a - H(d4x) < 0 


的 条 件 下 ,随机 变量 Et 以 大 于 0 的 概率 有 限 。 因 为 
P(#t = +oo) = P{r, < oo}P{E+ = +00), 
WH Pí(;t = 十 oo = 0, : 
由 等 式 
Pitry < °) = Pi{st = x + y} = Pir, < œ}P{r, <} 
得 


° 422 。 





Pí(£#t > +) 一 ct 

DR kW RITAM $2 的 等 式 (70) 和 (71)。 显然 
Pí¿+ > z) = Pir, < +0} = lm E "6 = lim e=, 
设 B, 是 方程 
K_(B.) 一 0 
的 正 根 。 由 天 (0) < 0,K.(0) = 0 URH u 一 十 oo 时 天 (Co) 一 
十 co 可 知 , 该 正 根 存在 。 因 为 Kilu) 2 0 G > 0)， 所 以 这 个 根 
唯一 ,而 且 
<0, 若 u€ (0, B), 
Kwf >0, # u >B. 
因为 对 2 二 0,， 一 8(4) > 0， 所 以 当 % 1 0 时 一 BC) 一 Bo 因 
I: k= Bo, BREDE K (k) = 0 WER. 
我 们 现在 来 求 随机 变量 所 一 inf EC 的 分 布 ( 容 许 5 取 一 o0 

为 值 )， 因 为 _ 

Ez =: = lm, 
其 中 

i 
故 由 52 (69) 式 可 知 
Eci — lim — 4 . PA) t iz 

aso 2 — K(z=) Ba) 
如 果 当 1 ] OFF BG) k, MEARE z 0, Ee 一 0, 但 当 
ERR E = 一 oo 了 时 这 是 不 可 能 的 ， 我 们 假设 对 4 0, Ba) 
0， 那 末 , 考 虑 到 

1—K_(—B(1)),  K(z) = K_(iz), 

并 且 把 is 换 成 x(z > 0)， 则 得 





Ee” = lim — K-O BUD _. BM +iz 
130 KÈ(—BG)) — K_(2) BO) 
由 下 面 的 定理 9 可 知 , 当 
a 十 l. I 二 H(dx)<0 
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时 ,以 概率 1 有 二 一 一 oo。 而 若 


， o ‘2 f 
K (0) = a+ F. I} e Idx) 之 0， 
则 


Es = KAO, (21) 


这 样 ,我 们 证 明了 下 面 的 定理 , 
定理 8 ”如果 过 程 的 累积 量 形 如 (20), 而 且 


0 x" 
Y == a + | ra I(ax), 





则 对 7 二 0 
P{ġt = +œ} =0, P(¿` = —co) = 1, 
 Pí£t <x) = 1 — e", 
其 中 万 是 方程 K(X) = 0 的 正 根 ;对 7 之 0 
PE = —c)=0, Pt 一 十 co) 一 1， 
随机 变量 E 的 Laplace 变换 决定 于 (21) 式 ;对 7 二 0 
P(š#- = — œ} = Pí(št = +o} = 1. 
现在 证 明 齐 次 独立 增 量 过 程 的 强大 数 定律 。 
定理 9 如 果 对 齐 次 独立 增 量 过 程 EG) 存在 E:(1) (ŒC) 
亦 可 取 十 oo 或 一 co 为 值 ), 则 


P {i tO EOD) = 1. 
证 。 由 随机 变量 的 强大 数 定律 ( 见 第 一 卷 第 二 章 $3 的 命题 D) 
可 知 ， | 
P {lim + s(n) = EzG)| 


-P fim © EQ + D — 801 = EOD} = 1. 


所 以 为 证 明定 理 只 需 证 明 
P fiim sup BG GL oi, 


seso ngia 
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该 式 成 立 , 如 果 对 任意 8>0 
DP! sup, 18G)— (| > en} 
s=] <s+1 


= > P{supl EC) | > en} < oo, 
mF e > 0 满足 条 件 : xO <: <1 
PIOI > ¿1 <>, 
则 由 引 理 2 | 
. P {sup |8(0)| > sn) < 2P(18(1)| > en — e} 
(实际 上 我 们 用 的 是 引 理 2 的 连续 型 ,由 上 (z) 的 可 分 性 知 这 样 做 是 
可 以 的 )。 最 后 只 需 注意 到 


Z PLECI > sn — e} 


~ SpED +e> <ElD+. 


定理 得 证 
系 如果 EO) 存在 , 则 当 EEC) > 0 时 
P{sup (2) = +o) = 1, 
而 当 EC) < 0 时 
Pi{sups (2) < +co) = 1. 
下 面 的 定理 表明 ,;, 当 EEO 一 0 时 , 过程 是 振动 的 ， 它 可 以 取 
任意 大 的 正 值 和 负 值 。 
定理 10 wE EG) 是 齐 次 独立 增 量 过 程 , 而 且 EEC) = 0, 
则 
Pi{supé (2) = +o} = Plinfé() = — co) = 1, 
证 。 只 需 证 明 | 
了 (sups(2) = +o} = 1, 
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对 于 过 程 设 有 正 ( 或 负 ) 跳 跃 时 ， 这 在 定理 8 中 已 有 证 明 。 对 于 一 
般 情形 ,我 们 把 过 程 表 为 两 个 独立 随机 过 程 之 和 
EG) = EG) + EG) 
Erh EG) HA ERR EO) RARE, ,而 EEC) = Ez,G) = 
0。 如 果 以 概率 1 有 5,(z) 一 0， 则 由 定理 8 可 得 该 定理 的 结论 ， 
而 车 s G) 以 概率 1 不 等 于 0， 则 
Plsup&s(#) = +0} = 1, 


从 而 由 定理 6 
r L PLEG) > zl = +o (x>0),. 
由 引 理 1 
P{EG) > x} > P(š,(z) > 0)P1z,(z) > +) 
> 去 PLEG) > x). 
因而 
[TL PLEU) > zw = +00 (x > 0). 


这 样 * 由 定理 7 即 得 该 定理 的 结论 。 


$4. 有 穷 维 齐 次 独立 增 量 过 程 


在 这 一 节 我 们 研究 取 值 于 农 ” 的 齐 次 独立 增 量 过 程 。 这 类 
AE EO 的 特征 函数 形 为 
E 52) 一 exp{sK(2)} 


= cp |as z) 一 n (Bz, z) + [Ga 一 1 
_ ilse) Y nx i 
1 + E) nCa |} O) 
其 中 z€ A”, 而 (z，y) 表 统 ” 中 的 数 积 . 在 (1) 式 中 , ae 2”, B 
是 雪 ” 中 的 非 负 对 称 线性 算 子 , 测 度 卫 定义 在 Bord 集 上 :而 且 
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f E | z- (dx) < oo。 


象 一 维 情形 一 样 , 我 们 称 式 (1) PERAK 为 过 程 的 累积 量 ; 
它 完全 决定 过 程 的 边沿 分 布 。 我 们 假设 所 考察 的 过 程 是 可 分 的 ， 
因而 无 第 二 类 间断 点 。 假 设 过 程 的 样本 函数 是 右 连 续 的 。 
与 齐 次 独立 增 量 过 程 上 9 可 以 唯一 地 相 联系 一 个 如 下 形状 的 
齐 次 马尔 科 夫 过 程 {.F NP) F HÉ rnEeE) 
x 的 函数 的 集合 ,其 中 * S0, re A”, EC) EIE ECG 所 有 可 能 
的 样本 函数 ; .人 是 用 通常 方法 定义 的 含有 ,多 -中 所 有 柱 集 的 最 小 
5 代数。 对 任意 柱 集 4e .人 | 
P,(4) = P(z + E(-)€ 4) RO 
《 右 侧 的 概率 与 过 程 8(z) 定义 在 同一 概率 空间 上 )。 至 于 说 该 过 
程 是 齐 次 马尔 科 夫 的 ,由 下 式 可 见 : 
P{x 二 Et 十 Ed u <s} 
= Plx + ECs) + EG + s) — ECE AJEG, u < $) 
= P(y + ¿G + s) — é(s)€ A tyz) 
= P{y + ¿(€ Aly=s+t = Ps{x(z)€ A} 
《我 们 用 到 如 下 事实 : Xu < +, EG + £) — EC) 5E) 独立 ， 
而 EG + s) — £G) 和 #7) 同 分 布 )。 与 该 过 程 相伴 随 的 半 群 了 
在 有 界 Bored 函数 上 定义 如 下 
TAO = E..J(zG2) 一 下 Kx + EC). (3) 
它 有 如 下 优点 : WS, EZ LEBAT 
S,!(z) = f(x + a), 
其 中 多 是 定义 在 RA” LIAR Bord 函数 的 集合 , 则 
TSf(*) = EfCe + a + £(2) 
= SEK + EG) = STi), 
也 就 是 说 T, 和 任意 推移 算 子 S, 是 可 交换 的 。 结果 表明 ， 对 每 一 
具有 该 性 质 的 马尔 科 夫 过 程 ， 都 有 一 充 次 独立 增 量 过 程 与 之 相对 
应 ,而 且 它们 的 分 布 以 (27 式 相 联系 ， 如 果 在 概率 空间 { .多 -， N, 
P) 上 取 一 过 程 x(:)， 即 可 得 上 述 过 程 。 至 于 它 具 有 独立 增 量 并 
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且 是 齐 次 的 ,下 下 列 等 式 可 见 ; 
E,[fGG + s) 一 区 5)) -7] 
= E,[f(zG: + s) — oO) Silar = E, [fz G) 一 0) les 
-= E xoS-af Ce) laero = T,S_,f EDIFI | 
= S_,T,I (z,) | =。 f 
对 一 切 se 弦 "”， 如 果 马 尔 科 夫 过 程 的 伴随 半 群 与 算 子 S, 可 
程 在 一 定 意义 上 等 同 于 时 间 和 空间 齐 次 马尔 科 夫 过 程 〈 它 们 的 区 
别 在 于 ,前 者 为 一 个 随机 过 程 , 而 后 者 为 过 程 族 ; 不 过 这 个 过 程 族 
可 以 用 上 述 方 法 由 前 一 个 过 程 构造 出 来 )， 
预 解 式 ， 特 征 算 子 和 生成 算 子 ”我 们 看 与 独立 增 量 过 程 相 联 
系 的 马尔 科 夫 过 程 的 预 解 式 《以 后 我 们 就 称 它 为 原 过 程 EO) 的 预 
解 式 )。 由 (3) 式 有 


RAC) = | PEG + EO), 
W FG,A)= PO) 4) BRO O 
RA) = | fx + Fy), (4) 
其 中 
F(A) = | FG, Aya, (5) 
最 好 是 由 变换 函数 Fi(4) Fourier | 
XORA ODE). 
给 出 Fi(4)。 由 (5) 式 得 
Plz) 一 N eE eKO de = n -4 2 (6) 


象 一 维 情形 一 样 , 对 于 1 > 0,8,(z) 是 无 穷 可 分 分 布 的 特征 函数 ， 
因为 





; ç eE — 1 
Ë, lz) = ep 人 一 -一 一 一 一 - d}, 
0 £ 
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at eK) — 1 
D, = lim exp — dt 


z \ 
oo „—Ai ttK(s) oo 一 人 
= limexp W “ dt 一 | < de}, (7) 
s>0 è £ s [4 








由 函数 “中 的 正定 性 知 函数 |” 1 1 auen 正定 。 复合 函数 


exp{ (2) — @(a)), 其 中 人 BCz) 正定 ,是 无 穷 可 分 的 ,而 且 无 穷 可 
分 的 函数 的 极限 也 是 无 穷 可 分 的 ， 由 Pl) 的 无 穷 可 分 性 知 ， 存 
在 ais B, 和 H, 使 

Dl) = exp{K(z)}, 
其 中 


K(z) = iCar, z) 一 (Biz, 2) 


+ |= —1— i D mG, 


.1 + [e]? 
我 们 找 出 这 些 量 . 我 们 有 





A= imel A) | PAD (8) 
因为 | 
N cx — d = r u + Ce — 1)F,(4r)4: 
fen bm。 
其 中 





moks 
《这 个 积分 关于 到 点 0 距离 为 正 的 一 切 4 收 伍 , 这 由 下 面 的 不 等 式 


可 见 
oo _ tKa) 
œ > j dz | euRel—e dt 
S0) 5 z 


一 Kas 1 [ao [1 — cos(z, x)]da} Fi(dx) 


i 
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e 


FP (A)dt; 





> |. le 
这 里 SC) 是 球 心 在 点 * 半径 为 5 的 球 ;这 时 
p) 一 1 11 一 cos(zy x)]dz 
是 连续 函数 , 除 在 z — 0 之 外 它 处 处 为 正 的 ,而 且 imeCe) 一 1.) 
对 ÖC) 也 满足 不 等 式 
ÜA) < | if | (1 一 cos(s， Dde) 1 — ReK(s)dz, 
现在 注意 到 
|... Ii) < o, (9) 
事实 上 
|, 1z|F,G2z) = E |šG) Xosorea 
= EJE + E [Xanacntrsl<y» 
Eh RO 是 过 程 的 范 数 大 于 2 的 路 度 之 和 , 而 EO =E 
E(D. DAA RRE RG) 在 [0, !] 上 至 少 有 一 个 姚 跃 *。 那 未 
ELEC) + ECE) [Xanoni 
<E|š(D| + Ex,, < VEJEOP + P(4) 
= VEJE? + (1 — exp[—m[x: |] > 2])) 
(具有 有 界 跃 度 的 过 程 O B9SDUEBE4E). 这 样 ， 对 基 个 
C > 0 


| a FG) < c z, 
1x1<E 





| |x| 站 (ax) < c| 1 gidi < co, 
{xl<1 0 ~ z 


利用 当 s } 0 时 MCA) 人 ñ,CA) 以 及 (9) 式 ,可 见 


im (C059 — De 人 ao = | Ce — DG, 


Ek, m = Bñ, 决定 于 (8) 式 ，B; 一 0，w 决定 于 等 式 
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= (z, x) x 
G, a) = | a Go, 


而 预 解 式 的 累积 量 KCz) 决定 于 
Ki(z) = Jee 一 IDI,(a:z). 
如 果 EO 是 阶梯 过 程 , 即 a= 0, B= 0, n( Z”) < co, 则 
F(A) = 人 mam EREDE wA), 0) 





其 中 = 
mA) = X0), ma(4) 一 5; 
| aaee = [| ker) | 
式 (10) 由 特征 函数 的 分 解 而 来 : 
Eeix® — expfr(ei — ICdx))} 
= exp{ 一 1( 统 ") + TRY e, (469) 
-De [CROT [eol 
对 0 EA 
PAD = X tg EEDE ml4), 
因此 | | 
m(4) = N > exp[—zTI( 32m)) RT ni Ae di 
-d i 25) Gay, 
从 而 


ZOSO S cp 一 可 (多 EE Ayed 


< MR Nk 
-5 k G 十 (25) CAD, 
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最 后 的 式 子 表 明 ， 这 时 预 解 式 的 累积 量 也 是 阶梯 过 程 的 累积 量 . 
和 一 维 情形 一 样 可 以 证 明 ,对 于 非 阶梯 过 程 了 44) 无 界 。 
现在 我 们 来 求 某 一 函数 类 上 的 半 群 T, 的 生成 算 子 ， 而 且 它 有 
由 这 些 消 数 的 唯一 开拓 。 
定理 1 设 儿 ”是 有 界 二 次 连续 可 微 且 一 阶 和 二 阶 导 数 有 界 
的 函数 的 集合 . 那 末 所 有 je ?都 属于 半 群 工 的 加 生成 算 子 的 定 
义 域 Za mE 


AJC) = (s, YJE) + 过 (BY, V 


y 
TAPA vjr] H(4y), (11) 


其 中 V = (8/8x,,- °... 8/8x,), 而 Xi ”9 xs 是 向 量 * 的 分 量 。 
证 。 因为 
TS,f G) — S,J (=) = S, T,f (z) Z IG) > 
z £ 
i ASIO = SAO, MA AF) 一 S.A(0)。 所 以 只 需 证 明 ， 
对 任意 jE C 极限 


lim 1 [Ef(ë(2)) —1(0)1 


++- — (+ 


等 于 (11) 式 右 侧 * = 0 时 的 式 子 ， 
设 f 是 一 连续 有 界 函 数 ,而且 对 [x| < ”有 se) > 0。 WE 


TEICE()) = + EEO + 80) 
— FEE, + TE + ED) — xa), 


其 中 过 程 E.G) 是 过 程 ECz) 的 范 数 大 于 p 的 跃 度 之 和 ,而 p < +; 
Ë (z) = EG) — EO, A, = {55) = 0, (< :). 
对 上 < 1 和 某 个 C > 0, 成 立 不 等 式 


E EKE) < NT PUERO > r) 
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4 z 
< MF < c(t £ + 2), 
zr P 


因为 可 以 选取 一 基底 Cis E29° ° CmE RA”, 使 


EIEI! 一 下 | > Ce ZONI 
kai d. 
s ` d ie , 
< mE 2 Cers AODH — yg; 2 zm Ée iG L IM » S 
m 4 1 
= m 2 ef, liala, ek) 一 > (Be,, ek) 


+] _ CGeez0— 1— i(z, 1eO IG) 
lzl<e 


[x| 
+s |. T reip |? (+, 2ck)TICdx) 


faatere 
< 8m s |: exp [ah 一 2 t(Ber, eD} 


k=1 


4 


d ilede) __ 
+ Js exp {fa 1(e ( Ë 1 
— ile, eD RUDY] 
— 8m Xio t)" 十 6(Be,, ea) Cr + 3PCBer, et) 


+s [oe (az) + 30 (| tel<p *'H(4z) )| , 
其 中 


k. [z nca 
y = (e, e4) + + fe 1+ |= T+ hF e a (a=) 


(x, e) 
= fis, 1 + |= TF = Kd), || < Ci + Cp, 
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|. mas) < P |EN). 
Jxi<p 
所 以 
Hm 1 JEKE) < cl È. 
t40 £ r 
最 后 ,因为 点 ( 和 Ele) 相互 独立 ;所 以 有 
E EIEC + ECCO — x,) 


一 二 E[EfCE,Cz) 十 z)(1 一 X,,)|z=so 1. 


因为 
PEO EB} = BD erm CEDE aca), 
其 中 和 
n=) Tdr), dB) xQ, 
(B) = 去 J X,GOnCaz), 
Jee) = || oreen], 
P(z,G)e€ B, As} = e"úuex (0), 
所 以 


E EIE) + z)1 — x.) 
= > elo n | f(x + g)zkadx)。 
| k=1 l 
令 z 0 取 极 限 , 得 
lim 二 ECE) + z)(1 一 2 ) 


= Tl, be + z)m)( dz) 一 | p, Kx + 5)ICdaxr)， 
i #I>p 
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其 中 收敛 对 zx 一致。 所 以 
lim—Ej(8G) + EGOA = tad 


= | iip FE + ECOD) 一 (Kona. 
因而 


lis L EEO) — Onar) 
zy0 Ł 

-该 式 的 左 侧 与 p 无 关 ; 因 而 若 令 p | 0, 则 得 

im EEEO) = Oaa), a2) 


MERIO € W’, 而 且 对 |z| <r 不 等 于 0, 同 时 满足 条 件 : 
Í(0) = 0, VECO) = 0, (Ç x v)/(0) = 0, EH V x V ETRA 
8*/8xi9x* 的 矩阵 。， 那 未 对 菜 个 及 有 


im LJEG < Kllill,=, 
t40 £ 





< cl È. 
T 


其 中 








Il. ~ m= aso. 
事实 上 ,由 以 上 可 见 
IE/(;(2))] < EIEC) + £/X2))1 
< EJE Xa, + IPX, = 0} 
< MLELS OP + #G 一 eao)]， 
RX IA < Alil UOI < ifle. 但 是 
EIOP = D [Cen ed) + | G nao], 
因而 ;对 任意 P 


= 1 
lim F {EfC8 C2))] 


<l (1B + Í e KPa + | 


lx zi> 


(ax), 
设 fx) 一 bicos (zi, x) + basin (z,, z). BK 10) = 0, 
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TG) — EKE) 


el) 十 一 Xe) 


+ Eż, 


snk) a a-il pk 
er e "1 
= Eb £ r 


2i 


b - b - 
= 7 [esn + Ki =] + > [etn 一 eK( 3], 
š 


im EIEH) — Ko) 
t 


s40 


一 各 [K(z) + K(—z)] + > [K(z) — K(—z,)] 
= b, É (BV, V)cos (zu x) 


-+ fE cos(a, (z + y)) — cos(a, z)1ICdy)} _ .. 
+ by (Cas sn, 2) (fiin Cas G + 9) 
- y 
— sin (z,, *) 一 ea z )| (a) _ ° 
对 于 这 个 函数 (11) 式 成 立 。 | 
取 任 一 函数 f€ E, 并 把 它 表 为 三 个 函数 的 和 : 
f= h + h + h, 
HE fe F’, i= l, 2, 3; 当 1z| < r, 时 太一 0， 而 当 |z! >n 
(r, > r.) 时 h= f — hs 而 户 是 如 下 形 的 三 角 多 项 式 
hl) 一 > {br[ cos (z,, z) — 1] + ¿kt sin (zk, x)} + 1(0), 
k=1 


且 当 * 一 0 时 ，vj = Vp, (ÇV x VY = (V X V). BES A W 
EZH: 当 |+] > r; f f, (z) = 0, ME 

Vi(0) =0, (V x V0) = 0; 
所 以 


lim -LACO — KO) _ jpomee — Ca, HCO) 


t40 £ 
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— FCBv, VYAO) 
+ || 05 一 MO- -(— z» 7) Ko] nay)| 
< Hal (wB + | Ia + f, aa). 
因为 


1zi>p 


人 comea) + (a, VCO) — È (BY, vO) 
y 
+ [r -fo 一 GTi v)i(@)| aar) 
= (a, V)i(0) 一 + (BV, VO) 


,v0))| nG) 





o=o- (r 
— Jaray), 


HORIA | < fll; * P) 
im | TAO- Z 帮 0) — AHK0) | 


lim 


< hs(ea 二 | A + i f, mase) 
+ [BOI | 
maler fu 
+ f PR). 


因为 若 n AR. 则 对 固定 的 2 上 式 括 号 中 的 式 子 有 办， 所 以 
只 剩 下 证 明 通 过 选择 z, M ra TAE ifl 任意 地 小 。 itea) E 
二 次 连续 可 微 函 数 , 且 
# ¿< r,, 


0, 
=d 
eQ) l, 若 AD> ftu 


xilda) + r} Í. II( dx) 


I>p 
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那 末 ,可 以 这 样 选择 £> 使 


” 3 r 2 
g WE V DE 
设 jh = gl DG — h), 则 
3 — 
l|; < OTSI IE, FO) fx) | 





二 一 熏 - sup [YVO — fC) )| 
r; — rili <r: 

+ sup sup a 一 Of 
isr oki OxiOxt  Bx:8xt 1° 











由 此 可 见 , 如 果 ri = r,/2, 并 利用 不 等 式 | 
|/G) 一 fac) | < supl VGC) 一 hC) )| ra 


IVG — hC < sup > Fh, 
ri isk 
则 对 某 个 C 有 


lfl < < c aP sup 








Sİ _ Ph 
OriDxt  8x'Bx |° 














a OxiOxt 


因为 了 和 所 的 导数 连续 而 且 在 x = 0 二 者 相等 ， 故 当 六 了 0 时 上 


式 右 侧 趋 向 0, 定理 得 证 . 
过 程 在 一 区 域内 的 逗留 时 间 ， 以 及 流出 时 的 值 


中 的 一 区 域 ，r(z) 是 过 程 EO tre G) 首次 流出 G 的 时 间 ， 
5(z(w)) + x 是 过 程 在 流出 时 的 位 置 。 在 这 一 小 节 中 我 们 研究 


量 rCx) REGE) 十 xz 的 联合 分 布 。 
首先 考虑 过 程 5(z)， 其 累积 量 为 


K(2) = feeen 一 1)EGay)， 


其 中 测度 互 有 限 。 那 末 E9) 是 阶梯 过 程 。 如 果 & 是 过 程 第 一 次 
跳跃 的 时 刻 , 则 “ RMR i BAA CA”), m EC) M g ih 


X., E. 
PLEG)E B) = 25 5). 


e 438 * 


所 以 对 > 0 和 集 5 到 家 只 C 
P{rCx) <1, Er) + x€ CY 


PAE <, ECE) H re C} |i | PA e s,s) 
+ r€ dy) X Pír(y) <: — sy +ECly))E C). (13) 
设 / 在 C 上 等 于 0，1> 0， 令 
POHE) 一 下 oo1(e + š). 
那 末 由 (13) 得 


vy,( GCs) 一 [era Pr G) <, Ell) + z€ C) 


= x H(d ) "u — etam) 
CERE a Q ) 


r+ [7 Pe ds} | PLEG) + ze dy) 


x 们 eraPfry <2, EG) + ye C} 
= — 1 —_ 
1 + R”) 
1 
+ £ HC) 
十 lde), 
由 此 可 见 ,对 任意 在 CG 上 等 于 0 的 有 界 Bord 函数 f 


La + CR") GN) = G + y)B(ay) 


[xG + yay) 


jx G + g)vi(G )X.( x 


+ |x + z), ( G)J(z + z)II( dz), (14) 
RAX rE GA Xl = 1, Wk (14) 式 可 化 为 
wO = [re + Cay) 
+ iz + z),(G)IGz + 2) 
— Xole LGH Eaz). (15) 
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Xe) vi G) 一 jema, z)dz (16) 


《 若 G 是 有 界 集 , 则 该 等 式 是 可 能 的 : 因为 该 式 的 左 侧 是 平方 可 积 
函数 ， 它 是 平方 可 积 函数 的 Fourier 变换 ， 而 且 对 于 有 界 的 G, 
PCG, z) 是 zx 的 解析 整 函数 )。 如 把 该 表示 代入 《15) 式 并 且 变 更 
积分 顺序 , 则 得 


EG + ylH(dy) 一 ] =o (G, s)[1 — Kla) ld (x€ G), 


其 中 天 (Cs) 是 过 程 的 累积 量 。 记 A 为 过 程 的 生成 算 子 。 由 于 对 
r€ G 有 f(x) = 0, 以 及 
AKC) = [tre + y) — GD ]n(ay) 

(因为 所 考察 的 过 程 是 阶梯 的 ,所 以 一 切 有 界 Boed 函数 属于 A 的 
定义 域 多 A; 由 定理 1 容易 看 出 A 的 形式 ), 我 们 得 方程 

xeCDAfCD = Xol) (CC, Dla — KC ds G 
(14) 式 是 普通 的 第 二 类 Fredholm 方程 。 它 是 用 逐次 逼近 法 来 求 
解 的 ， 尽管 方程 (17) 不 同 于 (14)， 它 已 是 第 一 类 Fredholm 方 
程 ,而 且 解 此 方程 更 加 困难 , 但 是 它 不 仅 对 阶梯 过 程 有 意义 ,而且 
对 一 般 过 程 也 有 意义 。 

我 们 指出 一 类 区 域 和 过 程 ， 对 于 它们 可 以 求 出 方程 (17) 的 
解 ， 设 G 具 有 下 列 性 质 ， 如 果 ze C， 则 对 一 切 ye 玉 有 + + y€ 


G， 其 中 天 是 一 个 以 0 为 顶点 的 锥 体 . 设 mlady) 是 一 集中 在 锥 体 
K ERWE. WRH xe C | 


EZE + yet mady) 
= ferrin may) = ein) (e'ta m(dy), 
E07 中 用 zx 十 ?替换 rzeG， 并 且 对 测度 所 求 积 分 。 得 
|x G + JAK + y)m(ay) 
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一 fecale, z)[2 — K(z)] [jerem] dz, (18) 


这 样 , 通 过 上 述 运算 ,方程 《177 代为 同样 形式 ,但 是 核 改变 了 。 为 
了 说 明 这 种 类 型 的 核 容 许 求 出 解 ,我 们 回 到 方程 (14)。 假设 测度 
了 集中 在 这 样 的 锥 体 及 上， 使 对 =€G 有 Xe + y) = 0(modID,, 
那 末 , 由 (14) 得 方程 

Xo) LA + HBR") CGF) 


= xole) [iC + yay) 


+ ZE Fy Gf + ydy), 
设 方程 已 经 是 对 一 切 R. MWARI e 6 并 对 zx 积分, 得 
[2 + K 22=)] ZOO 


= O Ja + y)II(dy)dz 


+ ZOOO ae jancay)ar, (19) 
因为 由 (16) 有 
|x) CGY) eda = (2)”pCG, z), 
故 由 (19) 式 得 CG, z) 的 表达 式 : 


ex x) Fx + y)TI(¿y)dz 
pi(G，z) = GZ" KD 。 (20) 
这 样 , 如 果 对 域 G 和 测度 了 有: 4 EG i Xle + y) = 0 (me 
(4), 则 方程 (17) 有 解 ,并且 表 为 l 
e (ny (z)A71(z)d=z 


PT ROOT ' @D 


A CD 容许 极限 过 渡 到 测度 无 界 的 情形 ， 
我 们 现在 假设 ,在 (18) 式 中 可 以 这 样 选择 测度 mady), E 


[1 — K(z)] | #>m025) = ¿L — K.(2), 
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其 中 Ki 形 为 
KG) = [In — mG), 
而 测度 卫 集 中 在 锥 体 K, 上 ， 那 末 
|. exe GD |x (z + Ae + y)m(ay) 
00 —— KOT 


为 说 明 何 时 存在 锥 体 玉 和 K, 测度 m(dy) 和 累积 量 K,G), 
我 们 指出 ,永远 成 立 等 式 


i(s,y) . 人 = _ À — 
j: *m(dy) 1 一 K,(z) 1 — Kle) ° 


(22) 


因为 
en) 
— = exp{ G — DIID(4y) }, 
故 ü | 


fe mlay) 
= oo{ Ce — DICA) — may)]}. 


这 样 需要 使 I 一 nP + H, 其 中 了 各 集中 在 锥 体 K, 上 ,有 而 H 
集中 在 锥 体 K, 上 ， 特别 ， 如 果 K 和 天 :是 互 不 相交 的 两 个 半空 
间 , 则 这 样 的 分 解 总 是 可 能 的 ， 这 时 G 也 应 为 半空 间 . 
当 t 一 co 时 过 程 的 行为 ”在 研究 多 维 齐 次 独立 增 量 过 程 轨道 
的 行为 时 ， 本 质 上 用 到 下 面 的 事实 : 对 一 切 se Zm, 过程 (z， 
EO) 是 一 维 齐 次 独立 增 量 过 程 。 记 pG) = (z, E0) 过 程 
EO 的 累积 量 KOG) MIE EEO 的 累积 量 以 下 式 相 联系 : 
KOs) = Klsz), +€ Z, 

过 程 EG 在 它 的 累积 量 

Ks) = iy, 一 bo 十 WK 一 1 一 +) Hs(du) (23) 
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中 的 基本 特征 和 过 程 8(2) 的 基本 特征 a, B WEOL (1) 式 ) 以 下 面 
的 等 式 相 联 系 : 
y, = (a, z), bs = (Bz, z), 
n,((e, 8)) = IN({r:a < (e,z) < 8). (24) 
有 趣 的 是 , IE ECO 的 移动 系数 、 扩 散 系数 和 谱 函 数 可 以 分 别 通 
过 过 程 EO 的 移动 系数 ,扩散 系数 和 谱 函 数 来 表示 . 
利用 一 维 过 程 的 已 有 结果 和 关系 式 


EOIS E laol 


(其 中 6,…, en 是 R" DREE) TURER T H ; — co B$ 
过 程 行为 的 各 种 定理 . 

定理 2 EO 以 概率 1 位 于 某 半 空间 ， 其 中 该 半空 间 边 
界 的 外 法 线 与 > 共 线 , 当 且 仅 当 对 一 切 c> 0 


| L (GO), 2) > a)& < o, (25) 


这 一 结果 由 $3 定理 可 得 ,因为 (25) 式 与 关于 5.(#) 的 下 述 条 件 
等 价 : | 


EEO >ajdt co («>0), 


而 后 者 又 是 EO 有 上 界 的 必要 和 充分 条 件 . WEE < m, M 
对 一 切 * 有 (£G2, z) < n, ü EO 以 概率 1 位 于 半空 间 G, 
z) < n. 

R 设 K 是 一 顶点 在 原点 的 锥 体 , 下 ,是 经 把 原点 变 为 点 + 的 
平移 由 到 所 得 到 的 锥 体 . 存在 一 《6 R” REBELA), 使 对 
Br z, EGEK 的 必要 和 充分 条 件 是 : ”对 于 使 KK, 内 含 原 点 的 
一 切 x 有 





r 二 PSOEK:jae < e, (26) 


如 果 条 件 (26) 成 立 , 则 对 所 有 与 锥 面相 切 的 超 平面 垂直 的 = 
和 一 切 w > 0, 式 (25) 成 立 ;( 满 足 上 述 条 件 且 |z] = 1 的 向 量 z 
的 集 记 作 Nt)。 所 以 对 每 个 EN FE x, 使 
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PIGO 2) <) = 1. o 
设 xs， za ……， zm 是 Ni 中 的 一 组 向 量 : 对 任意 z€ Nt 存在 一 组 
数 Y, 72 5 Yms 使 


z= Tet 
因为 | 
PCE), z) S m k=l, m, 12 0) = 1, 
所 以 
P((¿(2), z) < n, z€ N,, t 2 0) = 1, 
其 中 


1TA Ee 

只 需 注意 到 , WEK AAO 点 ， 则 对 一 切 zE N, # (z, z) > 0, 
因而 intft(z:xz)1ze Ni] 一 Bo 20, 所 以 对 一 切 EN, EE 
K, 包含 满足 (y。z) < n 的 7 的 集合 ,其 中 《= qlb) FEE 
体 天 :的 存在 性 得 证 . 

现在 假设 K; 存在 。 那 末 由 定理 2 知 , 对 一 切 xe Nt 和 x>0， 
《25) 式 成 立 。 如 果 对 于 * 有 0€ K WEA OE K;. 显然 存在 有 
BAE esteta E Ne E 


A [:G6 5) < Go CK, 


k=1 


因此 
Puk) < DP [EO 9> 1 Go pj: 

因为 G, ) > 0， 故 由 条 件 (25) 得 (26), Uh (25) 对 = z, 

和 “一 二 (st z) > 0 成立。 


现在 我 们 看 统 ” 中 的 非 退 化 过 程 , 即 不 能 局 限于 较 低 维 子 空 
间 的 过 程 ， 容 易 看 出 ,如 果 存 在 点 0 的 一 邻 域 。 使 得 累积 量 天 (中 
在 该 邻 域 中 仅 当 z= 0 时 才 为 6, 则 过 程 就 是 非 退 化 的 ， 
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TE z — oo 的 情形 下 研究 过 程 的 行为 时 , 半 群 的 预 解 式 ， 从 而 
过 程 的 累积 量 起 重要 作用 . 
我 们 假设 函数 O nj 8 2 


i) = | =m, (27) 
其 中 m 是 A” 上 的 某 一 有 限 测度 。 那 末 
R./(0) = | eEG 


= N eE (etm (de)a 
O 


1 
| r nta, 


如 果 /是 实 函数 , 则 
由 不 等 式 RKC S< 0， 有 
limR(0) = — JR x= rO. 


注意 ,如 果 /是非 负 的 ,出 
limR,/(0) = [TAO = [EEO 
于 是 ,我 们 证 明了 一 个 命题 ,由 它 可 得 出 关于 过 程 回 返 的 结论 ， 
引 理 1 ARIE EO 是 非 退 化 的 ,而 非 负 函数 G) 可 表 为 
(27) 式 ， 其 中 m(dz) 是 有 限 测度 , 使 过 程 累积 量 K(x) = 0 的 点 
z 的 集 关 于 mC) 的 测度 为 0， 则 


Er) = — [Rezt y mlda). (28) 
系 1 如 果 Rei 在 点 0 BIAR Lebesgue 测度 可 
积 ， 则 存在 不 到 处 为 0 的 非 负 函数 f(x), 满足 
PEO) < >. C29) 
事实 上 ,作为 函数 了 可 取 
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JG) = | eu pz — y)p(y)dzdy = {eenpac as, 


其 中 plx) 是 非 负 有 界 函 数 , 仅 在 点 * = 0 某 一 邻 域 内 不 为 0; 函 
数 


p(z) = fø — y)ply)dy 


有 界 , 并 且 仅 在 点 z = 0 的 二 倍 邻 域内 不 为 0; 应 该 这 样 选择 初始 
的 邻 域 ,以 便 积 分 


[re KS D 一 Pi(Cz]dz， 


存在 .因为 函数 了 可 以 表 为 
一 | oG) KÉ 


故 它 是 非 负 的 ; 1[0] = [Jod > 0, H G) 连续 。 
R2 如 采 空 间 的 维 数 m 22 3， 则 对 非 退 化 过 程 存 在 非 负 连 
续 函 数 f(x) 满足 (29) 式 ， 而 且 f(e) E z = 0 的 邻 域内 不 为 0。 
因为 当 m > 3 时 函数 (x, z) E o 的 领域 内 可 积 , 故 为 证 明 
该 命题 只 需 对 充分 小 的 z 验证 








—R— l <- 
KCD (z, z) ` 
设 天 (z) 决定 于 等 式 (1)。 对 一 切 充 分 小 的 x 


—ReK (z) > > (Bz, z) + fa — cos(z, x))I(dx) 


> 1 (Bz,z)+2 | sin? (Z> z) (ax) 
2 J zsR 2 


1 2 2 
> (Bs, z) + 2 1 (z, z Iz), 
如 果 对 某 个 尺 右 侧 的 二 次 型 不 温 化 , 则 存在 8 > 0, 使 
+ (Bz, z) + Ë |. Ce, zl ax) > s(a, 2), 


那 末 
—ReK(z) Z e(z, z), ` 
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A 一 l g! 
K(z) ~ ReKk(z)  s(z,z) 
假设 对 一 切 尺 ,二 次 型 

+ (s, z) + 2 Zf REE x)In(adx) 


非 退 化 。 如 果 在 A” 的 子 空间 Ss 上 该 二 次 型 不 为 0， 则 由 于 对 
Ri > R Ë £r, Cer, KARA RENA CEA. RÆ £r 的 
维 数 最 小 者 ， 对 一 切 R, z€ Lit, (Bz, z) = 0, ME 
| (zx)DCaxr) = 0, 
Iz|<R, 
因此 ,对 zeg&en 
K(s) = i(a, z). 
所 以 ,如 果 S, 不 是 一 维 空间 ， 则 存在 z€ Lr, 使 (a, >) =0, BB 
K, 当 属于 某 一 维 子 空间 时 ，K(x) 一 0， 而 这 是 不 可 能 的 。 因 
此 Cr 是 和 a 不 正 交 的 一 维 子 空间 。 EL z€ Sk, x€ 8', 其 中 8 是 
Er 的 正 交 补 ， 那 末 


天 (so 十 z) == ila, Zo + zi) 一 > (Bz,, Zi) 


+ J 一 1 一 zu D) ICar) = i(a,zÚ) 十 天 (si)。 


L+ |z] 

所 以 ,如 果 |ReK(z)| <1, MW 
-Re 1 no 一 — —ReK(z) _ 
ila, Zo) + 天 (si) (a, zo) + (KC) 


—ReK(z,) < 1 

5 (a, z)? + [ReK(z,)] 5 (a, F — ReK (z) 

当 x€ 时 存在 se， 使 
—ReK(z,) > e(z,21). 
记 e 为 Sa 中 的 单位 向 量 ; 那 未 
(a, za)' = (a, e) (zo za) = (a, e(z, e”, 

其 中 z= z +s, (BE 

g(z z) + (a, e) Ceo, zo) 
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> min[8, (a, e1[(zi, z.) + Czo, szo)] = Cz, z), 
于 是 ,对 于 充分 小 的 *。 不 等 式 
1 1 
ERKO G>; 

从 而 也 就 证 明了 系 2 的 结论 ， 

式 (28) 可 用 来 研究 过 程 的 返回 条 件 ， 

定理 3 如果 对 于 过 程 EG) 存在 非 负 连续 函数 :fs7 , (0) A 
o H | ao. 


Ereo)w < o, (30) 
则 | | 
P(lim |£()[ = eo) = 1, 
即 过 程 是 不 返回 的 。 
-证 .由 (30) 可 知 ;以 概率 1 
| KC < 0. GI) 


所 以 存在 点 0 的 一 邻 域 ， 使 过 程 在 其 中 渡 过 的 总 时 间 有 限 。 记 
SE 为 以 * 为 球 心 、 以 e 为 半径 的 球 。 设 p 满 足 条 件 : 对 
z€ S,(0), Je) 2 5 > 0。 我 们 引进 随机 时 间 : ' ¿ 是 过 程 首次 
流出 邻 域 9。(0) 的 时 刻 ，” 是 在 总 之 后 过 程 首次 落 入 邻 域 5,(0) 
的 时 刻 ; 4 是 在 之 后 过 程 首 次 流出 邻 域 SEC) BJ 2], z, 
是 在 5 之 后 过 程 首 次 落 入 S。(0) 的 时 刻 ;…, 5。 是 在 rni 之 后 过 
程 首次 流出 邻 域 $i(#(r,)) 的 时 刻 , rt, 是 在 ts 之 后 过 程 首次 落 和 人 
S,(0) 的 时 刻 。 所 有 这 些 量 都 是 马尔 科 夫 时 间 ， 由 过 程 的 强 马尔 
科 夫 性 容易 看 出 ,随机 变量 
Cis 0 — Tist tts Cn — Tai 


同 分 布 。 因 为 当 ra < < En B, G) SCO), e 
COLET — a). 


倘若 ra 对 一 切 # 定义 , 则 由 上 述 变量 的 同 分 布 性 知 级 数 
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å ` 
> (Z, 一 Tai) 


Aka. AERA A r = 十 co。 所 以 存在 了 ,使 当 r >T 
时 £(2)éS,(0), 
设 G = U Sparr). w 1k 为 过 程 首次 落 人 邻 域 Soar) 的 


BIZI, 由 已 证 明 的 可 知 。 存在 Tr Gmm "k 有 穷 的 话 )， 使 对 s> Tk 
有 

ECs + ga) — ECES, C0); 
因此 当 z > Ti 十 mx 时 EGD8S, (z). 所 以 可 以 断定 ， 对 于 : > 
T, RPT = max[ T+ + m] (这 里 对 使 x, < co 的 所 及 $ 


max), Æ EOU SaGa. 


这 样 ， 对 任意 有 界 集 G 存 在 To, 使 当 : > Te 时 ， EEG. 定 
理 证 完 。 
R % ¿"(m > 3) 上 的 任意 齐 次 非 退 化 过 程 5(z)， 以 概率 
1 
lm IEW | = 十 co， 


RIE TAWE RH > co 时 在 Rm > 3) th EO 趋向 
co 的 情形 。 我 们 假设 EEGI < oo。 如 果 EEG) = ta， 其 中 
ae R”, a > 0, 则 容易 看 出 , 由 齐 次 过 程 的 强大 数 定律 ( 见 $3 定 
48) l 


P (im FEO ~ d+ 
因而 , 对 。 > 0, HE EO 在 < 的 方向 上 趋向 无 穷 。 这 对 任意 维 


数 的 空间 都 成 立 , 当 s 一 0 时 ,由 定理 9 知 , 对 一 切 z € R” 
P(lim(z, 6()) = +0} = P{im(z, EC) = —oco) = 1, 





利用 过 程 的 齐 修 , 由 此 可 见 , 集  EO > 中 在 空间 gp" 的 音 


IEG) 
位 球 内 处 处 稠密 ， 
非 负 可 加 泛 函 ”用 本 节 开 始 所 指出 的 方法 , 可 以 使 SG) 与 一 
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讲 次 马尔 科 夫 过 程 x, =E 十 + 相 联系 ， 我 们 研究 该 过 程 的 可 
IRR RPA e > 0 有 定义 并 且 满 足下 列 条 件 的 变量 族 人 ps}: 
a) gi 为 N: 可 测 ， 其 中 .VY 是 变量 * yy << z, PERR 
数 ; i 

b) 如 果 6: 是 与 马尔 科 夫 过 程 z, 相 联 系 的 推移 算 子 ， 则 对 一 
Y A > 0 和 任意 *e R 以 概率 P: 一 1 有 

Op: = Piir — Pe 

我 们 只 考虑 非 负 的 连续 沁 函 ;这 样 的 泛 函 具有 下 面 的 性 质 ， p: tE 
为 上 的 函数 连续 并 且 非 减 .。 在 第 二 章 $6 中 对 于 一 般 齐 次 马尔 科 
夫 过 程 ， 已 详细 研究 过 这 类 泛 函 。 特 别 ， 在 那里 证 明了 下 面 的 结 
果 : 

1) 对 任意 连续 非 负 笑 函 po 存 一 有 界 Bored 函数 f(x) 的 序 
列 , 使 对 任意 z € R” 


P: = P,-lim f far)ds; 


2) WR fx) 是 有 界 的 非 负 Borel 函数 ， 而 p, 是 连续 的 可 加 
ZRN 
$, = (sa, I 


是 齐 次 连续 非 负 可 加 泛 函 ,和 而且 可 以 选择 fx), 使 
sup Ezp, < o, 


即使 $, YWER. 
我 们 指出 ，1) 中 的 函数 f,Cx) 可 以 用 过 程 的 特征 来 表示 。 例 
Ano AIW TZ RR f,(x) 可 以 取 为 


1 
一 E, ° 
h, Pra 


其 中 加 了 0. 
我 们 先 看 由 


p: = | G): 
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《其 中 了 是 久 ” 上 的 连续 有 界 沙 数 ) 所 定义 的 泛 函 . 

我 们 证 明 一 个 定理 ， 它 提供 求 p; 和 xz; 的 联合 分 布 的 可 能 
性 。 

设 ' 
oCh, z, t) = E. "*:i@(<,), 
其 中 1 > 0，@ 是 连续 有 界 函 数 ， AACA, x, 7) 可 以 通过 齐 次 
HE EO 来 表示 : 


PG, x, 1) = EDCx + E,)exp f- |K + EDA}. (32) 
定理 4 由 (32) 式 定义 的 函数 (4, r1) 满足 积分 方程 
v(1, GE) t) = jeovro 一 z) 


— 41 [i | a, y| f — s) dF (y — *)ds, (33) 


其 中 Fs,(x) 是 š (2) 的 分 布 函数 ， 
证 。 注 意 到 


Z exp {1 | Kr + EDA} 
一 iem {—2 | IG + EDAS} G + EG), 
所 以 


p f- í f(x + s(O)4:1 


= 1 [| ep [~a | Ke + EGA} f + Eau, 
将 该 式 乘 以 PEO) + z) 并 取 数学 期 望 ,得 
G, z, D) = | OOF — z) — 1E | IG HEUD) 
x E |eG + 0)) exo {x | IG H Eas} lE] ze, 
注意 到 3 
E (0Cr + EC) + [CD — 8Ga)]) 
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x oxp{—2 | Ka + Elu) + [tls + a) — Cu) 1Das| E) 


= (Eol + E(1 — u) )exp f—a [K + ECDas}) 


=. (Q, x+ Elu), 上 一 u) 
这 是 因为 S(e + u) — Eu) 和 Ecu) 独立 并 且 同 分 布 ， 因 此 


ola, z, ) = | DDAF, CY — z) 


rt Ela ` 


— 1E (Ke + ECA, z + ECU), 1 — udu, 
由 此 得 定理 的 结论 ， ' 

注 1. 对 于 Re? > 0, (2, x, t) 是 1 的 解析 函数 。 所 以 为 求 
oCh, x, 1)， 只 需 对 充分 小 的 1 > 0 求 由 这 个 函数 。 对 xl]! <l, 
方程 (33) 有 唯一 解 , 可 以 用 逐步 逼近 法 求 此 解 。 

注 2. 利用 半 群 算 子 ,可 以 把 方程 (33) 化 为 

sr) Te —1 | Tlel, o, Yldse GA 


假设 函数 和 和 je 2. 由 (32) 可 见 C, z, D 也 属于 2, 从 
T, WEE. BZN 如 e A， 其 中 A 是 半 群 的 生成 算 子 ， 所 以 
存在 


T, PQ, e, D] = T, AFG, ., O), 


因而 存在 
> v2, x, 1) 一 TAD 一 10Do(0 x, t) 


一 4 f TA[liv(2, ..5 s) lds. 
H À 和 了 ,的 可 交换 人 性 知 
TAo 一 1 [T AL <, ds 
M oC, x, 1) 满足 方程 
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一 A [re 一 | T0, ., a] = AoC, e) 


2 vas zs £) = Aola, z t) — Alar G5) 


和 初始 条 件 TERT +0) = Dlr). (回忆 ， A 是 定理 1 中 定义 的 
算 子 . ) 
WZA g, 完全 决定 于 函数 
G) = E, | etap. 


. 现在 我 们 来 说 明 ,对 某 一 独立 增 量 过 程 类 该 函数 具有 何 种 形式 ， 
我 们 假设 过 程 O 有 E|z#(o|"”" < co， 其 中 姑 是 A” DER. 
我 们 所 要 考虑 的 不 是 所 有 了 厂 泛 函 , 而 只 是 有 有 界 承载 子 的 泛 函 (后 
面 将 说 明 这 一 概念 的 含意 )。 如 果 f(x) 是 非 负 有 界 连 续 函 数 ， 则 
Ë ç, 
+ = | Kadig 
是 非 负 泛 函 (关于 这 一 点 已 有 说 明 )。 设 在 某 闭 集 E 上 f(x) = 1, 
BRN <TH ,一 p:， 其 中 7 是 过 程 x 首 次 流出 集 E 的 时 
刻 . 由 此 可 见 , 如 果 适 当地 选择 函数 1, 则 可 以 使 泛 函 J$, 和 p, 以 任 
意 接近 于 1 的 概率 在 任意 大 的 时 间 段 上 重合 。 我 们 假设 当 |z| > 
e + 1 时 1 一 0， 而 当 |z] < c RJ f = 1, 这 时 ， E < 属于 集 {x: 
li < + 1} DRET- ZAJ 递增。 .这 个 集 就 是 该 泛 函 在 所 
述 情形 下 的 承载 子 ; 它 是 有 界 的 。 u 
设 


Gils) == E, [eaw,. 
我 们 证 明 Gale) 在 A” hit Lebesgue 测度 可 积 ( 所 有 限制 正 是 为 


此 而 加 的 )。 
我 们 有 


Ga < IP{suplë()| > |z|—¿) + eaupE, 人 eve 


注意 到 
. supE,p, < sup Ep, > fl. 
r læi<c+1 
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所 以 
supE, bi < supE, [P-o + Danh] < ksupEy,, 


从 而 
supE. | Hdp, < co, 


因为 ECI 是 半 蒜 , 故 对 一 切 N ` 
Ptap18CD| > le} < ERD 


EAS 


此 外 ,对 充分 大 的 7, ELECT)” = 0(TN)， 故 对 大 |x| 有 


GD = o(a + 加 Y ): 
若 取 7 二 aln1x|， 则 | 


Ge) = 0 (y + Tia) (36) 


即 Gile) 关于 Lebesgue 测度 可 积 。 
函数 
ĞA 一 Or 


关于 z 正定 。 我 们 证 明 函 数 [4 一 K( 一 x2)]Gi(z) 对 z 也 正定 。 
注意 


E Gie) = EBs, | ora, 
一 EEI e Eq, 


因此 ,函数 ce*Gi(x) 一 ECC + EG) EAHA EA GC) Es 
制 ， 所 以 函数 


IGO — EG,(x + ECY ]e ax 
PLK GS Ü > 22 
d [er fraco) — EG,(z + §(2))]e' sndxd 





si) < G,G2. 
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= = T | G G) 


正定 ， 令 % 一 co 取 极 限 , 可 知 函数 [2 一 KO 正定 . 
我 们 证 明 它 不 依赖 1。 


为 此 我 们 证 明 | 
8 -GD _ 37 
ar ČD ORED | (37) 
函数 — z) 是 函数 | G,(z + y)F,(ay) 的 Fourier 变换 (下 ， 
决定 于 (5) 式 ). 而 | 


RE + y)F,(d4y) = E, saa 
=E, [e e™E, ,| -udp,dt 
=E, N r edp. dt = E. [sertap 


-EE [erip — Ë O. 


《因为 > 一 一 2 GiG) 有 类 似 (36) 的 估计 ， 所 以 可 以 在 积分 号 下 求人 


商 . ) 7) RE. 
因而 ,存在 测度 ws， 使 


[2 — KC—2)1ë,G = hevar), 
这 个 测度 满足 条 件 : 如 果 f 
mi(A) = Ja + x) Fi(dx), 
(其 中 4 + z = (y:y — z€ A}), 则 m(4) 关 于 op" 中 的 Lebesgue 
调度 绝对 连续 。 事 实 上 


| (dx) = eio (dz) 


E5] 
2 一 天 (一 2 
= jue, ax), 
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所 以 
| (A) = | Gd 
因而 ,函数 Gi(x) 决定 于 | | 
d 
G,(x) =- m) = ok + z)F,ldz), (38) 
其 中 mC) 表示 测度 mm 关于 Lebesgue 测度 在 点 z 的 密度 . 


为 研究 测度 +, 与 相应 泛 函 的 联系 , 必须 同时 考虑 两 个 泛 函 . 
设 p 和 ,是 具有 如 上 所 述 形状 的 两 个 泛 函 ， 那 末 


a = [e [apdo 
= | ae, (etag, 
E. nan E [eune (Faar) 
-E, [e -udp En, 人 -ugg,. 
其 次 ,我 们 看 到 ,对 于 可 测 有 界 函数 JG) 成 立 等 式 
E, | PK), = {Faly — HO, (39) 
其 中 y 一 4 一 {2:7 一 ze A). 由 于 测度 |F,G—-)G)e (4) 
关于 测度 | 
[EO — )x(an = Soale + yF) 


绝对 连续 ， 可 知 它 也 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 。 为 证 明 (39) 
式 , 我 们 先 考虑 


g, 一 EOZ 
的 情形 。 那 末 
I Jeena (ay) 
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= [1 — K(—z)] |E [e-t gCer)drei dda 
= eanar, 


Bit, Ze = ga), Ti (39) 是 以 下 各 式 的 推论 : 


E, r eledele Dd: 一 |F + x)g(y + z) 


ferao [FAIG + yel + yas 


1 


= Kz) y 
IE | ey eee (ae), 


jere» |r — dx)f(y) ve(dy) 


= [emear — dx) OED) 


在 一 般 场 合 需 要 利用 同类 型 泛 函 的 极限 过 渡 。 因 而 
E, [epad | 


— [RO — ) 也 [Rs — ')ez(az))s (ay), 
dx dy 
如 果 w = vs， 则 对 几乎 一 切 * 有 
E, are 一 4 
— 2E; eg, 一 p) dop; 一 dp,) = 0， 
因为 a ` 
E. | epdp = E. | e| pdp, 
= E. | edo, = E. [epdp 
故 对 几乎 一 切 > 以 概率 P, =] 对 几乎 所 有 “上 有 p 一 由。 但 由 
9? 457 ， 


q; 和 ,的 连续 性 ,对 几乎 所 有 x* 有 Pip = $,) = 1. 

在 什么 情形 下 测度 vo EREZA PE? 下 面 的 定理 回答 
了 这 个 问题 . 

定理 5 测度 ze 在 给 定 类 中 唯一 决定 泛 函 p, 的 必要 和 充分 
条 件 是 ,对 任意 关于 Lebesgue 测度 几乎 处 处 为 0 的 有 界 非 负 Borel 
函数 f(x)，x€ 22” 和 上 > 0, 满足 等 式 


P. {a 一 o} =], 


证 ， 如 果 存 在 有 界 非 负 Bored 函数 ,关于 Lebesgue 测度 几乎 处 
处 为 0， 并且 对 * > 0 和 re R” 


P, {fe 一 o} <l, 


则 p= | Kx)4 是 非 零 泛 函 , 对 应 于 调度 v4) = | dr = 


0. 由 此 证 得 定理 条 件 的 必要 性 ， 
如 果 定 理 的 条 件 成 立 , 则 对 we = ve 


0 = E, E, [erig — p, Pdsdt 
= E, [ eE, (Feige +) — $G +r) — oG) 
+ SOPdsl Ns) d: 
=E, [erdie L -Al + 
= 2E, |" lo, — 91] eME pee — bitsldsd 
+ E. s [rp 一 b, Ye Ydsdi, 


因为 Es[ p(s + £) A LN] = Ae), KERF Lebesgue 
测度 几乎 处 处 h(x) = 0, i 

E, 二 ee 一 p] a 一 ps ldsdt = 0, | 
因此 
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1 EJ eip, — pldt = 0, 
à 0 


因为 
E. 人 e [epn = Pis l’dsdt 之 0, 

定理 得 证 ， 

# ”测度 vo 唯一 决定 泛 函 p, HERH Fa 关于 Lebesgue W 

多 维 Wiener 过 程 i EO 是 取 值 于 A” HERFRA 
增 量 过 程 。 这 样 过 程 的 特征 函数 形 为 

i(z,8 (£ N 一 一 1 
Eci 一 exp f: [Kas z) 7 (Bz, dl} (40) 


其 中 向 量 se 2” 称 做 移动 向 量 ,而 算 子 B 称 做 扩散 算 子 ， 算 子 B 
是 对 称 非 负 算 子 ， 所 以 B — C:， 其 中 C 也 是 对 称 非 负 算 子 。 设 
(D) 是 gg" 中 的 过 程 ,其 特征 函数 为 


KERTO — _— 1 
Ee exp | 2 tz, >|, (41) 


即 (z) 是 移动 向 量 为 0 而 扩散 算 子 为 统 ” 中 单位 算 子 的 过 程 ， 
容易 看 出 ,过 程 

£ (z) = ta + Cwlt) 
DEERAS IAE EO 相同 ， 均 为 《40)， 所 以 过 程 避 六 M EO) 
的 性 质 相 同 ， 其 相同 泛 函 的 分 布 相同 。 由 于 过 程 Z G) 通过 过 程 
wa) 的 表现 十 分 简单 ， 故 为 研究 & G) 的 许多 人 性质, 只 需 研 究 过程 
w(z) 的 性 质 ， 

特征 函数 形 如 (41) 的 过 程 称 做 坟 维 Winer PLE, 

如 果 C 是 非 退 化 的 算 子 ， 则 wl?) ETUATE E O 表示 。 
算 子 C 是 非 退 化 的 。 当 且 仅 当 算 子 了 3 是 非 退化 的 ， 具 有 非 退 化 算 
子 了 的 过 程 称 做 非 退 化 过 程 。 我 们 指出 。 只 有 这 种 情形 才 值得 研 
究 . 事 实 上 ，, 设 算 子 8 的 值 域 是 家 ”的 子 空间 工 , 而 六 是 工 在 R” 
中 的 正 交 补 ， 我 们 把 过 程 EO 表 为 和 

ECE) = EG) + Ee), 
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其 中 5 € L, EDEN, a == aji + ans 其 中 a € L, a € N, 那 
R Ë; = tas H z€ L 
KERAG ; 1 
Eei 一 exp f: liz, a) 一 > (Bz, a} 
因为 在 工 中 算 子 了 是非 退化 的 ， 故 过 程 E.G) 在 工 中 是 非 退 化 的 ， 
而 过 程 Ee 是: 的 线性 函数 。 MARR EO 归结 为 研究 非 退 化 
WE š (O. 
以 〈40) 为 特征 函数 的 过 程 EO 的 生成 算 子 形 为 


Af = (a, VI — T (BV, Vf, (42) 


其 中 了 是 二 次 连续 可 微 函 数 ( 见 定 理 1)。 mE ë (2) 是 Wiener 过 
程 , 则 对 二 次 连续 可 微 函 数 f 
Aj 一 一 二 人 (43) 


其 中 入 是 Laplace 算 子 : 





< 
Af = > AE 
而 xt,- -3 a” E x 是 某 正 交 基 中 的 坐标 。 
因为 对 所 有 > 0 
P{15CD| > s} < EBOL ~ QO, 


故 容易 看 出 ,如果 了 在 R HER, 则 在 每 一 个 这 样 的 点 z: 在 x 
的 某 一 邻 域内 了 是 二 次 连续 可 微 的 ,存在 极限 
i140 z r+ t 


= (a, VYE) + L (BV, VYE). 


我 们 看 Wiener 过 程 w) 的 某 些 性 质 ， 

设 S 是 球 心 在 点 0 的 球 ,* 是 首次 流出 该 球 的 时 间 . 那 末 由 过 
程 的 连续 性 知 ，zw(r) 落 到 球 的 边界 上 ， 设 工 是 球 的 边界 S' 上 的 
RRA. WRU A” WEEZE, 则 Uw(z) 也 是 连 


e H e 


续 的 齐 次 独立 增 量 过 程 ,其 特征 水 数 为 


- =i 
Eei Uw) 一 E Ula, GD 


= exp f- + (Us, U) == exp i= 于 ty >]. . 
因此 ，Uw() 也 是 Wiener 过 程 , 它 的 边沿 分 布 和 过 程 w(x) 的 边 
沿 分 布 相同 。 以 Y RAE Uwe) 首次 流出 球 5 的 时 间 。 显然 
T =r, 所 以 
P{w(r)eT} = P{Uw(r er} = P(Ux(z)€ r) 
= P{w(z) € UTY, 
其 中 77 在 变换 忌 中 是 工 的 逆 象 。 因 而 ，8 上 的 测度 
m(T) = Pí (z) € T 
关于 球 的 一 切 旋转 不 变 , 即 该 测度 与 球面 上 的 Lebesgue 测度 成 比 
例 , 比 例 系数 由 条 件 m(S') = 1 确定 。 由 7 一 r+" 容易 证 明 ，w(r) 
不 依赖 于 rz。 这 一 事实 可 用 来 求 变量 + 和 wlr) 的 联合 分 布 ,其 中 
是 首 达 有 具有 充分 光滑 边界 的 集 的 时 刻 , 
定理 6 设 了 是 一 闭 集 ， 其 边界 了 具有 如 下 性 质 : 对 任 一 
点 zeF 存在 开 锥 体 Ke Ceo 是 它 的 顶点 ) 和 8 > 0, ESL 
K,,C V; 设 是 过 程 wl) 十 > 首 达 集 了 的 时 刻 。 那 末 ， 对 定义 
在 了 上 的 任意 连续 有 界 函 数 了 和 2 > 0， 当 xEV 时 函数 
lr) = E rf wlr) + x) 
满足 方程 


219:(x) 一 " A@,(z) = 0, (44) 


其 中 A 是 Laplace 算 子 ， 而 且 lim®,(x) = fCx0), Xo € V',xEV, 


证 REV, e >o, ESON = e BK 
Dx) = Eep, C wlr) + z), (45) 
其 中 加 是 首次 流出 球 S, (a) 的 时 刻 (为 证 明 该 式 需 利用 
Or IGGY) = eE), 
其 中 zG) = w(z) 十 x，9 是 马尔 科 夫 过 程 O 的 推移 算 子 )。 
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由 Ta 和 tw(re) 的 独立 性 知 


-ar 1 
Dlr) = Ee + TST j... 


Hh a|s | 是 曲面 的 Lebesgue 面积 元 素 , |S;| 是 以 s 为 半径 的 球 
的 表面 积 ,而 Se(x) 是 Se(x) 的 边界 

我 们 求 随机 变量 r. HE. 设 $ 是 球 心 在 原点 半径 等 于 ”的 
Ro ro) 是 过 程 wa) + + 首次 流出 该 球 的 时 刻 。 由 于 过 程 
wa) + r ERKA. WAELE $5 的 结果 ( 见 (4) 式 及 以 后 各 
式 ) 可 知 , 对 充分 小 的 +, Tt,《x) 有 一 切 阶 甜 ， 设 
GC) = Er, C). 


Dl + y)a,|S']; (46) 


仿照 (46) 可 得 


G(x) 一 G(x + y)dy |S] + Ers. (47) 


因为 过 程 yw [£ Ra wÒ 的 累积 量 相同 ， 故 过 程 


1 Lisu: S, BM ri EF Xr,/7, 而 且 与 +。 有 相同 的 
分 布 ， 所 以 

Er, = XEr./1, 
从 而 Er。 一 ce’, jih c 是 某 一 常数 ， 函数 OC<, z) 满足 下 列 等 
式 


1 
TE ew Ce +», z + y)a,|S'| 


1 
|S.| 
= ¿82 + elx, x) 


一 | [cx, x) + 2c(x, yY) + celd, |S] 
因为 

so, y)4,|s'| = 0, 
因此 对 满足 S.C(x)CS 的 一 切 s 有 


1 , 
Si jl C+) +t ee + y, z + ds 
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= G(x) + c(xr, x). (48) 
我 们 证 明 G(x) 是 连续 函数 。 因 为 由 过 程 的 强 马尔 科 夫 性 
P(r,(x,) > T, Cra) + ô} 


<P [ sup Lelee) +)— wr, Cx))], 
wlr, Ce) + xa) < laz al 
7 P [| =p (wl, z) < la= al — 0, 


x 一 X20《 例 如 ,由 齐 次 过 程 的 重 对 数 定律 )， 敬 当 x 一 xz, —> 0 
时 , 依 概率 Tt,(x1) 一 rz.《x3)， 由 和 矩 的 一 致 有 界 性 : r, O) <ra), 
可 见 E,(x) 的 连续 性 . 

于 是 ,函数 G(x) + c(x, x) 连续 并 满足 《48); 因而 它 是 调和 
BJ. 但 对 x€5', GO) + elr, zx) 一 cr?， 所 以 当 x€5 时 它 也 是 
常数 : G(x) = cef — (x, z)]. 





为 求 。 我 们 指出 
1 
E.GGe(z.) — GG2) _ zT | SG + al'l — GG) 
Esr. Ez C 
一 一 1， 


因而 对 <€ S, G(x) 属于 特征 算 子 的 定义 域 , 且 SG(“) = 一 1. 但 
是 生成 算 子 也 定义 在 二 次 连续 可 微 函数 上 ;而且 9G 一 信 G 一 二 x 
AG。 从 而 ， 一 二 cA(x, z) 一 一 1， 即 ¿= L, 
设 Gil) = Ellr, G) P. IBEX SES 
Gaa) = Eri + 2Er + yi fiae + Delsl 
+ i oC + DAS. 


因此 
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G(x) = Er? — 2[ Er, P + 2Er,G (z) 
1 , 
+ qiy RA + DAIS. 
再 次 利用 等 式 = Pra PPS Eri = cet 所 以 


GD = (a Z) +2 G — G, 2) 
m m 


1 , 
+ KA |, GG + y)4,|S |. 


AR GO) 的 同样 方法 ,由 该 等 式 容易 求 出 Gil): 
1 





m+t4 aple rx) 1 
G,(z) mC2m + 2) tz D gga > zy. 
特别 
2 -一 m+ 4: 4 
Er: mOm+2 ` 
因此 


E. 2, = 1 — 1Er, + O((Er,.)). 


WR p (z) 是 3 "上 的 任意 连续 函数 , 则 容易 看 出 ,函数 
Ep(Cw(r,(x)) + z) 
Æ s ERMAS ,而 在 边界 8$ 上 取 q(x) 为 值 。 所 以 


Eqp(Cw(r, Cx)) 十 z) 一 KG y)d,|S'| 5 (49) 


其 中 
glas y) = ep lz 


rle — y|” 
H (49) 可 见 , 对 任意 > 0， 如 果 le) <r 一 p， 则 存在 c， 使 
P{w(r,(x)) + x€ T) < c,P( e(z,(0)) € Ty. (50) 

我 们 回 到 决定 @ (za) 的 方程 。 下 证 @,G) 连续 。 为 此 只 需 验 
证 ; 当 * 一 时 依 概率 rz 一 zw。 但 是 

Pir, > z, + 8) < Pí xG: + z,) + EK wyst < ó), 
其 中 K, +y 是 定理 条 件 中 所 说 的 锥 体 。 而 该 式 右 侧 的 概率 又 等 
于 
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P{ wlt) + z — y€K, 1 < 8], 
其 中 玉 是 以 原点 为 顶点 的 一 开 锥 体 ， 设 zEK，!z| 一 1， 是 这 样 
一 个 向 量 : SET e < 18 
{x:(x, 2) > a|z|Y€ K. 
BK 
P{w() + z — y€K, t < 8) 
<P{(w00), z) Salwa) + (z, y — x), 1 < 8) 


lmP((%(2), z) < al wC) | + z(y 一 x), tS 8} 
= P{(w(2), z) Salul t < 8). 


记 mE) = Cwl), z), wE) = wA — ewl). 因为 当 
(z, z) 一 0 时 


E tt, = Epiat) 


== exp 全 = iaz + zu, z + 2) 


rt z } 
- | 2 E Q Ol. 
二 (usu) 





设 是 首次 出 现 o (O) 一 p + J+ Inin 二 的 时 刻 。 由 重 对 数 
定律 知 , 当 p 一 0 时 ww 一 0， 蛮 量 w 与 o( 独立 ， 因 为 ws(2)/ 
V+ 的 分 布 不 依赖 1 帮 on.) n 的 分 布 不 依赖 4， 所 以 

P{ Col), z) Salwa zs < ó] 


<P fes mln In £ 
1 


P 


T 
<= |+ framd) + le 
Np 
, Epes 
一 p+ faini L 
| lp 
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wap) |2 


<a(o+ unnt) h+ — = f 
In in + 











Va 
Ip 
1 PACAN 
因为 a 过 1， 而 且 当 pe 一 0 时 lnla; — +0, X — 依 概 
8 p 


率 有 界 ; 所 以 最 后 的 概率 趋向 0 Sin, H — H > 0 
imP(r, > ry +) = 0, 

设 D, 是 这 样 一 些 点 z 的 集合 : x€ V', 存在 向 量 x*， 使 {y: 
(zs) — +)> Q —e)ly— rz], |y— =] <syeT。 那 末 ， 由 
定理 的 条 件 知 y D, = V', $% D, 随 818, RINER M 
择 6 之 0 可 以 使 

limP{ wT) + z€D,Y (51) 
任意 地 小 . 设 SONT 一 由 MLO EAE (O + + Ë 35 
SO) 边界 的 时 刻 。 那 末 
P{w(r;) + xéD,} 
= E[P{ wC.) + ZED: Yeer] 
= |Ptwcro) + zëD,]Pí (Ç G) + z € az), 
因为 当 |z 一 y| 充分 小 时 由 《50) 有 
Ple(¿(z)) + z€ ds) < LP{lw(t(y)) + y € dz}, 
P{w(r,) + z#€D,) < L,Pí m( 7, + yED,.}; 
而 由 于 当 一 0 时 右 侧 的 概率 趋向 0， 从 而 证 明了 ， 对 充分 小 的 
s> 0, G1) 式 可 以 任意 地 小 ， 


等 式 
imP{r, > Tx + 8, (TZ. + x€ D,} = 0 
xey 


的 证 明 与 等 式 
limP{r; >r, + ó) = Q 


的 证 明 完 全 相同 。 由 不 等 式 
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Pir, >r, +8} 

< Pir, >r, + wr) + x€ b,) + Piwlr:) + reD.} 

得 
imP{r, >r: + 8) = 0, 

因此 , 当 x — y RRE rerna 由 此 可 见 ， 人 名 ,《%x) 连续 ， 且 当 
x x Ë GEV, x€ U"), Br) — +0) (3 y € V' W z, = 0), 

利用 等 式 

Ee 一 1 一 1Er. + O((Er, Y), 


由 (46) 可 见 ， 
7 , @, x d, sS 一 @, 
s—>0 Er, 
设 Sxo) NV 一 ,而 函数 U(x) 在 S.G) 中 满足 方程 


1 AU(x) = 1U (2), (52) 


其 边界 条 件 为 : 当 zxz 一 名 时 ,U(x) 一 Dlr), z€ SG), 因为 
D) 在 5:(x。) 上 连续 ,所 以 这 样 的 函数 存在 ， 设 F G)= 0,(z) 一 
U(a2. F (z) 在 5,(xo) 内 连续 ,而 在 Sx0) 上 等 于 0. £ x € $,(xo) 
是 FG) 的 极 大 点 ， 那 末 


1 1 , 
1 (x) lim Er, | | S] 人 (=, y) y | | C| 5 


我 们 用 到 U(x) 二 次 过 续 可 微 性 ,由 此 


im Ee [iiy fw UG + 8,191 — D| 


= AU(x) = Ż AUG), 


同样 可 以 证 明 FG) 2 0. MTER SC) 之 内 B(x) 与 U(x) 
重合 。 所 以 , ERR SC) 之 内 函数 @;(x) 满足 方程 (44)。 定 理 证 
完 ， 
R ”如 果 集 V 的 边界 V 满足 定理 的 条 件 , 则 孙 数 
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Ó (x) = Pir) < oo Í 
满足 方程 
ABD(x) = 0, z€V, 
和 边界 条 件 
img(x) = 1, x€ U. 
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为 得 到 这 个 结果 ,只 需 在 定理 6 中 设 1 = 0, f(x) 一 1, 特别 ， 

如 果 了 是 以 坐标 原点 为 心 以 > 为 半径 的 球 , 则 

Px) 一 (二) (m > 2) 

Øl) =1 (m < 2). 
Me E, m< 28, O= 1 是 唯一 一 个 调和 函数 ,满足 条 件 : 当 
lel =r HD 一 1， 设 六 >3。 WR 4 o kt wao, 
所 以 B(x) < 1， 否 则 过 程 就 会 是 回 返 的 。 因为 过 程 w(z) 的 分 布 
和 过 程 1 (222) 的 分 布 相同 , 故 

Dalar) = P, Cr). 

由 于 对 任何 正 交 变换 U, HE we) 和 Uw(z) 的 分 布 相同 ,可 见 
O) 一 or z|)， 因 而 


D(x) =g (二 ). 


|z! 
如 果 el > | 上川 > r, W . 
D(x) = Dile) 0, G). 


eGD- GD (T) 


所 以 g(s) 二， 而 a 的 值 由 条 件 | 


来 求 , 即 a = m — 2, 
现在 研究 当 + | 0 时 过 程 wa) 的 行为 .由 $ 1 的 不 等 式 (18) 


故 


有 
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Pí sup | ws)) > cj > 2P lwa] > e. 


因为 
P{lw)| > c) 
= Kn r re Pdr, 
evi 
其 中 
KZ =T (Z) =< 
故 对 任意 se>0 和 8 一 1: 
+p fiw >(1 +e) za L dt < co, 
of t 


+p {lw > (1 一 8) Penn +I dt = 十 oo. 


和 $3 对 一 维 情形 完全 一 样 ,由 这 些 关 系 式 可 以 得 出 重 对 数 定律 ， 
定理 7 对 于 Wiener HA w(?) 有 | 


P ae. _ | =i. 
tto 1 
Jer la 一 
. £ 
注 . 同 理 可 证 


im Ol 让- 
P (im J 1 ñ 
Z m> 2 了 时 ,这 一 事实 可 以 用 来 估计 过 程 w(z) 向 o 的 增长 速度 ， 

定理 8 E oG) 是 Z” 中 的 Wiener 过 程 ， 其 中 wm > 2, 
则 对 一 切 % > 1 

P fim (nT inf |p (8) | 之 i} =1 
t> VT t>T 

证 ， 设 r, 是 过 程 w(9 首 达 集合 {x:1x*| 22 any 的 时 刻 , 其 

Ha > 1。 那 末 , 对 任 冲 R — 2" 


Plint wO] < R} < (E), 
a a 
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因为 左 侧 的 概率 等 于 “过 程 自 点 7” 始 (1y| 一 2" 于 某 一 时 刻 到 达 
球 Sa(0》” 的 概率 选取 一 列 Ra E 


R.A 
> (S) <=. 
那 末 ,事件 {inf jo] < R,) 中 只 出 现 有 限 多 个 ， 从 而 
. 1. 
P ftim Felel > 1} = 1. 
由 重 对 数 定律 可 知 , 对 一 切 充 分 大 的 
I= e -2 <L] He, 
° A/2r In In z, ° 
所 以 对 充分 大 的 > 
` 2a” 2a?” 
q e) ln ln a” <. < a + 8) ln ln a23 ° 
如 果 RQ) 递增 ,而 且 
292217 
R (G + =) =) < R, 


n In 2?" 








则 对 充分 大 的 : 


[iot lw 人 Di>1 leles inf | wo)| > 1), 


7 一 N,N 十 1,…， 如 果 选 RG) — / T/a, Eh 1> 
1， 则 可 以 断定 


定理 得 证 ， 
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第 五 章 分 枝 过 程 
$1. 有 限 个 质点 的 分 枝 过 程 


定义 . 母 函数 ”马尔 科 夫 分 枝 过 程 是 一 重要 马尔 科 夫 过 程 
类 。 在 最 简单 的 场合 ,分 枝 过 程 用 来 描绘 下 面 的 情形 . 

假设 ,我 们 观察 某 一 物理 体系 了 ， 此 体系 由 有 限 个 同一 类 型 
或 若干 不 同类 型 的 质点 组 成 。 随 着 时 间 的 流逝 , 在 不 依赖 于 其 它 
质点 的 情形 下 ,每 个 质点 可 能 消失 ,也 可 能 变 为 其 它 质点 群 。 新 质 
点 的 行为 和 开始 时 一 样 , 它 或 是 消失 或 是 产生 其 它 质点 ,等 等 .以 
后 我 们 有 时 称 体系 2 为 群体 ， 它 在 每 个 时 刻 z 的 状态 可 以 完全 由 
一 组 整数 来 表征 ,这 些 数 标明 ,在 给 定 的 时 刻 该 体系 中 每 种 类 型 的 
质点 各 有 多 少 个 ， 

可 以 归结 为 研究 这 类 体系 的 问题 ， 在 自然 界 以 及 在 技术 中 是 
很 常见 的 。 例 如 , 字 宙 线 雨 理论 , 基本 粒子 穿 过 物质 的 理论 , 以 及 
生物 群体 的 繁殖 ,传染 病 的 流行 ,等 等 都 属于 这 类 问题 . 

在 很 多 场合 ,可 以 假设 体系 了 随时 间 的 进化 是 随机 的 ,并 且 具 
有 马尔 科 夫 性 。 这样 的 过 程 称 做 分 枝 过 程 。 

最 简单 的 分 枝 过 程 可 以 概括 地 描绘 如 下 。 假设 质点 有 m 种 不 
同 的 类 型 , 而 且 w* 有 穷 。 我 们 把 体系 在 时 刻 : 的 状态 看 成 一 个 
HE SG) = (E0), P(O... EO) RRE RDDR EO) 表 
示 在 时 刻 :第 UA. 因此 ,所 有 序列 <= (atg, 

z"), 其 中 Ckm 1,2,…s,m) 是 非 负 整数 ,组 成 的 点 阵 多 ”就 
是 体系 的 相 空 间 . kat, 我 们 自始至终 以 如 7 表示 上 述 相 
空间 . 

假设 在 某 初 始 时 刻 o A x 个 第 让 型 质点 ,一 1,2,::-, m 
我 们 称 这 些 质 点 为 第 一 代 质 点 。 第 一 代 的 每 个 质点 “生存 ”一 定 的 
时 间 段 (时 间 眉 长 一 般 只 与 质点 的 类 型 有 关 ) ,然后 它 要 么 消失 ,要 
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Z38220 t AEL 型 质点 ，? 个 第 2 型 质点 ，…，z 个 第 玫 型 质 
点 。 我 们 称 这 些 质 点 为 第 二 代 质 点 ， 量 小 , vs a" ARER 
中 取 值 的 m 维 随机 向 量 ;根据 定义 , 它 的 分 布 只 依赖 于 质点 赔 变 的 
时 刻 和 质点 的 类 型 。 每 个 第 二 代 质 点 与 其 它 质 点 独立 地 “生存 ”， 
并 且 与 同型 原 质点 服从 一 样 的 概率 规律 在 某 一 时 刻 ， 它 或 是 消 
失 , 或 者 蜡 变 为 第 三 代 质 点 , 依 此 类 推 . 

我 们 假设 所 考察 体系 自身 封 前 ， 也 就 是 说 ， 从 外 部 流 人 质点 
《 移 人 ) 或 是 自生 质点 都 不 可 能 。 这 样 ,倘若 在 某 个 时 刻 A EG) 
一 0 (0 表示 Z 中 的 分 量 全 为 零 的 向 量 )， 则 对 一 切 > h 有 
a = 0, 

称 自 其 个 时 刻 起 样本 函数 以 概率 1 为 0 的 过 程 (5 为 退化 
的 ， 一 般 ,过 程 $(z) 迟早 要 变 为 0 的 概率 叫做 过 程 的 退化 概率 ， 

群体 中 个 体 的 个 数 ( 即 和 EO 一 EE + P(O) 十 -… + g” 
(O) 可 能 在 有 限时 间 区 间 内 无 限 增长 。 这 个 事件 可 视 为 体系 的 
爆发 ， 类 似 的 情形 导致 下 面 一 些 课题 《这 些 课题 在 分 枝 过 程 论 中 
有 着 明显 的 意义 )， 过 程 的 退化 概率 如 何 ? 体系 在 什么 情形 下 爆 
发 9 当 + 一 oo 时 群体 的 浙 近 行为 如 何 ? 

现在 我 们 来 正式 定义 分 枝 过程 。 

下 面 我 们 要 考虑 两 种 情形 : : 取 0。1,…sz。… .为 值 (离散 时 
EDA s 在 [0, co) 上 取 值 《连续 时 间 )。 在 这 一 小 节 将 要 引进 的 
定义 适用 于 一 般 情形 . 

设 向 量 z. y € 有 设 p,(z, y) 为 转移 概率 , 即 在 EC) =r 
HREF, EO = y 的 条 件 概率 ,其 中 0 <; <, J e= (o 
2 67) 是 2 中 的 向 量 , 其 中 一 1, 于 一 0, ij. 记 
PCi, y) 一 Paleis y), ba (š, j) = bae; ej)» 即 在 转移 概率 中 
ei 简 记 为 i。 以 后 ,我 们 对 条 件数 学 期 望 也 使 用 类 似 的 记号 ， 
-上面 提出 的 ， 关 于 体系 中 每 个 质点 的 演化 对 其 它 质点 独立 
的 假设 ,可 以 表 为 


Paulx y) = E Tī T Palia Ya) (1) 
i=1 i=1 
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其 中 右 侧 对 一 蕊 这 样 的 Jii KM: y; € A G =], RET mM, j= 
1, 2,-*……, z) B. 2Y == y, 这 时 ,如 果 < = 0， 则 令 


ll b. G, yi) 一 8(y;;), 


其 中 若 y = 0, 则 58(7) = 1, 而 若 y = 0, MJ 1) = 0。 等 式 
(1) 表 示 , 如 果 考 虑 向 量 » 一 切 可 能 的 表现 y = X Sl yu, yú € 


. i=1 j=1 
K, HERK- URE “ERA s FEDR i WA j 个 质点 G= 
lytta m, j= 1,2,121, zi), EWA z PEAKE y; 所 表征 的 
后 代 ” 的 概率 之 和 ,就 可 以 得 到 事件 5(z) = y AR. 

定义 1 相 空 间 中 的 马尔 科 夫 过 程 称 为 具有 种 类型 质点 的 
分 核 过 程 , 如 果 它 的 转移 概率 满足 CD) 式 。 

称 等 式 (1) 为 过 程 的 分 核 条 件 。 

下 面 只 考虑 时 间 齐 次 过 程 。 于 是 

Pala y) = P,_,(z, y); 


(关于 这 一 点 以 后 不 再 特别 声明 )。 这 样 , 分 枝 过 程 是 状态 可 列 齐 
次 马尔 科 夫 过 程 ,其 转移 概率 具有 (1) 式 所 描绘 的 特殊 构造 . 
可 以 给 等 式 (1) 以 略为 不 局 的 等 价 形式 ,而 由 于 后 者 的 直观 
性 这 将 是 更 方便 的 形式 。 
设 f(x) 是 定义 在 经 ” 上 的 任 一 数值 函数 , 而 EEO) E 
在 (C0) 二 x 的 条 件 下 ,随机 变量 E (2)) 的 条 件数 学 期 望 ;Ef(& 
(O) = EEH) BORTE 


m z’ 


EJECT 。。 ; 
E-D Eš > {2 22) 


m” m xi 
TH- D (SEn) 
i=] j=1 y;; eQ, #m1,2,-...my i=1 j=1 

11 fm1,2.., 3 


m u 


x II TI PCi, Yi), 


i=} j=1 
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该 式 可 化 为 
EEWO) = E, (> > ni)» (2) 
其 中 y 是 相互 独立 的 随机 向 量 族 , 每 个 向 量 取 值 于 K, m 的 
分 布 lG re &rY 与 了 了 无关。 
特别 ,如 果 设 f(a) = *， 则 由 (2) 式 得 等 式 


m 


EEO = D, ERC), 


i=1 


MEG f(x) = (xt — EEG) Gr — EC), 则 得 
ELEGO ESC) (eC) — EG 
= >) EIER — E;Ex()1[Er(2) 一 EEO]. 
如 果 记 
aG) = EE, 
dF (O = EEO — EROE O — Ez G)] 
并 引进 矩阵 
AG) = (aG), ms 
D;C) = {4} C) k, =u... ms 
则 上 面 1 阶 和 2 阶 矩 的 关系 式 可 以 化 为 
EEC) 一 AG)x, (3) 


EIEC) 一 下 (DO] EO — EOT = DD, G) 


这 里 ,对 于 两 个 疡 维 向 量 u 和 vw, uv 表示 乍 阵 {uto terenn. 
以 后 , 我 们 把 向 量 * 和 ”看 作 由 一 个 列 向 县 构成 的 和 矩阵， 而” 和 
内 是 由 一 个 行 向 量 构 成 的 矩阵 ， 这 样 

v'u = (u, v) 一 x gh k 
k=1 
是 向 量 # 和 ”的 数 积 . 
在 解决 具有 有 限 个 质点 的 分 枝 过 程 论 的 问题 时 ， 常 要 利用 母 
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HK. 

我 们 考虑 序列 w — (w, witt, Wa) 的 空间 c=, 其 中 m 
(K=1,2,---, m) ERR Alal ERR o, 的 模 ; W iel 是 
向 量 we C” 的 范 数 ,定义 为 

wil = max | wl, 
1<k<s 


矩阵 A= {a$}, k, j = 1 , m, 的 模 定义 为 


al = max Slaj, 
这 样 ， | 
上 el <ia lel, Iwal < lll iel, 
其 中 矩阵 4 是 4 的 转 置 。 . 
PEHE v= (m, Was ** a Wm) 的 函数 


EG) = gCur, za Wa) = D, Pawi wz ewa" C5) 


为 数组 Pe rE R) 的 母 函 数 ， 如 果 |ps| Se rer, WE 
域 (la| < 1,k&=1,..., m) 内 级 数 (5) 绝 对 收敛 ;而 若 
>e, < oo， 


MER 和 wx| Sl, k=l, e,m) 内 级 数 (5) 也 绝对 收 人 第 在 
级 数 (5) 收 敛 域 的 内 点 ，gCw) 是 解析 函数 。 为 简化 书写 , 我 们 引 
进 一 些 记号 。 记 ww" 为 向 量 (ww, mz ° 6408), 而 
以 zz, ERK, BRAE 
w= |] š. 
k=1 
(w . w”) == (wF Cw" Y, wta — ww, 

设 7 是 取 值 于 < BIAR, 2 = Q, Tsee 2”), p(z)= 
P {n= z), x€ X, 而 Ew) 是 分 布 Pa, xe AY 的 母 函 
数 。 那 未 
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slw) = >) pG) uz = En’, 


r€ m” 


这 时 
e0) = Pin = 0, gD) 一 1， 
其 中 0 为 零 向 量 , 1 DREA LOHR. lel < 1, 函 数 gCw) 


无 限 可 微 , 并 且 
Bew) _ Ente", 


wk 


2 
8 g(w = Enn" — OR) wher, 
ðw, ðw, 


等 等 。 这 时 ,如 果 
>o tp) < co, 5 xk( x 一 öttel) < °, 


rx xé 


则 相应 地 有 
Ezt 一 lim aew) 


w=>l1 Ow 


Etr 一 0) = lim Pew) 


e>1 w ðw, 
不 难 证 明 : 对 于 母 函 数 成 立 连续 性 定理 : 如 果 ( 取 值 于 Z WE 
机 向 量 序列 y。 的 分 布 弱 收敛 于 随机 向 量 和 的 分 布 ， 则 gw) 
g(w)， 其 中 8g,《w) 和 g( a) 分 别 是 随机 向 量 n, 和 的 分 布 的 母 
PR. 相反， 如 果 g,(w) gw), lols, MAE 7 的 分 布 
弦 收 敛 于 向 量 7 的 分 布 。 
我 们 定义 概率 族 (pk, z), re R} 的 母 函数 如 下 : 


g (k. Ww) = Ph, zx = Eput”, 
这 里 , 当 w= 0 BF, w 决定 于 条 件 
w| w= = 8(a), 
我 把 序列 p,(x) 和 g,(w)， 其 中 
PCE) = {Pl1sx), P2, xz) + Pm, x)}, 
BW) = (g,(1, w), 823 了) +, 8,(m, 0215 
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看 作 w 维 向 量 ,并 称 函数 g,(w) 为 分 枝 过 程 的 向 量 母 函 数 。 

分 枝 过 程 的 母 函 数 满足 简单 的 函数 方程 ， 在 解决 一 系列 问题 
时 ,此 方程 有 广泛 应 用 .为 推出 该 方程 我 们 注意 到 ,由 Kozuoropos- 
Chapman 方程 和 (1) 式 得 等 式 


P. (k, z) 一 > Pk, x) Ca, z) 


= 之 P.(Kk, x) > TI ÎI PCi, zii). 


Jsi =s i=l j=l 
PWERU w 并 对 2ER RM, 得 
> > JI H P.G, si)w” 


aS n i=1 j= 


= >, >; HII H [P,G , zi) wa] 


= H Ë [> LAER ziua 
= JI 18G, wI” = Lew), 
由 此 可 见 


E, (k, w) 一 25, y) [gw)1, 

= y 

g. (K, w) = g.k, BW))s k= 1,:- m, (6) 
又 可 写 为 

E(w) = g,(g,(2)). (7) 
在 EO) 一 x 的 条 件 下 ,向 量 EO 的 分 布 的 母 函 数 
g(x, w) = ÉE. št f 

可 以 通过 向 量 函数 gw) 来 表示 ,事实 上 ,由 以 上 的 推导 有 
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E, s 一 > Px, z)w 一 II [gCi, 21", 
#6 i=l 


因此 

g(x, w) = [g,Ç%)]*, (8) 
该 式 表明 ,只 要 知道 向 量 母 函数 ew) 就 可 以 求 出 母国 数 g Cs 
w) 我 们 称 (7) 式 为 分 枝 过 程 母 函数 的 函数 方程 ， 
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离散 时 间 分 枝 过 程 ” 考 虑 具有 和 种 类 型 质点 的 离散 时 间 分 梳 
过 程 。 现 在 我 们 用 nsr, 表示 时 间 1, 并 且 设 
p(z,y)= b(z,y), gw) = 8w), 
g(x, y) = g(r, y), E(k; w) = 8 (k, w), 
过 程 向 量 母 函数 的 函数 方程 可 以 写 为 
Entr) = ga gw)). 
它 表 明 向 量 函 数 g,(w) TARR (w) 的 # 次 迭代 而 得 到 : 
Cw) = EECW))s tts Bnk) = gg(1w)), (9) 
考虑 任意 具有 和 种 类 型 质点 的 离散 时 间 分 枝 过程 ， 并 且 研 究 
如 何 给 出 这 样 过 程 的 问题 。 我 们 指出 :知道 了 转移 概率 PCG, <), 
r€, i=1,2, t, m, 就 可 以 由 (1) ARH HO, z), yE 
K; 而 由 马尔 科 夫 性 就 可 以 求 出 任意 步 的 转移 概率 O, r) 
岗 一 问题 可 以 利用 母 函数 来 求解 如 下 : 由 概率 pG, zx) 构造 
E(w); 通过 函数 Cw) WARR gw) MERAM 
gnats w) = [8w )]*. (10) 
#GÑJUEBH W AA: 可 以 根据 任意 母 芳 数 (k, w), AAM 
述 的 方法 来 构造 分 枝 过 程 。 
定理 1 对 任意 数 集 (Pk, z), z€ Z}, k=l, m, 
如 果 满 足 条 件 


PCk, x) 20, Dp, x) = 1, k=1,.., m, 
则 存在 分 梳 过 程 ,使 
E(k, w) = >: PCk, xw", À = 1,.…， My 
reg 
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是 一 步 转移 概率 的 母 函数 ， 

证 .我 们 首先 指出 ,对 [wil 1G 一 1,…,m) 有 [|#s(w)| 专 
1; 于 是 ， 对 所 考虑 的 w 的 值 ， 可 以 依次 决定 函数 gw) DER 
ECW) = g(g,-()), WEIS 向 量 gC) 的 分 量 
ga 和 ,w) 在 域 |wi| < 1G ml, m) 内 是 解析 函数 , 而 它 分 解 
为 吉 级 数 的 系数 是 非 久 的 。 如 果 


g,(K, w) = 5 Palk, rjw, 


则 z, (k, 1) = 3) p,(《, z), 而 由 归纳 法 知 ， 此 和 等 于 1。 我们 
根据 (10) 式 引进 函数 Eala m), AR g,(=, w) 对 lw; l <1 定 
义 ,而 对 lwil < 1 解析 ;在 函数 gle w) 的 等级 数 分 解 式 中 加 
项 的 系数 如 (z, y) Efo 而 它们 的 和 等 于 1， pu(z,y) 一 1, 
我 们 现在 考虑 随机 核 族 {Pales y) yE R rz 一 12 


x€ 统 ， 证 明 它 是 马尔 科 夫 核 族 并 且 满 足 分 枝条 件 (1)。 由 ge(>， 
w) 的 定义 知 


REF w) = ]! [z,Çk, w)]™, 
R21 


其 中 * 一 > cix*， 由 于 母 函 数 唯一 决定 自己 的 系数 , 可 见 分 布 


k 
{Plr y), VER) HAK rh <t AAA (P.G1, 5), ERY 
的 随机 向 量 ,x 个 同 分 布 {fp,(2，7)，y€ 2 } 的 随机 向 量 ，…?xm” 
个 同 分 布 {Pm y) VERZ) 的 随机 向 量 之 和 , 而且 此 和 的 全 
Batet + x” 个 被 加 项 相互 独立 这 说 明 p,(x, y) 
满足 分 枝条 件 。 我 们 现在 验证 概率 p,《x, y) 满足 Ko[xworopog- 
Chapman 方程 。 为 此 ,我 们 考 虞 变量 组 


qx» y) = X) P.G 2)pz, y) 
的 母 函数 w) A 
h(w) 一 2 4C, yJw” = > Pala, z)a,(z, w) 
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> AEF z)[g,( w)]" = AEF z,( 2), 


因为 | 
gs (z, w) = [gatr Cw)]” = [g,(g,(ze))1° = REF gw)), 
故 
hCw) = Z, (z, 0), 
由 此 可 见 
b. (z, y) _ >; to 人 xz， ypP,(z, y). 


TE, {22 Y) VER ER, n=l, 2, 是 马尔 科 夫 核 
族 ;可 以 根据 满足 定理 条 件 的 变量 组 的 任意 向 量 母 函 数 gC(w), 利 
用 上 述 方法 构造 一 分 枝 过 程 。 定 理 得 证 . 

ERKE) 设 Ela), 一 0,1, 2, ERA mAh N 
点 的 分 枝 过 程 。 过 程 E) 的 渐 近 行为 的 研究 ， 基 于 疝 量 £(s) 
的 矩 的 性 质 ， kam. 引进 一 矩阵 AG) = OA ,j= 
1,2,.……,m， 其 中 af(n) 一 了 Et; 令 4(1) = A, aR (1) = 
až, 假设 až < co, k, j= 1,-.., m, 由 以 上 可 知 ( 见 (3) 式 ) 

E.é(n) 一 ACn)x. 
因为 ¿G) 是 马尔 科 夫 过 程 : 故 
EEC) = EEE) 一 下 :45(1) = A, 
而 由 归纳 法 有 . 
ü | E.G) = A" 或 A(n) = A", 
”从 具有 非 负 元 矩阵 的 一 般 定 理 可 以 推出 矩阵 À" 的 渐 近 性 
质 。 

称 第 阵 如 为 非 负 的 ( 记 作 B> 0), WECHRA JT by > 0; 
HRE B KAEB GEE B > 0)， 如 果 它 的 所 有 元 bu > 0。 如 
REAR 8 的 某 次 宪 是 正 矩 阵 ， 则 称 B 为 素 阵 。 

根据 Perron 定理 ”, Edu BEBE B 是 素 阵 ， 当 且 仅 当 它 有 唯一 
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绝对 值 最 大 的 特征 值 as RHEEN, Æ ip r= 2, +, EER 
BERIE (4,7 u), MU |2,| < laul. BP 2, EER, 并 且 是 
特征 方程 的 简单 根 ， 并 且 可 以 假设 与 它 相对 应 的 特征 向 量 是 正 
的 ， 

以 后 我 们 有 时 假设 分 枝 过 程 的 和 矩阵 4 = AG) ERE. 这 
时 ,和 抵 阵 4 的 渐 近 性 质 可 以 表征 如 下 、 设 zx 一 Cu, ses n) 是 
年 阵 4 的 特征 向 量 ,对 应 于 特征 值 uut > iio = sss 
s”) 是 矩阵 4' 的 特征 向 量 ,也 对 应 于 特征 值 1; (其 中 A 是 矩阵 
ARRE). 根据 Perron 定理 ,也 可 以 假设 向 量 v 是 正 的 ; 即 尼 > 
0. 假设 向 量 * 和 ”是 规范 的 , 即 满足 条 件 ， 


(u, v) 一 > utvt = 1, 
k=1 `: 
令 | . 
A= u, dim A — hd 
因为 
A,A = uv A = AV) = ul = NA1s 
AA, = Auv = luv 一 和 4 
AÌ = uu 'uu' = u(u'u)u' = uu' — Ais 

故 


A,A, = (A — 1,424, = 0 = 4,435 
A = (rA, + Aidi + A;) = 22A, + As, 
利用 归纳 法 得 
4° = 224, + A3, (11) 
B. 
A= A, AA, = AA, = 0. (12) 
it a EER A, WEEE, Aaa = Y, 因为 Ad, = 0, Wk 
Aaa = 0. 所 以 Au, = Axa = Atis Bp 1 JEEE 4 的 特征 值 ， 由 
等 式 A = uvu = ú 可 见 mu, Mi lal <. 由 矩阵 B° 
的 表现 的 一 般 公 式 ( 见 Tanrvaxep KERR) CSB PF2k)), 可 见 : 
WÈ & 是 矩阵 8 的 绝对 值 最 大 的 特征 值 ， 则 存在 常数 C 和 ,使 
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habe p" 的 任意 元 op 满足 PI < Ca。 从 而 ,存在 +， 
0 二 + 二 1, 使 


= 41 = oGr”), (13) 


这 样 , 矩阵 A" 的 渐 近 行为 首先 是 由 和 矩阵 224, 来 表征 的 。 特别 ， 
对 任意 向 量 4 有 
lmE, (2, z) = (v, z)(z 4). (14) 


该 式 说 明 ， 当 ?一 oo WJ, AEC) 以 概率 1 收 伍 于 某 一 具有 固 
定 方 向 的 随机 向 量 ， 而 且 此 方向 即 向 量 < 的 方向 。 在 一 阶 矩 存在 
的 条 件 下 ,我 们 对 % > 1 的 情形 证 明 这 一 点 , 而 1 < 1 的 情形 
放 到 以 后 讨论 . 
我 们 考虑 向 量 EO) 的 一 阶 矩 。 令 
B(n) = B(n,x) = EECa )E' (a), 
D; = EEG) — EEIE) — EOY. 

由 (4) 式 

EEC) — E.z(DD1[£G1) — EE(DY = >, D; 


i=l 


因而 
ESOO) = È, zD; + Azz'A', 
由 过 程 8(x》 的 马尔 科 夫 性 得 
B(n + 1) = E EnEn + E'G + 1) 
— E.| 4E (e) EDA + 1 GD] 


= AB(n)A' + y， (eiA"x)D:i, 
由 此 ;在 矩阵 Di i= 1,.…, mw, 有限 的 条 件 下 ,用 归纳 法 可 以 推 
出 矩阵 B(x) 有 限 , 以 及 
B (s + r) = A'BGa)A" + > > ChA" AIDA", (15) 


i=0 #=1 
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定理 2 WE G) 的 二 阶 矩 有 穷 , 4 是 素 阵 ，2 > 1， 则 向 
E 5(n)/44 均 方 收敛 于 在 空间 有 国定 方向 的 随机 向 量 ,而 且 此 方 
向 与 向 量 x 的 方向 一 致 . 

WE. A U, = AEC), WSR, Ertain = AAYE 


#1 m ` 
aray + >) Dy Me Air) GYA)” iD AA, (16) 
i=0 i=1 


由 矩阵 aidi, ji = 1,2,- 5 nyet, 的 元 的 一 致 有 内 性 知 ， 在 上 
式 中 可 以 令 2 一 so 并 取 极限 。 有 


limE,¿,;, = (v, Yuu + > > a7” (e; ur’ Divw )， 


i=0 i=0 


因而 ,可 知 矩 阵 Et,5s RER. AA 
E... Ear 一 En) Cr+r 一 ¿,) 


=t) Èn) — Gr'AYt,t, 一 Cols Gu y + Cats 


者 用 (15) 式 得 等 


Eil Enar = Cn) Entr 一 Cn) 
= [QU'AY — Enl — I] 


十 >: s OPE eiat] 
x Gr'AY“iD GAD” 
当 2 一 oo 时 ,此 式 最 后 的 双 和 号 项 关于 ?一致 收 化 于 0. 至 于 该 
式 右 侧 的 第 一 项 , 则 利用 (16) 式 可 以 将 其 化 为 如 下 形式 
(+ — Axx (AY — A'Y 
+ 5 >: WiC A (A 一 A DI 
x 《+ — AY, 
其 中 简 记 4 一 ard, 因为 当 n> o Bh, A >A, MARR 
于 ?7 一致 收敛 ,故此 和 收敛 于 0， 因 而, 随机 向 量 序列 ¿G) 均 方 
Wak TARER ¿, u B. 
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i Egy = kuu’, 
其 中 

¡Axo Div 
k = (v, zy + > fi E 


又 可 写成 
k = (v, z)° + x z'Diçe (1 — APAN, 
i=1 


WR s 是 R” 中 的 任 一 向 量 , 则 
E.G, TY = (Ett s = Ks, uY. 

HEEL, HER z, AE £ BS = 正 交 的 分 量 几 乎 处 处 等 于 0。 
因而 ,向 量 $ 的 方向 与 向 量 w 一 致 。 定 理 得 证 ， 

作为 对 该 定理 的 补充 ， 我 们 找 出 极限 向 量 5 的 Laplace 变换 
的 函数 方程 。 令 

JG, p) 一 E, 5, J (k t) = E, tm, (17) 
k = 1,23, M, 
其 中 ?是 w* 维 复 向 量 , p = (b, Ds" '*s Pm) MEH Rep, 2 0. 
函数 Jakt) 与 向 量 EC) 的 母 函 数 之 间 有 密切 联系 : 
JnCk, b) = EnCks e-t), et = (zn, eoo, etm), 
由 (9) 式 有 
Ja CAP) = gCJ,(P)), 

其 中 JaC) = (JaC, p). J (m, PD). RA Lim. Z, = š, 
故 JE) JE), 其 中 JO) 是 以 Jt) 为 分 量 的 向 量 。 由 
于 函数 gÇo) ERR {wt < 1, k=l, m) 内 连续 , 故 当 
n> co 时 在 (10) 式 中 取 极 限 可 得 如 下 函数 方程 : 


JG:bt) = g (1(P)). (18) 
ikih AR KP) 满足 下 列 关系 式 
JG, o) = 1, SIAD r= =— u, K. r=1, et’ mh, (19) 


方程 (18) 可 以 用 来 求 过 程 的 退化 概率 ， 设 qt 是 在 EOS 
+ 484. 


ck 的 条 件 下 ,过 程 EC) 的 退化 概率 , 即 
一 P{ 对 某 个 n, SQ) = 0) =P= 0), 
而 q = (Q, garag") TA 
q* -lm JR, P). 


如 果 在 (18) 式 中 当 Rep -> co 时 取 极 限 ， 则 得 向 量 q 所 满足 的 方 
li 4 = 2a). (20) 

定理 3 如 果 分 枝 过 程 《(Cz) 的 二 阶 矩 有 限 , EE 4 是 素 阵 ， 
2, > 1， 则 极限 向 量 5 一 1 i. m. 5 (w)/43 的 条 件 分 布 的 Laplace 
变换 JO) 满足 函数 方程 (18), 而 过 程 的 退化 概率 向 量 4 满足 方 
程 (20). . . 

我 们 证 明 方 程 (18) 一 (19) 的 解 在 满足 条 件 |7(p)| < 1 HA 
数 类 中 唯一 . 

W |:| (z € R”) E || Go € EJAZ |$] R |wi| 为 
分 量 的 向 量 , k= 1, 2，…，m。 如 果 rt >rt, 一 1 1 
就 记 之 EAEN xE B"); 如 果 z > z, k = 1,:-*, ms 就 记 
r > mn, ALEE” S°) y B 88235 1AE. 向 量 
w € ”又 看 成 是 由 一 行 构成 的 矩阵 。 

下 面 的 不 等 式 显然 : 

JgCw)) < z(1 |D. : (21) 
这 里 应 注意 到 ,如 果 w> 0, WJ g(w) 0. | 

引 理 1 如 果 向 量 iC) BU— Br ABS IR, 而 且 lels, 

jw} 和 1, MB 
la(w’) — gw) < |w — e” | A. 

事实 上 ,对 |wx| < 1, [wtl < 1,k=1,2,-.-, m, 有 

<Š 


Ha-a 


k=1 


, pp 
Wk — tk |; 
由 此 得 

m . 
(Cw) — Cwi < 21 lw — 71, 
k=1 
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因而 
Lelis w) — gG, w| < 2) PG, Cw) — wY 


< >; >; pG, elw — w| = Eaj | k — wkl 


xE k=1 

于 是 引 理 得 证 ， 

MEIRE (18) 的 解 的 唯一 性 璧 如 ,我 们 对 非 负 实 
B p, 若 巾 方程 (18) 的 解 , 对 如 一 0 这些 解 有 满足 条 件 (19) 的 一 阶 
偏 导 数 。 假设 存在 两 个 这 样 的 解 JO 入 (p)， 令 J- 
J P) = IP. 函数 ylp) 对 P 二 0 连续 ,而 且 由 于 条 件 (19) 
当 plo 时 wz 一 0， 由 方程 (18) 有 

Lp gp = Pe) 一 大 (pp)| 
= |e (Cp) 一 8 (Cp))| . 
A Ol S lelle. 
由 此 对 任意 ”得 不 等 式 : 
[gD1 < ($) 4 (去). 

令 n— co, Ë wlp) 三 0， 由 此 得 O = O. 方程 (18) 一 
《19) 的 解 的 唯一 性 得 证 . 

次 临界 情形 ”我们 现在 研究 < 1 的 情形 (4 < 1 的 情形 称 
化 。 在 进行 证 明 时 村 用 到 分 枝 过 程 的 非 自 返 性 . 

称 分 梳 过 程 为 非 自 返 的 ， 如 果 除 0 之 外 它 的 所 有 状态 都 是 非 
自 返 的 , 即 如 果 对 * 关 0 

P.( 对 ”的 无 穷 多 个 值 有 Ela) = E(0)) = 0. 

我 们 首先 要 证 明 ， 除 了 很 明显 的 情形 之 外 ， 具 有 素 阵 4 的 分 
枝 过 程 是 非 自 返 的 。 

称 过 程 为 奇异 的 ， 如 果 任何 型 的 质点 经 单位 时 间 变 为 一 个 且 
只 能 变 为 一 个 质点 。 换 名 话说， 如 果 随 时 间 的 变化 质点 的 总 数 不 
变 , 则 过 程 是 奇异 的 。 
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定理 4 愉 有 索 阵 4 的 非 奇异 分 枝 过 程 是 非 自 返 的 ， 

证 、 对 于 任何 型 的 质点 ， 它 的 后 代 在 长 为 的 时 间 自 内 的 退 
化 概率 是 a 的 单调 不 减 函数 。 所以, 如 果 对 某 个 > 有 P; (¿(n)= 
0} > 0,、 则 体系 无 穷 多 次 返回 状态 ae; (其 中 是 任意 正 数 ) 的 概 
RET 0 (Borel-Cantelli 定理 )。 从 而 ， 如 果 对 每 个 i 存在 ni, 使 
P; (š (u) = 0) > 0， 则 对 任意 * 体系 返回 状态 * 的 概率 小 于 1， 
因而 无 穷 多 次 返回 的 概率 等 于 0. 于 是 ,在 这 种 情形 下 定理 得 
证 . 

现在 假设 ,对 某 些 类 型 的 质点 ( 设 这 类 型 的 编号 为 1, 2，…?r) 
和 任意 ”有 PAE) 一 0) = 0,i 一 1,2,…s7 ,我 们 指出 1, sr 
型 质点 的 总 数 不 减 。 为 证 明 这 一 事实 ， 只 需 考 虑 一 个 质点 经 单位 
BHRR. MENT i 型 质点 (i 适 ")， 它 在 单位 时 间 内 不 产 
生 1 型 ，…,r 型 后 代 的 概率 小 于 1, 则 它 的 所 有 后 代 都 是 > 十 1 
型 , …， 乡 型 质点 的 概率 也 大 于 0, 从 而 该 后 代 退 化 的 概率 也 应 大 
于 0, 但 是 这 与 1,…，* 型 质点 的 定义 矛盾 . 

W v(x) 为 向 量 * 的 前 > 个 分 量 的 和 。 由 变量 v (8(x)) 的 
已 有 性 质 可 知 ， 为 证 明定 理 只 需 证 明 存 在 五 , 使 Peio (E> 
2(5C0)) > 0. 设 A"%2> 0。 考虑 序列 ECO) EC) En) 
显然 ， 它 是 非 奇 异 分 枝 过 程 。 如 果 r= m, MEE i, 使 Piol 
(mw)) > 1) > 0， 和 否则 过 程 是 奇异 的 。 从 而 
P.(>(t(2n)) > >(z)) 


> > PEC) = KPiR) > k). 


H A%> 0 可 见 ， 对 任意 < (z > 0) 存在 *, 使 P, (š: a) = 
让 > 0; 而 由 i 的 选择 知 ,对 一 切 《* 有 Pilo) > k) > 0, 
这 样 对 r= m 的 情形 有 Pair (ë(z.)) > > EO) > 0, n, = 
2, 

现在 设 1 二 + < m, HE Eln) RH Em) = £' + 8”, 
REPARE RREA EDNA r 个 分 量 的 质点 的 后 代 , 而 5” 表 
示 对 应 E(m。) 的 其 它 m 一 + 个 分 量 的 质点 的 后 代 。 显然 有 
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v(E(2m0)) = VCE) + >(£”) 2 v) + EY. 
由 Ao H, >(£”) > 0 的 概率 大 于 O. 所 以 这 时 有 P, (š 
《2zo)) > >(8(0))) > 0。 定 理 得 证 。 

注 ， 不 难 构造 出 具有 素 阵 4 的 非 奇异 自 返 分 枝 过 程 的 例子 . 
例如 , 设 过 程 有 两 个 质点 ， 经 单位 时 间 第 一 个 质点 以 概率 1 消失 ， 
而 第 二 个 质点 产生 两 个 后 代 : 一 个 是 第 一 型 质点 ， 而 另 一 个 是 第 
二 型 质点 。 那 末 此 过 程 就 是 非 奇异 自 返 过 程 ， 

利用 所 证 明 的 定理 不 难 验证 ,对 2, < 1 分 枝 过 程 退化 ， 

定理 5 HEG) 是 非 奇 异 分 枝 过 程 , 矩阵 4 是 素 阵 , 2 < 1, 
BRAE EC) UME 1 退化 . 

üE. 设 |z] = = + + GER) BRIED 
在 时 刻 # 存在 的 质点 的 总 数 . 由 定理 4 知 ,极限 imli EE, 
并 且 不 是 等 于 0 就 是 等 于 oo。 WR ausi, MH ”一 co 时 第 
ELAR. 所 以 


E.lim |£G2)| < limE, ls = tim 3) Cast < c, 
k=1 


其 中 (4x)* 是 向 量 Az 的 第 和 个 分 量 。 由 此 不 等 式 可 见 P, 
{imë = col 一 0， 从 而 ,对 任意 zx 有 P, {lim |ë) = 
0} 一 1。 定 理 得 证 . 

注 1. 如 果 和 <1， 则 由 Faou 不 等 式 得 Etim llil- 
0; 而 最 后 的 式 子 成 立 ， 当 且 仅 当 对 任意 zx 自 某 个 > 起 有 PE 
(n) 一 0} 一 1， 即 过 程 ¿(n) 退化 。 这 时 ， 和 矩阵 4 的 素性 或 过 程 
£(n) 的 非 奇异 性 可 能 不 成 立 . 

注 2， 如 果 定 理 的 条 件 成 立 , 则 在 区 域 | el <+ < 1 内 一 致 
有 

g (x) — 1, f 

ME 4 < 1。 则 此 式 在 区 域 lels! 内 一 致 成 立 ， 并 且 不 依赖 
上 一 定理 的 其 它 条 件 ， 

为 在 a< 的 情形 下 更 确切 的 表征 分 校 过 程 的 浙 近 行为 ， 
要 用 到 对 母 函数 Ck, w) 的 一 些 估计 
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引 理 2 如 果 向 量 E0) 有 有 穷 的 一 阶 矩 和 二 险 矩 ，|w 1 
1, 则 


(—G(e)>|ji—1el |a L |i=1e1|| i= 161], 





其 中 B = {8#}, Á, js 一 1， tets My ¿H = Egt (1) [Ië G) 一 
88], mi | 一 | 1 一 中 表示 以 





>G wD jelt, z= 1... m, 
k» jml 


为 分 量 的 向 量 . 
证 . 不 难 验证 ,如 果 OK € [0， 1], 则 


MO- Det 51 aka, 
k=1 b= 1 


k<i 
从 而 
1— gr, (wi) = Dplr, z)(1 — Jwt) 
> Bp, D [X G Ja) 
ER k=1 
一 2 =a — |w 一 lwil) 
Gi — It a m, | 3 
> *— a —- ley] 
-5 aG — D-7 X ¿EG — [wl) 
x (1 一 oil 
引 理 得 证 . 
定理 6 设 4 为 素 阵 , 4 < 1, 那 未 在 区 域 j¿]<1 内 一 
致 有 
n pt) = Aw)’, (22) 


其 中 函数 Au) 对 lol < 1 ARERR lwl < 工 内 h(w) 是 
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解析 泡 数 ,并 且 ,G(1)= 0, (0) > 0, 
uE. < 
: = 1 — gnr(w) 
du) = 1 (e). 


首先 注意 到 ,由 引 理 1 和 式 (11),(13) 
|2,Ge)| <l el <, 


其 中 。 RER, Kiin medel. HTAR Co) 在 区 
R lel < 1 内 有 一 致 有 界 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 ,可 见 
~ £(1) — g (ew) == [(1 — g,(w))A 


das = 


+ O(||1 — ga (w) = a, £ + oG’), 


其 中 oa 0 是 一 向 量 ,满足 Joa] < 222, Tü E tk 
赖 ww 和 +# 的 常数 。 利 用 归纳 法 得 
AY” < n+- 4 h 
dn = dr (£) + 2, oG" (£) 


1 


一 4。 (EY + o), (23) 


AN” A 
一 局 
从 而 当 n— oo, m — co, 1— co 时 ,在 区 域 上 wj 万 1 一 致 有 
le 一生 可 一 0 于 是 ,对 je < + 极限 ima (w) 一 a Cw) 
存在 ,并 且 在 区 域 lwl| < 1 内 是 解析 函数 .在 (23) 式 中 令 m> 
co, n— co 并 取 极 限 ,得 

d(Cw) (d(Cw), u)v’, 
于 是 (22) 式 得 证 ;这 时 hh(w) = (dlw), u). 
由 aw) 的 定义 知 ，d(1) 一 0。 只 刹 下 证 明 hC0) > 0， 令 
hs(w) 一 (dn(w),w)， 由 引 理 2 可 推出 不 等 式 
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所 以 


le 一 去 | ‘c+ [OIDI 








dma(0) > da (0) £ — HZ 4,C0)4C0)Ë, 
两 合同 对 向 量 = 求 数 积 ,并 且 注 意 到 向 量 z 是 正 的 ,和 而且 4 一 av， 
可 见 存在 一 常数 o, G | 
haO) > haO) — on); 
由 此 可 见 , 对 充分 大 的 | 


harmC0) 之 h,(0) TI a 一 cati), 


KCO) > 4, (0) T G — eat), 
, j=0 
现在 来 证 明 对 任意 > 有 j.(0)?>0. 事 实 上 ,如 果 wi € 《0,1)， 
则 
1—g(0) > 1 — gw) > (1 — w)A" 


->a — w)( — x)B"; 
由 此 得 
haO) S CI — ws u) — wl — wi", u). 


选择 w, 使 它 离 1 充分 地 近 , 得 40) > 0， 定 理 得 证 ， 

E Eln) > 0 的 条 件 下 ， 下 面 的 定理 提供 了 关于 x > oo 时 
向 量 Ea) 的 分 布 的 信息 。 

定理 7 设 4 是 素 阵 , 1, < 1。 那 末 , EEC) > 0 £(0)= 
r 的 条 件 下 , 向 量 E(n) 的 条 件 分 布 收 敛 于 以 不 依赖 于 * 的 通 数 


* = hw) ` 
g* (w)— 1 O: (24) 

ARARAS. 函数 g*(w) 满足 函数 方程 
glewe) = 1 — 1, + haw). (25) 


证 ,在 ECO) = =, EC) > 0 的 条 件 下 , 向量 EO) 的 母 函 
数 记 作 3Cr, w), WR 
Et 一 Pef5Cz) = 0) 


g(x, w) 一 下 :zs sz) > 01 = F — P {E(a) = 0) 


. 491 ° 


ax w) 一 n(x, 0) -1 1 ~ gn(*, w) 
1 — gn(x, 0) 1 — ga(x, 0) " 
因为 g,Cz, w) = [gu(z)]*， 则 和 用 定理 6 得 


t= [I ü — i —z,G I} 
1 — g,( z, w) 一 
1— g, (<, 0 m n 
aCe 0) 1— J] i — Hi — g, Ck, 0)1}* 


p Awr, z) _ Aw) 
. AGO). +) -AC0) ° 
这 就 证 明了 向 量 $5(w》 的 极限 条 件 分 布 的 存在 性 和 (24) 式 ， 
”此 外 ， l 





Kela = 1 je L= (z, g(w)) 
es 1— lin 1 — z,(z, 9(0)) 


. 1 — g(r, 8(0)) 
1 — g (x=, 0) ` 
由 等 式 
iml T £ gw) —_ lim 1 — grit, w)... 
s 1 — gx, gC0)) a | — g,+i(x, 0) 
Aw) 
TO) 
以 及 (22) 式 得 | 
jm 1 ga) 
° 1— ga(0) 
因而 i 


* = 1 — A(w) = 1 — *( o 
£ GC) 1— u (0) 本 1, + 28 )。 





定理 得 证 . 

由 函数 方程 (25) 得 
| 1 — g*(g,G%)) = 211 — g*(w)), 
而 作为 特殊 情形 有 
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1 — g*(g,(0)) = 21, 432 1, 
在 Ela) A0 的 条 件 下 ， 为 求 n— co 时 群体 中 质点 的 渐 近 
数量 的 数学 期 望 ,需要 对 w = 1 计算 Vg*(w)。 


为 此 ,我 们 考虑 极限 
lim 8 CD — gG — sw) 
s40 £ 
= lim AO 一 sw) 一 * 
lim AO (ve*(1),w), 


如 果 仍 使 用 定理 6 的 证 明 中 的 记号 , 则 有 
Alw) 一 limh,(w) 一 lim(d,(w), z), 
假设 向 量 尼 非 负 ,而 且 lel <1. B5 1 
haw) < (G 一 w)su). (26) 
另 一 方面 ,有 
1— gw) > (1 — gC))4 — + — g, Cw)) 


并 且 伤 照 定 理 6 的 证 明 可 得 估计 


Aw) > bw) I — =l — ell. 


这 里 ,如 果 把 几 换 成 1 一 sw (Ehe PARRA MA el< 
D, 并且 考虑 到 不 等 式 (26), 即 可 得 到 
AC — sw) > limž:Q =w) (w, u). 


(w, u) > lim 
s40 S s40 sS 


于 是 ， 


* = (u, w) 
Vw) = G+ 9), 07) 
临界 情形 已 经 清楚 , 当 4 > 1 时 ,分 枝 过 程 质点 的 数量 无 
限 增长 ;而 当 21, < 1 时 , 过 程 以 概率 1 退化 ， 称 和 一 1 的 情形 
为 临界 情形 。 如 果 再 加 上 关于 过 程 非 奇异 性 的 要 求 ， 则 在 这 种 情 
形 下 它 仍 以 概率 1 退化 ,与 a < 1 的 情形 一 样 ,对 于 a= 1 的 
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情形 ,也 可 以 考虑 在 Ea) > 0 的 条 件 下 n-o BIBLE š (n) 的 
条 件 分 布 。 结 果 表 明 ， 在 这 些 条 件 下 向 量 5(n)/w 的 极限 条 件 分 
布 存在 。 它 对 应 于 在 空间 中 有 国定 方向 《 即 向 量 * 的 方向 ) 的 向 
量 ; 而 此 随机 向 量 服从 指数 分 布 ， 

为 简便 计 ,我 们 限于 考虑 仅 有 一 种 类 型 质点 的 过 程 ， 这 时 


gw) = > Pwt, p = P(z(1) = k|š (0) = 1). 


WALE BJdE 65 kER S KB p. 2 1。 AE EC) 的 一 阶 矩 
的 矩阵 现在 化 为 一 个 数 


a > 人 zk。 
对 于 临界 状态 ,a = 1， 从 而 po 到 1， 由 此 可 见 ，gCw) 是 非 线性 
的 ， 现 在 我 们 只 在 线段 we [0, 1] 考虑 函数 gC(w)， 在 此 线段 上 
8(w) Hik, gC) 一 1, 而 且 对 we (0,1) 有 0 一 gw) < 1, 
因为 A) 一 gw) = g'a — w), w< Gë < 1, mA z(1)= 
= 1, 夏 g(w) > e (a € {0,1))。 其 次 1> gz,.(0) = zg(zg, 
(0)) > g0). $ q= iimg, (0); g 是 过 程 的 退化 概率 。 因为 
8(9) =q, WAALA 9 一 1， 而 且 方 程 g(x) = x 在 区 间 (0, 
1) 上 无 解 。 因 为 
1 — gw) < |1 — g,(03| + [g,Gz) — g,C0)| 

< 2(1 一 g,(0)); 
故 当 2 一 oo 时 对 o [0, 1] -RA g,Go)— 1， 现 在 估计 差 
1 一 gw) 的 量 级 以 进一步 阐明 此 结果 。 假 设 


sD = DA Dn < o, 
BK 
ew) = EC) + Cw — Dz) + + Cw — 1X2") 


+o ((1— wy) = w+ AC — “Y 
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+ o( (1 — x). 
所 以 , 当 > 一 co 时 对 we [0, 1] 一 致 有 





` goari(wW) — gaw) — 0, 
上 一 gow ) 
Enw) — gG) ~ P 
[1 一 E(w)? 2’ 
我 们 要 用 恒等式 
1 1 
Tg) 1 gw) S 
其 中 
一 grt WwW) — gr(w) gH(Ww) 一 gr(w) 
Cw) [1 — grCw)r Q 1 — gx(w) } 
将 此 恒等式 从 1 到 二 对 不 求 和 ,然后 除 以 n+l, 得 
1 1 
(nt+1)[l— gw)] (+ 1) 11 — gw)] 
1 n 
+- 十 > hw). 
由 此 得 
lim(s + IDLE — g,+()] _ š. (28) 


它 告 诉 我 们 ,在 这 种 情形 下 应 如 何 把 随机 变量 EC) 规范 化 ,以 使 
极限 分 布 退 化 . 

设 E 表示 在 “开始 时 体系 由 一 个 质点 组 成 ”的 条 件 下 的 条 件 
数学 期 望 ， 那 未 E) 一 1， 而 且 


EDIE > 0) = pai 
; 一 纪 + o(n), 


Tg 2 
定理 8 如 果 a= 1, b < co, Wi 
tim P [2.8(n) < |En) > 0, $0) = 1} 一 1 一 o- (29) 
s”. Un 
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证 ， 考 虚 随 机 变量 Z x) 的 条 件 分 布 的 Laplace 变换 J, 
(p): 
=E wi [£(a) > 0) 











= gaw) 一 g,(9) = 1 — s[i 一 ga (ta)] ; 
1— zg, (0) 2[1 — g, (02) 
其 中 Wa =e pn. 令 z, = 1 — gaC Wj) 那 末 ,由 以 上 有 
1 = 1 + hajo 
Cnt+1sj Zani 
其 中 
hy; = E! aw 一， ) ha gwi) (1- — gsal i) 一 ge), 
Ho [1 — gr — ZG] _ 1 — gnC wi) 
而 
1 1 1 < 
= 一 han 
NZ nn n(1 = Wn) + n k=0 Ë 


EG w= gw), WE 
lim hin = im [ee (1 — se] 








nre (1 — wy 1—w 
— >, 
2° 
因而 
iml tl 
NZnn 2p 2 2 p 
于 是 
mJ = 1— — P -lJ(p), 


其 中 J(p) 是 极限 分 布 的 Laplace 变换 。 定 理 得 证 ， 
连续 时 间 分 枝 过 程 设 EO :之 0, 是 连续 时 间 的 齐 次 马 

尔 科 夫 分 枝 过 程 . ' 纪 ” 仍 表示 过 程 EO 的 相 空间 , 即 分 量 为 非 负 

整数 的 亚 维 向 量 的 点 阵 ， 记 p(x，y) 为 过 程 PG) 的 转移 概率 ; 
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和 以 前 一 样 , 记 PCen y) = p,G , ys p(x, ej) = b(z, j) b, Ceis 
e) = pG. 1)， 假 设 转移 概率 满足 条 件 : 
limpixs 7) = (x, y). 
我 们 首先 看 分 枝 过 程 的 Kovmorgpos 微分 方程 ， 根据 齐 次 马 


尔 科 夫 过 程 的 一 般 理 论 , 存 在 极限 
lim px» y) Z Slr, y) 
£ 


i40 


= q(x, y). 


我 们 只 考虑 规则 分 村 过 程 , 即 假设 满足 条 件 
— g(x,y) < co, >; q(x,y) = 0. 
规则 分 枝 过 程 的 转移 概率 满足 Konworopop 向 后 方程 

gt n) 一 > 4G, y)P;:(y, z) i= l, m. (30) 
Z yem .: . | 
(以 后 处 处 分 别 以 4G, y), q (z, i)a aCi, 1) 表示 q Ceis y)» 
q(x, ei)s q(ei, 6;).) 此 方程 组 是 不 完全 的 ;而 若 给 它 补 上 p(z, 
z), z€ 绝 ， 的 导数 的 方程 ， 则 得 到 的 是 无 穷 方程 组 .， 如果 考 感 
母 函 数 , 则 由 (30) 不 难得 到 母 函数 的 党 微分 方程 的 有 限 闭 方程 组 ， 


将 方程 (30) 科 以 t", w = (ws W229"*°, tU) [wgl <l, 然后 
对 一 切 rE RK 求 和 ,得 


dg (i : . 
, agiw) 一 > 4G, y)g (>, w)» 
dt yeg 


其 中 g, (ys e) = > p(y, x)w’, 因为 gly, w) = [g(w)]’, 
故 上 面 的 等 式 可 以 写成 f 
daln) ~ Qi, (2) i= 1, 2 Ms (31) 


其 中 gw) = QC, t) gm w))s OG, w) = > 4G, 
pu”, 方程 组 (31) 可 以 写成 向 量 形式 : _ 
de(u) = O(g w))s (32) 
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其 中 Qw) 一 Q, w), Q2, w), Olm, w)) EARR 
数 。 函 数 gu) 满足 初始 条 件 
gw) = w, (33) 
.在 推导 KozmoropoB 向 前 方程 之 前 ,我们 先 指 出 : 分 枝条 件 
(1) 容 许 用 gq(i， 7)), i 一 1, 2……， m, 来 表示 量 g(x, y), 事实 
上 ,由 等 式 | 
limt) — > fm 二 


tt t Zy;y=y 


ll ü AGE Yi) (342 


可 见 (对 * e y), (34) 式 右 侧 的 项 不 等 于 0, 当 且 仅 当 对 下 标 侦 
G, D # ety ËB z+ yi —ei= y, 而 此 时 该 项 等 于 CG, 
yate) £ y— ++ ¿€ K 的 条 件 下 ;在 (34) 式 右 侧 的 和 
中 有 x 个 这 样 的 项 。 当 minx* < 0 时 设 4(i, x) 一 0， 从 而 把 函 
数 aCi, z) 开拓 到 坐标 希 为 整数 ( 正 、 负 整数 或 0) 的 普 维 向 量 的 
点 阵 ， 那 末 


m 


q(x, y) = > xalia y — z + ei), 


由 (34) 式 可 见 ,上 式 对 * = y BRY. 
根据 所 得 到 的 公式 ， 由 马尔 科 夫 过 程 的 Konuoropos 向 前 广 
程 得 
kD L S Ch, y) 1) 


Yeg 


t = > 2 Pk, yra, z — y + ei), 


ER, : .i (35) 
此 力求 函数 p(k,x)，*& 有 ， 的 无 穷 线 性 微分 方程 组 。 如 果 政 
为 考虑 母 琐 数 ， 则 该 方程 组 可 以 换 成 有 穷 的 一 价 线 性 偏 微分 方程 
组 ， 事 实 上 
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— m > y p (k, y): tig 


YE 和 yeg i=1 


X (i, z — y + ew ti = s > y'b,(k, y) 


i=l YE 


X "US Oi, w) 


dg,(K , w) - < ; 8g,(k, w) = ],»» 
dt 22 9) ðwi k= 1 m 


(36) 
该 方程 组 还 应 附 上 初始 条 件 (33)。 
矩 (连续 时 间 ) ”假设 f ' 
> aCi, x)x* = af >£ oo (k. i= leem). (37) 


因为 OG, w) ERR jol < 1 内 是 解析 函数 ， 获 在 此 区 域内 可 
以 对 方程 (32) 求 微 商 ， 有 


dale w) ~ S Orgu aC, e), 


at(0, w) = 8$, S9 


Qi, w) = 32G, 200). 二 > 4l, zzzox- k, 


r= 


a(t, w) = eli w2 w) 


Owr 
假设 向 量 汪 的 分 量 是 正 的 , 且 wx 和 1。 那 末 , 由 Lebesgue 定 
理 , 
lim ał(t, w) 一 limE PAOA 
= EtG) = aXe), 
而 由 Dini 定理 ,关于 t 一 致 有 Ew) > 1, 当 wt 1 时 在 等 式 
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iP . I 
atle, w) = ô$ + | > Og(w)) oats, w)ds 
中 取 极 限 ,得 
akli) 一 ôk 十 | > orial(s)as, 


这 样 , 如 果 条 件 (37) 成 立 , 则 矩阵 4( xF; 可 微 ,并 且 满 足 方程 
AO = Aa, AG) = 1, 
其 中 是 以 咪 为 元 的 矩阵 ， 从 而 
AG) = eF, 
KERTU HAE, 对 方程 (32) 再 求 一 次 微 商 ,得 


COA, 


| + 21 OPEDAG, wair, w), 
其 中 | i 
FG, w) 一 CR we) L ERCOLE — uo rama, 
Bw, 8, ; : 
而 as 
OF(w) = Tee) = D, 4(j eCa — ywr es, 
和 前 面 同样 , Tume 在 

Pr 一 > ais xJ” (as 一 6“) < co(r, s, j = l1,-- 1m) ` 

x€ m” f 


的 条 件 下 , 甜 
多 (一 下 EDLE G) — 6], + > 0, 
存在 ,可 微 ,并 且 满 足 方程 


AORN > Zi(aoz + > BFaR(2)a1( O), (40) 


O) ~ 0, Ck, i l,j = 1,. sm), 
e 500 。 


设 EEO) 为 以 ERCE), ls j = 1 m, 为 元 的 矩阵 ; 记 Ár 
(2) 为 以 28 293689 3EEE, Hh 1 
zu — S" op 


fm=1 


那 示 :方程 组 (40) 的 解 可 以 表 为 
Ekl 一 j A(05432(956°-2%40_ (41) 


我 们 把 这 些 关 系 式 化 为 略微 不 同 的 形式 ， 记 B (o 为 以 ÈRO), 
ks l= 1l, sm, 为 元 的 矩阵 . HOUDA 


BHC) = | 号 ofe)cKe)pzogt 一 9)40， 
于 是 


ËB (2) 一 í 4(9) 5 Bailt — 0)A'(0)46, (42) 


其 中 Bi 是 以 pb? r,s 一 1,.…,m， 为 元 的 矩阵 , 

对 于 三 阶 矩 可 以 得 到 类 似 的 公式 ， 

在 研究 连续 时 间 分 枝 过 程 的 渐 近 行为 时 ， 我 们 只 假设 成 立 条 
件 (37)7 和 (39) ,而 矩阵 = 具有 如 下 性 质 : 

Ri M): 存在 >: 对 任意 &,j= 1,……， 如 ， 可 以 找到 一 列 
BE ris ra zs，7 一 1 2 使 ` 

akar: -eap > 0, 

此 条 件 的 直观 意义 是 : HEERA j, 它 保 证 "第 有 & 型 质点 经 
n 次 演变 产生 包含 第 j 型 质点 的 后 代 * 的 可 能 性 。 

由 条 件 ( 了 10) 可知 ,对 某 充分 大 的 e, ERE = + cI 是 非 负 的 和 
素 的 .从 而 ,对 它 可 以 用 Perron 定理 ， 以 及 在 对 离散 时 间 场 合 研 
AERE 4 时 由 该 定理 所 得 到 的 结论 .。 这样 ， 竹 阵 a 有 简单 最 大 特 
EE u( 它 现在 未 必 是 正 的 ), 而 有 一 正 特征 向 量 与 p 相对 应 ， 记 
IE z; 对 应 于 同一 特征 值 z, 的 转 置 矩阵 o 的 正 特 征 向 量 记 作 "并 
且 假 设 向 量 * 和 w 是 由 条 件 (w, r) = 1 规范 化 的 ， 和 矩阵 4 可 以 
写 为 
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a = uma, + ts 
其 中 a = uv, ai= a, mi = ma m 0, MERE a, 的 特征 值 的 
实 部 小 于 a. 
由 等 式 
a” = uia + o 
可 得 | 
e == ea, H e"f 一 et Ca + pA), (43) 
其 中 $G) 是 一 矩阵 ， 当 z— co 时 它 的 元 递减 并 且 对 某 个 c > 
0 与 函数 e“ 同 阶 . 
现在 不 难 确定 矩阵 BO 的 渐 近 行为 。 由 于 


p £ 
B (O = grit | em e72 A(03] 
x [> pre at" (a 一 9)| [e m4(0)]a0 
f=1 


= ¿ut I! CA 人 tb) | > BeeT- aC — 9)| 
ad 十 eb, 
其 中 当 t 一 co 时 g,— 0, 故 
e B (2) = a, D) Boie 十 er (4) 
这 里 o; EHH 
p= ír eA (a) d: = r ez lt q£ 
的 元 ， 我 们 注意 到 
1 a N" 
P 2a (1 元) . 
令 
b= Dp (45) 
我 们 可 以 把 (44) 式 写 为 
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B G) = kiuu + Es (46) 
定理 9 MEERE c 满足 条 件 GHD, MEREGA 
立 , 则 分 枝 过 程 O 有 有 穷 二 阶 矩 , 而 (46) 式 决定 它们 的 渐 近 行 
为 . 对 & > 0, 34 * 一 oo 时 向 量 。 (9 均 方 收敛 于 某 一 随机 
ma, B. £ E u jki. 
证 , 设 EO = e mG, BO = E; OEO, DO 是 对 
角 阵 ,对 角 线 上 的 元 为 ak(z)， k= l,m, 注意 到 
B (2) = B (2) + DiG), 
8 = EG + r) — Ie + +) DT 
= U+ B (z + z) 一 e met E(t + r)E (z) 
— ene ES E(t v) + z” B; (2. 
利用 过 程 O 的 马尔 科 夫 性 得 
EEC + 7)5 O = E [ÇE; iC + r) G) 
= Ej AC rE (z) = AG2B;G25 
同 理 可 得 
EOE G + z) = BiG) 2C), 
因为 当 * 一 co 时 eA — a> e fD (e) — 0, T x > 0, H 
8 = eO (2 + r) — et Al e B (2) 
一 et B (Deride) + ¿B (2) + Bl 
== 2kjuu' — (a, + e t e% kijuu — kuu (G, 
+ e fer + er, : 
其 中 当 z ->00 时 g; 和 es Es 0, 
因为 wa = u, qu = (a 一 pa )u = pu 一 At = D, eH= 
0, KE ERTA, H t ok 
8 =g; — 0. 
这 就 证 明了 均 方 极限 “ 一 Lim.) 存在 。 定 理 得 证 ， 
我 们 引进 随机 向 量 了 的 分 布 的 Laplace 变换 ; 
J(&, p) 一 下 tc 
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这 里 ?是 复数 ，Rep 之 0。 以 后 我 们 假设 D) GA 一 1. 与 过 程 
k=1 





EO 同时 我 们 可 以 考虑 离散 时 间 分 校 过 程 EGA), A > 0, n= 
0,1,.…。 IE L 的 分 布 与 向 量 erse (sA) 的 极限 分 布 重合 ; 
所 以 ,由 《18) 式 对 任意 上 > 0 有 

J(R, e'p) = gk, J(22), (47) 
R JO) 是 以 Jk p) 为 分 量 的 向 量 。 将 该 式 对 * 求 微 商 ， 然 
后 令 上 一 0， 得 微分 方程 组 

mP Ck, b) = Q(&, JŒ). (48) 

这 时 


I Db TD = AD y=1). 


我 们 来 求 过 程 的 退化 概率 。 设 
q = P, 《从 某 个 上 起 EO = 0}， 
而 a= Ceta 42). 因为 
qk = m Jk, £)» 
故 由 方程 (47) 对 任意 > 0 有 
qt 一 gs(R, q). 
将 此 式 对 上 求 微 商 ,再 利用 (48) 式 可 知 ,向 量 4 满足 关系 式 
Qk, 4)= 0, k&=1,:::, m, 
现在 设 a < 0， 仍 假设 矩阵 o 满足 条 件 (D. 以 前 对 离散 
时 间 得 到 的 某 些 结果 ,可 以 直接 移 到 连续 时 间 过 程 . 
我 们 假设 过 程 ¿G 是 可 分 的 , 右 连 续 的 和 强 马尔 科 夫 的 . 我 
们 给 出 过 程 非 自 返 的 定义 ， 设 妈 是 首次 出 现 E(2) = £ (0) 的 时 
刻 。 如 果 不 存 在 这 样 一 个 时 刻 , 则 令 r 一 o, EC) 一 5。 同 祥 ， 
定义 n HEKER 5 (z) = ë (z,) 的 时 刻 : (如 果 z, < co 而 且 
这 样 的 * 存在 的 话 ); 若 zt 一 co 或 r, KEE, NS rn = co; fk 
此 类 推 , 
称 过 程 š GO 为 非 自 返 的 ,如 果 对 任意 x(x = 0), 在 序列 
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+ = ECO), (ri)? "> Elta); 1. 

中 状态 * 以 概率 P, 等 于 1 只 出 现 有 限 多 次 . 

显然 ,过 程 ¿CO 是 非 自 返 的 , 当 且 仅 当 对 任意 A 之 0 离散 时 
间 过 程 EA) 是 非 自 返 的 ， l | 

这 一 点 容许 立即 把 定理 4 移 到 连续 时 间 过 程 

定理 10 URAS EO, (> 0。 是 非 奇异 的 ， 而 矩阵 
a WERE CD, 则 它 是 非 自 返 的 。 

定理 11 如果 过 程 iO PAR, E “满足 条 件 (IT) ,而且 
m <0, 则 过 程 EG 以 概率 1 退化 ， 

该 定理 的 证 明和 定理 5 的 证 明 没有 区 别 ， 

在 次 临界 情形 和 虱 界 情形 下 《Am < 0) 过 程 的 渐 近 性 质 与 离 
散 时 间 过 程 的 性 质 类 似 ， 

只 有 一 种 类 型 质点 的 分 枝 过 程 现在 我 们 来 比较 详细 地 研究 
AREA SEDED 

这 时 集合 2 和 数列 0, 1, .n,. -重合 ,而 AC DEKA 
n In, ie A x AAIE, 令 4(1， 


n) = gas O) 一 > 2" (w BER, lwl < D, g (ww) 一 


5a, njw”, 这 时 ,对 k = 0, 2, 3, 8 qx > 0, Ti+ a= 
hF qh E tO, Wn) = gw。 代替 微分 方程 组 (32)， 这 里 是 一 
个 常 微分 方程 | 


ULU) ~ OCW), pw) i (49) 


而 代替 方程 组 (36), 是 一 阶 线性 偏 微 分 方程 — 
DEN) Ow) E), pw) ~w (50) 
or Ow 





容易 指出 它 的 解 ， 此 解 形 为 


gi(w) = o(s + 5) 
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其 中 000) 是 函数 OO 的 反 函 数 ， 以 前 引进 的 


EE “在 这 里 是 一 个 数 a 一 > nq, = Q' (1), MER 4 的 特征 
值 现 在 就 是 数 “ 本 身 。 由 以 上 可 知 : 对 a< 1， 过 程 的 退化 概率 
4 等 于 13 而 对 a> 1，4 < 1， 这 时 ,退化 概率 是 方程 0(x) 一 
0 的 根 ， 
注意 到 ,对 z€ [0, 1] 有 0”(x) 之 0。 因 为 0(1) 一 0， 故 
函数 OG) EKA (0, 1) 上 最 多 一 次 取 0 为 值 ， 因 而 ,退化 概率 
是 方程 0(x) = 0 在 线段 [0, 1] 上 的 最 小 根 ， 
现在 我 们 来 研究 退化 过 程 在 时 间 段 (0, 2) 上 的 退化 概率 p, 
(1, 0), :— oo, 的 渐 近 行为 。 记 q(2 = p,(1, 0), pG) = 1 一 
qki). : . . . 
定理 12 如 果 e= 0'1) <0, 8 = 0”(1) < co, M] 
PU) =ke”, a < 0, 
2 . 
pa) ~ Fr’ a=), 


证 ， 因为 pl1, 0) = q,(0); 故 由 方程 (49) 可 见 ， AR pG) 

满足 方程 
sP (D =— 0(1—bG)), b(0)= 1, 
利用 有 限 增 量 公式 ,得 | 
POL 一 一 20D + p62)0"(0) = POOO), 
其 中 6 介 于 p(1, 0) 和 1 之 间 。 因 为 0'(x) 是 单 增 函 数 ,9 一 1 
G — co), i Q'(0) = 0'(1) — el), 而 e G) > 0, lime G) = 
0。 这 样 | 
dO) 一 PCa — et)), 
dt 

由 此 得 


。506“。 


Pl) = exp ja 一 j slr)ar}. 
注意 到 ,对 6 二 9 二 1 有 . 
0 < el) = 9'(1) — 9'(0) = 0"(0)(1—0) 
< ODL 一 户 (1 0)] < Be", 


所 以 积分 (Od 有 限 .由 此 可 见 ,对 a。 二 0 有 


pG =~ ke", Erh k = ep[— feas) 
现在 看 一 0 的 情形 ， 有 ， 
r = — O — (01 == 001) 


+ 2g (1) 一 EO grey， 


其 中 0, 是 区 间 (p, 1, 0), 1) 上 上 的 一 个 数 。. 因为 当 z 一 oo 时 
9”(0)— 9”), # 


dp (DP 
de 2 Ce + sz), 


其 中 e@) 一 0 G — co), Ful W. 


=_ 2  _ 2  ,. [1 
9 pr 十 | eb) ds +t2 pt (z), 


定理 得 证 ， 
我 们 给 定理 12 补充 一 个 有 关 的 结果 , 它 涉及 退化 过 程 之 概率 
P.(1, n) 的 渐 近 行为 。 设 
pG, w) = 1 — gw), | 
We= 08: p(0,D =1— q (0) = 1— P s 0) = pa) = 
ke":。 可 以 假设 ,对 于 必 关 0 的 情形 ,函数 Plw, 1) 也 有 同一 递减 
速度 ， 为 此 我 们 设 


plw, 
TEMA 


;) = pw, 2) _. 1—g(w) 
pG) rO ` 
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gG) = 1 — wr) = ye), u" 


是 质点 个 数 v(z) 在 " 它 于 时 刻 * 不 等 于 0” 的 条 件 下 之 条 件 分 布 
HI REAR, | 

定理 13 如 果 e= Q' (1) < 0,808 = 0” (1) < co, 则 当 
t 一 co 时 ,质点 个 数 xz) 在 “过 程 于 时 刻 上 不 退化 Oe) = 02” 
的 条 件 下 的 条 件 分 布 收 俩 ,极限 分 布 的 母 函 数 为 





ee 
证 ， ZEER p(w, 1)。 由 《49) 可 见 ，qp(w, 1) 满足 方程 
dp _ P oa 
Pa P. 5 — 9 (1 — rp) +; 20 rA) GD 
将 此 式 右 侧 按 Taylor FS 
Mp — 
一 一 aleo- POPA) 


x "s 


x (9”(1) + so)|， 
其 中 s, = 0”(0,) 一 Q” (1), s, = Q” (0,) 一 O" (1), 0, # 0, ZY 
别 为 介 于 g,《w) 与 1 和 g (0) 5125098438, 当 + -> oo 
时 ， 在 任意 区 域 |w| <> < 1 内 一 致 有 sa -> 0 和 eC) -> 0， 
上 式 可 以 写成 


e= POE Gte) t POLG) 62) 


自 某 个 充分 大 的 上 起 ,有 


do. me í 3 
a < Dea + £ 3) 3 poli)s 


由 此 
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plws, t) < plw, exp|—2= = ef zz 


由 于 积分 ”pCs)as 收敛， 可 见 当 ! —oo 时 函数 pws) AR. 
了 GD 


一 BO- p) 十 s]， 
æ 


w, 0) = 1 — w, 
其 中 s = s, 一 pe —> 0 (一 co)。 如 果 把 此 方程 的 解 表 为 


gwst) = (1 — werf E, PE — ww)) + 6] os] 


则 可 以 断定 
limg(w, z) = Kw), 


此 外 ,由 (52) 式 有 af 一 0， 因为 pws) Æ lw] < 1 内 


是 解析 函数 ,而 且 所 涉及 到 的 极限 运算 在 任何 贺 || < o < 1 内 
都 是 一 致 的 , 故 函数 KC(w) 在 此 加 内 也 是 解析 的 , 并 且 在 任意 加 
[w] < < 1 内 一 致 有 

i nap Cs z) = IK) 


dw 
为 求 函数 Kw) SUADESECGOD. 把 gw) = 1 — py (w, 
1) 代 人 此 方程 ,得 


— POR, e) — pl) Ps 1) 
dt 


一 一 OCw)p() PA, 
dw 


将 此 方程 除 以 pG), 令 上 一 coj HF rOle G) — z G — co) 
(E 12 的 证 明 ) ,得 

aK(w) = 0 (w) EW, 
mE K (0) 一 Hag(0， t) 一 1， 于 是 _ 
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K(w) = 2 
定理 得 证 。 
$ 2. 连续 状态 分 枝 过 程 


如 果 分 枝 过 程 由 大 量 不 同类 型 的 质点 组 成 ， 则 为 了 描绘 群体 
的 数量 ,往往 引进 相对 量 , 即 在 给 定时 刻 一 定 类 型 质点 的 数量 对 某 
个 参数 的 比 ， 而 此 参数 表征 群体 中 质点 的 数量 级 ， 在 其 它 类似 的 
场合 ， 则 用 一 定 类 型 的 质点 的 质量 或 它们 所 占据 的 几何 体积 来 表 
征 群 体 数量 。 这 时 可 以 用 向 量 来 揽 述 体系 的 状态 ， 向 量 的 维 数 等 
于 质点 的 不 同类 型 的 个 数 ,而 其 分 量 等 于 相应 类 型 质点 的 体积 ( 质 
量 7. 和 以 前 不 同 ,过 程 的 状态 现在 是 用 任意 非 负 向 量 来 表征 的 ,这 
时 ,分 枝 过 程 的 基本 性 质 可 以 概括 地 表述 如 下 : 随 着 时 间 的 流逝 ， 
群体 的 每 一 部 分 的 演变 不 依赖 群体 其 余部 分 的 演化 ， 

在 有 些 场合 ， 有 兴趣 的 是 群体 质点 的 类 型 可 以 构成 任意 集合 
的 情形 。 例 如， 考 匣 质点 的 内 在 区 别 的 同时 还 要 考虑 它们 的 显著 
区 别 , 即 它们 特征 (以 前 称 做 类 型 ) 的 区 别 ,而 这 些 特征 是 由 一 取 无 
穷 多 个 值 的 参数 (能 量 ,空间 位 置 ) 来 表征 的 . 

这 一 节 研 究 由 六 种 类 型 连续 分 量 (质量 ) 构 成 的 群体 ; 下 一 节 
要 研究 具有 有 限 种 类 型 的 有 限 个 质点 的 过 程 ， 但 是 假设 群体 中 的 
每 个 质点 与 某 一 马尔 科 夫 过 程 相对 应 , 它 是 在 相 空 间 中 运动 的 . 

设 E 是 质点 类 型 的 任意 集合 ; e 是 EE 中 的 点 ; 8 是 EE 的 子 集 
《包括 单 点 子 集 (ey) 的 o 代数 ， 

É: bE) 是 互 上 一 切 复 值 的 有 界 好 可 测 函 数 的 空间 ,而 . 妈 
(#)[.@#.(#)] 是 上 一 切 有 限 负 荷 [测度 ] 的 空间 ， 如 果 we 
ACE), WE lel 为 负 蓓 的 完全 变 差 . 设 o, =L AlL) 
是 14) 中 包含 它 的 一 柱 集 的 最 小 0 代数 ;这 里 所 说 的 柱 集 ， 
即 满足 如 下 条 件 的 测度 的 集合 : 


c SAAD Ed k=l, m 
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其 中 crs d EEEX, AE @ 是 任意 集 ， 对 任意 p= pl(e)€ 
blg) 和 HE AlE), ju 


(Ps p) = | PCae). 


定义 1 设 {vs S, P,} 是 一 齐 次 马尔 科 夫 过 程 ,{.2,(@)， 
£) 是 它 的 相 空间 .。 我 们 称 此 过 程 为 具有 连续 状态 并 以 (E, g] 
为 质点 类 型 空间 的 分 校 过 程 v,，+ > 0， 如 果 它 满足 下 列 条 件 : 


a) HER: >O 


P{y, =0}=1, (1) 
而 且 对 任意 s> 0, `š |e|| > 0 $ 
P {lol > s) — 0; (2) 
b) 对 任意 pe bx(@), Rep 220, 和 yee) E 
E, ane >? = E, 2 72R e72; (3) 


c) 过 程 v, 随机 连续 : HEE E> o 
P,{l» 一 中 > sj 一 0 《一 0). 

条 件 (1) 表 明 质 点 可 以 自生 但 不 存在 移 人 ;条 件 (2) 表 明 , 小 质 
量 的 群体 增长 到 有 限 的 规模 需要 很 长 的 时 间 引 ;我 们 称 条 件 (3) 为 
过 程 的 分 枝条 件 ， 它 是 分 枝 过 程 特有 的 基本 性 质 : 群体 两 个 不 同 
部 分 是 相互 独立 地 发 展 的 ， 

对 于 只 有 有 限 多 种 质点 的 情形 ,一 般 定义 可 以 大 大 简化 ， 这 
了 时, 空间 E 由 有 限 个 点 ea erto én AR AlL) SRA 
负 分 量 的 王 维 向 量 的 集合 SY GE: g= (p, u), k= 
u Ces Sm 可 以 等 同 于 AF 中 Borel 子 集 的 0 代数 BI >, 是 
满足 定义 1 中 条 件 a), b), <) WERKIE, (A7 97) 是 它 
WEZE 

设 

Jv, t, p) = E,’ 

对 p= — iu, uE bE), J Q, z, p) = JOs z,— iu) 是 随机 过 
TE n, BREZ R Tu kL — 218 2 ASE w =v 的 条 件 下 ,随机 测 
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E » 的 条 件 分 布 的 Laplace 变换 ， 

AORTY, Jœt, b) (>| > 0)。 由 此 可 知 , JG, 
上) 是 vive ACE) 的 连续 函数 ， 事实 上 , 设 v 一 v4 一 
Ba Has FEH pa ERI v 一 vy 的 正 变 差 , 而 pw 是 它 的 负 变 差 . 
如 果 ly 一 zl ->0, HJ leal 06, les ii — 0, v + us = v, + 
pm， 而 且 由 等 式 (3) 有 

Tp t, DT s ts p) 一 Jo ts P)J Ceas ts b), 
由 此 得 limJ(y,, ts p) =J, z, p). 

特别 ,由 条 件 (3) 可 见 ， 对 任意 sk> 0, å, Rea >O (4 是 复 

数 ) 有 


J (È a) v,i, ap) = ii JG, t, àp). 


所 以 ， 对 固定 的 vsz Ap, RR Js t, ap) 可 以 视 为 某 一 随机 
连续 齐 次 独立 增 量 数值 过 程 《(*) 的 分 布 的 Laplace 变换 。 如 果 
再 假设 z 之 0, 2 = 一 in, MWE ¿(e 是 非 负 的。 所以， 在 这 些 
条 件 下 函数 J(svs z, 一 za 加 有 如 下 表示 : 


J(en, 1, — iup) 一 exps l iual», t, P) 


+ | (e — DIO, r,P.42)), 


其 中 a == aly, t, p) 0， 而 测度 I @, z, P; B), BER, 满 
足 
I, t, b; {0}) = 0, 


lala, r, p, dz) < c0, (O 


JO, 2, Po lell > g) < co, 


如 果 设 一 他 一 > iu b. Perth m 是 实数 , 而 Pe 一 b GO) > 0, 


则 几 同 样 的 方法 可 以 说 明 ，J(syz，:，4p) 是 随机 连续 的 齐 次 独立 
和 非 负 增 量 mm 维 随机 过 程 的 特征 函数 ， 从 而 
,512 。 


J (s, ł,—i > mapa) = exps iG, aml”, ts p)) 
十 P (en 一 Disl, t, P, dz) }, (5) 


其 中 am(D， t, p) 是 具有 非 负 分 量 的 所 维 向 量 ， 而 测度 II, 定义 
在 B+ 上 并 且 满 足 条 件 (4), 其 中 x 表示 AT 中 的 点 。 由 特征 函 
数 表现 为 (5) 式 的 唯一 性 可 得 


a ( vt, jun) = (z am (> ts > mpa)) 
k= 1 


= 5 tpka(2% t, PD» 
RTI 


即 a(y, 1 p) EPRREZA. BA, JO. p) E p DESE 
数 (对 关于 非 负 的 一 致 收敛 或 单调 收 合 而 言 )， 从 而 ， 如 果 记 
a(z, t, X4) = alv, z, A), l 
则 作为 4 的 函数 a(y, t, A) 是 2 上 的 测度 ,并 且 
alv, t, n=l PeJalPs t de). | 

至 于 说 对 "的 依赖 关系 ， 则 aG, z, P) UA HO, t, ,了 ) 罗 为 
,的 线性 连续 泛 函 . 

为 便于 叙述 ， 现在 我 们 来 考虑 有 限 多 种 类 型 质点 的 情形 . 那 


末 , 如 前 所 指 > 一 > xer 并 且 可 以 把 AlE) 与 空间 AF 


等 同 ; 代替 函数 pe Jee ,我 们 考虑 向 量 p = (m, PF n). 
记 aleks t» P) k ax(z, b). HR at, p) 一 = (p, alt) )s 其 中 
aCe) ERA E 2 Er BJ m # [nj Et, 其 次 ， 记 Cers z, 1, B)= 
Nt, B). IR IG, B) 是 测度 ,满足 ; 
mG. 0D =o, | IIC da) <o 
ARDEA | O 
其 中 5 是 中 心 在 点 0 半径 为 eCe > 0) 的 球 ,而 5. 是 56 的 补 。 这 
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了 时 (5) 式 形 为 | 
Jalss ts —¿u) = exps licu, alt) ) 


+ | (ee — DC as) 1, 
a7 


Eh u EE 832 EB] BL, J (e, z,— in) = Cser, iy 一 i). 
记 
Wles P) = CPs oa) + | C1 OCE, de); (7) 


因为 函数 Jales zs P) 和 (Ce EKR Rep > 0 内 解析 ,并 且 
在 其 边界 上 重合 ,所 以 对 Rep > 0 有 
A.G, t, b) = e kU p 
令 
ple, P) = {hC P, be DD Pults P). 
由 等 式 (5) 可 见 
Jx, t, Ë) = een, (8) 
这 里 在 (8 上 的 ) 测 度 » 的 位 置 上 是 A7 中 的 向 量 x*. 
在 推导 上 式 时 只 用 到 随机 过 程 EO 的 分 梳 性 ， 现 在 我 们 利 
用 该 过 程 的 马尔 科 夫 性 ， 有 
J(x,: + s, p) = Ec tse+m — E. Eroe” (PEOD 
= Epe EOD aa pT EAEKO 
在 推导 此 等 式 时 曾 用 到 Rep,G, p) 220 AAR, TE. MA 
QG, p) 满足 下 列 函 数 方程 | 
Pt + ss bp) = pit, PCs, p)], 22> 0, s> 0, (9) 


和 初始 条 件 
p0, p) = 2. (10) 


后 者 由 过 程 >, 的 随机 连续 性 推出 。 方程 (9) 是 具有 整数 分 量 的 分 
核 过 程 之 母 函数 的 函数 方程 

我 们 证 明 ， 所 得 到 的 关系 式 完全 表征 具有 连续 状态 入 种 类 
型 质点 的 分 核 过 程 , 此 过 程 满足 定义 1 的 条 件 . 

设 已 给 向 量 函 数 族 {4(1, P) 过 9， 满足 下 列 条 件 : 
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a) 函数 oC, p) 定义 在 空间 C” 中 的 锥 体 Re>0 上 , 并 
在 此 锥 体 上 有 表示 (7), 其 中 (六 20, MWE H.G, B) 具备 
性 质 (6). | 

b) 函数 $G, p) 满足 函数 方程 (9) 和 初始 条 件 (10). 

定理 1 在 上 述 条 件 下 ,可 以 在 相 空 间 弦 ” 中 构造 一 分 枝 过 
程 ,使 它 的 Laplace 变换 由 (8) 式 给 出 。 

证 。 根据 给 定 函数 plte) 定义 函数 J(x, ts p) == ETURIO 
它 是 具有 无 穷 可 分 分 布 的 非 负 随机 向 量 的 Laplace 变换 . 设 P,(z, B) 
是 对 应 于 此 过 程 的 随机 核 。 我 们 证 明 (PCr, B), 1>0} 是 马尔 
科 夫 核 族 。 为 此 考虑 核 P(x，B) 和 Ple, B) 的 卷 积 的 Laplace 
变换 。 因 为 


J| PE, 2)P,O, dz) 
yq : 


= | me BPC, dy) == eT dipa) 
有 十 
my 


故 由 于 Laplace 变换 唯一 决定 分 布 ,有 
P, (xz, B) 一 | PG 4y)P,(y, B). 


从 而 ,可 以 根据 核 族 (P.G, B),: > 0) 在 相 空间 A? 中 构造 一 
马尔 科 夫 过 程 。 由 函数 JC, rs p) 的 形状 立即 可 以 看 出 此 过 程 
满足 分 枝 过 程 的 条 件 a) Mb); 而 由 (8) 式 和 $(z, 2) 的 初始 条 件 
可 知 ,此 过 程 随机 连续 。 定 理 得 证 。 

RMA Ws p) 作为 变 元 : WRA, 首先 证 明 函 
数 QG P) 在 点 上 一 0 可 微 . 

引 理 1 对 Re2> 0 在 在 极限 


KO) = im -gt P) — P ` 
R) t 


$ 
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证 ， 引 进 裔 数 
Plh, p) 一 一 | pkt, p)4:. 


函数 ph, P) 在 区 域 Rep > 0 AERN RA MEAR 
Rep 之 0 上 一 致 有 界 ， 因 为 
limpah, b) = Pis 
故 对 Rep > 0, 4 koht RA px(%, p) 的 任意 阶 导数 收敛 于 
ai br 的 相应 导数 。 从 而 


lim aprh, sP) — 
ao Ôp, 


对 方程 (9) 求 积分 ,得 等 式 
T| et ss Pd ~ plhs dss D), s > 0, 
其 中 plk, p) == (G, p)»: “ Q, (h, p), 由 此 得 
1 sth 
ç, Ass P)) — PCAP) m E {| We, pa 


— aG, Dah, 
利用 Taylor 公式 得 
(VPC, p) + ZECG, p) — P) 
1 


_ W pG, pds 一 f; pli, PA k 


Okre 


其 中 VQ; p) EMASMI -本 G — 1, s my 是 它 的 第 
及 行 ,Z 是 一 矩阵 ， 当 pls, P) 一 2 一 0, 即 :一 0 时 , ERE Z 
趋 于 0. 因为 当下 0 时 Vp(h, p) 一 了 ， 故 对 充分 小 的 天 矩阵 
VECA, p) HJ, UARAN Q > 0), 


im Ep vg DI 


so 
x [G6 pp ay 
引 理 得 证 。 I 
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注 ， 由 证 明 过 程 可 见 , 如 录 2 的 变化 域 是 区 域 Rep > 0 内 的 
任意 紧 集 , 如 (11) 式 中 的 收 化 对 ?一 致 , 

由 出 证 明 的 引 理 和 项 数 方程 (9) 立即 可 以 得 到 函数 pG, P) 
的 两 个 微分 方程 。 其 中 一 个 是 常 微分 方程 ,但 是 非 线性 的 , 另 一 个 
是 线性 偏 微分 方程 ， 这 些 方 程 形 为 


BLP) ~ KEC, D, Rep > 0, (12) 
i 
Do G, 
BECP? vg, KG), Rep>0, — (13) 


并 且 函 数 $G , p) 还 满足 初始 条 件 (10)， 
为 证 明 其 中 的 第 一 个 方程 取 六 > 二 ， 并 考虑 关系 式 
pCt p) — pli, p) = A T 4s Wn, p)) UGE p) 


hh fi 


由 于 (11) 式 中 的 收敛 (对 p) 一 致 ,并 且 令 n4t, hte, KIES 
程 (12)。 因 而 导数 = 的 存在 性 得 证 ,所 以 为 推导 方程 (13) 只 需 
对 Ar >> 0 考虑 关系 式 


p+ Az, p) 一 由 p) _ $G, aCA p)) — shi, p) 
At Ar 


~ [vo P) + Ollar, p) FELPE., 


令 Ar10 在 此 式 中 取 极限 ,得 方程 (13)， 

定理 2 KAR JG, p) 对 应 于 满足 定义 1 的 条 件 ( 对 Rep> 
0) HERRED KIE. BR PC, p) 对 1 可 徽 ， 并 且 满足 方 
程 (12) (13) 和 边界 条 件 (10)， 

我 们 称 向 量 函 数 天 (2) 为 分 枝 过 程 的 累积 量 ， 现在 来 求 它 
的 一 般 表示 . 

仍然 设 p= 一 ix， 其 中 4 是 实 分 量 向 量 ， 由 累积 量 的 定义 
可 见 ，c%5 ”是 无 穷 可 分 分 布 的 特征 函数 的 极限 ， 因 而 ck 的 
也 是 无 穷 可 分 分 布 的 特征 函数 。 从 而 
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K,(— iu) = i(a;, u) 一 ; (Bju, u) 

man — | — isz) reas 
十 f(e >] EAG ), (14) 
其 中 a 是 一 向 量 , B; 是 非 负 定 对 称 算 子 ， 而 测度 H (B) 具备 相 
应 的 性 质 。 下 面 的 引 理 对 于 所 考虑 的 情形 进一步 说 明 函 数 K; 

(—¿u) 的 构造 。 | 
引 理 2 假设 2” 中 无 穷 可 分 分 布 的 累积 量 的 序列 
Kin) 一 Ma + | (ce 一 DAPR) 


收 伍 于 一 累积 量 
K(— iu) = i(a, u) 一 + (Bu, u) 
i(a,z) — 1] — ilu, 2) _ 
+ f(e )—1 +Q, 5) es), 
并 且 存 在 一 子 空间 多 , 使 对 一 切 > 有 Perae RINAL, Kh Pe 
是 向 Z 上 的 投影 算 子 。 那 末 
对 一 切 z€ Z # (Bu, xy) 一 0，Poa > 0. 
证 。 因 为 

limK®(— iPzu) 一 天 (一 Puu), 

而 
KO(— Pen) = (a, u) + |, (eitera — 1) 
x JI) (dz) 


是 集中 在 锥 体 RINS 上 的 无 穷 可 分 分 布 的 累积 量 ， 故 极限 分 
布 也 集中 在 此 锥 体 上 .因此 ,根据 第 四 章 $ 1 定理 7 的 系 , 该 分 布 
的 累积 量 形 为 


K(— iP,u) = i(, Pau) + Í o (ete — IB (22), 
angr 
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并 且 


| |z|Ig(dz) < co, 
RAZNIY 


另 一 方面 
K(— iPgu) = ila, Pau) 一 > (BPau, Pau) 


将 此 式 与 上 面 的 式 子 比较 , 即 可 得 所 要 证 的 结果 。 
由 刚 证 明 的 引 理 可 见 ,(147 式 可 化 为 


Ki(— iu) = ilaj, u) — # (zi 
十 |, Gii -FES Idz))， (15) 
其 中 向 量 a; 和 测度 HCB) 满足 : 对 kj 了 有 ak> 0, 而 


j. 的 +y) Ii(dz) < co, H (S) <œ. (16) 


利用 所 得 到 的 各 式 ， 可 以 容易 地 找 出 过 程 的 生成 算 子 的 明显 
形式 ， 为 此 我 们 指出 ,由 函数 K(— iz) 的 定义 
lm[ "(x, 1 一 1)] = exp(K(— iu), x), 
从 而 


—i(u,*) — g. 
lim es r ie). = (K(— iu), z). 


根据 第 一 卷 第 三 章 S 1 的 结果 可 见 , 对 任意 二 次 可 微 函数 f(*), 如 
果 JG) 及 其 一 阶 二 阶 偏 导数 有 界 , 则 


Aa) = imt || AOP, G, 29) — o] 





一 5 flar vf) + b Sr 





< 2 (ði f 
1 O 
+ |. EDIO - 2 |l. 
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$3. 有 分 枝 的 一 般 马 尔 科 夫 过 程 


到 现在 为 止 我 们 所 研究 的 分 枝 过 程 ， 其 状态 完全 决定 于 每 型 
质点 的 数目 以 及 (在 某 些 场合 ) 质点 的 “年 龄 "， 为 描绘 体系 的 进 
化 ,在 许多 场合 还 需要 考虑 质点 在 相 空 间 中 的 位 置 (并 且 此 位 置 随 
时 间 连 续 地 变化 ), 而 质点 的 生存 时 间 以 演变 的 概率 依赖 于 它 在 相 
空间 的 轨道 ,分 灶 过 程 的 基本 性 质 一 一 各 质点 进化 的 独立 姓 一 一 
自然 不 变 。 这 一 节 就 是 研究 这 类 过 程 ， 

过 程 的 构造 性 描述 ”假设 已 给 一 可 测 空间 {. 孕 - , 8} , 称 之 为 
过 程 的 相 空 间 。 有 和 = 种 类 型 (T,,….，7n) 的 质点 在 此 相 空 间 中 
运动 ， 每 型 质点 的 个 数 在 0 到 co 之 间 变 化 。 如 果 质 点 的 总 数 在 某 
一 时 刻 变 为 co , 则 过 程 在 此 时 刻 中 断 ， 如 果 在 开始 时 相 空 间 中 人 恰 
有 一 个 质点 ,属于 T, 型 , 则 它 一 般 沿 某 一 中 断 齐 次 马尔 科 夫 过 程 
(ZVAL, PE) 的 轨道 运动 。 记 u 为 此 过 程 的 中 断 时 间 ， 
那 末 在 相 空 间 中 于 时 刻 ¿,, 一 个 T, 型 的 质点 变 为 myt, n, 个 
DAET Titers Tn WERA, HE wi 个 T; 型 质点 的 位 置 分 
别 为 x 外 ,…, x 多 。 这 些 位 置 可 以 由 {如 , BY 上 的 随机 测度 e 
来 表征 ,这 里 测度 px 定义 为 


(B) 一 E z, G, 
k=1 


测度 P(B) 决定 在 演变 时 刻 出 现在 集 互 中 的 ;型 质点 的 个 数 。 
考虑 形 如 

PDB)) = ni i = l,e, m, j 一 1 …， N} 
的 边沿 分 布 ,其 中 B,,.…， Bw 是 任意 一 组 两 两 不 相交 的 集 ; BE 


B, Un, 一 A. RIME Mys u” 的 联合 分 布 ， 完 全 


决定 于 它 的 上 述 边沿 分 布 ， 为 求 随机 测度 £ 和 表示 T, 型 质点 在 
了 时刻 < 之 位 置 的 变量 的 联合 分 布 , 我 们 引进 概率 ` 
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(有 

= P.b(r, > t, (B) = ni, i= 1," mj 

= 1,..., N), (1) 
这 些 概率 是 在 “开始 时 在 相 空 间 中 有 一 个 Ta 型 质点 ”的 条 件 下 来 
计算 的 。 记 POU, xy B) 为 过 程 (Sre. NV 由, PW} 的 转移 概 
K., 那 末 ， 概 率 0R 连同 PPG, r, B) 完全 决定 P Ge 
5 和 G = 1, 2，，…，m) 的 联合 分 布 : 对 0 <a <... < < 

PPI > s, E A, 1 一 1 
(B; = ni , í = 1 m j= 1, , N} 


= |, P(x, hs dx) Í Pr, h — hdx) 
t d: . 


x se | PCxn ts la 一 £a: dx») 
An 
x QO ,ra Big, By; ji 
zz 0) - (2) 
概率 ORCB a ees Bys no" "5 jd ny) 宜 于 用 
关于 * 的 Laplace 变换 给 出 : 
qY, B.,- By; nl,***, ntt, nNs>***> nN) 
= [E ORCE, Bus 二 
nN... AW) A 
对 任何 一 组 Bi ta Bn， ni, 作为 * 的 函数 qà (z, À D) 是 过 程 
xf 的 14 过 份 函数 ， 事 实 上 ， 
| ec ao, ) m oe | PEC, =, dYOE Jäs: 
: 0 
m reo.) 
° 7 . 
因为 ,由 (2) 式 f 
[PEC 5 ORC = 084 ), 
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= | PÈC, x, dyja, ` ) = gCais ` ) 
eo [ORC Ya 
由 最 后 的 等 式 可 知 ，gt《(x,' ) 是 1 过 份 函数 


在 相当 广 的 条 件 下 (第 二 章 $ 6, 定理 3); 可 以 把 % 过 份 函数 
Ples) 与 过 程 z 名 的 —W 泛 函 oO) 相 联 系 , 使 


dG, ) = EP "ua ), 
我 们 指出 , 量 


í ` 
gP 一 5 PCB te, By; ni1,***, 


nme nk" nN 


NT SSSR 7) 
《这 里 对 一 切 非 负 志 求 和 ) 有 限 并 且 也 是 W ZE. 这 由 下 式 可 
见 : | 
EW |” aqo = 5 J WER B,,-**, Bn, 


n! sa "Ñ 


jj NT anst: "> 98) = | upo 
x (L, > sjdi = E 人 ¢ Xarndt 


=E, 1 — bk 
一 一 一 . (3) 


ETER Wo 不 依赖 于 Batt, Br Q 

我 们 现在 假设 ,对 于 过 程 (2 NP, POJ, cf UD 
BEE ID 对 任意 测度 P% 的 完备 化 中 。 那 末 ， 仿 照 第 三 章 
$ 4( 见 (8) 式 ), 由 不 等 式 ， | 

pRBi, ,By nl, ntp nhat ta nR) < gi 
可 以 证 明 ， 存 在 一 函数 G'O(z, Botte, Bs; zl， nP, 
nN,***, nN), 使 


(ky ... epi’ 1 
pB; » Bn; ni, 1 


. 
2 
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1 . 
ese, B, Bu; ns 1 o ps". 
nyae e, nd, (4) 


函数 G%(x, B,,: `, Bs; nis e.e, To °°, SSE nN) 非 负 ， 
并 且 满 足 


> ， (Ck) 。 „l 
nt. L, G(x, Bis***, Bus; at 
1 


nytte, np) = 1, (5) 
它 可 以 解释 为 在 演变 发 生 在 点 *” 的 条 件 下 ,在 演变 之 后 事件 
{4 CB; )=n; s i=l, m, j= 1, N} 的 概率 . 

由 (3) 式 可 见 , 泛 函 pi 完全 决定 于 转移 概率 P?O, sr B)o 
所 以 , 为 了 给 出 随机 变量 r, G< t), Sao attr pr” 的 联合 
分 布 ,只 需 给 出 转移 概率 PPG, z, B) 和 函数 

GHC, Bist +t, Bua niyete n... phi, NDD 

在 演变 之 后 ,每 一 个 新 出 现 的 质点 (在 不 依赖 于 其 它 质点 的 情 
形 下 开始 自 己 的 运动 ,而 且 如 果 它 是 T, W, 则 它 沿 过 程 {多 %， 
AX, PP) 的 轨道 运动 . 

过 程 的 基本 特征 是 概率 

PIRCN, Bi,***, By; nly***s r,s MN nR) (6) 
ER TROM: 在 开始 时 位 于 点 * 的 一 个 T, 型 质点 , 经 
过 时 间 上 变 为 = - + nh 8 T; i= 1,---, m 型 质点 而 
且 集合 BE% 名 个 天 型 质点 。 
概率 (6) 宜 于 用 母 函 数 给 出 。 设 
P(N, DB， zi 
= pa PIRCN, Bit *, By, nl, tea ni, "os 
nh tt, GD a, 
原来 ， 可 以 同时 对 一 切 N, B-t, Bs, 用 如 下 方式 给 出 函数 
PC) C) 为 上 的 随机 测度 , 其 中 z (B), BES, 
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ARENA e 位 于 集 了 3 中 的 T; 型 质点 的 个 数 。 那 未 , 对 = <1 
PRN, Bi,***, Bys xi， ZN) 


a ,pi BD 
= EW (z: y“ GD aa EX 
> . ， 
m Ins. (Bp 
x JI e i=1 , - 
记 gC) = — nz, <€ Bi. 那 末 
N 
S) inej pi CB) = — honi Ga), 


i=1 


所 以 . | 
PAN, Bi,'.*, Bn, zi zx 要) 


一 下 4exp {- >; [va Caz)}. 
于 是 ,概率 组 (6) 唯 一 决定 于 泛 函 | 
bps p”) = Eš exp {- > [wou (4) l: (7) 
我 们 称 此 泛 函 为 母 泛 函 ( 仿 照 母 函数 ), 它 对 一 切 非 负 3 可 测 函 数 
PE) "(x) 定义 。 
间 样 ， 对 概率 族 ORC) 也 可 以 定义 母 泛 函 。 如 果 e 是 随 


机 测度 ， 它 决定 在 演变 发 生 后 的 对 时 每 个 集合 中 T; 型 质点 的 数 
量 , 则 概率 族 ORC) 的 母 泛 函 决定 于 


gop, g) = Eep {- 之 [idn } Xun. (8) 


母 泛 函 ok 和 e 以 某 个 方程 相 联 系 ; 如 果 假 设 过 程 中 断 
于 相 空 间 中 首次 聚集 无 穷 个 质点 的 时 刻 ， 则 可 以 由 此 方程 求 出 
4 和 2， 我 们 来 推导 此 方程 ， 
”假设 开始 时 相 空间 中 有 一 个 质点 ， 它 位 于 点 r 属于 T, N. 
那 末 
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WCG pm EVop | D) | vO | aen 


+ Eexp f- > | px) nt (dx) | Xux<n 
= Eexp{— px)} Xan ` 

十 EWE (ep{— 5j ge) (dx) } Chk» ml ° ...s w) 
X Xu,<a- | (9) 
第 一 项 等 于 : 

| in po, ; z, dy). 

为 计算 第 二 项 ， 我 们 假设 在 演变 发 生 的 时 刻 有 强 马 尔 科 夫 性 ， BE 
演变 发 生 之 后 ， 过 程 的 行为 就 象 它 在 一 开始 就 有 相应 数量 的 各 型 
质点 一 样 。 注 意 , 在 从 构造 上 描绘 过 程 时 ,我 们 并 不 明显 地 假设 有 
强 马尔 科 夫 性 , 只 是 假设 每 个 质点 的 行为 ,就 象 它 单独 时 的 行为 一 
样 ,不 依赖 其 它 的 质点 。 我 们 假设 ,在 开始 时 每 种 类 型 各 有 若干 个 
质点 ， 而 » (B) 表 位 于 集中 质点 的 个 数 ， MR 


ck) 


Eep Í— > | vip (ax) | = I 1 Ek 
x apf- > [va ao}, 


其 中 (B) = > O Bln E T. 8MURAM, oes r 
它们 的 初始 位 置 ， 所 以 


m m sk 
E exp = >; | Goal (ax) } =I H OCHRE 
1 、 k=1 j=1 -~ 


= af- $; |1- ig, a — Q 


GES, p> 0, 一 ng > 0), WFA (10) URENA 54 的 强 
马尔 科 夫 性 ,得 
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E (ee 二 > | g'(x) Cdx) l bts te" z) 


一 exp I > ji- In girs (Ps yO)). 


i=l 


我 们 现在 根据 函数 4 好 (9 g) 定义 积分 


. í qano attra Pr) i t 


= EV exp |- AGP Ftans (11) 
k=1 . 


其 中 gi (x) 为 % x @, TM, %, 是 [0,0) 上 Borel # BJ c 

代数 。 显然 ， 该 积分 唯一 决定 于 泛 函 gi8C8，…' ,yp”)， 因 为 对 

s 的 阶梯 函数 ,此 泛 函 唯一 决定 积分 (11)。 利 用 积分 (11) 可 以 把 

(9) 式 化 为 : | 
Op, p, g) 一 | RDP, z, dy) 


+ | C mel, (q. gts 
一 ln p,p .... ”)). (12) 
为 了 摆脱 非 平常 的 (11) 型 积分 ,我 们 指出 : 函数 


gRr, * °... g”) 


关于 非 减 函数 | 
FPO 一 PR 安生 


绝对 连续 ,因为 对 + < + 由 (8) 式 有 
RCs 99) 一 RA | < POs < L, < l). 
所 以 
Daa 一 RC pr) 

= | PR, yr)A FG), (13) 
其 中 PR o) 是 一 个 对 变量 的 全 体 可 测 的 函数 。 利用 
(13) 式 可 得 

FS) 
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于 是 ,方程 (13) 化 为 
由 (wp 3 ”) = | PDP, Xs dy) 
+ | PR(— In JD, (g, s.y p”) "eeta 
— in pin Cots e ARPE). (14) 
这 是 一 个 方程 组 (4 一 1,，…，m)， 可 以 用 逐步 逼近 法 求解 : 设 
RACEN ... p”) = [eoe X» dy), 
aP tety m) 一 | POPR, x. dy) 
+ [PRC h Lal, (Q: g), 
”” "5 一 Iin [ppi ls , PDAF PC), (15) 
n= 0,1,.... . 
利用 归纳 法 可 以 验证 : IN 非 负 ， 关 于 ”不 减 ， 以 1 为 界 。 
所 以 存在 极限 
而 这 些 极 限 满足 方程 组 (14)。 如 果 它 有 唯一 解 , 则 这 样 就 决定 了 
过 程 的 母 泛 溺 。 用 逐步 逼近 靶 所 得 到 的 解 ,是 方程 组 (14) 的 不 大 
于 1 的 最 小 非 负 解 。 
构造 马尔 科 夫 过 程 ”为 运用 马尔 科 夫 过 程 论 中 的 一 般 方法 
来 研究 有 分 枝 的 马尔 科 夫 过 程 ， 最 好 是 设法 用 一 特别 马尔 科 夫 过 
程 类 来 描绘 这 样 的 过 程 ( 例 如 , 象 在 半 马 尔 科 夫 过 程 的 场合 一 样 )， 
在 这 一 节 里 就 要 解决 这 个 问题 。 只 需 考 虑 只 有 一 种 类 型 质点 的 情 
形 。 因 为 ,如 果 以 .ex 表 质 点 的 各 类 型 所 构成 的 集合 ( 它 可 以 是 任 
意 的 )， 则 可 以 考虑 集合 P x .er 上 只 有 一 种 类 型 的 质点 的 过 
程 ; 相 点 Cx, a), r€ £, a€ ,vy 一 方面 确定 质点 在 相 空 间 
A 中 的 位 置 z, 另 一 方面 确定 了 质点 的 类 型 o TA, HETA 
变 发 生前 在 < x .er 中 的 运动 ， 完 全 决定 于 马尔 科 夫 过 程 族 
(ZO, NP, P2} ,因为 在 演变 发 生 之 前 ,过 程 的 分 量 a 不 变 。 
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这 样 , 设 (2. 8) 是 一 相 空 间 , 我 们 考虑 形 如 上 上 一 小 节 所 描 
绘 的 有 一 种 类 型 质点 的 过 程 。 这 样 过 程 的 状态 完全 决定 于 质点 的 
数量 以 及 它们 在 相 空 间 中 的 位 置 。 因为 质点 都 是 相同 的 , 故 坐 标 
的 重新 排列 不 改变 过 程 的 状态 (这 里 ,我 们 简称 相 空间 中 的 位 置 为 
坐标 ) 。 

我 们 构造 过 程 的 相 空间 如 下 。 

W 党 ,, n> 1， 是 这 样 一 个 空间 :”. 安 ， 中 的 每 一 个 点 与 
如" 中 点 〈r ,xa) 的 一 个 集合 一 一 对 应 。 每 个 这 样 集合 中 
点 的 坐标 仅 排列 的 顺序 不 同 。 以 Š, 表 o 代 数 8 在 上 述 A” 到 
Èn HARRER. 我 们 再 引进 一 个 空间 .使 ,， 它 由 唯一 一 点 
构成 ,此 点 亦 记 作 Fo 如 果 在 相 空 间 中 没有 质点 ， 则 认为 过 程 
处 于 状态 . 驳 ,。 如 果 在 相 空 间 (r, 8} HARRY titrs x, 
的 = 个 质点 ， 则 过 程 位 于 点 (Ga, z.) € En TE MER 
党 ,，+ 一 0 1，……， 的 并 构成 过 程 的 相 空间 , 记 作 8. jŠ x 
包含 Fo fo ek Š, 的 ,空间 < 的 子 集 的 最 小 "代数 .可 以 
把 有 分 枝 的 马尔 科 夫 过 程 与 相 空 间 LE, S) 中 的 一 个 马尔 科 夫 
过 程 相 联系 。 对 于 有 分 枝 的 齐 次 过 程 , 此 过 程 也 是 齐 次 的 。 自 然 
应 局 限于 孝感 在 “过 程 开始 位 于 .个 。 中 ”的 条 件 下 ,首次 流出 每 个 
集 .全 。 的 时 间 大 于 0 的 过 程 。 由 加 在 过 程 上 的 其 它 条 件 可 知 ,为 
此 只 需 使 在 “过 程 开始 位 于 Fa 中 ”的 条 件 下 , 首次 流出 A 的 时 
HEEN. 

设 PG,Z, 请 )，Ye .你 ， 记 6 各， 是 过 程 的 转移 概率 。 我 们 
现在 讨论 ， 为 使 各 质点 的 演变 相互 独立 ， PC+，2， B) 应 满足 哪 
些 条 件 ? 

记 ps 是 决定 时 刻 : 质点 在 1, B) 中 的 分 布 的 随机 测度 、 
AR PCr, 2， 站 )， 只 需 对 不 同 的 集 BERK 知道 其 边沿 分 布 
m ( B), 而 后 者 决定 于 


Eep f- f) Konad} (16) 
(这 里 ,数学 期 望 是 在 过 程 的 初始 状态 为 多 的 条 件 下 求 的 ) IB, 
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如 果 在 时 刻 : RATA Ctto tn) € Z s= WJ 


exp 1 一 w) (dz) p = exp1 一 。 
xp | o JaC )} e| Da} 
因而 ,如 果 设 
O = JI Geo, Ze, £= Gs, z); (17) 

k=1 

Kay = 1, K = Ce, 
则 可 以 看 出 ,转移 概率 完全 决定 于 积分 

| DPC z, 2)， 

其 中 ID 形 如 (17). 


设 ge = (ru. sx,)， 显 然 ， 为 使 不 同 质点 的 演化 
相互 独立 ,必须 使 表现 


5233 (18) 
i=l 


中 的 随机 测度 a 相互 独立 ， 其 中 gP 是 开始 时 位 于 点 x; 的 质 
点 的 后 代 在 (Z, 8} 中 的 分 布 。 那 末 , 如 果 把 (18) 代 入 《16), 并 
且 在 满足 独立 性 的 前 提 下 求 数 学 期 望 ,就 可 以 得 到 
Esexp 全 |, pl) pdx)} 一 TI glr), 
R=1 
其 中 
gÇ) = ÉE,—, exp f: pe) pdr) | 
而 若 z 一 Z, 则 uC) = 0, 并 且 
E. exp f- Í, playan) =], 
因而 ， 
(IOP, z, ay = CF), (9) 
其 中 7 决定 于 (17) 式 ;而 若 在 (17) 式 中 把 f 换 成 g, W| E) bA 
91.549， 


Bm = {f = Crs tm) :XE Bi,*:*, Kn€ Binto (25) 
划 令 
PG, x, Bm) = LB, tt ByN» Hys* "°> ny)» (26) 
ng = > Bii, 
记 $,(B.,---, B,) 为 多, 中 形 如 (25) 的 集合 的 代数 。(26) 式 
在 代数 $$,(B,.…, Bn) LRE P(z, X3 Š n). 如 果 Bis ....v 


Bn, B;e 9, 满足 条 件 : U B, =F, B; 两 两 不 相交 ， 而 且 
k=1 
$$,(B,, °... Bx)C3,( Bi, tta Bx), Hij 
PCU, x, Bm) = EP(t, z, $B',), 
其 中 左 侧 对 包含 在 形 如 (25) 的 集合 Ë, 中 的 一 切 集 
B;, = (z = Crist `... Xm):X1€ B; ` ` Xp, € Bin? 
求 和 , 为 证 明 此 结果 只 需 看 到 : 对 满足 B; CB, 的 一 切 i 和 
当 z; = Zk 时 ,有 
N N . 
G, (> zat) = G, (> ZX, ). 


所 以 ,在 形 如 BnB Bu) 的 一 切 代数 的 并 上 所 建立 的 函数 
PG: , a b) 是 完全 可 加 的 ;上 述 代数 的 并 记 作 s, 


如 果 f 是 任意 有 限 可 测 函数 , 则 对 任意 m, [I IG) 作为 


z = (x, °... Xm) ARG ğe =m, 如 果 FC) = 之 z;Xa 
， =] 
(x)。 则 由 (26) 得 
| SUJ1G)PG, z,a3) 


1 


== „æ > z .. -ZAN 
m=0 m! ntetnyam 





a” Xy 
X om. -Oran G, (X tae) 


, , 
1 一 0 £ 0 
k=1 t N7 
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Aa WR 加 41 (或 YD, 则 G,(D) = mGa). 
下 面 的 一 条 性 质 不 那么 显然 : 
3) 如 果 Pi， B,€ % 两 两 不 相 容 ,并 且 U B, = <, 
k 


而 G) = D ama G), 其 中 acl, k= La ME 
k=1 
数 
G,(f> 一 4(z °°, z.) 
对 [z] <1,.…， |z,! <1 为 Zis* * °> Za IAR, HHE 
KRATURRRAFHRRRRAK. 


事实 上 ， 
G= Ts = >], I E ax GO 
m=0 "fm i=1 k=1 
x PC, x, dz， wm))， (24) 


其 中 re Z 是 初始 点 ;而 Z= Cey tn) ER Rn POR 
A. 合并 zn, zm 项 的 系数 ,可 以 看 出 它们 是 非 负 的 ; 而 因为 
GO) S 1， 故 ztei za 的 宪 的 级 数 收敛 ;因此 ,该 级 数 在 区 域 
|zi| < 1 内 绝对 并 且 一 致 收 化 ,而 在 区 域 zil < 1 NE E Pr E 
数 。 

设 C) 是 从 Aa 到 .zs 的 映射 族 ， 满 足 (23) 和 条 件 
1)—3). 我 们 证 明 , 这 时 存在 一 “减弱 的 ”转移 概率 PG, Z, B), 
GeF, Be $), D) Q12k5 PG, Z, B) 相 联 系 的 半 群 T, 
满足 等 式 (22)， 先 定义 PO, r, 8), 即 所 需要 求 的 转移 概率 ， 其 
中 £= z, z € @,, 设 

Lim(B,, B,,*: .. By, fis ° * °, nn) 
1 Doi+…+aN N 
一 G, (> zX) 


ml Əzmn-  .Əs#N 





Z (=-0, 30 9 


N 

其 中 m= n + etn U B, = 2”, Tü Bi 两 两 不 相交 ,如 
k=1 

果 
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有 (17) 的 形式 . 函数 f 和 & 满足 不 等 式 0</ < 1 和 0<z <1. 
我 们 引进 定义 在 FZ 上 的 名 可 测 阔 数 YZ》 的 空间 Z s: 3) 
每 个 人 (2) € Ze 存在 一 8 可 测 函 数 f(x), 0 <<< 1, 使 


KD = I (GO, EEEn E= ans 2a), 


KR) = (20) 
其 次 , 设 Aa ELWARA f), 0 志 f 志 1, 的 集合 。 如 果 在 
函数 IO e Ze 而 (4) 《Ns 之 闻 存 在 关系 (20), 则 号 为 


KD = SA. _ 
对 于 任意 罗 可 测 的 有 界 函数 (3 ,我 们 定义 过 程 的 半 群 算 子 伯 : 
T.G) ~ [OPC z, d5). (21) 


那 示 ,由 (19) 式 知 , 集 Fe 关于 算 子 族 T, 的 不 变性 是 分 枝 过 程 
的 基本 性 质 . 所 以 ,自然 地 提出 下 面 的 一 般 定义 。 

定义 1 相 空间 (Z, Š) PRE-K KIRKNA 
相 空 间 (A, B) 中 的 齐 次 分 校 过 程 ,如 果 满足 下 列 条 件 : 


D 伴随 过 程 的 算 子 半 群 了 , E Z, 变 到 Z, 
bD) 在 开始 时 过 程 位 于 .多 。 中 的 条 件 下 ， 它 流出 集 2, 的 
时 刻 是 正 的 ， 而 且 过 程 关于 该 时 刻 具有 强 马尔 科 夫 性 ， 


c) Eo ERRE EEN A $ = supra 中 断 ， 其 中 r, 
是 首次 流出 Ú 党 的 时 刻 . 


My 上 的 半 群 完全 决定 于 从 Aa 到 Aa 的 变换 族 ; 记 
HERREY GO) CRER 


Tsi] = SIGCHI. : (22) 
H T, 的 半 群 性 质 可 以 得 到 变换 族 G:(f) 的 下 列 关 系 式 : 
C) =G (G, (1)). (23) 


1) oD) < <l; 
2) H ASh E C SCG) Gar he Aa X fs, f€ 
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= G.(D, 
RES P(z, z, P: = G.(1())， 现 在 定义 算 子 和 
PIO = | 50GDPCo z, 45) = GD). 
它 暂时 在 有 限 活 数 fe .Ma 上 定义 。 当 了 单调 变化 时 ， 利 用 G, 
(D) 的 连续 性 可 知 , 对 一 切 fe A 
| SGPC 2, d5) = G (DG) = Efe), @7) 


(注意 ,虽然 PG!, Xy BRARED, HERES % 可 测 函 数 Ís 
可 以 用 一 般 方法 定义 积分 


j, Il Fx) PCr, x, d(x, 2ta xm)); 


所 以 ,《27) 中 的 积分 也 对 je Hw 有 定义 ). 
设 对 是 所 有 o 代数 D, 的 并 。 在 B* 上 用 如 下 方法 定义 一 有 
限 可 加 测度 P G, z, B>, 设 Z = (zi rm) Be B3, = 
BX- x B (Mm B — (Ze ,rt B, i Iln) 令 
PC, z, B) = > PCr, is, B,- PG:z, Ems Bann) C28) 
nite Tn =n 
其 中 Ë, 一 < BCF n z€ Br 如 果 r;e B,i= l, °, k, 
z = (x. ....5 zk), 对 于 上 述 形 的 集 S 知道 了 PCi, x, B), 就 可 
以 把 PC, Z, B) 唯一 地 开拓 到 整个 "代数 镶 。 这 一 点 容易 证 
明 ， 只 需 注意 到 我 们 所 给 出 的 定义 等 价 于 : 对 Ze 党。 z= 


Cris: “ `> Xm) 


ñ PCi, Z, d(Y,» teta Yn)) jm JO) 





L II CANG. C9) 


车 实 上 , 如 果 对 形 如 f(y) = 21 AXO 的 函数 知道 
f=1 
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| P(z， x, LO， ys)) TI JG.) 
Fa k=1 


就 可 以 对 #c =, 求 出 P(:, z, B), 其 中 车 x, € Bi s.t’, Xs€ 
Bi 则 xz 一 Criste -> xz)E B. 
因而 ， 可 以 构造 一 有 限 可 加 转移 概率 PG, z, 外)， 使 对 一 切 


fe =, 积分 | pG, Es pG) 有 定义 ,并 且 对 te, 有 


TE) = | PG, Fs DSG) ~ SIGO). Go) 
由 于 对 B e Š°,P(,, z, Ë), z€ 2, MEA š WER TURA W 
如 I LG), f€ A 的 函数 的 线性 组 合 (这 由 (29) 可 以 得 知 )， 
故 可 以 确定 


| PG, z, 27)PGs, 7 B). i 


利用 (23) 和 (30) 可 知 , 存 Fe 上 有 
_ TTI) = TaI). 
因为 FE) 唯一 决定 PG + s, z, B), gat B e $ 
| zG, z, dP y, B) = PG + s, Z, B). 


于 是 ，P(:, Z, B) 与 转移 概率 的 区 别 仅 仅 在 于 它 只 在 代数 外 上 
定义 ,并 且 在 此 代数 上 有 限 可 加 。 如 果 如 ”是 可 分 度量 空间 ,而 S 
ECH Bored 集 的 oc 代数 , 则 P(¿,Z,B5) 也 必定 完全 可 加 ， 从 而 
可 以 把 它 开拓 到 S E. 

过 程 的 特征 算 子 Vk 是 一 拓扑 空间 , Š E: < 上 的 连续 
函数 所 产生 的 o 代 数 。 那 末 ， 在 每 一 个 "上 定义 了 与 ar 中 
的 拓扑 相 容 的 拓扑 ,而 多。 由 如 "上 的 连续 函数 产生 如 果 对 点 
TER, ECE 叙 。 中 的 邻 域 定义 为 它 在 .2 中 的 令 域 ,这 样 就 
ER 中 定义 了 拓扑 . 那 末 , 每 一 个 集合 n MEF RANE, 
同时 也 是 Z 中 的 闭 集 . 设 全 是 点 2 的 邻 域 ， 并 且 完 全 内 含 二 六 
所 在 的 那个 集合 Fa ZP, W ry 是 过 程 首次 流出 邻 域 上 的 时 
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刻 ; 其 次 , 设 是 过 程 首次 流出 En A (Z ER n EER 
初始 位 置 )。 那 末 , 对 于 任意 有 界 连续 函数 Kz), EF, A 
E,J(z(zo)) 一 也 =KECro))Xou<o + Esf (XCry)) Xe, 
其 中 IO 是 马尔 科 夫 分 枝 过 程 在 相 空间 (E, S) 中 的 轨道 ,这 
里 《和 以 后 ) Es 和 P, 都 表示 与 过 程 相 联 系 的 数学 期 望 和 概率 。 
我 们 现在 指出 
Esf(tCro) Xe = EA) 
= EI) 一 EACC Xe <. 
假设 过 程 KO 是 强 马尔 科 夫 的 。 那 末 
ESEE) Xr <o 一 E: [下 seo 大 2 7))]Xeo<o。 
我 们 引进 算 子 F: T16) = EGE). WE 
E.J(z(zç)) = Esf(t(Ty)) Xr <r) 
+ ZJG) — EF fx(ro) Xsen. 
现在 我 们 考虑 . 密 。 中 的 一 马尔 科 夫 过 程 : 在 时 刻 “ 之 前 此 
过 程 与 4(#) Eg, MEHA: EAE RE. 与 此 过 程 相 联系 的 
数学 期 望 和 概率 记 作 EP 和 PP 名， 而 过 程 本 身 记 作 Ze2(z2), H 
上 一 等 式 得 
Esf(z(r0)) — IG) 
= EPIKE? Cru)) — TKE) 

一 KE- T7. (31) 
因而 ,如 果 函 数 (O TIE) ER a 属于 特征 算 子 剑 m 的 
ELB, MAA /(2), Ze Èn 属于 过 程 70) 的 特征 算 子 久 
的 定义 域 。 这 时 | 

fx) = Se [Ga — TE). 
Xi 3. 只 需求 出 算 子 ”和 特征 算 子 So. 
我 们 利用 只 有 一 类 质点 的 过 程 的 构造 性 定义 .转移 概率 PG, 
£ B) 和 概率 QB, ttes By fig***, nN) 是 这 种 过 程 的 基 
本 特征 : 转移 概率 PG, z, BD, ERX, BEB, WEMAN 
变 发 生 之 前 的 运动 ; 而 O, (B. °, Bn,ms***, nn) 是 如 下 事件 
的 概率 ， 质 点 的 运动 始 于 点 z, 演变 发 生 在 + 之 后 的 了 时刻, 质点 暗 
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I m t … 十 zw 个 质点 ,其 中 广 个 质点 沙 入 集 Bi, 一 1， 


N ( 集 B% 8 可 测 ,两 两 不 相交 ,而 且 U Bi 一 X ). 我 们 夏 如 何 
通过 过 程 的 这 些 特征 来 表示 算 子 I MÜM, 由 于 2, ED Wk 
点 , 故 | | 
CF) = 0 (32) 
所 以 ,应 对 EF, R TIE, 而 对 m> 0 R Se EzE 
P WR z — (x) R WES ze ar. 等 同 。 为 求 算 子 
T 只 需 找 出 随机 核 (<, B), Hh eS, 此 核 完全 决定 于 
R | | 
| =G, SUIG), 

其 中 je .Au， 因 为 知道 了 这 些 积分 ,也 就 可 以 确定 
| “G, SING); G3) 
而 形 如 sU1, JEF DRRDRR, 关于 有 界 收敛 拓扑 可 


N 

以 逼近 多 中 的 任何 有 界 连续 函数 。 但 是 对 f= D) etae), 
k=1 

0 < Zk < 1, 满足 等 式 


N 
[ZD] > 22 G) | G 
t=1 . 
= 5 2ox(B By, ns" "5 ns DY。 “2NN, 


(34) 

通过 在 (347) 中 取 极限 可 以 看 出 (33) 式 对 一 切 fe. Rar. 从 
而 可 以 确定 核 T(r, B) 以 及 算 子 29F 

现在 设 TER m 如果 Z 一 《ra žm)» “是 过 程 首次 

流出 <, ARA, MJ Z= min[5,…, tm]、 其 中 性 是 自 点 x 

出 发 的 质点 昱 变 的 时 刻 。 我 们 假设 随机 变量 Z 的 分 布 连 续 。 由 

于 这 些 变量 独立 ， 故 其 中 任何 两 个 重合 的 概率 等 于 0， 因 此 “只 

， 536. 


与 各 中 的 一 个 重合 。 如 果 ¿= L. B B N r+ 出 发 的 
BAREA n 个 质点 ， 则 在 体系 中 共有 nt mw 一 1 ARA. 
uY 是 随机 测度 , 它 决定 在 时 刻 Z, 出 现 的 质点 的 位 置 。 那 末 在 时 
刻 妈 位 于 集 了 3 中 的 质点 的 个 数 等 于 
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其 中 过 程 0O 决定 自 点 x 出 发 的 质点 的 运动 ,随机 变量 x*(B)》 
和 如 以 及 xi (i >e k) 相互 独立 。 因此, 表征 质点 在 时 刻 “ 的 
分 布 的 随机 测度 # 决 定 于 等 式 


p(B) > | ut ( B) + > Xaia] 


=1 


x TI Xrn. : (35) 
r"*=k ， 
现在 我 们 注意 到 ,对 j 宇 0 
E,:-Jresan=|.2”G, 49)s[e"1G). (36) 


由 (35) 可 见 


fda) = S [fe ar) 


+ >f G) | TI Yasa, 
jk 1%k 
于 是 
e- fi z(a) == 5 exp |- | f(x)u Cdr) 
k=1 
— SHA) xe s GD 
了 二 大 Ln 


因为 JI Xero 只 取 0 或 1 为 值 ， 而 这 些 乘积 之 和 不 大 于 1. 如 
j =*=Kk 


果 对 固定 的 po 和 t, 求 数学 期 望 , 则 由 z (O) 的 相互 独立 性 ， 
以 及 它们 对 wo 和 t 的 独立 性 可 见 : 
。537。 





E | co 二 - > JG; G. >) H Kaptin 
= 1 [ren zi» dy). 


i&k 


所 以 对 z 一 (CNE ...v Xm) 
|= G, dy)S[e 1169) 


a] 


一 5 E.,,exp f-o} 
k=1 
x TI [EPP zis ay), (38) 


sk 
其 中 En 表示 Ez, Z€ dF, x= Gss MIE e REAR 
变 了 时 刻 的 分 布 (数学 期 望 是 在 “开始 时 体系 中 有 一 个 质点 ”的 条 件 
下 求 的 )。 仿 照 得 到 等 式 (77 和 (8) 的 情形 ,根据 函数 9,,:(Bi,*………， 
Bs, nos °> nN》 可 以 确定 

E. -Jrayat)Yas 一 q+. (f), 
如 果 泛 函 qf) 已 给 , 则 对 [0, co) EERE ERAR als) 
有 


Eexp{— Í f(x) a (gx) } a(E) 
一 jad). (39) 
利用 此 式 由 (38) 式 可 得 


|= G, DSG) 


= È- r pi | eT Ps, xja dy) ] dgs). 


如 果 引 进 伴随 转移 概率 P(s,z,dy) 的 半 群 T,， 则 可 将 上 式 化 为 
更 方便 的 形式 . RP 《MHAw。 那 末 在 1) 连续 的 条 件 下 有 


|Z G, SIPG) 
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--5 f Hw TG eS Saa ss Ing) 
-区 
x d, Ice 全 人 一 一 


i=1 TRG D 
对 p€ Z, 记 
Pa) = f- | C on) GD 
BR TG, B) 最 终 决定 于 
|7 G DSG) 


[TAC ep | L dan nol 


1 
° T p (zi) 


ida, C ing)}. (40 


i=l 





7 fs P . | CSIW CG). (42) 


除 特征 算 子 S, 我们 再 定义 过 程 FOO 的 生成 算 子 
A. f 

Amy D= im EEG 一 O, ze Z, (43) 

满足 下 列 条 件 的 属于 算 子 Á 的 定义 域 。 f 使 式 中 的 

极限 存在 ， 而 且 极限 号 后 面 的 式 子 关于 上 和 > E R, 显然 ， 藻 
Z= (x° ... Xm)» 则 

EG") 一 | [PC zo 090 ° 

PG:, Tms dym)f Yi .... yo )。 


因此 ,(43) 式 中 的 极限 至 少 对 满足 下 列 条 件 的 函数 了 存在 : 
a) 


L [zc Xk dy,)](y, Ym) 一 JO... 
t 


1) 通常 定义 特征 算 子 是 为 了 以 后 根据 它 来 建立 生成 算 子 。 在 过 程 充分 规则 的 条 
件 下 ,这 两 个 算 子 在 连续 函数 上 重合 。 
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人 Yn)| 


关于 一 切 /, VERK, z, € @r , ARG 
b) HEA z, 极限 


im 一 | PCi, xk dy Ot" `, Ym) 


— J rs Ym) | 
存在 , 当 Jatta Yn 在 的 菜 邻 域 变 化 时 ， 收 伊 关于 ye, Yn 
是 一 至 的. | 

如 果 条 件 a) 和 b) 成 立 , 则 
和 myG) -~ X: A.G, (44) 
k=1 
其 中 若 把 (G) 看 成 一 个 变量 n 的 函数 (其 它 变量 回 定 ), 则 An 
表示 半 群 T， (Tif (x) = [PC z, dy) f(y)) 的 算 子 A 用 于 函数 
JG). 特别, 如 果 G) 一 II PCak) š = (arst "s xm)， 则 为 条 
k=1 

Bo) ab) 成 立 , 需 使 he Za 其 中 Da 是 算 子 A 的 定义 域 ; 
这 时 


A H f (a) 一 S MEDAR. (45) 


miik 
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第 一 章 


$ 1. 本 书 中 称 为 广义 马尔 科 夫 过 程 的 ,过 程 论 的 一 般 定义 、 分 
类 和 基本 方程 ,是 A. H. Komworopog 在 他 的 著名 论文 “概率 论 的 
解析 方法 ” [1] 中 提出 来 的 .这 篇 文章 不 但 是 马尔 科 夫 过 程 论 的 基 
础 ,而 且 也 是 一 般 随机 过 程 论 的 基础 。 W，Fallem 研究 了 马尔 科 
夫 过 程 之 Konmoropos 方程 的 解 的 存在 性 定理 ,并 且 在 [21 中 研究 
了 广义 距 跃 马尔 科 夫 过 程 。 在 第 四 章 中 要 详细 研究 独立 增 量 过 
程 , 而 弱 可 微 马 尔 科 夫 过 程 , 则 放 到 这 部 专著 的 第 三 券 中 去 研究 。 

$$ 2,3. Doob™ 发 展 并 分 析 了 马尔 科 夫 随机 沪 数 的 概念 、 我 
们 所 用 的 马尔 科 夫 过 程 的 定义 ,是 Man” 提出 的 ， 本 章 中 的 
内 容 以 及 以 后 各 节 内 容 的 基本 出 处 是 Maaa [5] 及 Blumenthal 
和 Getoor [1] 等 专著 ， 

$4. Doob™ 最 早 就 特殊 情形 明晰 地 表述 和 证 明了 强 马尔 科 
K. Ouken R Chung (HAW 研究 了 可 列 状 态 齐 次 马 
尔 科 夫 过 程 的 强 马 尔 科 夫人 性 。 下 Eapa 色 ;Jprgkaa 和 Ouen, 
Biumenthalm 研究 了 一 般 情 形 的 强 马尔 科 夫 过 程 。 与 循序 可 调 性 
有 关 的 过 程 之 性 质 的 研究 见 Doob 和 Chung 的 文章 [I],， 

§ 5， 很 多 作者 研究 了 可 乘 泥 函 的 特别 类 (例如 ,Kac [2]). 可 
乘 泛 函 的 一 般 定义 、 马 尔 科 夫 过 程 的 子 过 程 理 论 、 根 据 可 乘 泛 通 
构造 子 过 程 等 属于 Monk, 

§ 6. 马尔 科 夫 族 是 Tarakaag 引进 的 . 马尔 科 夫 过 程 吉 Æ 
续 的 准则 是 Kinney 给 出 的 ; 连续 性 定理 是 Kinney" 和 Mom- 
nan 证 阴 的 。 拟 左 连 续 的 概念 是 Hunt 引进 的 ,“ 标 准 过 程 ” 的 名 
称 是 Miem 引进 的 在 Doob 和 Chung 的 文章 [1] 中 证 明了 
循序 可 测 过 程 的 存在 定理 ， 
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第 二 章 

运用 Banach 空间 中 线性 变换 的 半 群 理论 ,来 研究 一 般 时 间 齐 
次 马尔 科 夫 过 程 的 特别 方法 属于 W. Felet, E. B, Janke 
和 他 的 学 生 进 一 步 运用 了 这 一 方法 ， 并 且 给 出 了 对 相当 广 的 过 程 
类 的 构造 性 描述 . 它们 所 取得 的 结果 后 经 归纳 和 整理 , 收 进 E. B. 
Tomm 的 专著 《马尔 科 夫 过 程 》[6]. 对 于 深入 研究 齐 次 马尔 科 
夫 过 程 , 这 都 专著 至 今 仍然 是 基本 参考 书 .本 书 的 第 二 章 并 不 追 
求 E. B. Mamm 专著 中 那样 的 一 般 性 ， 然 而 它 却 包含 上 述 专著 
中 所 没有 的 一 系列 结果 , 其 中 有 些 结果 还 是 第 一 次 发 表 ， 作者 选 
择 了 略 有 不 同 的 叙述 内 容 的 方案 ,并 且 使 用 了 简化 记号 。 

$§ 1 一 4。 这 里 主要 介绍 马尔 科 夫 过 程 论 的 熟知 事实 . 

$ 5。 关于 强 马 尔 科 夫 性 的 定义 和 条 件 在 第 一 章 的 附注 中 已 
经 提 到 。 特征 算 子 的 概念 是 EB. Memm 引进 的 。 在 研究 规 
则 化 了 的 过 程 的 特征 算 子 与 原 过 程 的 特征 算 子 的 联系 时 ， 我 们 引 
用 了 E. B. Janm 的 结果 [2]。 在 首次 流出 一 切 紧 集 的 时 刻 中 
断 的 过 程 的 构造 , 看 来 本 书 还 是 第 一 次 介绍 ， 在 构造 不 中 斯 强 马 
尔 科 夫 过 程 时 延 用 的 思路 ,与 E，6. Juana 在 [4] 中 对 跳跃 马尔 
科 夫 过 程 提 出 的 思想 相似 . 

” $6， 可 乘 泛 函 和 可 加 泛 函 的 定义 属于 E. B. Ipm, 2 
这 一 点 在 第 一 章 的 附注 中 已 经 提 到 ，M. Koc[1] 最 早 研究 了 Wie- 
ner 过 程 的 积分 型 可 加 泛 函 。 这 篇 文章 激 起 了 一 系列 其 它 工作 , 特 
别 是 E. B. Mama 的 工作 。 从 此 开始 了 对 泛 函 的 一 般 研究 . 
P. A. Meyer 研究 了 上 述 形 泛 函 的 一 般 性 质 。 在 可 加 泛 函 中 特 
别 受 到 重视 的 是 W 泛 函 ; 这 个 名 称 是 lamm 引进 的 。 B.A. 
Bomkoacao 利用 积分 的 极限 得 到 了 一 些 W 泛 函 类 的 表现 。 E. 
B. Jismanaa 把 这 种 表现 推广 到 一 切 W EER. E. B. Ipem 在 
[6] 一 书 的 第 IV 章 详 尽 地 阐述 了 W 泛 函 理论 .我 们 指出 ,未 书 中 
把 一 切 连续 泛 函 表 为 积分 型 泛 函 的 极限 (定理 1)，Hunt 引进 了 
过 份 函数 的 概念 ,并 且 研 究 了 过 份 函数 与 可 加 泛 函 的 联系 。M. T. 
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Hlyp 在 [1],[2] 中 继 伟 作 了 这 方面 的 研究 。 我 们 这 里 提出 了 对 
应 于 已 给 过 份 函 数 的 W 泛 函 存在 的 条 件 。 这 些 条 件 的 表述 完全 
AAF M. T. Wyp 所 提 的 条 件 , 它 也 适用 于 非 标准 过 程 ，B. A. 
Bongogcguñ 研究 了 一 般 形 马尔 科 夫 过 程 之 时 间 的 随机 替换 . 


第 三 章 


Doob (Tl, [1], 那里 还 援引 了 更 早期 的 文献 ) 研 究 了 齐 次 跳跃 
马尔 科 夫 过 程 的 样本 函数 的 结构 ， 以 及 根据 过 程 的 无 穷 小 特征 来 
构造 跳跃 马尔 科 夫 过 程 的 问题 。 

Kommoropos™! 证 明了 ， 可 列 状态 的 齐 次 过 程 的 转移 概率 在 0 
点 可 微 ， 钟 开业 在 一 系列 文章 中 对 有 可 列 个 状态 的 过 程 进行 了 研 
究 ;他 的 结果 以 及 其 他 作者 的 一 些 结果 收 进 了 其 专著 [1]， 

半 马 尔 科 夫 过 程 是 Lévy 和 Smith 引进 的 。 
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$1. Bachelier" 最 早 研究 了 连续 的 独立 增 量 过 程 。N，Wie- 
nero 对 Wiener 过 程 及 其 样本 函数 的 性 质 进行 了 严格 的 研究 ， 
B. Finetti A. H. Kommoropos™, P. Lévy! 等 研究 了 一 般 独立 
增 量 过 程 。 P. Lévy 证 明 过 程 的 中 心 化 定理 , 找到 了 特征 函数 的 
一 般 形式 〈A. H. Korworopog 对 方差 有 限 和 齐 次 过 程 的 情形 
指出 了 特征 函数 )。 A. A. Kemm 研究 了 隶 跃 独立 增 量 过 程 ， 
根据 过 程 的 跃 度 构造 的 随机 测度 是 K. ho (FÈ + 清 ) (又 见 
[21) 引 进 的 ， 它 还 研究 了 此 测度 的 性 质 . 过 程 跑 路 的 条 件 及 变革 
有 界 的 条 件 是 A. B.Cxopoxor 得 到 的 。 

$ 2、 许 多 作者 进行 过 对 独立 增 量 过 程 基 本 泛 函 的 性 质 的 研 
究 。 这 里 F. Spitze 的 工作 外 起 了 重要 作用 ，B. A. Porosm 推 
PT F. Spitzer 的 结果 ， 他 研究 了 越过 由 和 的 序列 所 给 水 平 的 就 
跃 的 分 布 ; 他 还 把 这 些 研 究 推广 到 独立 增 量 过 程 中 。 ATAKE 
和 了 跑 聊 时 刻 联合 分 布 的 更 一 般 结 果 属 于 JH. B. Tyc: 定理 4 
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重 述 了 他 的 结果 。 过 程 的 上 确 界 和 过 程 值 的 联合 分 布 是 X. B. 
Tycax # B. C. Koposmox 得 到 的 。 对 于 对 称 过 程 ，Baxter .和 
Donsker™ 得 到 了 过 程 绝 对 值 之 最 大 值 的 分 布 ( 即 它 对 空间 和 时 间 
的 重 Laplace Æe), A. B. Ckopoxon 在 [1] 中 最 早 进行 了 对 有 
同 号 帐 的 过 程 的 研究 ,并 在 此 文中 建立 了 G) 的 特征 和 z, 之 间 
的 联系 .。(72) 式 是 B. M. 3onorapes™ 和 A. A，HBoposkoa5 证 
有 明 的 ,而 (73) 式 是 3. C. Urana 证 明 的 。 P. Lévy 证 明了 
式 (75). 

$ 3. 3. C. IHrarTnapn 在 [1] 中 证 明了 定理 1 的 命题 1; 他 对 
有 同 号 跳跃 的 过 程 也 证 明了 命题 2. B. A. Poroama Æ Ə. C. 
.Hirarxaan 对 一 般 情 形 的 证 明 中 发 现 了 错误 , 并 在 [4] 中 给 出 了 正 
确 的 证 明 。 定理 2 属于 A. B. Ckopoxor™, Wiener 过 程 的 重 对 
数 定律 是 A. A. Xun 得 到 的 。 A. A. Xaaqaa 在 文章 [2] 中 
研究 了 稳定 过 程 的 局 布 增长 的 性 质 ，B，M. 3onorapes 在 [1] 中 
援引 了 与 定理 5 类 似 的 结果 。 有 .中 ，Xarana 在 [3] 中 证 明 ， 对 没 


有 扩散 的 过 程 ,以 概率 1 有 sm ls / fnnt =o, 定理 6 


是 B. A. Poroana 证 明 的 ，B， B、THeneako 研究 了 独立 增 量 
过 程 的 重 对 数 定律 ， 
54. A. B.Cxopoxon 研究 独立 增 量 过 程 的 非 负 可 加 泛 函 。 
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最 初 与 家 族 的 生存 问题 相 联 系 ， 研 究 了 最 简单 情形 的 分 枝 过 
程 。 在 Harris 的 专著 [3] 中 ,相当 完整 地 反映 了 此 理论 在 1963 年 
以 前 的 历史 和 基本 结果 Kooropos 和 Jearpaeam 最 早 给 出 了 
有 多 型 质点 的 分 枝 过 程 的 一 一 般 定义 和 研究 ， A. M. Arnon 确 
立 了 有 一 类 质点 的 分 枝 过 程 的 渐 近 行为 , 而 Harris, Jirin, 
Ceaacreamaoa 研究 了 有 多 型 质点 的 情形 。 Jirin? 引进 了 具 连 续 
状态 集 的 分 枝 过 程 。 $2 的 儿 述 以 Peakae 和 Ckopoxon 的 文章 
[1] 为 基础 。Watanabe 的 文章 [1 讨论 了 二 维 情形 ，Ceaacragaosm 
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研究 了 带 扩 散 的 分 枝 过 程 、Moyal 中 ，Ckopoxon 中 以 及 Watanabe, 
Ikeda 和 Nagasawa 的 一 列 文章 (例如 [1]7 中 分 析 了 分 枝 过 程 的 一 
般 定义 。 
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一 画 一 三 mi 


一 致 局 部 有 界 条 件 168 
于 过 程 86 
广义 马尔 科 夫 时 间 63,158 
广义 马尔 科 夫 扩散 过 程 39 
广义 Poisson 过 程 36 
马尔 科 夫 过 程 50 
一 的 生存 时 间 50 
一 的 典型 表现 ”59 
一 的 可 分 集 93,104 
广义 一 10 
广义 中 断 一 12 
广义 不 中 断 一 13 
广义 规则 一 “24 
广义 跳跃 一 “24 
无 第 二 类 间断 点 的 一 93 
可 分 一 104 
右 ( 左 ) 可 分 一 104 
可 列 状态 规则 一 272 
可 列 状态 局 部 规则 一 256 
半 ~ 290,266 
齐 次 一 106 
在 无 穷 由 断 的 一 ”281 
阶梯 一 236 
连续 一 93 
空间 齐 次 一 429 
拟 左 连续 一 96 
规则 一 140,272 
标准 一 96 
具有 离散 分 最 的 ~ 321 a 
wak 36 
强 一 69,75,158,186 
随机 连续 齐 次 一 127 
随机 等 价 一 57 
循序 可 测 一 ”69 
RR 236 
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Feller~ 131,136 
马尔 科 夫 时 间 65,158 
马尔 科 夫 孙 数 43 

一 的 转移 概率 10,16,48 
马尔 科 夫 族 91 
马尔 科 夫 核 族 10 
与 0 代数 流 适应 的 随机 函数 43 


四 画 


从 老 穷 规则 返回 的 条 件 186 
中 心 化 函数 ”333 
中 断 时 间 ( 时 刻 ) 111,164 
中 间 过 数 12,164 
方差 算 子 36 
分 枝条 件 474,512 
分 校 过 程 472 
齐 次 一 531 
奇异 一 。487 
ER~ 487,505 
退化 一 473 
连续 状态 一 ”512 
有 mm 种 类 型 质点 的 ~ 474 
一 的 累积 量 518 
五 画 
正 ( 矩 ) 阵 481 
生成 变换 族 531 
母 泛 函 ”525 
母 函 数 476 
一 的 函数 方程 479 
半 随 机 核 10 


| 可 数 S 可 疯 函 数 102 
| 可 如 还 函 79,203 


齐 次 一 203 

齐 次 一 的 连续 部 分 208 
齐 次 一 的 闻 上 断 部 分 208 
非 负 齐 次 一 204 
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几乎 可 测 齐 次 一 “204 
严格 正 齐 次 一 “232 
纯 断 齐 次 一 207 
随机 连续 ~ 207 
随机 等 价 一 80,204 
ERZA 78,203 
一 的 不 动 点 78 
齐 次 一 203 
有 连续 一 78 
随机 等 价 一 80 
可 测 
Borel~ 9 65 
ILE r~a mA 204 
可 数 F-m 102 
WEAR 65,66 
循序 一 过 程 69 
自然 一 过 程 。，102 
空间 一 过 程 108 
循序 一 马尔 科 夫 过 程 69 
避 一 马尔 科 夫 过 程 52,112 
普遍 一 集 53 
六 E 
自然 9 代数 流 102 
自然 可 测 过 程 102 
次 临界 情形 487 
HERAK 479 
齐 次 可 加 泛 函 的 连续 部 分 208 
齐 次 可 加 泛 函 的 间断 部 分 208 
有 半 马 尔 科 夫 随机 扰动 的 过 程 311 
有 穷 或 可 列 状态 过 程 20 
扩散 系数 ”360 
在 某 状 态 的 逗留 时 间 296 
过 程 
自然 可 测 一 102 
循序 可 测 一 69 
空间 可 测 一 108 
左 ( 右 ) 可 分 一 104 
独立 增 量 一 “34;330 
齐 次 独立 增 量 一 ”359 
离散 独立 增 量 一 335 
非 退 化 一 ”460 


有 半 马 尔 科 夫 随 机 扰动 的 一 311 
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有 穷 或 可 列 状态 一 20 
Baire ~ 128 
Poisson ~ 36 
Wiener 一 400 
t 画 
时 间 分 量 296 
时 间 的 随机 替换 231 
体系 的 相 空 间 10,49 
局 部 一 致 随机 连续 性 164 
系数 , 
扩散 一 360 
移动 一 360 
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一 致 局 部 有 办 一 ”168 
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g~ 525 
特征 一 331 
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可 加 一 ( 见 五 画 7 
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状态 
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非 瞩 时 一 ”255 
规则 一 ”255 
八 Ej 
转移 概率 10,16,46,91,112 
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可 测 一 112 
规则 一 140 ， 
马尔 科 夫 函数 的 一 10:16;48 
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Feller~ 131 
非 负 (和 矩 ) 阵 ”481 
非 退 化 过 程 ”255 


| EBA 255 


规则 状态 255 
空间 可 测 过 程 108 
卷 积 型 方程 373 
函数 


马尔 科 夫 一 “43 一 半 群 110 


HFM 65,66 一 族 的 予 解 式 76 
可 数 等 可 测 一 102 扩散 一 “39 
Borel 可 测 一 65 生成 一 (无 穷 小 一 ) 11 
E~ 476 方 姜 ~ 3⁄6 
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中 心 化 一 333 特征 一 159,162 
外 过 份 一 229 特征 一 的 定义 域 163 
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E~ 481 WË 215 
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半 随 机 一 10 Baire 过 程 128 
HEA 112 Baire 转移 概率 128 
预 解 方 程 114 Borel 可 测 函 数 65 
流入 律 13,14 Feller 转移 概率 131 
_ Feller 马尔 科 夫 过 程 131,136 
+ 一 E Fokkher-Planck 方程 入 
移动 向 手 39 Hille-Yosida 定理 126 
移动 系数 360 KonMoropos-Chapman 方程 10 
累积 量 360.428 KozworopoB 向 前 方程 19 
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第 一 章 ASNA oo 
$ 1. 奥 及 其 推广 … oo 1 


以 前 结果 的 概述 ( 1 )。 拟 款 《 6 )， ps 
É ( 11). ERDEME ( 17), Meyer 定理 的 推广 《 302. 
ENEA ( 32). 平方 可 积 软 〈 40). 局 部 平方 可 积 缺 
( 44). 具有 连续 特征 的 靳 《45). 

$ 2. 随 机 积分 osoueoocaobootaetbesoaoiosomsootr ionenrrateer toomi ser 54 
分 段 为 常数 的 函数 的 积分 (.54)， 在 均 方 收敛 意义 下 的 随机 
积分 〈 60). 关于 鞭 的 随机 积分 的 一 般 定义 (65)。 关 于 局 
部 平方 可 积 款 的 积分 〈( 69)。 向 量 随 机 积分 ( 71)。， 按 招 测 
度 的 随机 积分 《 72). 

$ 3 , 伊 蕊 公式 pp ee 78 
连续 过 程 的 伊 蕨 公式 〈 78)。 随 机 微分 〈《 84)， 伊 蕨 公式 的 
某 些 应 用 ( 86)。 连 续 鞭 的 矩 的 估计 《 89). 利 用 按 Wiener 
测度 的 随机 积分 表示 蒜 〈 91)， 局 部 平方 可 积 款 分 解 为 连续 
与 间断 分 量 〈《 9%8)。 间 断 巩 的 函数 的 随机 微分 〈109)。， 广 义 
PRAA 021). 广义 伊 且 公式 的 某 些 推论 。Léry 定理 的 
推广 (125)。 按 拷 测 度 积分 的 和 矩 的 估计 《128)。 篇 单 随机 微 
分 方程 的 解 〈130)， 例 。 正 上 坎 的 乘法 分 解 〈133 ). 

第 二 章 ”随机 微分 方程 pp 135 
$ 1 .随机 微分 方程 理论 的 一 般 问 题 ee 135 
随机 线 积分 (141). 作 为 积分 上 限 的 函数 的 随机 线 积分 (152). 
随机 微分 方程 解 的 存在 与 唯一 性 定理 《156)， 随 机 微分 方程 
解 的 和 矩 的 估计 《171)。 随 机 方程 的 解 对 参数 的 连续 依 闵 关系 

G76). 随机 方程 的 有 限 - 差 分 近似 解 〈180). 
$ 2. 无 后 效 随机 微分 方程 nesters ea nome 0 or ee 184 


作为 Mapkos 过 程 的 无 后 效 随机 微分 方程 的 解 〈1847?。 M 
微分 方程 的 解 按 初始 条 件 的 可 微 性 《195)。Konmworopos 方 程 
(204)。 例 。Wiener 过 程 可 加 泛 函 的 分 布 《2117). 

$ 3. 随 机 变量 组 序列 的 极限 定理 与 随机 微分 方程 pe 
在 2 中 对 应 于 随机 变量 组 序列 的 测度 的 弱 紧 性 《217)。 收 
SF Wiener 过 程 的 条 件 〈224)。 收 敛 于 任意 独立 增 量 过 程 
的 条 件 〈231)。 有 有 限 二 阶 矩 的 随机 向 量 组 序列 的 极限 定理 
(233). 随机 微分 方程 的 极限 定理 〈242)。 例 。 有 小 非 线性 
的 振动 (251). 


第 三 章 ”关于 连续 过 程 的 随机 微分 方程 和 SZ" 中 的 连续 


MapgoB 过 程 ee 

$ LRR ER eveeveseeeeeeeeeese 
定义 和 某 些 性 质 〈255)。 侯 芯 空 间 〈2627)， 伊 芯 过 程 与 扩散 
WA (281). 测度 的 绝对 连续 替换 (288). 

$ 2. 关 于 扩散 型 的 随机 微分 方程 .pe een 
对 应 于 方程 (1 ) 的 解 的 测度 (298)。 随 机 微分 方程 解 的 存在 性 
《307 ), 解 的 唯一 性 〈313). 伊 藉 过 程 与 随机 微分 方程 《3217. 

$ 3. 在 A" hi e eeereerrerisaserserseisasreeroreerinerdrenere 
对 应 于 扩散 过 程 的 绝对 连续 测度 《324). 解 的 存在 性 (336). 
解 的 唯一 性 《345)。 解 关于 参数 的 连续 依赖 性 (347). 齐 次 
扩散 过 程 《3547)。 具 有 位 势 的 可 积 核 的 齐 次 过 程 〈357)。 

$ 4. 在 9 中 的 连续 齐 次 Mapkos 过 程 a... a... 
M- 泛 函 〈367 )。，M- 泛 函 的 微分 法 《378). 极 大 泛 函 。 过程 
的 秩 〈386)， 时 间 的 随机 代 换 (391). 在 A 中 的 连续 过 程 


(401). 
附注 
参考 文献 oooosoo toro at ter aoe oo a ssa.... 
索引 ororoerreneeer err re ret rr erro ror ores aa otoobo.. 
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第 一 章 拷 与 随机 积分 
SL 软 及 其 推广 


以 前 结果 的 概述 ”我 们 从 回顾 并 更 确切 地 说 明 关 于 坝 与 半 雪 
的 基本 定义 和 原先 得 到 的 结果 (第 一 卷 第 二 章 $2 和 第 三 章 $4) JT 
始 。 

设 {9,5,P} 是 某 个 概率 空间 , T 是 任意 有 序 集 (今后 只 考 虞 
了 是 广义 实 直线 [一 co ， 十 co] 的 子 集 这 一 情形 ), (S, r€ THE c - 
代数 流 S($,CE); 如 果 ¿< x, PR $, CS, . 用 {EC S, 
re T) 或 简 记 (00, S), RH [Bj 2s iB] {0,5} 上 的 o- 代 数 
# {SET} 和 适应 于 {S 1E T) 的 随机 过 程 EG), E T ( 即 
对 每 个 (€ T,E(t) ES- TWR) 所 组 成 的 对 象 。 今后 也 称 它 为 
随机 过 程 。 

随机 过 程 (iG), S, E T} RS- (sk üh, > BrisgBJ3E— 
个 o- 代 数 流 不 会 含混 时 ), IIB: 

ElsC)| < co,V:€ T (1) 
和 
E{EC)|S,} = ECs), 34 s< r,s t€ T; 
称 LEG) St ET) 为 上 拷 ( 下 拷 ), 如 果 条 件 (1) 满 足 及 
ELEC IF, } < 55),s < tas tE T (2) 
(E(:G2]S,y > ECs) < tD. 

我 们 指出 ,这 里 的 定义 区 别 于 第 一 卷 所 用 的 定义 ,因为 现在 要 
R ¿G) 的 教学 期 望都 是 有 限 的 。 例如 在 上 拷 情 况 ， 以 前 仅 假 定 
量 EG) 是 有 限 的 。 

所 引入 的 定义 等 价 于 : (cGO,S., T) EACB, WRH 
任意 集合 BES, 及 任意 ss1ET,s < t, 


| sp 一 人 som (|, EdP S, EAP). 


BI Fat 45320: š, 

本 节 基 本 上 研究 连续 变量 半 圾 ， 

在 区 间 [0,T] 上 ,对 每 个 zeE (0,T] 有 左 极限 且 在 L0, T) 
上 寿 连 续 的 全 体 实 函数 , 用 多 或 多 [0, T] 表示 。 记 号 多 [0， 
T), @[0,co) 或 多 [0,%] 有 类 似 的 意义 。 

在 蒜 论 中 一 系列 不 等 式 及 极限 的 存在 定理 起 着 重要 作用 。 在 
第 一 卷 (第 二 章 $2) 已 确定 如 下 关系 : 

如 果 EG) r€ T, 是 可 分 下 款 , 那 末 








P +) > ci < 青色 (3) 

{sups z) > }< Cc , 

E[sup E+] < grsup ELEGO), q= -a p> 1, (4) 
Evla, b) < sup EED 一 的， (5) 


b 一 a 

其 中 at= a, 34 a > 0,at = 0, 4 a 二 0, 以 及 v[a,5) 3228351 
Ë: EC) 的 样本 函数 由 上 到 下 相交 于 区 间 [a,5) 的 数目 (更 确切 
的 定义 在 第 一 卷 第 二 章 $2 给 出 ). 

”我 们 回顾 半 坝 的 持 闭 元 的 定义 。 

设 (E(0O,S, E T) 是 半 鞭 旦 集合 TT 没有 最 大 (最 小 ) 元 素 . 随 
机 变量 3 被 称 为 半 鞠 EG) 的 右 ( 左 ) 封闭 元 ， 如 果 可 以 扩充 集合 
T, 补充 一 新 元 素 5Ca)， 使 得 与 中 元 素 有 关系 

1< bl >b) YET, 

和 补充 合 送 的 o- 代 数 SS.) 于 o- 代 数 流 { 字 ,ET7} 中 ， 使 得 
扩充 的 随机 变量 族 G), ET',，T’' 一 TU{5b}T' — T Uí(a)) E 
HRA S-E. 

定理 1 设 5(?),t€E T, JAFA, TCCa, b), 点 4 及 b。 
是 集合 人 的 极限 点 (一 < a < b < co)。 此 时 ,存在 概率 为 0 的 
集合 AEH GSS A HJ: 


e° 2 ° 


1) 在 集合 T 的 每 一 内 点 t, 存在 极限 上 一 ) 及 EGH) 

2) 如 果 sup{EEt G) ET} 一 oo， 那 末 存在 极限 55 一); 这 
时 ,如 果 对 某 个 ,随机 变量 族 EG), E [to,6)} 一 致 可 积 ， 那 来 
极限 《5 一 ) 也 在 工 , 中 存在 , 且 0) 是 下 款 的 右 封 闭 元 ; 

3) 如 果 lim Eš(z) > 一 co ， 那 末 随 机 变量 族 (:G2, z€ (a, 
wl} 一 致 可 积 ,对 每 个 oX A 和 在 工 ; 收敛 意义 下 极限 Eat) 存 
在 , 且 iat) 是 下 款 的 左 封闭 元 ， 

证 。 前 已 证 明 ( 第 一 卷 第 三 章 $4) 在 条 件 sup{EE+(z),t€ (a, 
5)} 二 so 下 ,对 每 个 z€ [a,6]， 单 方 极限 ¿G—) 及 G+) 以 
概率 1 存在 

此 外 ,如 果 族 {EG E [to b); 是 一 致 可 积 的 ， 则 由 :个 6 
BEO 以 概率 1 收敛 于 EO) 推 得 也 在 L 中 收敛, 且 EG) 
ETE ECG), rE (a,b), 的 右 封闭 元 。 其 证 明 类 似 于 离散 变量 下 加 
情形 (第 一 卷 第 二 章 $2)*。 

余下 要 证 明 论 断 3). 

设 /= lim EEC), 因为 Eko) 是 单调 不 减 函数 ,所 以 这 极限 


存在 。 又 
| = 2£t(z) — E(t), 
# 
,Sup El E| < 2EÉEz#t(z,) 一 1 一 C < co, 
由 qe6puues 不 等 式 P(B,) < 所 ,其 中 B, = {18()|>N}, 


即 当 N — co 时 按 ; 一致 地 有 P(B,) 0. Wk: > 0 是 任意 数 ， 
n ERR: 对 所 有 <n SA EG) 一 1< 地, 则 当 r€ (a, 


1] 


* K,.AKRJUE ak 3siE k4F368. — RAR 


j LEG) LdP 一 j EGAP + Í EC) dP — EEC 
Be EUN) {El )>- NY 


EGAP + | £GODdP 一 EECe) 


< | 
1E >N? El > N? 


€ 
<|, TEGIP + Š, 


所 以 ,对 所 有 ECan] 和 足够 大 的 N, 有 |，18CDldP <s. 8 
此 , 族 (E0) € (oz 一致 可 积 。 故 极限 Em ECO) 以 概率 1 存 
在 ,从 而 在 工 , 收 仇 意 义 下 也 存在 。 
由 不 等 式 | 
(ECAP < | .5CDaP， <1, BE S, 


当 ， | 时， 极限 可 移 至 积分 号 内 得 到 s(a+) E T B (EO, 
r € T) 的 左 封闭 元 . 

注 1。 定 理 1 “FB TDUS ER R RRE. 

注 2。 定 理 的 论断 3) 显 然 可 直接 搜 到 序列 的 情形 。 此 时 它 可 
陈述 为 

3) 如 果 {… 红 一 个 ， 红 一 4 二 1)，…， 斌 0)} EFR, B 
im Es(—n) > 一 co ， 那 未 序列 (Cr) 一 致 可 积 且 以 横 率 1 


及 在 民意 义 下 均 存 在 极限 s. 一 imë(—ar), HERRE TFA 
人 1 一 一 人 一 十 10} 的 左 封闭 元 ， 

今后 ,如 果 相 应 的 将 机 变量 族 CD),t EET， 是 一 致 可 积 的 ,我 
们 称 半 著 为 一 致 可 积 ; 如 果 sup ELEG) ET} < co， 则 称 半 蒜 
为 可 积 的 。 

定理 2 设 TC(a,5),a 和 6b 是 集合 T( 一 0 < a < b<coo) 
的 极限 点 。 为 使 对 EGS, € T) 是 一 致 可 积 的 充分 必要 条 件 
是 存在 随机 变量 ,使 

E|] < 0,0) = E{r)3,},: € T. (6) 
如 果 这 条 件 成 立 , 那 末 可 以 认为 ?一 lim EC), B. EE E 


. ú oè 


有 {S € 7}- 可 测 随机 变量 的 类 中 被 唯一 地 确定 (mod P). 
证 。 如 果 黄 【ECD,9,,ze T) 一致 可 积 , 那 末 按 定理 CAA 
封闭 元 ,因此 可 得 式 (6)， 
TAR EG) 按 公式 (6) 表 出 。 这 时 
| (OP -| ndP,VAES,, 
4 A 
由 此 得 
(EOP < | plaP， VB ES, (7) 


al, Eli] 过 了 1?1。 因 此 由 Ue6emmep 不 等 式 得 , 当 N — co 
时 ,关于 上 一致 地 P{|5(D)| > N} 一 0。 应 用 不 等 式 O) 于 集合 
B = B,= (|ËCGO0| > N)， 可 见 族 (GO r€ T) 一 致 可 积 。 

余下 要 证 明 在 全 体 {9,1 ET}- 可 测 随 机 变量 的 类 中 ， 表 示 
式 (6) 是 唯一 的 。 如 果 存 在 用 随机 变量 m, 一 1,2 表示 的 两 个 这 
样 的 表示 式 , 那 末 

E{tls,} = 0, WET, 

其 中 £ = m n. 

因此 ,对 于 中 所 有 4 和 了 中 所 有 ts 


Í taP = 0 


成 立 , 于 是 对 c{ 和 ,ze 了 } 中 的 所 有 4 也 成 立 ， 因 为 量 是 of3,， 
IE 了 }- 可 测 , 所 以 “一 0(mod P), 

注 。 如 果 {8C2),t ET} 是 著 , 且 在 T 中 存在 极 大 元 , 那 末 随机 
变量 族 FG), ET, -K R. 

在 表示 式 (6) 中 ofS,,t€ T}- 可 测 随 机 变量 5 KAREE T 
的 边界 值 。 

在 第 一 卷 ( 第 三 章 $4) 中 已 指出 , 在 十 分 一 般 的 假设 下 对 给 定 
的 半 蒜 存在 随机 等 价 的 过 程 (¿G), S, > 0}， 其 样本 函数 属于 
D[0,0), B. o- 代 数 流 S, 是 右 连续 的 , 即 

F, = ,Vi > 0, 

在 本 节 如 无 相反 的 特别 声明 ， 我 们 通常 将 假定 所 考虑 的 半 款 具有 


. 5 e 


这 些 性 质 ， 
HE 设 (S, > 0} PEER o 代数 流 (S, 一 3,+)。 
定义 EMTS, 的 过 程 (G), > 0} 称 为 拟 鞭 (3,- 拟 著 )， 
WR 
EJE] < co,V: > 0, 
E 


s-i 


sup > E| Eln) — ELEG) Sah = V < co, 


其 中 sup 是 按 任意 值 > 和 non io t, 取 的 ; 0 委 m < r < see 
< z, < co, 

TER E E MBIA T 155 ERAR. 

WAE infE5(Co > —co(supEz(2) < co) 的 上 (下 ) RA 
是 拟 殷 的 例子 ， 两 个 上 蔷 之 差 的 过 程 也 是 拟 靳 ， 事 实 显示 出 所 有 
拟 挝 只 限于 这 些 例子 ，。 

设 

52) = ECs) — E{EC)1S,}, Cs < 1), alt) = EEG), 
此 时 ， ` 


> laCt) — atn) l = > [EsCri sa < 了 ， 


即 aG 是 有 界 变 差 函数 . 特别 ， 对 任意 上 > 0 极限 (一 ) 和 
ez 十) 存在 ,而 alo) 一 lima(e) 也 存在 。 


不 等 式 (3) 一 (5》 可 以 推广 到 拟 鞭 。 为 此 我 们 注意 在 第 一 郑 
(第 二 章 $2) 对 可 列 序列 已 建立 的 不 等 式 (21) 和 (23) 适 用 于 可 分 
拟 舱 ,这 时 它 可 以 写成 如 下 形式 : 

P(sup£() > C} < HERO EY, (8) 


supE(¿(#) — 5)t + V 


Ev[a,b) < 9) 


其 中 sie, b) 是 由 上 到 下 相交 于 区 间 La, b) 的 数目 ， 利 用 不 等 
式 (9), 如 半 拷 时 一 样 ,可 建立 如 下 定理 《第 一 卷 第 三 章 $4 定理 6 
和 7); 

定理 3 可 分 拟 款 5(),t>0， 以 概率 1 对 每 个 AE AR 
限 。 这 时 {EGA Snt 2 0} 也 是 拟 鞭 , 且 甚 样本 函数 右 连续 和 
对 每 个 使 S, 一 和 + 及 EEG) 连续 的 点 1，P{85G) = Ut) = 
L. 

由 这 个 定理 ,不 失 一 般 性 ,今后 我 们 可 以 只 考虑 样本 函数 以 概 
率 1 属 于 多 和 对 所 有 :之 0,3, 一 了 ,+ 的 所 于。 在 本 段 我 们 将 认 
为 此 条 件 成 立 。 

定理 4 任意 拟 款 可 以 有 分 解 式 

EC) = xG) + LG), 

其 中 a) 8, E E|¿G)| > 0, 33 :一 co, 

此 分 解 式 是 唯一 的 ， 

如 果 GO EWER inf) > —co WER, BETO 是 
EAER, 

证 。 对 每 个 > 0 和 r> 0, £ 

ECs,t) _ E{ ECs + 1)|3,}, 

FERAE Gs) 的 可 分 修正 。 我 们 来 证 明 对 固定 的 1,8(s,:) 
作为 :的 函数 以 概率 为 1 是 有 界 变 差 的 ， 

事实 上 ， | 


s—1 , I a-1 
> |C s, 2) 一 &Csk+iyt| 5 JE ECs; 十 从 
=0 k=0 
一 El¿(s+ + DEFINEN, 
= s E{ | ECs + lysa 十 +)1S,} 


k=0 


s—1 
E > lG) 8) 一 Ë(sk+a1)| < V, 
k=0 


可 以 认为 变量 s 和 r WRA G) 的 可 分 点 集 具 有 形式 了 x I, 
对 每 个 z€ 1 取 序 列 {so0, 51» 人 E I, 使 当 # 递增 时 , 它 是 


单调 递增 集合 且 在 极限 情形 取 尽 全 部 1。 这 时 和 DIEC) 一 
k=0 


Elsas D) 单调 不 减 且 趋向 本 身 的 上 限 VO. Wik EVG) < V 
K VQ) < co 对 每 个 * 以 概率 1 成立。 由 此 得 知 存在 这 样 的 集 
合 NE5,PCN) 一 0, 使 得 如 果 w&N, 那 未 对 任意 VO < co, 
于 是 以 概率 1 存在 极限 

LC) 一 lim (sr). 


设 sto, HX 
lele) 一 Elsp) < >; |Ë(s a r) — E(saa )l < V(O, 





所 以 sG) 是 可 积 随机 变量 旦 序列 ECs.) 有 可 积 控制 变量 ， 于 
是 当 r, < rn 时 
Elz(n)1S;,,) 一 E{lim E (Gs 十 a) lS tIS} 


一 im E(š(s + n)|S,,] = aQ). 


这 样 就 证 明了 a0) ÉE S,-8kh, 
令 tG) = EG) — uC). 这 时 ElI =o 当 1 一 00。 
事实 上 , 若 不 然 , 那 末 可 找到 s > 0 及 对 任意 的 N>>0 有 i 一 
tns in > N， 使 得 E|ECin)| > 8s。 取 某 个 ,因为 
EG) 一 E|š(z) 一 lim (ns)| -= lim E| én) 


一 s(t,5)1, 
所 以 可 找到 使 E| Ca) 一 En l>e # = i + s, 则 可 
找到 n > r 使 EIG) >s。 继 续 此 步骤 至 无 穷 。 此 时 ， 


E J} l6Gona)l >E 5 8a- )l 
= F, 211šGu) 一 ELEG) Frnt 


Z= ns — oo, 


W SIB JE W AB2J5, 

因此 ,存在 满足 定理 条 件 的 分 解 。 我 们 来 证 明 其 唯一 性 。 

设 存在 两 个 分 解 式 : ¿GD = u0) + ¿(O = a, G) + Re), 
这 时 G) 一 ale) = Ga) Gl, H EGC 一 总 (的 | 一 0 当 
1—0, BAE, |a) 一 aO) EFE E| gC) 一 el E 
z 的 单调 不 减 函 数 。 于 是 Ela) 一 e) = 0 因而 wa S 
u (O(modP). RAWA £G) ELR, aG) 一 limš(s,s)= 


lim E( (s + z)|S;,) < EC), 因此 ， CC) = EC) 一 uke) > 0. 


定义 WEM :一 co 时 EEC) — 0 BJ3E 8 E Skiakon tr ts, 

我 们 指出 ,对 位 势 来 说 ,极限 £. 一 lm 8(z) 存在 且 以 概率 1， 
Ea = 0, 

因此 ， 满 足 条 件 infEzG) > 一 co 的 上 鞭 有 分 解 式 EG) 一 
pt) 十 nC), 其 中 aG) ER, zz) 是 位 势 ， 此 分 解 式 是 唯一 的 . 
类 似 于 古典 的 上 调和 函数 理论 , 它 称 为 Riez 分 解 。 我 们 约定 在 
定理 4 所 建立 的 分 解 也 称 为 Riesz 分 解 , 而 满足 条 件 El5CD)| — 
0 ( 当 s> 00) 的 拟 黄 称 为 拟 位 势 、 

现 来 证 明 任 意 拟 位 势 可 表 为 两 位 势 之 差 ， 

设 ¿CGO 是 拟 位 势 ， 令 

n= 81), 


óL, = max(ó,,,,0),57,, = S$,» 一 Örs 


=$) = E p2 tal}, 





=j) 


-CD 一 下 | S. IS}, 


k=) 


其 中 jG) 是 由 条 件 Lei <: < i 所 确定 的 整数 。 


我 们 注意 , 当 ?一 去 时 
O = E[>1a, Is) = (0 — =, 
i=; 


而 且 级 数 S bpa 绝对 收 化 《modP) 及 可 积 性 可 由 拟 软 的 定义 
t=0 - 


得 到 。 显 然 ,E{x*O|1$} < =*( s), "4 <+, 因此 x4(z) 是 位 
$. 
现 来 证 明 4l) < ate) n = 1,2,- BERE ele) 的 


表达 式 中 的 某 一 被 加 项 ,例如 ，E{8te15} (È> i). 我 们 有 
Etis = E ffe (ZE) E fe ERS 
+ 


eB- ek SD) lets TS 
< Efkan + 5 到 si |$,}, 


由 此 得 到 序列 x1(1) 的 单调 性 。 由 证 明 得 x*(:) 也 是 位 势 且 
xm" (t) < rte). 
< =+) _ imf Ce), x(t) = imet). 对 每 个 :， 此 极限 














以 概率 1 存在 ， 因 为 ECC) + CD) 一 下 Dal < V, 8 
k=0 


以 En:(z) < oo。 显然 z (O E Eb. 

还 不 难 证 明 EzlGO 一 0 当 :一 0 时 对 + 一 致 成 立 。 于 是 
=, 是 位 势 。 

对 所 有 > 0， 我 们 定义 过 程 ¿,G) 使 其 桩 本 函数 以 概率 1 
右 连续 。 顾 及 到 过 程 《(*) 也 是 右 连 续 , 可 见 等 式 LG) 一 r) 
nC) 对 所 有 # 以 概率 1 pR yr, | 

定理 5 如果 (O 是 样本 函数 属于 Z 的 拟 位 势 , BREE 
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位 势 z+(#) 和 x(t) tE 
CG) = w(t) — Ce), V: > b, 
以 概率 为 1 RZ. 
停止 与 时 间 的 随机 置换 ”在 本 眉 将 考虑 半 款 
{ECS r€ Tj, RPT =N = (0,L,+- ° ° fi ...) 
或 了 一 [0,oo)。 
如 果 T = [0,co)， 那 末 我 们 假定 过 程 O 的 样本 函数 属于 @ 
[0,co) 和 .S, = F,r E [0,co), 
先 来 回顾 随机 时 间 的 定义 (第 一 卷 第 一 章 1), (S, € T) 
是 某 个 -ttii BET TAIRA r= Co), o € 9,C9, 称 为 在 
{Sr ET} 上 的 随机 时 间 (《 或 凶 - 随 机 时 间 ), 如 果 {r <4} ES, 
所 有 r€ T. 
今后 将 考虑 定义 在 整个 空间 ala, = 0) 上 的 随机 时 间 。 
每 个 随时 间 * 对 应 于 事件 的 o- 代 数 3,.,S3， 称 为 由 7 前 事件 
所 生成 的 o- 代 数 。 它 是 由 所 有 满足 如 下 条 件 的 事件 B e G B pR: 
B ' (c< :163S,, YET. 
不 难 验证 ,如 果 z< x, WR S. CS, (ERE S 1). 
在 第 一 卷 (第 二 章 $2) 已 证 明 如 下 结果 : . 
引 理 1 D TESIS, rok 一 1,-…,s 是 定义 在 整个 9 的 
{Sr ET} 上 的 随机 时 间 序 列 且 nsn < … 委 StS, 是 随 
机 时 间 z,(k = 1,-……,s) 所 生成 的 o- 代 数 。 如 果 EG), S € T) 
EERIK {EC 3 一 1 5 EELER). 
我 们 将 此 结果 推广 到 本 节 所 研究 的 半 款 .。 
设 EG), S, ET) 是 满足 下 面条 件 的 上 著 ; 在 在 可 积 随机 
变量 n, 使 得 
EG) > Ef{r|3,}. (10) 
考虑 取 值 于 了 ,还 可 取 : 二 00 的 随机 时 间 z, <+ 
S$, = ololn), Sre[0,oo)}， 
EG), 3 r= +, t€ T; 
r lx 当 ç = co, 


-ijo 


则 随机 变量 E, 是 3,- 可 测 的 *， 事实 上 , 在 离散 时 间 情 形 ,已 在 第 
一 卷 第 一 章 $1 的 引 理 5 证 明了 .对 T = [0, oo) 证 朋 如 下 : 


取 随机 时 间 r 的 离散 浙 近 序列 rc 一 EEL, ing r€ (+. 
< 二 cx? 一 0， 如果 r= 0。 由 过 程 EO 的 样本 函数 的 右 
连续 性 推 得 tms(r,) = El). BHH 

{EC < a) (z < i) = Emdi) < a) {rn ci}, 


Tne 





LEG) < a} N {rO <€ S... 


因此 
AEC) < a} Nir < š) € S,, = S,, 

再 次 利用 Sua = 3,， 我 们 有 
f (G) < a}N {r < z) ES, 
这 就 证 明了 EC) 是 $- 可 测 的 。 

定理 6 HERRERO), o, r 是 随机 时 间 且 < 委 r。 这 
时 随机 变量 Es 和 ë, 是 可 积 的 且 

E(z, |.) < z. (11) 

证 。 首 先 研究 了 一 六 的 情形 , 设 o = AK, tirk. 设 £(z) 
一 《CD + nG), 其 中 nG) = E{nl S}, ¿G) 一 EGE 一 OO。 由 
定理 的 条 件 得 5 2 0, kih, ¿GO ELE, 

ARAE O). B51 Eg, < E. 5 k—co HR 
极限 并 利用 Fatou 5 EL = Elim ta SEG, AE Ez, < 


oo 。 


设 Be 3,， 这 时 由 引 理 1 ,有 


ja EdP <| ug EP <| ca 
anu < BrG<41 Br < "k 


* PL FEB 3 PER 336, — EAR 
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一 | t,dP, 
BIHo <) 
顾及 到 当 o 一 co 时 z, 一 ¿, 一 0 且 当 oo 将 所 得 的 关系 式 取 极 
限 , 得 
| csdP <| LdP, (12) 


从 而 对 于 过 程 5(z) 得 到 定理 的 结论 . 我 们 转 来 考察 过 程 a). E 
EKR, EN 

n, = E{a[3,}] = = E{n|3.}. (13) 
事实 上 ,如 果 AEF, A= AN{r = kh, k= 0, 1 e n ss, 
co， 那 末 


fa "dP = | .EpolsodP- |. ndP. 
对 此 等 式 按 所 有 求 和 ,得 
j naP 一 | ndP, 


因为 n 是 3.- 可 测 随 机 变量 , 所 以 由 最 后 的 关系 式 得 (13) 及 E, 
是 有 限 值 。 此 外 ,由 此 得 知 对 任意 BeS (SCS.)， 


| nP = | ndP. 
B B 


后 一 等 式 与 不 等 式 (12) 两 边 相 加 得 式 (11)。 
考虑 T = [0, oo) 的 情形 。 s| AE r 及 的 离散 逼近 r” 
及 g), 令 


wet, mR re (*= A 二， J. 

r” = œ, È r= oo, 
类 似 地 定义 e, Hei 

| £ dP > | E. dP, VAE Sm, 

4 4 


这 时 
g < ott) oD), CES, Vn 
因此 对 所 有 4eS。 上 关系 式 成 立 。 由 过 程 GO 的 右 连 续 姓 推 得 
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£, — E, 和 E, — š, 均 以 概率 1 成 立 , 因 此 为 证 明定 理 只 要 验 
证 随机 变量 序列 (Zam, n= 1,2,:..] 和 {Em n= 12 
一 致 可 积 就 够 了 . 
AS, o LD, AE 
Ë, > Elk- F}, 
如 果 令 Em = noes Sy eB_,, 那 末 因 为 Er- Ez, < Eš,, 
不 等 式 
n- > Eí(n_,. S-a} 
表明 {n> k= =n, =n + 1, —1} B L bk, H. 
En, < C， 因 此 随机 变量 族 9- 一 致 可 积 。 此 论证 也 适用 于 序 
列 £=. 
推论 1 如 果 (E, So r> 0} E—# 8k, z 和 是 随机 
时 间 , o < +, PE 
E = ELE, |S} 
R. z, JR. 
推论 2 ”如果 1O 一 E{n1S,} 及 Tt 是 随机 时 间 ， BR 
n: = n) = Ef{nl3.}. 
推论 3 如 果 (¿(O,9,,r 之 0) EATER ERG), BR 
程 
{702) ,Sz 2 0}, ER a m Er A S I= Sas 也 是 上 
WC. 
KEERI E) 的 停止 (或 停止) 
定理 6 在 今后 将 多 次 用 到 。 作 为 它 的 应 用 之 一 ， 现 在 我 们 来 
导出 今后 也 利用 到 的 结论 f 
定理 7 iz (GO, 之 0} EdEñ 28 5k ES. < 
r= inf{r: ël) = 0 或 E(t 一 ) == 0}, 
”如 果 的 对 应 的 集合 不 空 ; += se ， 在 相反 的 情形 。 那 末 以 概率 
1 对 所 有 : > rlr o), E= 0, 


证 . 设 = int farg) < ri inføØ = co), 1, 是 事 


” 1⁄4 ° 


件 r, < co 的 示 性 函数 .显然 ，r。 之 ro S< r, I$ om supr, 及 
xX 是 事件 9 天 o 的 示 性 函数 ， 这 时 o < r, HEM 6 
Ez, z, = EtvX, 之 Ez, x. 


因为 Ex < 二， 所 以 Et,vX = 0, 即 是 对 每 个 : 以 概率 1 在 


集合 :> eg <co 上 有 G) = 0. H G) 的 样本 函数 右 连 续 

(modP) 得 以 概率 1 对 所 有 : > e, z <co 有 EG) = 0, 
AF 或 S CT) 表示 S, r€ T) 上 所 有 随机 时 间 的 族 。 
EN 适应 于 Sore Ty 的 随机 变量 族 {ECET} oi 


. > è ò> % 0 è 


如 果 对 任意 > 0 族 {ire S CEa])} 是 一 致 可 积 的 , 则 
称 它 为 DL 类 过 程 ， 

定理 8 1) 一 致 可 积 款 (G), r€ T) 是 完全 一 致 可 积 的 。 

2) 如 果 E), r€ Ty BEdEfa F hH Ze4EBSBUEBE n EE 

n= 0, EG) S Et(n|S$,), Vr€ T, 

IR {E tE T) 完全 一 致 可 积 ， 

3) EK T =N R Fë (£GO0, 1E N} 是 一 致 可 积 的 , 那 末 它 
是 完全 一 致 可 积 的 ， 

E. 1) 设 EG) = E{71S,} Hp q= limgQ), $ B= 
(151 > C}， 因 为 


P(|#,| > C) < P(sup| (| > c} < EIO] ， 
所 以 当 C 一 co 时 , 按 所 有 re .9 一 致 地 有 P(B)— 0, |£ (O)! 
是 下 款 , 所 以 (定理 6 ) 
| l(aP < | le， VB ES, 


定理 的 结论 1) 得 证 ， 
类 似 地 可 证 明 2)。 首 先 
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EdP < | 7dP, 


| {Er20) 花 r2C1 


其 次 当 C 一 co 时 按 一 致 地 


E: Ex 
Pí(z, > cC) < *<r < — — 0, 
ü } C C 


3) AART R URA ARA Ar 52 2, rl 
顾及 1) 可 限于 考虑 位 势 x(:)。 我 们 有 


xz dP = 


| | ` =, dP + | z, d 
{es2C)} < heponi {repCINtE> k) 


顾及 到 (z > cYn (r> 他 <$。 和 应 用 定理 6 THN r 和 ,得 
zdP <| x(k)dP. 


w (x;2>CYY0r> k) 


因为 了 <(”) 一 0， 所 以 对 任意 £ > 0 可 选取 k, $E Er(k) < > 
然后 选 C ,使 


L 
8 

dP 一 一 
= | zÇ) 2 


于 是 得 知 存在 不 依赖 于 rz 的 C ,使 
| x,dP < E 
trrPC) 

El. 在 证 明定 理 的 结论 3) 时 所 采用 的 方法 适用 于 连续 变 
量 的 下 款 情 形 ， 

以 ,表示 满足 r+ < a(modP) 的 所 有 随机 时 间 的 类 ,这 时 ， 
如 果 下 款 {E ¿2 0} 一 致 可 积 且 对 每 个 a > 9， 随机 变量 族 
(zor € Z, 一 致 可 积 ， 那 末 族 个 (2)，+ 之 0) 是 完全 一 致 可 积 
的 。 

事实 上 ,由 Riesz 分 解 得 知 可 限于 考虑 位 势 {x(),t 之 0}。 我 
们 可 以 找到 这 样 的 a, 使 EzG) <, 当 r>a, Kt s 是 预先 


°. 16 es 


任意 给 定 的 正 数 ， 那 未 
8 
dP <Í =, dP 十 7 


H. 
| {xr>C} {zr>CIN{r Eo} 


s 


另 一 方面 , 当 C -co 时 按 假设 对 = 一 致 地 | 。 ` ama dP—0, 
由 此 得 到 族 (zor € Z) 一 致 可 积 。 

2. 设 半 拷 {EGET} 属于 类 D。 这 时 族 {E0 ET} 
一 臻 可 积 且 存在 极限 ime) = Eo 因此 š, 对 取 无 穷 什 的 随机 


时 间 可 以 有 定义 。 因 为 一 致 可 积 随 机 变量 族 的 闭 包 《关于 几乎 处 
处 收敛 ) 也 是 一 致 可 积 ， 所 以 族 (sr e S.V 也 一 致 可 积 ， 其 中 
T. ERE <o 的 随机 时 间 类 ， 
今后 考虑 一 致 可 积 半球 EC),# 宇 0 时 ， 对 rE 我 们 总 
认为 以 此 方式 定义 Ere 
上 款 分 解 定理 ”我们 从 离散 时 间 情 形 开始 。 我 们 证 明 上 拷 
{Ens 7 一 0;1，…} 可 以 表 为 两 个 序列 一 一 黄 与 不 减 随机 变量 序 
列 之 差 。 
令 
A, = En — bot n= 1,2, 
m — Eos w= 0, 
m= m + CAG 一 E{AE IS}, = —E{A5|S,}, 
n, 一 nai + (AE, — E{AE, S.a e, 一 or — E{As,.|3,..,}, 


sr} 


这 时 
En m Nge — Ons (14) 


ou 之 cn- 《因为 对 上 秽 来 说 ， E(Az,|S,_.1 < 0), <, ÈS, n] 
测 随机 变量 且 (2 n= 0, 1,2,22} FH, AORA ERR 
Doob 分 解 ， 

不 难 证 明 , 当 n, ER, M a, 适应 于 o- 代 数 流 {3,_1,# 一 1,2， 
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… 及 mm 一 0 时 ,表示 式 (14) 是 唯一 的 ， 

事实 上 ,假定 变量 Oks Tk5 k= 0,1,2,-- n 被 唯一 地 确定 
( 按 定义 , 当 n 一 0 时 这 是 正确 的 )。 由 于 变量 ens E(š,..|S,1= 
Bin 一 Osni Iny = n, — ann 是 人 3- 可 测 的 ,因此 ost 和 mt 
被 唯一 确定 。 注意 到 如 果 代 替 变 量 e 的 SANE, KER 
ws 是 3。+1- 可 测 ， 那 未 表达 式 (14) 的 唯一 性 一 般 来 说 不 成 立 。 

如 果 E, 是 位 势 , 那 末 序列 Es n= 1,2,: 一致 可 积 《因为 
它 在 工 ; 收敛 于 0 )。 在 式 (14) 中 相应 的 过 程 a, 也 是 一 致 可 积 的 ， 
因为 0Sa Lar Laes HEIP aa = ima, M E Es, < 
imEn, = Ex. 因此 鞍 n 一 致 可 积 ,从 而 n, = E{wmw13,}, 其 中 
To = limn, = lima, 一 cw。 我 们 得 到 如 下 结果 ， 

引 理 2 位 势 (ë, SS 一 0 1 .) 可 以 分 解 为 

En = ElowlS3,} — ans 

其 中 

1) e, 是 S -可 测 随机 变量 ，>” 一 1，2， 2 0, E. 
Ec. < G, m = 0; 

2) 序列 a, 是 非 负 单调 不 减 的 , 且 eo = lma,, 

在 条 件 1) 下 ,序列 e, 以 唯一 方式 被 确定 (modP)， 

满足 引 理 2 条 件 的 过 程 {a,n = 0,1,2,--…} 被 称 为 联系 于 
PAD EO 的 过 各 

将 条 件 1) 改写 为 更 便于 推广 到 连续 情形 的 形式 。 

如 果 am 0, a, < os Ea, < ©, HP a, = ima, R 
们 约定 称 {a,,3,,ne N) 为 可 积 增 过 程 ， 

引 理 3 为 使 得 可 积 增 过 程 {a,,S,,n€ N} 适 应 于 流 {3 一 
1,2，…*}, 其 中 $, 一 5,_1，# 一 1,2,.….， 充 分 必要 条 件 是 对 任 
意 以 概率 1 AR S, Ët (nons 0,1,2,……*}， 等 式 


E > 3 Aa, = En. (15) 
n=1 


成 立 , 其 中 An, = ou 一 Aa- Mo 一 lmnse 
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N N~) 
证 。 必要 人 性。 注 意 到 > T A, = DanC- = a) + 
cwnw-i。 利用 Lebesgue 控制 收敛 定理 及 序列 n, 的 有 界 性 ,得 


k N 
E >) nA, = limE 21 9 Ao 
s=1 1 


= lim 5 E{e, ECs: 一 ns) | 于。 Y 


+ imEwxvyw_ = imEeyny-i = Ezona 
充分 性 , $ 加 一 页 一 人 一] 一 0 y S gam 
t, 其 中 一 7 一 {rn13, ,7 了 是 任意 和 -可 测 有 界 变量 ， 显 然 ， 
E{513,,} 一 0， 由 (15) 得 ,Et(o, 一 ao) 一 Eta 或 Ego, = 0, 
对 任意 F, WENE p, Eby = 0 成 立 , 所 以 
E¿(e, 一 E(o, |...) 一 0, 


Enloe, 一 E{o,|$,.1}) = 0, 
设 2° RRON RE E, ME, e= jp, 当 |l < < K 
p= 0, 33 |p] >c. HLEA 
Ele, 一 Ete, [$1} Yen 一 正 {a。 Fap) 一 0 
或 
EL Ca, 一 Ete,|S, 1) T= 0 
对 任意 * > 0 成立， 因此 ,as 一 下 (asjS。 ij 《modP7)。 引 理 得 
证 。 

在 本 器 将 把 引 理 2 推广 到 连续 参数 的 上 拷 ， 与 离散 时 间 情 形 
不 同 ， 相 应 的 证 明 不 能 认为 是 简单 的 ， 所 证 明 的 事实 是 十 分 深刻 
的 。 

下 面 我 们 认为 某 个 o- 代 数 流 {3,,: 之 0} 是 固定 的 ,3, = Sy 
Emr, MARRAK AE $3,- 半 著 。 我 们 约定 将 
aC) 称 为 增 过 程 ,如 果 0) 适应 于 (S, + > 0}， 且 它 的 样本 函 
数 以 概率 1 单调 不 减 , 右 连续 和 a(0) 一 0。 
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增 过 程 将 称 为 可 积 的 ,如 果 supEals) < ð. 
EN. TIRRI ae), > 0 称 为 自然 的 ,如 果 对 任意 非 负 
且 以 概率 1 ARER C2)， 


E F n(z—)da(t) = Es(co)n(co), (16) 


满足 条 件 (16) 的 过 程 a) 也 称 为 自然 的 , 当 它 是 两 个 可 积 增 
过 程 之 差 时 。 
关系 式 (16 ) 是 等 式 (15) 在 连续 情形 的 番 板 ， 等 式 (16) 的 左边 
的 积分 是 通常 意义 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 并 对 过 程 eCe) 的 
每 个 祥 本 函数 以 概率 1 存在 .事实 上 , 当 固 定时 单调 函数 aÇ) = 
ali,wm) 在 [0, co) 上 生成 测度 (4A), 而且 alc, d] = a(d)— 
alc) 及 积分 
Í pC)dake) 
对 其 样本 函数 以 概率 1 为 Borel 可 测 的 旦 对 于 测度 da 为 可 积 (或 
非 负 ) 的 任意 随机 过 程 p), UMR 1 有 定义 ， 
我 们 给 出 分 部 积分 的 如 下 公式 ， 
设 el) O 是 两 个 增 过 程 
a(0) = 0(0)= 0, a(co) < co, A(co) < co, 
那 末 
[T Beyda) + |” alde) = aoo G) 





这 公式 容易 得 到 ,只 要 将 等 于 (co)p(co)》 的 重 积分 È| |” da0) 


x dA( u) 表 成 按 区 域 {Cuis > u, s€ [0, co); 及 {Css u): 
s€ [0,co);xw <s} 的 积分 之 和 ， 利 用 Fubini 定理 ， 那 末 我 们 得 


elo0)po0) = |" LEC) — BCs) laals) 


+ Ñ [ae(co) — a(u—)146(u)s 


由 此 得 (17)， 
关于 等 式 (61) 我 们 作 一 系列 附注 。 
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1》 如果 xC) 是 任意 非 仙 一 至 可 积 * 炽 ， 箱 cz) 是 可 积 增 过 
程 , 那 未 


E r nt dr) = Enl )al æ). a8) 


事实 上 ， 首 先 假定 ao) < m。 那 末 卷 虑 到 过 程 1) AE 
续 , 我 们 有 如 下 等 式 : 


Evo) = En (tt) (441) (2) 
= limE {nCoo)aoo) | 


-žb EHA G) 


= En(oo JC), 


这 里 我 们 利用 到 
E E-e] 


< sup n()a( °°) < n supn(i), 
为 过 渡 到 任意 单调 不 减 函 数 ca 的 情况 , 令 al 一 el?) 入 
z?。 那 末 式 (18) 在 ale) = a,l) 时 令 二 一 co 取 极 限 , 我 们 得 到 一 般 
HERDERS), 
2) 设 aG) 是 自然 过 程 , nO 是 正 的 一 致 可 积 鞭 。 那 末 
E N nt—)da) = E N n (Dda( D), (19) 


为 了 证 明 只 要 注意 到 等 式 (19) H nP) = E(tn(oo)A n| 
F) 成 立 。 另 方面 ,序列 nHO 单调 不 减 且 
P( sup(n(2) — 11) > e) 


* 如 下 证 明 用 到 Cr) 的 有 界 性 。 一 般 情形 的 证 明 可 参看 其 它 蒜 论 专 著 ， 例 如 
Dellacherie, C, Meyer, P. A., Probabilite's et Potentiel. RA 


e Žil » 





< L Eint’ — oCo] — 0, — có, 


因此 存在 序列 n 使 以 概率 1 按 :一致 地 有 nra 一 (0, A 
GIJE ?CD = 4P) 时 当 wi 一 co 取 极 限 ,就 得 到 一 般 情形 的 
ARAI). 

3) 连续 可 积 增 过 程 是 自然 的 ， 

4) 如 果 alz) 是 自然 过 程 ，nCz) 是 非 负 有 界 圣 ,7 是 随机 时 
间 , 那 末 


E | ne 一 ?aa 一 En(r)a(r), (20) 
EXE IE AO = naa < r) + n(z2XG 2 r), RE n(z) 
也 是 有 界 莉 且 
Es(co)a(co) = E N y (r—)da = E (ne) 
+ EnCr)[e(%0) — elr)], 
由 此 得 等 式 (20)。 
等 式 (20) 可 用 如 下 方式 说 明 ; 如 果 aG 是 自然 过 程 , 那 末 它 
的 停止 ce(z*Ar) 也 是 自然 过 程 (对 于 o- 代 数 流 {Sant 0})。 
5) 特别 ,在 上 述 假设 下 
E | adal) 一 Ena. (21) 


6) WR a(z) 是 自然 增 过 程 ， 那 末 a) 一 Xa < r) + 
a(r)XG > r) 也 是 自然 增 过 程 。 

EKE, aG 是 自然 过 程 的 要 求 等 价 于 条 件 : 对 任意 有 界 非 
B nG) 


EnC Jalo) = E | yaa 


=E | At—)de. (22) 
另 一 方面 ， nz 
Ex(co)a(co) = En(oco)o(r) = Eí(a(r)E(n(co)yls,)) 
= Ea(r)n(r), 
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因此 条 件 (22) 与 等 式 (20) 相 同 ， | 
还 应 指出 等 式 (19) 的 如 下 变形 。 由 公式 《19) 及 类 似 于 推导 
式 (22) 的 证 明 , 可 得 


8》 如 果 eH 是 自然 过 程 , 那 末 LO = oC OA n 也 是 自然 过 
#, 
事实 上 ,如 果 T= infí(r,a(t) = nh BRET gCo) = a(t), 
所 以 
E 人 3 一 )d8 一 下 | nG—)4e = EnGr)aGe) 
= En(co)a(r) = Enl Co). 
为 了 证 明 重 要 的 Meyer 定理 (定理 9 ) 一 一 本 段 的 主要 定理 ， 
需要 如 下 引 理 。 今 后 为 了 别 的 目的 也 要 用 到 这 一 引 还 ， 
引 理 4 - 设 {E Cn), Spon = 0,1l,» .1, z€ Z, 是 某 一 位 势 
E, an) 是 联系 于 E”) 的 过 程 , Z 是 N 上 全 体 有 限 3,- 随 
机 有 时间 的 集合 。 假 定 
sp g | EPdP ~ (c) < = 
.JJ{ErzCi 


E p(C) 一 0 当 C 一 0， 则 随机 变量 族 (e 2Coo),z € Z) 一 臻 
AR. 
证 。 为 方便 起 见 ， 约 定 略 去 Ean) 和 Pa) 中 的 指标 z. 
令 rw 一 inf{z， a,n >N}, AX ck 是 So 可 测 的 随机 变 
B, MU rw 是 {S. s= 0, 1,.…} 上 的 随机 时 间 。 由 关系 式 
ECan) = E(a(co)|S$,) 一 ala) 得 
E{fe(oco)1S, = Eley) + afry) 


和 和 
| a(co)dP < | ECry)dP 
{aleo)> N) dal oo)> N) 
+ NPía(co) >N}, (24) 
利用 这 个 不 等 式 , 我 们 得 
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NP{a( 00) > 2N} <| Calo) — N)dP 


{alo0)>2N} 


(aC) — NP <| pp EDAP., 


= | 
ta(cs)> N) (a(co)> N 


在 式 (24) 中 用 2N 代 换 六 和 利用 后 一 不 等 式 , 可 见 
a(co)4P <j ¿(z )dP 


J alco)>2N) 


Elry)dP. 


|. >N) 


因为 
ECrzw)dP < o(C) 十 | g(rn)dP 


Í. oo)> N) tal > NIN CC} 
p(C) + CP{a(%) >N}, 
NP (a(co) > N) < Ea(co) = E¿(0), 
所 以 
| a(co)dP < 3pCC) + Ea (25) 
这 时 ,例如 令 C = N2， 就 得 所 求 结果 。 
定理 9 (Meyer 定理 ) HEELE E), : > 0 能 表 成 
EC) = G) — aft), (26) 
其 中 G) 是 一 致 可 积 著 ,而 ee) 是 可 积 增 过 程 ， 其 充分 必要 条 
件 是 过 程 属 于 类 D。 如 果 该 条 件 成 立 ， 那 末 过 程 eG) 可 以 选 为 
ERK, HEZK a 是 自然 过 程 的 分 解 类 中 ,分 解 (26 ) 是 唯一 的 。 

分 解 式 COE e) ÆA, 而 co 是 自然 过 程 时 称 为 上 加 
EC) 的 Doob 分 解 。 

证 。 定 理 的 条 件 的 必要 性 差不多 是 显然 的 。 如 果 蒜 ua) 一 
致 可 积 , 那 末 它 属 于 类 D( 定 理 8)， 另 一 方面 , 族 {c(az 之 0156 
全 一 致 可 积 ， 因 为 对 任意 r€, a(r) <a) 和 Ealo) < 
co。 因为 过 程 {0 之 0} 完全 一 致 可 积 ， 

现 设 {5G), :1 之 0} 是 类 D 的 上 茸 。 这 时 它 可 以 唯一 地 表 为 
ECE) = nG) + =G) 的 形式 ,其 中 n(x) 是 蒜 , 而 =G2 是 类 DD 的 位 
势 。 因 此 只 要 对 位 势 证 明定 理 9 就 够 了 。 于 是 ,在 下 面 假定 E0) 
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EX DNW. 
对 每 个 整数 n EA P= s (L), k= 0.2... 是 关于 


2 代数 流 Qn s. 一 0,1,.…} 的 位 势 ,由 于 引 理 2 ， 存 


在 序列 a, GO, Wiswi o ($), k= 0,1, s= 12, 


s (È) = Ete, (0134) — s, (£) (27) 
je 


3 4- 可 测 随机 变量 ， 因 为 5(z) 是 类 DD 的 位 势 , 所 以 量 


p(C) 一 sup ECr}dP < co 


r A ON 


B AC) 一 0 ú c— o, 将 引 理 AFEA (E) 3.4， 


4 一 0,1，… | sn 一 12。 于 是 序列 [os(co) 一 12] 一 
致 可 积 。 
由 Dunford-Pettis 定理 得 知 存在 子 序列 ;使 cj(co》 弱 收 
敛 于 某 极限 a., 即 是 对 任意 有 界 随机 变量 7 
Ec, (00)% 一 下 cy。 
我 们 指出 ,对 每 个 +, 随 机 变量 序列 pr) = Eta,(co)|S,), 
n= 1,2, 一 致 可 积 .事实 上 ， 


NP[a,() >N) <] ms(r)dP 
¿tast)>N) 


< | gc0)dP. 


因此 PI, (r) > N) 一 0 关于 N 一致 地 成 立 , 且 由 等 式 
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Juen OP = Jonem OP (28) 


得 序列 aC) n= 1,2,… 是 一 致 可 积 的 。 由 此 序列 ws(r) 也 
REKK. ATAARE, TUERA ki tE ayl) — ao0) 
和 对 每 个 二 进 制 有 理 数 r， 在 弱 收 倒塌 义 下 ayl) > pe(r), 因 
为 对 任意 B, e S, 

|, CdP — im] EleuCeo)1S,)aP 


= m| cuCo)dP = | caP， 
Br By 


所 以 pelr) = EfolS,}. 
设 :< 二 r,s 及 r+ 是 二 进 制 有 理 数 , 由 式 @,(s) 二 pls) — ECs) 
< ps(r) 一 5r)， 取 极限 得 
| (pes) = ECAP < 人 (us(r) 一 Er)dP 
对 任意 可 测 集 8 成 立 ， 因 此 Al) — ECG) < elr) — EC) 
a) = EfanlS,} — EC), t> 0, (29) 
这 时 ,我 们 将 E{a13,} 理解 为 样本 函数 属于 Z 的 款 。 这 时 过 程 
D 的 样本 函数 也 属于 2 和 单 请 不 减 ， 现 在 来 证 明 过 程 v( 是 
自然 的 。 
设 nG) 是 任意 有 界 舱 , 它 的 样本 函数 属于 红 。 这 时 以 概率 
1 有 
| 一 ?ao = Em > (4) 


x [b C5) G) 
而 根据 Lebesgue 控制 收敛 定 理 , 有 
三 -zcD= im $ Ea (É) 


° k=0 
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由 alz) 的 定义 , 式 (23) 和 引 理 3 得 


z e(l EE-E) 
wr) 
- z e (Ae) 


= EnC), (00), 《29 ) 
按 变 量 o. 的 定义 
EnC JaC) v EnC ans 当 ki — co, 
由 此 ,顾及 到 上 等 式 我 们 得 
E |” Cs—)daC®) = Eloo Jau 


这 就 证 明了 过 程 a(z) 是 自然 的 。 
余下 验证 过 程 oz) 的 唯一 性 (modP), 
由 上 述 计算 得 知 序列 cs(co》 RAF we(co)， 事 实 上 ， 首 


先 
En(oo)a, = imEn(co)as(oo)， 
设 1 是 任意 6- 可 测 有 界 变 量 和 me = Efn So}; BK 
Ena, = EE{naa| $.) = Er 一 lim Enas (co) 








一 lim Ena, (oo) 9 


也 就 证 明了 cs(co) HERT au。 
设 存在 位 势 (O 的 某 个 表达 式 
Ele) = Efla! F} — PO, 
其 中 BLz) 是 自然 过 程 ， 由 等 式 (29) 得 


E | (一 )d8(9 一 lim 7 > Ex (£) 


x |. (£ 51 .)- a, 2) = timEn(eo)a, (00) 
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= Exn(co)a,, 
且 由 于 过 程 O 是 自然 的 ， 
En(co)z。 一 En(co)8(co), 
由 此 得 ao = pC) 和 Le 一 co) (mod P), 

定理 得 证 ， 

注 1， 如 果 ¿G = u — aG) 是 类 DD 的 上 拷 EG) 的 Doob 
DER MEEA 5GAT) 一 pCGAT) 一 cls 人 7) EER EGAT) 
的 Doob DR. 

注 2， 在 证 明 过 程 aG) 的 自然 性 时 , 8 wtz) 的 有 界 性 条 件 
是 极限 可 移 至 数学 期 望 号 内 的 根据 ,但 是 可 以 发 现 当 Eee 一 co ,对 
nG) 是 一 致 可 积 且 Eglo) < co 时 , 等 式 (16) 亦 成 立 。 我 们 来 
证 明 此 事实 。 首 先 证 明 , 如 果 Ec < co, BR 

Es: (oo) < 2Eo。 (30) 








令 
mast) (hanem e( E) 
eG) sasa. 
由 等 式 
EAn Sn) = EAn] Sn} 
得 


Ne 


EG, CN))’ = E( 2 An D 


N. 2”=1 


-E| > ElAnalS a) | 


n.2” 


< E2 >; E(A,,c|$,.1 
k=0 
x > E{A,ol Sni} 
j= 


h ha: 
== 2E > EECA nal Fn) 


x 31 ECAolS,) Sa} 


i=k 


= 2F, > E Lan) 一 “人 (六 ))a,sls..] 


s| 2-1 
< 2Ez (N) > Ang 
k=0 


= E(N) < 2E}. 
3 N— coli BOM IR ,得 不 等 式 (30)。 由 不 等 式 (30) 推 得 ,对 Era 
co 的 任意 随机 变量 
Ena,(00) — Ena., 4 n—> co, (31) 
事实 上 ， 
| Ena, 00) 一 Enas! < IEn” Ca, (oo) 一 ao)| 
+ JEC — n") Ces (0) — an) l 
< |En" Ce (C00) ~— eo)| 
+ [6E EG — aY], 
其 中 =n Y In| <N, B aloo "4 [q] > N. "4 N 足够 
大 时 , 量 EQ 一 ww) 可 任意 小 ,而 当选 定 入 后 由 于 (o) 回收 
AT ae， 所 以 Ens (oo (co) 一 as) > 0, 在 作 这 些 注解 后 ， 当 
Ec (oo) < co , Ë OAAR Er Co) < co 时 , 式 (16) 的 证 
明 依 据 下 述 推理 。 由 不 等 式 


D a ($ Jama] <t D Aan = telo), 


k=0 


E¿a(co) < co, 





其 中 一 suplai, TARRA >. (2 +) Aan 一 致 可 积 ,这 


只 亡 根 据 在 证 明定 理 9 时 利用 到 的 计算 即 可 。 
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注 3， 在 证 明 Doob 分 解 的 唯一 性 时 ,关于 过 程 pO 的 单调 
性 实际 未 被 利用 到 。 假定 过 程 (2) 能 表 为 两 个 自然 可 积 增 过 程 
之 差 就 够 了 ,这 时 由 证 明 的 推导 得 出 KO) — ol 及, 

Meyer 定理 的 推广 我 们 推广 自然 过 程 的 定义 至 任意 ( 即 一 . 
般 说 来 ,不 可 积 ) 的 增 过 程 ， 就 是 说 , 增 过 程 a(z) 称 为 自然 的 ， 如 
FHER RIEA wz) 和 及 任意 a> 0 


E | "一 )deCD = E EZO 


由 (21) 得 ,在 刚才 所 说 的 意义 下 ,可 积 自然 过 程 是 自然 的 。 

定理 10 上 名 ED) 可 分 解 为 

ECG) = uC) — a(2), (32) 

其 中 G) ERT aG) 是 增 过 程 , 当 且 仅 当 (Cz) 属于 类 DL .在 
要 求 过 程 O 是 自然 时 ,分 解 是 唯一 的 。 

证 。 设 ¿GO 是 类 DL PERIK a > 0 B £,G)= £(a A 
r) Æ DELY, hE 9 

Eat) = pelt) — akt), 

其 中 e(O EKTIRAR, a. 是 可 积 自然 过 程 .。 设 5 了 > 4. 
这 时 ¿(O = EN a) = pla) — alta) 且 由 Doob 分 解 
的 唯一 性 得 pe) = pae) = aE), "3 r< a, 于 是 , 以 概 
率 1 存在 极限 ul) = imul) al) = ime, mE EAR x 四 是 
缺 ,alz) 是 自然 过 程 和 EO = pl?) 一 alt)。 分 解 式 (32) 的 存在 
性 得 证 。 

现 设 过 程 sO 以 式 (32) 表 出 ,对 每 个 a > 0, HAA EGA 
t) = z(a AD) — ala AD) 是 Doob 分 解 ,其 中 ¿Ga AD 是 一 致 可 
FRR, (a AD 是 可 积 自然 过 程 , 且 由 于 定理 9,;(a A) 是 类 DD 
BJ F bh. pR GO 是 类 DL AER, 

有 自然 过 程 dO 的 分 解 (32) 的 唯一 性 容易 由 定理 9 所 建立 
的 分 解 的 唯一 性 得 到 ， 

LERE RIRES. 

定义 ”过程 (šG2,S,,:2 0 称 为 局 部 款 , 如 果 它 的 样本 函 
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数 属 于 2 且 存 在 这 样 的 单调 不 减 了 3:- 随 机 时 间 序 列 Te s= 1, 
2,- "使 得 

1) lmr, = co (mod P), 

2) ¿GI AD 是 关于 {Sart > Ohio = 1,2, e 的 一 致 可 
RE 
称 满足 定义 中 的 条 件 的 序列 ta n= 1.2, … 为 完全 导出 
局 部 鞭 EG), REDUTA r AEE ECAD EARR, NIER 
rt 为 导出 身 C2) 

EEN 设 G) 是 非 人 外 上 著 ， 这 时 它 可 以 有 分 解 (32), 其 
中 aG) 是 局 部 软 ， 而 aG) 是 自然 可 积 增 过 程 。 此 分 解 是 唯一 
的 ， 

其 证 明 类 似 于 上 定理 的 证 明 . 引 进 随 机 时 间 序 列 z+, = inf{fz: 
EG) Z nr n = 1 2 和 停止 上 款 ¿G= Ce AD. SEPR EG) 
属于 类 D, 因 为 E) << max(s(rs)，2)。 于 是 根据 定理 9 存在 分 
解 EC) 一 puC 一 coz)， 其 中 ws) 是 可 积 自然 过 程 ， 与 证 明 
定理 10 时 一 样 , 可 证 Aal 一 enl) 和 e,G) 一 z. (2) 当 < 
rs， 对 所 有 成立, 且 以 概率 1 存在 极限 信访 = lima), a= 
lima, (2), 因为 supë (z) < co (mod P), 所 以 ECA) = lim z,(zà)= 
A 和 D) 一 co, 但 现时 只 能 够 确定 过 程 aG) ERR. AH M, al) 
是 可 积 过 程 。 事 实 上 , 由 于 控制 收敛 定理 

EcG) 一 limEc,(¿) = limÉE(z,(z) 一 El) 
= limE(¿,(0) 一 £,G2)) < limEz,(0) 
一 Eš (0), 
所 考虑 的 分 解 的 唯一 性 不 难 由 定理 o 的 分 解 的 唯一 性 得 到 ， 
注意 到 已 证 明 的 定理 和 定理 5, 容易 得 如 下 结果 : 
定理 12 ”任意 拟 蒜 可 以 有 分 解 式 


ECE) = alt) + vle) + eCe), (33) 
其 中 O 是 著 ，v(z) ERANTIRA eO E 
两 个 可 积 自 然 增 过 程 之 差 ， 


不 言 而 喻 ,反之 亦 正确 。 如 果 过 程 G) 能 有 分 解 (33), 那天 
s šj ° 


CEHE, 
为 确认 这 点 ,验证 xz 是 拟 蒜 就 够 了 。 这 由 非 负 局 部 蒜 是 上 
蒜 可 得 .后 者 由 不 等 式 (¿< 1,» 之 0,y 是 可 积 局 部 款 ) 
Eí>G21S,) = Ellimy (z, AD15.) 


< limE(>(r, A 2215.) 
< lim>(z, À $) = (0) 

得 到 ， 

ENEH 

定义 ”出 现在 上 款 ¿G) 的 分 解 式 中 的 自然 过 程 称 为 联系 于 
EO 的 过 程 ， 

同样 地 , 每 个 可 积 过 程 akz) 可 以 唯一 的 《modP》 对 应 于 联 
系 于 它 的 位 势 f f 
xlt) = E(a(co)| F} — oG), 

在 很 多 场合 联系 过 程 的 性 质 之 间 有 着 重要 和 相当 简单 的 联 
系 。 其 中 一 些 将 在 本 段 研究 . 

定义 PR (GD,: 之 0} 称 为 正则 的 ,如 果 对 任意 收敛 于 以 
概率 1 有 界 的 随机 时 间 + 的 递增 随机 时 间 序 列 ta A 

limEs(7,) = Ez (z), (34) 

按 定 义 每 个 可 积 拷 是 正则 的 。 | 

注意 到 如 果 上 款 是 正则 和 完全 一 致 可 积 的 ， 则 式 (34) 对 可 取 
无 穷 值 的 任意 不 减 随机 时 间 序 列 成 立 ， 这 时 我 们 假定 当 7 一 co 时 
S(r) 的 值 按 以 前 指出 的 方式 定义 。 

本 段 的 基本 结果 是 下 述 定理 : 

定理 13 设 G) E DJ Eh, KRIEG) 是 连续 的 当 
且 仅 当 过 程 ;G) 是 正则 的 。 

为 证 明 此 定理 需要 一 系列 结果 ,这 些 结果 具有 独立 的 价值 , 它 
们 和 以 有 界 连 续 位 势 逼 近 位 势 的 可 能 性 有 关 . 

定理 14 如 果 G) 是 完全 一 致 可 积 位 势 ,a(z) 是 联系 过 程 ， 
Bb 
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Eur(oo) = E | [SCD 十 EC 一 )ldx(0。 (35) 


证 。 设 aol?) = (An 及 EO 是 联系 过 程 为 o) 的 位 
W, pa) 一 中 fcs(co)1 字 }， 因 为 OD 是 自然 过 程 ， 所 以 


Eu(co)c(oo) = E | 9G 一 )de9， 
另 一 方面 ( 见 (18))， 
Ee(œ)o, (0) = E N n (Dda( O, 
因此 
?Ex(oo)cs(co) = E | Cna —) + nG) do) 


=E r CECE) + z, G—))da() 


+E N Cale) + a,G—)da(D), 
由 分 部 积分 公式 (17), 得 
N (Ce CD + z, G—))da(0) 
= 2a(co)a, (co) 一 N Lale) +aG—Jlda, (O. (36) 
于 是 
E | EO + š,G—)da() 
一 下 F Lale) + aG—)J1da,(O, 
由 单调 收敛 定理 ,有 
lim E r Lele) + a (—) dz, (t) 
一 下 r [aCe + alt—) Jdal), 


再 由 (36), 它 等 于 Ev (o). 
另 一 方面 ， Ë, G) 一 E{a,Co0) 一 Enlt) |S,}on = ],2, 构 
成 非 负 随 机 变量 的 单调 不 减 序列 ,为 证 明 式 (35), 只 要 验证 存在 序 
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列 n; 48 z, G) 以 概率 1 一致 收效 于 E 就 够 了 (这 时 以 概率 
1 有 6.1 一 ) > EG). 

因为 E) = nC — ai) 及 sun(a(D) 一 wuCD) = a(co)— 
n 作 a(o0) 一 0， 所 以 要 证 序列 5。C:) 具备 所 需 的 性 质 , 只 须 对 序 
列 nC) 验证 就 够 了 ， 

但 


PGupl|x() — a,l) > e) < + supE|x(:) — n,(2)| 
= 1 Ela(00) 一 cs(co)| — 0. 


H Riesz 引 理 知 存在 下 标的 子 序列 她 ,使 得 以 概率 1 有 sup|n(2) 
一 me 人 | — 0, 

定理 得 证 ， 

推论 1 在 上 述 定 理 的 条 件 下 , 如 果 IEO Se, 那 末 Eelo) 
<2, 

事实 上 ， 

E (œ) < 2cEo(co) = 2cEz (0) < 22, 

推论 2 因为 两 个 属于 类 DD 的 位 势 之 和 仍 属于 D, 所 以 由 (35) 

得 等 式 


?2Eai(oo)m(oo) = E| LEC) + E) Idee) 


+E r LECO + El —) Jdal), 
其 中 o0) 是 联系 于 位 势 pO, = 1,2 的 过 程 。 由 此 得 ， 如 果 
ne) = Ee) — ED = (0 — GO, DER 
Eee) = E| IG) aG GD 
设 (G),S, : > 0} PETEA, 假设 
m) = ELEG + A) IS}, h > 0, 
我 们 来 建立 过 程 nO 的 一 系列 性 质 。 
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(1) A npe BER, 
EXE s< r; 那 末 
E(n,G21S,1 = EI G + 2)15;,1 
= E{E{ G + h) |5,a115,1 
< EEC + AIS} = mC). 
HAAR EnO = EG + b) 右 连 续 ， 所 以 过 程 ,C8) 存 . 
在 样本 函数 右 连续 的 修正 ， 下 面 只 考虑 过 程 nO 的 这 一 修正 ， 
(2》〉 如 果 EO 是 类 DD 的 位 势 , 那 末 nO 也 是 类 DD 的 位 势 ， 
C(t) 是 位 势 是 显然 的 ， 而 它 的 完全 一 致 可 积 性 由 不 等 式 
me) < G) 得 到 。 
G) 设 * 是 有 限 或 无 穷 的 随机 时 间 ，。 则 
mC) = El{s(r + DIS.,}, (38) 


、 k—1 K] yi 
IE. 假设 s L. 如 果 (| ËL. S| 并 设 AES 





T | 


| ECT, + h) dP = 之 | J š (£ + h) dP 


z P: fe (Era) Saja 


2% 


=| DP, , (89) 


由 此 得 到 对 z 一 r。 的 公式 438)， 

现 设 ”一 co。 由 过 程 lG) 的 右 连 续 峙 ， 得 知 以 概率 1 有 
n (z,) > mi)。， 顾 及 到 随机 变量 族 EC, + A) 和 (7) 的 一 致 
可 积 性 ,可见 当 # ->co 时 等 式 (39) 两 端 趋向 极限 ， 

另 一 方面 ,如 果 对 任意 Ac 3,,,n 一 12 这 等 式 成 立 ， 那 
KRH S, 中 任意 4 也 成 立 ， 

《4) 如 果 ¿G) 是 类 万 的 正则 位 势 ， 那 末 mna 也 是 正则 位 
势 ， 
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设 r, 人 zsr。 是 随机 时 间 ， 那 末 
En, (rs) = EE{ECr, + DD |S,. = Eslrs + A) 
— Es(r + h). 
设 ¿GO 是 类 DD 的 位 势 。 假定 


ECs) 一 RO) 
OE 一 人 (40) 


显然 ，a( 纺 是 单调 不 减 连 续 过 程 。 我 们 来 证 明 它 是 可 积 的 。 因 
为 


hEn) = f CEEC) — Eë (s + A))ds 
~ | Es —) ”EEC94 


k 
< Í Ez:(s) ds, 
0 . 


以 aa 表示 联系 于 增 过 程 cx(o 的 位 势 ， 这 时 
EC) ka E(a, (co) 一 aH lS} 
ëC 《 ， 

-Ef Da, ne) ds|S,} 


— uE L Í| GG 一 ElsG+ DIS,Da:ls,) 
一 各 上 | (E(zG)IS)— EG + DIS: 
-sat [[ eoa 

-| EGC S94] = LU ELOS }ds 
-E [t P“ oats) 


因为 当 (>u, > 0 时 ， 
EGG + 0) |S,) = EIE(sG + 0)1S,)1S,) 
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S HEC) [Sj 
即 函 数 E{5(5) 13,},s > : 是 单调 不 增 及 右 连 续 的 ,所 以 由 已 得 到 
的 公式 ,有 
定理 15 设 ¿(O 是 类 D 的 位 势 ,过 程 


Es) = E IL W sasl5,) (41) 


是 联系 于 连续 增 过 各 
a= E F GG) — nOs 

的 位 势 、 当 4 | 0 时 变量 ¿GO 单调 不 减 且 当 如 -> 0 时 以 概率 1 

HEDA EEOSE. ikih EED. 


后 一 结论 可 由 下 述 证 明 得 到 ， 不 难看 出 ， 导 出 式 (40) 的 计算 
同样 适用 于 以 任意 随机 时 间 z 代替 的 情形 ， 于 是 


uD mE {| sals 中 ， 


由 此 对 任意 4 € 3,, 得 等 式 
Í (EOP = 二 全 (| (DP) ds, 


由 EG) 的 一 致 可 积 性 ,对 任意 s > 0 能 找到 5 > 0, 使 当 PU) 
s 时 对 每 个 > 0 有 | EOP 一 s， 从 而 对 任意 随机 时 间 r + 


等 式 | ¿CP <s 成 立 ， 也 就 证 明了 随机 变量 族 EC), 
r€ Z) 一致 可 积 ， 

EHE. 

引 理 5 关 D 的 每 一 位 势 KO 均 可 表 为 


ED 一 D G), 


其 中 EO 是 有 界 位 势 ， 如 果 位 势 ¿CGO 是 正则 的 , 那 末 EC) 也 
可 选取 为 正则 的 。 
. 3) a 


证 。 设 
EC) = Eí(a(co)|$,] 一 aG), G) = al) A n, 
BO) = a, (O) 一 a,G),E,GO = E(8,(eo)|S,) — bal), 
那 末 LO 是 有 界 位 势 且 


> sQ) = E [> Bp.(o0)1S,) 


一 (> pol?)) = (2). 


AE, EO — EO = te) 是 完全 一 致 可 积 位 势 ， 为 方便 起 
D, RE EC) = gC), 

设 r, 是 任意 有 界 不 减 随机 时 间 序 列 ，re fr。 因为 Enl) 2 
Ex(z),E¿(z,) > EtCr)， 所 以 由 过 程 EG) 的 正则 性 得 

Enl7) + E¿(r) = Et(7) = limEs(r,) ` 
= lim (Ex(r,) + EtCr,)) 

成 立 仅 当 lm En(r,) = Ex(z) 和 Ez¿(z,) = Ez, 即 过 程 n= 
EO 是 正则 时 才 有 可 能 ， 

引 理 6 设 EO 是 类 DD 的 正则 位 势 ，5,(2) 是 位 势 的 任意 不 
减 序列 , 它 以 概率 1 收 伍 于 EG). W s> 0, 

r, = inf{r: E) 一 so(t) > 6}. 
IR 
limP{ras < col == 0, 


证 。 显然 ， Tas 是 随机 时 间 的 不 减 序 列 ， 令 T = limr,, 这 
时 limEz,(r,.) >E, C). AE GO WENE, ECC) 


E Cr)) > lim ECE(T,s — Ep (z,.)), ADH p < n BJ, Elres) 一 
二 (roe) 之 ETs) = 二 (ras) 之 gX(r,, < co);, 所 以 对 所 有 P > 0, 
EEC) — š,(2) > slimP(z,, < co], 4 p —co 时 由 后 一 不 等 
式 得 引 理 。 
引 理 7 设 上 引 理 的 条 件 成 立 且 位 势 EO 有 界 , 则 
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Ë[o(co5 — a,l) — 0, 当 # 一 co ht, 
其 中 al) 和 oss) 是 分 别 联系 于 EO 和 EO WARLA. 
证 。 设 E < c RWA s,G) < 及 由 于 定理 14 推论 
1, Ez: (e) 一 oo ,Ea2 (co) < oo, 
假定 nG = EG) — E.G), BG) = oG) 一 aslt)。 利用 定理 
14, 有 


E(a(eo) — (oo): = E |” (a(t) + nw — 1))46GO 


~ E (Jot es) 


< 2sÉ(a(co) + os(00)) 
+E [xlr < co) r 4cd(a 十 中) 
< 4sEÉz(0) 十 8cEX(r,, < oo)a( co) 
< EEO) 十 8c(P(r < o))12, 
利用 引 理 6 就 得 到 所 需 的 证 明 。 
定理 13 的 证 明 。 不 失 一 般 性 ,可 认为 5 是 位 势 .现在 来 证 
BH, 如 果 它 是 正则 的 ， 那 末 联 系 过 程 是 连续 的 。 首先 假定 位 势 
tlz) 是 正则 及 有 界 的 。 设 
ult) = El) + alH = Ele(co)|S;,y, 
Bh Ce) = Çe) + ak (t) = E(e,(co) EAZ 
其 中 e) 和 AWO 分 别 是 由 公式 (和 40) 和 (41) 所 定义 的 过 程 。 由 
引 理 7 得 
下 [c(oo ) 一 alo) —> 0, 4 £#— 0 W, 
于 是 ， sup| aCe) 一 G): — 0 依 概 率 收 纹 ,而 由 引 理 6, 也 就 有 
sup|š (2) 一 经 (| > 0 kitasikak, 于是, 当 4 -一 0 时 ， 依 概率 
supla) 一 gl2)| 一 0， 由 Riesz 引 理 ,存在 子 序列 方 使 当 7 一 
c 时 以 概率 上 有 sup las,(t) 一 co 一 0。 因 此， 以 概率 1, aG) 
是 连续 函数 。 
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MEEO 不 必 是 有 界 位 势 、 根 据 引 理 5，5(t) 一 DEO, 


sel 


其 中 ¿,G) 是 类 万 的 正则 有 界 位 势 。 

设 alt) 是 联系 于 ¿,G) 的 过 程 。 它 是 连续 的 。 因 为 
下 >as(co) = ED.(0) 一 了 (0) < ©, MAR Z Za.) 以 
概率 为 1 收敛 。 但 这 时 级 数 De 以 概率 1 按 # 一 致 收敛 , B. 
是 连续 函数 。 显 然 , 过 程 GO 是 自然 的 且 联 系 于 位 势 SCO. 

现 证 明 其 逆 。 如 果 过 程 wz 连续 和 联系 于 位 势 EG), MWE 
s(x) 是 正则 的 。 

设 r, EKAT T 的 随机 时 间 的 递增 序 Z|, Hm Es(z,) 一 
E(t). TÆ 

imEs(r,) = imE(a( co) — a(r,)) = Ela(%) 
一 c(r)] = Eg(7), 

定理 得 证 

FJ OR 设 (06, S; t 之 0} 是 样本 函数 属于 Z 的 
Bh, S, = S, R. 

supE | aCe)? < co, 


有 此 性 质 的 鞭 称 为 平方 可 积 蒜 ,而 关于 给 定 的 5 RA S > 
0) 和 概率 测度 P 的 全 体 平 方 可 积 款 类 记 为 Ar 一 MiS, P}. 
A 中 样本 函数 以 概率 1 连续 的 子 集 〈 称 这 些 蒜 为 连续 平方 可 积 
款 ) 记 为 A= AASP 
因为 ( 见 (4)) 
E sup| OPS 4supE |CO]: < co, 
所 以 随机 变量 族 {4k 人 0,t 2> 0} 一 致 可 积 且 极限 
plo) 一 lima) 
以 概率 1 及 在 均 方 意义 下 存在 ,而 且 aO = E{p(00)|5,}。 
在 pm 中 引进 内 积 , 令 
(asr) = Ez(co)>(co)(as> € A) 
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不 难 验 证 所 引进 的 双 线 性 齐 式 具有 内 积 的 性 质 。: 并 且 ，., 和 满 
E Er < co 的 3。- 可 测 随 机 变量 1 的 全 体 的 类 L, 一 La {Sus 
P) 之 闻 存 在 等 距 关 系 

n— uG) = Eln]S,P uG) — n = lim On 


而 且 , 若 nul), WI 
EpC) < Er. 
定理 16 A, Æ Hilbert 空间 ,而 A; E A, ph E BES. 
证 , 设 {al)n = 1,2, e) 是 -AV 中 的 基 本 列 ， 那 末 
jimpa(o0) 二 po 存在。 构造 样本 函数 属于 乡 的 拷 xG) 
E{ gol F}. 它 属于 Mn 
Ele) = E(E{u|3,}) < EE( 1 1S,) = E, 
< oo, 
及 它 是 序列 #,G) 在 A, 中 的 极限 。 因 为 
Esup| hlt) — Kb < 4E[u,(co) — z |? — 0, 


所 以 存在 子 序 列 NOP = 1,2,-.., WH k 一 co 时 以 概率 1 有 
supl psa) 一 x(?)| 一 0， 特 别 是 , 如果 过 程 u(t》 是 连续 的 ， 那 


KA wlz) 也 是 连续 的 ， 

注 。 我 们 还 证 明了 如 果 po 在 AV KAT e), WKE 
在 圾 的 子 序列 jw?), 其 样本 函数 以 概率 1 按 > 0 一 致 收敛 于 
uC) WERAK. 

设 PEA, ZN ¿GO S F39h R 

PU) < E[ ,2(co)|$,) = EC), 
其 中 (O) 是 一 致 可 积 款 。 因 为 上 (CD 是 完全 一 致 可 积 过 程 ,所 以 
PO 是 类 多 的 下 堵 。 由 于 Meyer 定理 ， 在 在 唯一 的 自然 可 积 
过 程 e(O) K rG), fE 
èle) = x(z) + aCe). (42) 

定义 ”在 分 解 式 (42) 中 自然 过 程 a) 称 为 nG ( G) E) 

的 特征 , 且 记 为 《ps po 


e 41 < 


顾及 到 当 ; > + 时 
E{ (e) 一 p(sS,} = Ee) — ps)1S,}, 
我 们 得 
E Cee) 一 FIS, = Elu, ad 一 《pp2|S (43) 
反之 显然 ， 如 果 (ze, uy 是 自然 过 程 且 对 任意 t, G < r) 等 
ACIR IR (sa) 是 对 uC) 的 特征 . 
例 ， 设 G) 是 独立 增 量 过 程 且 pe .VV,。 这 时 
Ert) = 0 = 常数 
E( ult) — a): = =G) < co 
B. 
E{ Cele) 一 #(s)32[|S$,) = Eele) 一 rl)) 
= G) — PCs). 
因此 具有 独立 增 基 过 程 的 特征 《p,m), 一 Pa) 是 非 随机 的 ， 
设 o 及 7 是 关于 o- 代 数 流 {3,，: 之 0) 的 两 个 随机 时 间 H. 
g < r(modP), 顾及 到 定理 6 的 推论 1 ,得 f 


E{(pC7) 一 pC0))|3,} = E{ Cr) 
一 2x(c)E{w(r)1S + 2(o)15;) 
= E{ (r) 一 2(2)|S;1, 


由 此 得 到 式 (43) 的 推广 : 
E{Cx(7) 一 Kec)71S = Eus uy, — Lr, palS,}, (44) 
住 意 两 个 平方 可 积 摧 的 乘积 一 般 来 说 不 是 园 ， 
定理 17 ER aG (Ou € ¿i= 1, 2) 是 拷 当 且 仅 当 
《pa + ps 名 + n) = È pas Bie + C Hrs 2)10 
证 ， 必 要 性 由 特征 的 唯一 性 和 等 式 
(uC) + mY = x,(z) + vlt) + Zp aCe) 
+ Cale) + xÇ) 
可 得 ,其 中 HO = nO 十 alt) 是 下 拷 有 Co 的 Doob 分 解 ,由 
此 等 式 得 ， 如 果 a) + aG ER aG) + aG) 的 特征 ， 那 末 
mG) m) ERR 
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定义 ”随机 过 程 
ps a y 一 > [Ça + psp F m)” Cut 


一 (pas 102):] 
称 为 款 GO 和 palt) € Eai = 1,22 的 互 特征 ， 

Ë aO 及 aG 的 互 特征 显然 共有 如 下 性 贡 : 它 适应 于 o- 
代数 流 (S, e > 0], (munay 0 HIE Cao a): 能 表 为 两 
个 自然 过 程 之 差 ， 

引入 两 个 蒜 的 互 特征 的 用 处 在 于 使 得 过 程 

mG) 一 《His Badi 
是 车。 这 由 容易 验证 的 等 式 


pCt) pCt) 一 《pi Hade = 2 一 GD 一 v1) ) 


立刻 得 到 ,其 中 GO) = (G) + uY Le E ant 十 pa 
而 wa = 1,2) 的 意义 和 前 面 一 样 。 
特别 由 此 得 知 ,如 果 w 和 和 7 是 随机 时 间 且 osr, BR 
E{ urut) — na) po)|S.} 
= E{( 1s a:r 一 (pis Be [3s}. 
后 一 关系 式 还 可 写 为 
ELCpi(z) 一 po))CAz)》 — p20))| 5) 
= E{(Cp, L275 一 《pi RAEM E (45) 
由 此 得 知 ,例如 
IE{ACp, 2219.) — 
<VE{AC ms m)l Se} ELA aspale}, (46) 
其 中 Alua) 一 《pispi)t 一 《pispi2 及 AÇui, uay 有 类 似 的 
意义 。 | 
定理 18 对 任意 轴 iG), pO) (a € Aa, i= 1, 2) Æ 
ELE Cao e) 并 有 如 下 性 质 lo ep 是 两 个 自然 过 程 的 
差 , 而 过 程 KD pI 一 Chis Hi ES, 
此 过 程 是 唯一 的 且 满 足 不 等 式 (46)， 
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证 。 过 程 Cao a) 在 前 面 已 定义 。 现 证 明 其 唯一 性 。 

设 oG) 表示 满足 定理 条 件 的 过 程 ， 这 时 Po 一 《pi pt 十 
2a) 十 《na Bay 有 如 下 性 质 ; pO 是 两 个 自然 过 程 的 差 H. 
(aG) 十 pC 让》 一 BC? 是 对。 由 Meyer 定理 pG) = (uit ps 


pit py。 因此 ele) 一 了 [Cu + s 十 pa 一 《py pa 一 


《pzs W171] 。 从 而 ,过 程 a) 唯一 地 (mod P) 被 确定 . 

局 部 平方 可 积 轩 类似 于 局 部 巩 的 定义 可 引进 局 部 平方 可 积 
hn. 

定义 ”过程 {p(D,S,, t 之 0} 称 为 局 部 平方 可 积 欢 ,如 果 它 
的 样本 函数 属于 Z 且 存 在 孕 - 随 机 时 间 的 单调 不 减 序列 rw 一 
1,2,...， 使 得 

1) lmr, = əo(mod P), 

2) 过 程 GAT) 是 关于 流 {Sarn 之 0} 的 平方 可 积 
Bk, 

此 时 序列 r, 称 为 完全 导出 局 部 平方 可 积 拷 p(t)， 而 对 其 停 
止 过 程 GAT) 是 平方 可 积 拷 的 任意 3,- 随 机 时 间 7 称 为 导出 
u(t). 

关于 给 定 ARA {Sr 之 0} 的 局 部 可 积 款 的 全 体 的 类 记 
为 1H ， 而 局 部 平方 可 积 款 的 类 记 为 LH ,。 由 样本 通 数 以 概率 
1 连续 的 过 程 所 组 成 的 1. UM) 的 子 类 记 为 L° UM). 

如 果 Oel, 且 rr。 是 完全 导出 eO 的 随机 时 间 序 列 ， 
那 未 存在 这 样 的 自然 增 过 程序 列 a), t> 0, n= 1,2,- fË 
过 程 “CD 一 prAr) 一 a, HER # 一 1,2,.… 是 鞭 。 当 
n<n 时 ， 因 为 eXGAzr.2)Ar,)= pi 人 7T,)， 所 以 由 特征 的 
唯一 性 ap NT) = aG). NEH + —<r, BF, a,G2 = a, IG 
一 -.…， 即 对 任意 t > 0, MED m= nwt) 开始 ， 量 dkt) 
HEA. 

设 aG) = limeslr)。 不 难 验 证 过 程 eCz) 不 依赖 于 CmodP) 
序列 rt。 的 选取 。 事 实 上 ,如 果 r, 是 另 一 完全 导出 过 程 ule) 的 
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随机 时 间 序 列 ，w(*) BR GAT) WEE, aG) 一 limna, 
那 末 由 式 w((zAz)Ars) 一 x((z 人 Tn)Az,) 和 特征 的 唯 -~ 性 得 
a.) = E), K í< r,A r, BF. £ m BE n— oo, 得 

a(t) = s (z) (modP). 

类 似 的 论证 表明 ,如 果 z 是 导出 过 程 ¿CO 的 任意 随机 时 间 ， 
BWR PUA — GAT) RR MAE GAT) 是 自然 的 (关于 
o- 代 数 流 {Sao 二 0}; 见 等 式 《20))， 并 且 , 具 有 指出 的 性 质 
的 过 程 ele) 是 唯一 的 。 | 

所 作 的 论证 适用 于 任意 两 个 局 部 平方 可 积 蒜 。 因 此 我 们 得 出 
下 命题 ; | 

定理 19 1) 如 果 u(t)e 7. ,， 那 来 存在 非 负 增 过 程 e), 
; 0, 使 得 对 任意 导出 aO 的 随机 时 间 r，pXzAz) 一 a(1>7) 
是 Sa h GAT) 是 自然 过 程 。 具 有 此 性 奢 的 过 程 aG) 是 
唯一 的 。 

2) 如 果 DELA, ii 一 1，2， 那 末 存 在 过 程 p(e) 能 表 
为 PO = ua(o 一 a,(), Fih aslz) 是 这 样 的 增 过 程 , 使 对 任意 
导出 GO 和 pe) 的 随机 时 间 7T 来 说 ，YGAT) = p(tA7)X 
GAT) =~ BOGAT) E Sart Ghr) 是 自然 过 程 (i 一 1， 
2). 具有 这 些 性 质 的 过 程 GO 也 是 唯一 的 ， 

按 前 面 我 们 仍 称 过 程 (O 为 局 部 平方 可 积 娄 ¿CGO 的 特征 ， 
而 ea) 称 为 过 程 aG 及 eO 的 互 特征 ,并 利用 记号 

alt) = pype, BCE) = Cus as 
这 时 | 


Ç Bade = > [ær [i23 B1 + pa 一 (is re 


— < mas Bile 
注 。 不 难 相信 ， 如 时 7 是 任意 随机 时 间 ， 那 末 过 程 ¿GA r) 
(jp(')e LA) 的 特征 是 函数 《py pin:. 
具有 连续 特征 的 蒜 设 wb)e A,R Ca, ny 是 na) 的 
特征 。 由 于 Meyer 定理 (定理 13), 过 程 《p,m》， 是 连续 的 , 当 且 
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仅 当 对 任意 收 伍 于 有 限 随 机 时 间 r 的 单调 不 减 随 宙 时 间 序 列 r. 
有 
E,2(z,) 一 En’(r). (47) 
男 一 方面 ,如 果 这 条 件 成 立 , 那 末 
Es(r)a(r,) = E(a(z,)E(a(r)]S,.1) 
= Egr.) > Eer), 
EC ulr) 一 ulr, )Y = E{uCr)— 2n(r)a(rz,) 
+ ur.)} — 0, 
因为 pr?E D， 所 以 后 一 关系 式 成 立 , 当 且 仅 当 
P-lima(r,) = a(r). f (48) 
反之 ,如 果 关 系 式 (48) 成 立 , 那 来 (47) 也 成 立 。 

定义 B {e S, t 之 0} 称 为 拟 左 连续 的 ， 如 果 对 任意 
单调 不 减 随机 时 间 序 列 r, r= lim z, < œ (mod P), CRE 
REE WR nC?) 是 局 部 款 , 那 末 称 它 为 拟 左 连 续 的 , 如果 对 
导出 u(x) 的 z KAR k 的 单调 不 减 序列 r,，《48) 式 成 立 。 

定理 20 为 使 过 程 OEL, WIE Cony 连续 的 充分 
必要 条 件 是 过 程 拟 左 连续 ， 

证 明 由 上 述 论证 容易 得 到 。 

推论 ”如 果 过 程 pC) 及 aG) (aE If, i= 1,2) 的 
特征 是 连续 的 , 那 末 它们 的 互 特征 也 是 连续 的 。 

事实 上 ,由 过 程 a0) 及 pat) 的 拟 左 连续 性 得 到 它们 的 和 
的 氛 左 连续 性 ， 

现 建立 一 系列 能 求 出 款 和 局 部 蒜 的 特征 的 命题 。 

设 EG) = ule) + olt), 16 [0, T], rR aCe) 是 {3,27€ [0， 
Tl- (O 是 在 [0,T] 上 任意 的 连续 可 积 增 过 程 ， 它 适应 
于 o- 代 数 流 (S, [0,T]}, H zx(0) 一 0. 考虑 区 间 [0,7] 上 
的 任意 分 割 1, 1 = {0 一 toby slslsls < T}. 如 果 max Ch 


一 -0) 一 0， 则 记 为 1 一 0。 
设 
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e, = BEC) — EG) S} + E(£(z) — z(a], Y + 
eee + E(zG,) 一 £G,_,)1S;,..). 
那 末 
a = Elo(r)[|S) + Eel) 一 on)|3,} Feee 
+ Efalt) 一 aG,_)1S,__.). 
可 见 a, 不 依赖 于 eO) 而 完全 由 过 程 C) 所 确定 。 
定理 21 如 果 c(z) 是 [0，7] 上 连续 可 积 增 过 程 ， 那 末 在 
L, 收 伍 意义 下 
lma, = e(T). (49) 
证 。 首 先 假定 Ex《T) < co。 这 时 


Ea eT ~ ED (Etazus,-)— AsO] 


其 中 Aci™— ol21) 一 atı). 因为 等 式 右边 的 和 的 不 同 被 加 项 
正 交 ,所 以 


E(o, 一 a( T 32 = > ElE{Aci|S,,,} 一 Axl? 
&=1 
一 > {EA} 一 E[E{Act1S 11) 


<E > Am < E(supAw, * a (T)). 
k=1 


因为 supAct'a(T) < CT), Eoe(T)<co 且 以 概率 ! 有 supAa, 
一 0， 所 以 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 
| ECa, 一 a(T)): — 0. 

现 转 到 一 般 情 形 。 设 p = aGOA n, TO) = a) 一 BO). 过 

E Fe) K GO 是 连续 旦 单调 不 减 的 ,而 且 OS s. khi 
Eje(T) — a| SELECT) — Bl + (T) 
+ (a, 一 a)l. 

由 关系 式 
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0 < Elai 一 pb) 一 Ey(T) < Ec(TY{a( TY > n} 
得 ,对 任意 s > 0 4 n 足够 大 时 不 依赖 于 有 EY(T)< Eko,— 


fa) <5. 因为 EPT) < =, YAE nh, 2— 0, Ele) 


PB(4)| 一 0. 由 此 得 
El|e(T)— a| > 0, 当 1 一 0 时 。 
注 。 如 果 Ec《T) < co ， 那 末 式 (49) 在 Lı 收敛 意义 下 也 成 
Z. 
推论 1 mR aae 的 特征 连续 , 那 末 


Cp pe — lim > E{C uC) 一 COEDEN S 
推论 2 如 果盘 Oue .Z,,i = 1,2) 的 特征 连续 , 那 
末 . 


ps Bay 一 lim > El( iG) 


=< ela =: 
— (r pean) — pi)) 1 3,}. (50) 


这 时 应 当 指 出 的 是 由 过 程 《pi,pi》， 的 连续 性 得 出 过 程 《pi 十 
Msta 十 p): 的 连续 性 (定理 20 的 推论 )， 
推论 3 如果 款 CGO, i= 1,2 的 特征 连续 , 那 末 
| Ats Ha) Ps Apis pA ps Ba ee (51) 
此 不 等 式 是 不 等 式 (46) 的 实质 上 的 加 强 . 
对 具有 连续 特征 的 局 部 平方 可 积 著 ,这 不 等 式 显然 亦 成 立 . 
当 扶 或 局 部 鞭 的 样本 通 数 连续 (mod P) 时 ， 可 建立 有 可 能 
计算 过 程 的 特征 的 另 一 种 极限 定理 ， 
首先 注意 如 果 款 (局 部 蒜 ) 是 连续 的 , 那 末 它 拟 堪 连 续 。 其 次 ， 
这 时 局 部 款 是 局 部 平方 可 积 。 事 实 上 , 设 
Ta = inf{ri | aG] Z nal, 
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且 若 A,= {i KOl Sne p, BRITAX r= eo. E 
Blt) 一 BNT.) 这 时 ,对 于 w€ A, M : < r,, | nC) | < n, 
和 由 于 O 的 连续 性 ,对 于 >r, lanl = x. MRS As 
那 末 对 每 个 t, wo < 2。 因 此 以 概率 1 有 el < s. F 
是 ,如 果 plz) 是 连续 局 部 鞭 ,， 那 末 存 在 O) 的 完全 导出 随机 时 
闻 序 列 ra E ¿Gr Ar.) 是 以 概率 1 ATR, 

现 来 引入 过 程 的 平方 变 差 概念 。 

首先 , 设 表示 在 区 间 10，T] 上 用 点 O = r, < n < < 
1, 一 了 作出 的 某 一 分 割 ,而 e), re [0, T] 是 任意 随机 过 程 。 

定义 当 12 一 0 时 ,和 数 


到 一 = (T) 一 . ESCE) 一 LG; 121 


k=1 
在 依 概 率 收敛 意义 下 极限 如 果 存 在 ， 则 称 它 为 过 程 ¿G) EKN 
[0,T] 上 的 平方 变 差 , 
” ”过程 çG) 在 区 闻 [0，7] 上 的 平方 变 差 以 (K, C|, 表示 ， 
[tsil = P-lim oC), 


注 . 如 果 过 程 ON 的 样本 函数 以 概率 1 连续 且 在 [0,T] 上 
有 有 界 变 差 , 那 末 [r,;]; = 0. 
EZL, A< mx) Ctr- DIKr G), 其 中 V, GG) 一 


2 cG — Ca) Æ 5G) 在 [0，7] 上 的 变 差 因为 


4a > 0 ,max[t(z) 一 EC 1)| — 0， 所 以 以 概率 1 有 a 一 0. 
引 理 8 ”如果 a) 是 [0,T] 上 的 平方 可 积 款 , 那 末 随机 变 
ER (KT) 是 一 致 可 积 的 . 
证 .对 每 个 1 我 们 定义 位 势 Ea) = EL), 设 
ECO) = E(a(T)IS), 
ECK) = E4 AT) S — (t) + (n(n) 
— TODE k= 1)2 n. 
这 时 


EED Saa} = ET) Saa F =p Oa- i) 
< E - — 1) ar Ea 
Aa, = Culti) 一 ER- - 
其 中 
Am 一 EtEG — 1) — EYS» 
k= 1,2,7 
《这 里 应 认为 G.) 0) X 


a(c0) = > An, = XT). 


另 方面 ,不 依赖 于 1 的 选取 
t(D) < EfwexT71S +4 sup wO, 
MAWE ET) S} 一 致 可 积 , 当 “ 时 
ple) = sup | EdP > 0, 
_ | hr JE . 
其 中 + 是 在 {Fa k= 0,1,.…， n} 上 的 任意 随机 时 间 。 于 是 应 
用 引 理 4, 变量 族 A) 构成 一 致 可 积 族 ， | 
”定理 22 设 a(€ L Z. 过程 u, tE [0, T] 的 平方 变 
差 对 每 个 了 0 存在 且 与 它 的 特征 重合 , 即 | 
Ls n], = EOT (modP)， . (52) 
E. 首先 设 O 是 平方 可 积 蒜 ， 我 们 定义 随机 时 间 T= Tes 
设 
r= Te 一 inf{s:( lall > e) U(Kus 8), I e) 
s€ [0,:]}, 
MREKEMPRHRETRZ; EZA r= $ 
PAC) 一 GAT), aCi) = Cas nya GG) = ps aY 
Gi > [e Ce) 一 (u), 


k=1 
A >; eCe) 一 CE 
k=1 
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iht, letl < e, a (O) < t, 


由 不 等 式 .. 
P(|a — lanl > e} <P(li— s) > ey 
+ P(z < r) 
及 当 c 一 oo 时 


P{r < ;) = P(supl(s)| > c) Ulale) > e) —> 0, 
可 见 ， 只 要 验证 当 1 > 0 时 依 概 率 大 一 a ( 必 ， 就 在 所 考 虞 的 情 
形 证 明了 定理 ， 

为 此 ,注意 


Eai — o (9Y = E [DB Cam} — aed] 


<2 >; ELAn + (AY, 


k=1 


其 中 Am = pC) — n Cri) Aci 一 cn) — e Ciri). 这 时 


D Elay < 4eE(max|A |°), 


k=1 
= E(Az, f< ECmax |Aak|)。 
k=1 
因为 以 概率 1 有 max(Az, Y —> 0, maxAa;, 一 0， 而 且 这 些 变量 
以 非 随 机 的 常数 为 界 , 所 以 ，E(Cal 一 wo) 关 一 0 及 对 于 平方 可 积 
款 情 形 证 明了 定理 ， 

现 设 uele 和 {r 是 导出 pt) 的 随机 时 间 序 列 .这 
时 


Pild 一 <O1> e} < P {| X Carp? 
k=1 


— = GAr;) 





> | +P flea At) — a (D| > 引 


+P1 





Sarp — an| > E} 
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< 和 Pr < ;) + P Í Š tiny 


L uCGAz) |> > 一 


其 中 aG) = G Az). 所; 
推论 设 jl) € 1.7. 令 


[ao a), = P — tim D aC) — pl lt) 


一 (n). 5 63) 
这 时 和 
[z o], 一 (is pa se 


下 引 理 今后 常常 用 到 ， 
引 理 9 设 ue) € lL, 和 特征 (a, 2 是 连续 的 。 这 时 i 


P{ sup aC] >e} < + Plusa) > N) (54) 


MERER BNT 
。 对 MV, 中 的 蒜 证 明 不 等 式 (54) 就 够 了 ， 因为 利用 极限 
民 委 ， 以 从 的 方式 可 将 其 推广 至 同 部 平 方 可 各 情形 于是 
BOE As Q tam inf{r auh 2N, r< T), BEL PH? 
的 集合 不 空 ,否则 令 rw 一 了 .由 于 过 程 (oa) 的 连续 性 , 不 等 
A Ca, ny SN 以 概率 1 成 立 。 
另 一 方面 
P {sup, |e) > sy = P {Csup laÇ2)| > ee)NCr < T)) 
+P {supl æC) | > sy Cr = T)) 
<P(r <T} +P ( sup laG(91 > s). 
顾及 到 
Ptr < T} < Pål pr > N}, 
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P{ sup let) > e} < <El Lok <, 
i 可 得 不 等 式 (54)， | 

推论 ”如果 G. G)e 1, 及 《pps n= 1,2, 的 特征 
连续 , 那 末 由 式 


P 
Ñ ttp — Hasa P| T 7 — 0, vi>0, 
得 知 存在 过 程 ule) E Ll s 使 


P f sup | aCe) — ali) > e} — 0, 当 n> o, VT > 0 RI. 


证 明 引 坚 9 时 利用 到 的 论断 可 应 用 于 离散 时 间 坎 。. 我 们 来 指 
出 在 此 情形 需要 确切 地 证 明 的 部 分 。 设 {ur St 大 一 1.2, ny 
RKEj E| Ra. S ， 
An; ™ u — ugo Aa, = E{Agi [Skaj a = 之 Aaj, 
且 当 有 这 样 的 《存在 ,使 得 
s< N, a, SN, e < N, ez SN 
时 , 令 += k; 当 这 样 的 & 不 存在 时 令 r= x。 因为 eza 是 Se 
可 测 随 机 变量 ,所 以 7 是 随机 时 间 。 令 #i= wa 一 l... on. 
这 时 下 Ai < Ean CN, 重复 在 证 明 引 理 9 时 所 月 的 论证 ， 我 们 
得 如 下 结果 : ， 
引 理 10 如果 {upk = 1…… ny 是 平方 可 积 款 ， 那 末 
对 任意 s> 0, N> 0, 有 


P ( max || > s) < Ë + P(a, > N). 
1<k<s* 8 


注 ， 如 果 O 一 《pe),… G) ERER, PRASA 
《54) 可 用 下 不 等 式 替 换 : 


P { sup |CO) > e} 
0 <: <T 
N 2 i y, > N 
<—+ P Cay uy > NJ. 
E€ tja 
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不 等 式 (55) 可 作 类 似 的 推广 。 证 明 与 引 理 9 的 证 明 同 样 。 
$2 随机 积分 


分 段 为 常数 的 函数 的 积分 “随机 积分 
j koa (1) 


的 定义 ,其 中 ¿G 是 正 交 增 量 过 程 , 而 KO 是 非 随 机 通 数 ,在 第 
一 卷 ( 第 四 章 $4) 已 给 出 。 不 难 发 现 , 如 果 浮 数 f(z) 是 随机 的 ,在 
那里 所 研究 的 积分 的 构造 一 般 来 说 不 适用 。 对 非 随机 函数 FG) RK 
说 ,积分 (1) 是 随机 变量 《9 一 ela) 的 值 的 线性 闭 包 的 元 素 ， 如 
果 JG) 是 随机 过 程 , 那 末 一 般 来 说 不 是 这 样 。 但 是 ,在 定义 时 保 
持 小 心 和 利用 过 程 (O 的 补充 假定 ,可 以 建立 起 应 用 方便 和 充分 
一 般 的 按 过 程 5(r) 的 随机 函数 积分 理论 ,一 般 地 说 ,这 些 随机 肖 
数 的 样本 函数 以 概率 ! 具有 非 有 界 变 差 。 
下 面 的 注解 表明 这 时 可 能 引起 什么 样 的 困难 ， 


设 Kesre [0,11 是 随机 琐 数 ,而 f(D 一 5 Bikegpo 


R=1 ， 
2 一 12， 是 收敛 于 九 轨 的 简单 函数 序列 (0 一 和 天王 和 --- < 
z, = 1)。 这 时 积分 和 的 序列 


5 BEG — t(n-01 


自然 认为 是 函数 f(z) 的 积分 (1) 的 值 ,但 一 般 地 说 ， 它 不 趋向 于 
那 一 个 极限 ,即使 在 关于 fC 对 JG) 的 收 合 性 作 了 十 分 强 的 假 
设 。 我们 用 简单 的 例子 来 说 明 这 点 。 
我 们 希望 定义 积分 
| vodeo, 
其 中 wC) 是 Wiener 过 程 。 首先 ， 如 果 令 p= w(94)， 其 中 
0, € (x_i r], =, <, <: < 和 一 1， 那 末 在 所 有 通常 应 
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AHI F hO 一 oC. 
这 样 此 收敛 性 是 以 概率 1 按 + 一致 的 ， 此 外 ，Esup|f (一 


(oj o 并 以 概率 1 
| IHC) 一 wo 一 0， 
另 一 方面 ,所 考虑 的 积分 不 能 定义 为 量 


í h) dw = 2 wO lwt) — Gi) 


ka 


在 均 方 意义 下 的 极限 ,因为 如 果 此 极限 存在 , 那 末 序列 
E | fdw Q) 一 5 Ew lwli) — wta) 


= 5 (9; — t) 

的 极限 存在 、 可 是 这 个 和 的 极限 点 的 集合 与 区 间 [0,1] 相 重 合 ， 
我 们 将 随机 积分 的 定义 分 为 逐次 增加 其 一 般 姓 的 几 个 步 又 ， 
首先 我 们 研究 当 G) 是 平方 可 积 款 时 积分 的 定义 。 至 于 被 

积 过 程 KO 的 类 ， 我 们 从 分 惨 常 数 和 以 概率 1 有 界 的 函数 开始 ， 

到 有 有 限 二 阶 矩 的 可 积 函 数 ， 然 后 到 不 必 有 任何 阶 有 限 怎 的 随机 

过 程 类 、 随 机 积分 概念 的 进一步 推广 和 求 积 分 的 随机 过 程 类 的 开 

拓 相 联系 。 代替 平方 可 积 款 ¿GOO 将 考虑 局 部 平方 可 RAR 最 

后 ,将 研究 按 款 测度 的 积分 。 
同时 ,不 追求 最 大 的 一 般 性 ， 在 大 多 数 情形 中 ,只 限于 研究 具 . 

有 连续 特征 的 玖 (局 部 蒜 )。 | 
于 是 , 设 ($,,r 之 0) 是 固定 的 o- 代 数 流 ,，3, = 3,+, S, EE 

所 有 了 - 零 测 集 的 子 集 (此 假定 在 本 节 认 为 恒 成 立 )，w(2) 是 平方 

可 积 S- 鞭 ,其 样本 函数 以 概率 1 属于 2, BARE usad: 

,up El eC) l < co, 
Eí((a G) 一 wo 太守 = El{CCp, py, 
— 《psp) |B}, si 
注意 nC) 是 正 交 增 量 过 程 ， 事 实 上 , 当 +< < sr B 
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E{CpC#) 一 uNe) 一 z(n))1S;,,) 
= (alt) 一 pCa) )E{ uC) 一 BCh) ISa? = 0, (2) 
特别 是 ,由 此 得 
EC aCe) 一 uC) el) — n(n)) = 0, 

现在 来 描述 被 积 函数 类 , 首先 约定 仅 考 虑 适应 于 {St > 0} 
的 过 程 。 

以 °, = L {S 2 0) 表示 适应 于 {921 之 0 的 过 程 类 , 且 
它们 在 有 限 个 形 如 (sis s| 1 的 半 开 区 间 上 取 固定 有 界 随机 变量 
Ë (mod P) 及 在 这 些 区 间 外 等 于 0。 换 和 而 言 之 ,nC € $, 当 且 
仅 当 


n(z) = 5 NAINA 
k=t 
其 中 A; = (st_1954], 0 =< So < $1 < 所 $, Xalt) 是 集合 A 的 
TERM, m 是 以 革 个 常数 为 界 的 S, 可 测 随机 变量 (& = 0,1, 


… ,1 一 1), 注意 函数 1) 是 左 连续 。 
现 对 过 程 xG € Š, 定义 积分 


IG) = | Oaa) = |” azas 
这 就 是 令 
IG) = [Yaas) 一 > malela) — elsad] (3) 
° k=1 
尽管 函数 10) 表 为 半 开 区 间 的 示 性 函数 的 线性 组 合 不 唯一 ,但 不 
难 验 证 值 IC) 被 唯一 地 确定 ， 显 然 算 子 IG) 是 线性 的 ， 
ICY + Ya = TCD + Ia) (4) 
其 中 Ti 是 S,- 可 测 有 界 随 机 变量 ， g” = r) € Lost = 1,2. 
为 
E i>; nl (S+) 一 nlsi-1)] Ea 


= E {J} mEtel) — uer) Su) |) = 0 
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所 以 
E{1(%)!®,} 一 0， (5) 
设 n (t) € Ras i= 1,2. 不 失 一 般 性 ,可 认为 


NC) = bp na 
为 简便 起 见 , 令 Az, 一 pls) 一 elsad). 顾及 (C2), 我们 有 


ELIIS} = E { X mp Ara ls 
j,k=l 


= E {D Pm AC, aa], 
其 中 ALus e)a = Cp 0) 一 ps EY» 因此 
E {| nan | mdnlss) = E {|7 ms), es ey}. 
(6) 
特别 是 ， 
El mde — (ndal = E” GG) — OY) 
0) 
注意 (any, 是 单调 不 减 函数 而 在 式 (6 和 (7) 的 右边 出 现 的 
积分 是 以 概率 1 存在 的 通常 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 。 
除 定 积分 外 ,我 们 还 考 岩 不 定 积分 
h= DE toad | a, 
TA 


k 
L, = > m; A; + miee) — p(s1)], tE (ot, (8) 
i=1 


我 们 来 指出 过 程 L, 的 一 系列 人 性质, 
D 过 程 I, 适应 于 o- 代 数 流 {3,,1 2 中 ; 它 的 样本 通 数 右 连 
续 ,对 所 有 + > 0 有 左 极限 (modP), H. 
öl, = nleeeke), 
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jih eG) 是 过 程 a0) 在 点 t RK, 
SE) = p) 一 Mt 一 )。 
2) 过 程 IJ, 是 S,-Bh. 
事实 上 , 设 0 所 之 4。 不 失 一 般 性 可 认为 对 其 两 个 上 及 I， 
# = Sh t, = $r, 
那 未 由 于 (2) 


1 


lamlam D wlels)— plsi)] 
了 = 和 二 上 


E(T, 一 L, 13,.} 一 0。 (9) 
3) Le. (Z, H 


E(GI,— YIS, = E Í|" Od) ls G) 


公式 (10) 容 易 由 (5) 得 到 ， 
不 难 验证 ,过 程 


PU) 一 í m'(s)dÇ u, n), 


是 自然 的 。 事 实 上 ,如 果 过 程 e) = lu ny 是 自然 的 , BR 
$1) 


E | £(s—)dals) = E | E(s)da(( s) 


对 任意 半 开 区 间 A = (a, b] 和 任意 有 界 ( 以 概率 DIER EC) 
成 立 。 令 A = A, = (s fi] FA nl 且 按 所 有 k = 1, 2, 
“`. An 求 和 ,得 


E [ECG — 9Co als) = E | ECs) des), 
由 此 得 ( 见 $1,(18))， 
E |" 5 一 )ag = ERHO), 


这 就 证 明了 过 程 PG) 的 自然 性 ， 
因此 等 式 (10) 可 更 确 著 地 叙述 于 下 ; 
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4) 随机 积分 1, 的 特征 等 于 
a, I>, 一 |. (sd u, B. 


由 所 得 的 公式 容易 得 到 如 下 关于 随机 积分 Lo — 1⁄0) É V = 
1 (Ce<g&) 的 互 特 征 的 表达 式 : 


Q, y = | ACOM OK as ay, a1) 


类 似 可 得 过 程 1,(n) 和 o 的 互 特征 的 表达 式 ， 其 中 vz) 
是 A, 类 中 的 任意 著 。 设 O< 三 如 以 前 一 样 ,不 失 一 般 
性 将 认为 a = Sas h = Sr, 这 时 


l 1 
E{1,,»(1) 一 L221) | %, =E I > ElA1, Ar, 13,,_,} EN 


j=k+1 


í ! 
= E 1 > iE{A z, Aw, EAREN, 


= E {|E AOK aI}. 


办 此 ， 
EtGi,. 一 1O) 一 x(n))[S,) 


E IÑ n()4( 9,19, A (12) 
由 3) 得 过 各 
| dps, 
是 两 个 自然 过 程 之 差 , 且 由 于 天 个 摧 的 互 特征 的 唯一 性 
Q, = | a pr) 
还 有 下 不 等 式 
E |” Oae» 
< (Eko, o) E POKu) ， G3) 
此 处 u, v€ 2 n€ 和 Kandil 表示 函数 《psy》 在 区 间 
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[0,s] 上 的 全 变 差 ， 
为 了 证 明 , 我 们 利用 $1 的 不 等 式 (46) ,由 于 这 个 不 等 式 
E{ln ACp DD SB} < w I(ElAÇz,.uy IS, 1212 
x (E{A Cr, val Se 1212 
= (EWAlps Bel Saga PELA, al Saa D 
考虑 区 间 [ sis 54] 的 任意 分 割 ,tz ,i 将 后 一 不 等 式 
应 用 于 每 个 区 间 [wx-o&]， 利 用 Cauchy 不 等 式 且 取 极限 , 得 
E4 [nrl Cp vos — Np 5 2 Srat 
< (E(_ Ada, bril Siga DI 
x (E(AG.5y...|S, 122, 
将 此 不 等 式 求 和 且 再 次 利用 Cauchy 不 等 式 ， 得 出 不 等 式 (13)。 
在 均 方 收敛 意义 下 的 随机 积分 ”我们 将 随机 积分 的 定义 推广 
至 更 广泛 的 随机 过 程 %t 类 ,， 且 证 明 上 述 对 函数 nG) € Š, Pre 
立 的 随机 积分 的 性 质 在 推广 的 定义 下 仍 保持 。 
在 & 中 引信 由 范 数 


MaC = (EJ Cd py) (14) 


所 生成 的 Hilbert 距离 。 上 述 结果 表明 ,对 应 ge )—> IG) 是 
Š, 到 MH， 里 的 单 值 线性 等 距 映 象 ， 按 引进 的 距离 ,考虑 É, 的 完 
备 化 , 所 得 的 Hilbert 空间 记 为 £: 一 8.{3,，n}， 它 能 用 如 下 方 
式 描绘 出 ， 在 空间 [0，co) x Q 上 考虑 如 下 集合 所 成 的 类 2: 
[0]XAo， 其 中 [0] 是 点 0 的 单 点 集 ， A 是 任 一 Sc Bj Hl, AR 
(a,b] x A, 其 中 4 是 任 一 了 -可 测 集 , 0 < a 二 5， 此 集 类 是 一 半 
环 .在 半 环 R 上 用 如 下 方式 定义 测度 P:S a(1,0) = Ça, ny, 
对 几乎 所 有 wo ,我 们 能 在 半 直 线 [0,co) 的 Bore 子 集 上 定义 一 测 
度 a(B,o) + l 
P'((a,b] x A) = | f ads, PCao) 


= Ex, <, uye 一 <p, HA7o]。 
测度 P 能 扩张 至 包含 静 的 最 小 -代数 生 上 ,并 以 爸 表 示 立 关于 
P 的 完备 化 rc- 代数 。 其 次 ,对 任意 非 负 科 -可 测 函数 yG 一 xG, 
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如 )， 有 | 
[T a ordo) = Ef na ay. 

空间 g, 是 E-E O, o) 的 等 价 类 所 成 的 空 间 : 如 果 
Pile o): gC, o) Æ 8 (z, 2) = 0, 则 glt, o) 和 g(t,0) 是 等 
价 的， 为 简单 起 见 ， 今 后 在 所 指出 的 意义 下 ， 等 价 的 阔 数 类 与 这 
个 类 的 代表 不 加 区 别 ， 其 次 , 过 程 xG) 一 g(:，w)《 更 确 地 说 是 
对 应 的 等 价 类 ) 属 于 QS, x) 当 且 仅 当 存在 简单 过 程 的 序列 
NCE) € S,(%,), 使 得 


E r nt) — nC Yd a, ay — 0 


当 n— oo 时 

从 -理论 中 的 一 般 定 理 推 得 空间 S, x} 是 由 满足 

[| Oro Parda) ~ E |" Od pa), < om 

的 全 休 多 可 测 函 数 9(z) = nC, w》 所 组 成 我 们 给 出 T 可 测 
过 程 类 的 例子 ， 首先 形 为 上 CD) 一 nX (D 其 中 9 是 一 3,- 可 测 
随机 变量 及 res 是 半 开 区 闻 Cab] 的 示 性 函数 ， 就 是 TH. 
因此 , 过 程 ¿GO 一 Dupa) 其 中 aaar, K ng 是 
Sa 可 测 随机 变量 ,也 是 &- 可 测 的 . 

具有 关于 : 左 连续 的 《以 概率 1) 样本 函数 的 任 一 过 程 O, 


; > 0， 是 名 可 测 的 ， 事 实 上 ,80D) 一 im (EXC) + > (H 
X Xa aG) 以 概率 1 对 所 有 + 成立， I 
若 存在 一 仿 -可 测 过 程 列 EC), 88 
E | LEO sQ), p>0 当 noo Bh, 


WIE EO 也 是 入 -可 测 过 程 . 
我 们 应 用 这 附注 于 特征 《~w，A)》 是 关于 r 绝对 连续 的 情形 ， 
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即 t 

Cu, BY = f pods, 
其 中 p(s) 是 一 非 负 可 积 函 数 。 这 时 ,适应 于 {S,,t 之 0} 并 满足 
条 件 ` 

E [ Ed < co 
的 任 一 过 程 ZG) 必 属 于 AS, al。 为 证 明 这 一 论断 ， 只 要 考虑 
IEC Se 及 对 于 >T, E) = 0 这 种 情形 就 够 了 。 

此 处 过 程 


TOO EC )ds, h> 0, 
h 由 一 


是 适应 于 (S, > 0} 并 且 以 概率 1 有 界 及 对 所 有 + 当 10 时 趋 
于 0, 因此 对 P 几乎 所 有 G, o), 5 40 时 它 也 趋 于 0。 此 处 


过 程 Lf EO 是 连续 的 ,从 而 属于 SASA. BA 


E |" [GD biped > 0, H h—- 0 时， 


所 以 EÇ ° ) ESAS, a)". 
因为 映 象 :m9 一 {1,(w)} 是 到 Z, 的 线性 等 距 映 象 ,所 
以 它 可 唯一 地 开拓 为 2{$ ,xz} 到 WM, 的 线性 等 距 映 象 ， 开 拓 
后 的 映 象 和 以 前 一 样 视 为 随机 积分 ,并 用 记号 1 一 IG) 表示 ,而 
过 程 a) 在 时 间 * 的 值 是 
In) = | nG) (ds) = f ndn, 
下 面 的 定理 列举 了 由 上 述 定义 几乎 直接 得 出 的 随机 积分 的 基 
本 性 质 。 
定理 1 39, n) 中 的 每 一 过 程 mt?) 可 对 应 于 一 过 程 
EC) € M, I 
EO = LO) = | aalas), 


* EBA PADRE {Fok} 的 论述 是 英 译本 增加 的 .一 一 译 者 注 
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此 汪 程 称 为 过 程 nG) EER nG) CG) € f) 的 随机 积分 ,使 

得 它 有 如 下 性 质 : 

1) Ie(Xe,a) = pha) — AC0); 

2) ICY) = Lela); 

3) I, en, + cx, = cl (m, + cal,Cn,); 

4) Eloa) = E | mC) ya 

5) JERR xD E, 

ElxG21,(2) — OLIS} 
= E {Í aOd pols.)}; 
特别 是 ， 
E{ 一 中 s ~ E [| OK a, u13}; 
6) E [7 Op < (EG) (E |” Oa, 


~) ; | 

7) 如 果 u € Mai = 1,2 Ë. nE £ {S,, pi} NLS., PAF 
那 末 

| naa + a) 一 |. nd pı + f ndn; 

8) 如 果 poD € Ai, MWR EEMS, 

证 ， 我 们 刚才 已 证 明了 共有 性 质 1) 一 4)，8) 的 映 象 的 存在 ， 
此 外 ,前 面 所 进行 的 构造 方式 表明 随机 积分 由 性 质 12—4) 所 唯一 
HE. 

现 来 证 明 关 系 式 5) 一 7). KOX n € Š, 成立 . 设 n (7 Se 
和 加 (，) 250: ) 由 不 等 式 

EJI) 一 2 人 (1 人 | < {ECKE q 
一 了 9] 

得 oa) 在 L AKAT v1(w)1;。 因 此 式 
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Í. vI |; aP = | (| "a ps) VAP, B, € $, 
成 立 ， 当 n— co 时 可 趋向 极限 。 这 时 得 到 等 价 于 5) 的 等 式 . 前 - 
面 已 对 函数 x € °, 建立 了 不 等 式 6), 对 这 些 函 数 来 说 式 7) 也 显然 
成 立 ， 在 一 般 情形 可 利用 取 极 限 的 方法 来 证 明 6) 和 7)。 
由 已 证 明 的 定理 得 知 鞭 1 一 1,(%) 的 特征 是 
GQ, Iy 一 f dle, 1), (15) 
随机 变量 族 Pp 是 一 致 可 积 。 事 实 上 ， 
L < supl, ECsupI?) < 4E < co, 


而 且 , 集合 414,r€ 也 一 致 可 积 ,其 中 S 是 在 {3S,, r€ [0, 
co]; 上 的 全 体 随 机 时 间 的 集合 族 . 
设 apte Z F ç < z(modP), + 
| ndu = I, 一 To。 
z 定义 
由 轩 的 一 般 理 论 ($1, 定 理 6, 推 论 1 和 $1 式 (44)) 得 
E {| sauls} =o, 


E, ada) 


后 一 等 式 可 有 如 下 形式 : 


ew) lsd -slr om]. oo 


设 pr 人 aa 是 pa 的 r-Ë EBR: aCe) 一 Ar), 如 果 
nC ° JE S,(S;,, nts 那 末 aC Ar) € ISA Be? ($1 定理 6, 推论 


3) 和 根据 上 述 定义 ,积分 | xG Ar) ald) 被 定义 。 
引 理 1 





s.l ELR — BIS} 


E{<I, Iy, — (L, Iy 15). 


í ns AT) u (ds) = JU oC aG) 
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= | nna), (17) 


其 中 x) = GO á (<+, # nG) = 0 3 £ >r, 

证 。 对 函数 "ER 来 说 ,这 等 式 由 随机 积分 的 定义 可 得 。 对 
8.{S,, z) 中 的 任意 过 程 %，》 来 说 ， 等 式 (17) 可 以 由 使 该 式 成 
立 的 函数 类 e) 在 US, a) 的 封闭 性 得 到 ， 

引 理 2 如 果 特 征 《w，p》， 是 连续 的 ，”€ 8,， 那 未 对 任意 
gs> 0, N > 0 


P {ae cde)! >] 
< x + P I m (s)d( a, u>, > Nl. (18) 
£ 0 


证 。 等 式 (18) 由 $1 引 理 9 直接 得 出 . 

关于 鞭 的 随机 积分 的 一 般 定义 ”推广 随机 积分 至 更 一 般 的 函 
数 类 nG). 

我 们 称 函 数 序列 n, CO) E Lon 一 1,2， HARI, 如 果 


P- lm | GG) sas GC a= 0. (19) 


nac, m> 


如 果 序 列 nO) 是 H,- 基 本 列 , 那 末 存在 定义 在 10,%)Xx Q 
上 的 < x 后- 可 测 函 数 gG), 使 


r gd z, pY, < oo(modP)>, 
P-im | CO — Dyan p,m 0 (20) 


用 此 方式 得 到 的 全 体 函 数 g(z) 的 类 记 为 H, 或 H,(S,, x). 
在 H, 中 引 人 人 拓扑: 如 果 式 (20) 成 立 , 就 称 H, 中 的 函数 列 gC) 
收敛 于 极限 Co) TA H, 是 线性 完备 空间 , 即 任意 日- 基本 
列 在 H, pikat. itih, HDS, B. °, 从 而 °, 也 在 
H, HA. ARME, H 是 由 满足 (20) 中 的 第 一 式 的 全 体 i 
WAA gCz) 一 g(1,w) 所 组 成 的 ， 例 如 ,任意 左 连续 适应 于 o- 代 
数 流 (Sr > 0) 且 满 足 (20) 中 第 一 式 的 过 程 是 属于 H, 的 。 如 
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在 空间 &:{S,， x} 时 的 论证 一 样 ， 可 以 证 明 如 H <u, BY: = 
(i wC9ar， 那 未 任意 反应 于 流 (3, > 0} 且 满足 (20) 中 第 -- 式 
的 过 程 zG) 必 属 于 A. 

今后 我 们 限于 讨论 特征 是 连续 的 过 程 的 积分 。 

空间 Z, 中 有 连续 特征 的 训 所 组 成 的 子 空间 表示 为 .区 如 
R aÇ )€ .和 5， 那 末 Co 是 正则 下 款 )， 

设 A( ° ) € MMI, 2C ° ) € H,1S,, uh nC ° JEL, a= l, 
2 和 7， ) 在 已 中 收敛 于 aCe) 令 


LCa) = [aaa — P-lim í npCd), C21) 
定义 J0 定义 o 


由 不 等 式 (18) 得 知 对 在 H, 中 收敛 于 aCe) 的 序列 n, EL, A 
《21) 的 右边 的 极限 存在 ,于 是 此 极限 仅 依赖 于 1e). 
等 式 (21) 对 每 个 1 仅 以 概率 为 1 确定 值 1,(w)， 可 以 利用 这 
个 事实 来 规定 过 程 LOD 使 得 它 的 现实 以 概率 1 属于 Z, 
事实 上 ， 设 (DERe。 和 过 程 wo 在 H, 中 收敛 于 1). 
由 等 式 (18) 得 知 存在 整数 序列 mu; 使 得 如 果 


A, 一 {sup [ Ta du 一 í lagn dEl > Ah 
那 未 PC) < 2-t。 但 这 时 事件 E = 门 Q 4, BRER P(E) 
n=1 ¿=m 
= limP (U A)< im S) P(A,) = 0. 
f — Á =n f —= n 


mo EE 那 末 对 某 个 v, œ% U Ars 于 是 sup 
k=" t 





í m n — 
Pa. a| < 去 p Vk >. 因此 ， anf Isdn + 2 人 Mazy du 


— [aaa] 以 概率 1 按 rr > 0) B E GRRR 1 
右 连续 并 有 左 极限 ， 这 因为 随机 积分 La) ARMER, 当 
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Bh aC) 连续 ,由 于 同样 的 见解 ,所 考虑 的 级 数 之 和 对 所 有 + > 
0 连续 。 于 是 对 任意 过 程 1° )E€ HAS, pp} 可 定义 过 程 La), 
1> 1， 使 得 它 的 现实 以 概率 1 属于 多 ,而 当 蔷 wxw(，) 连续 时 ， 
它 的 现实 是 以 概率 1 连续 ,此 外 对 在 拓扑 H, 收敛 于 nC) 的 任 
意 序列 7,(，) ELAS e) 和 任意 固定 的 z > 0, 式 (21) 成 立 ， 

定义 ”对 每 合计 > 0 我 们 将 满足 式 (21) 且 其 样本 函数 属于 
2 的 随机 过 程 

La) 一 EOC 


称 为 随机 积分 ,其 中 pC，)€ A MnC ) € H,(S,, z). 

当 / 是 连续 款 时 , 可 以 假定 过 程 LC) 的 现实 以 概率 1 对 所 
有 :í2 0 是 连续 的 ， 

定理 2 如 果 aÇ )€ H, 及 pj(，)€ HM;， 那 未 随机 积分 
LC) 在 存 并 且 具 有 如 下 性 质 : 

D 过 程 a) 适应 于 o- 代 数 流 {3,,z > 0}, LA n€ S, BË 
末 新 的 积分 定义 和 前 面 给 出 的 定义 相 一 致 ， 

2) LCa) 是 关于 ?的 线性 泛 函 ， 

3) 对 任意 函数 Ç) € H, 不 等 式 (18) 成 立 ， 

4) 在 半 开 区 间 [0,， co) 上 过 程 La) 的 样本 函数 以 概率 1 有 
F. 

5) 如 果 z 是 S$,- 随 机 时 间 且 当 + 之 + 时 n, 一 ns 那 末 对 所 
# <+ 以 概率 1 有 L) = Im). 

6) 过 程 LO) 是 有 连续 特征 


CORA | ps ay, 


的 关于 o- 代 数 流 {3,,: 之 0} 的 局 部 平方 可 积 款 , 
7) 如 果 n € H,( Bs $,} NH,{ His S), Ki € MF} ,i — 1, 
2， 那 末 l 


| nadu + =) 一 j. nd p 十 | nd trs 
8) WR ç 是 S, -BEPLEIT pr(t) 一 paNT), HK 
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f nG NEDALA) = |” Waas), 


其 中 nO = aG 3 r<, nG) = 0 54 ; > r, 

证 。 结 论 1) 由 关系 式 (21) 直 接 得 出 。2) 是 显然 的 ，3) 容易 
由 引 理 2 得 到 ,而 8) 可 由 引 理 1 利用 取 极 限 的 方法 得 到 。 

因为 


P fsup IL m)l > c} <+ P {| naun) >N}, 

















所 以 ， P{sup Z,a) = co] = 0。 于 是 4) 得 证 ， 

REIKI). E yC. JEL, MA 

Ell, aCn,) — I, (ma) |° 
= E [~ lmls) — mks) Pd a, py, = 0, 

即 是 以 概率 1 对 每 个 ; 有 Lad Lakn) = 0, 但 由 过 程 
La) 的 样本 函数 的 右 连续 性 得 知 此 等 式 以 概率 1 对 所 有 + 之 0 
成 立 ， 现 在 考虑 一 般 情形 。 

设 rw = inf {min| alata, u) > AN ,如 果 在 大 括 弧 中 的 集 
合 不 空 ; rw 一 co ， 在 相反 情形 。 又 当 rr faro = ya) H 
3 ;2> r B] PG) = 0. 这 时 Ce EL 且 当 和 一 co 时 以 概 
3 138 zw 一 co。 此 外 ,以 概率 1 

r Cn; — n Yadus a? = l nd u, > — 0, 

因此 由 不 等 式 (18) 得 , 当 N -> co 时 依 概率 supl IC) — Cr) 
一 0. 如 上 面 所 指出 的 , 对 所 有 :=< r, LOr) 一 六 CCmodP). 
当 N 一 co 时 令 此 等 式 趋 于 极限 ,就 得 所 需 的 证 朋 ， 

余下 要 证 明 结 论 6), ix 

Ty 一 inf f: :| ndla, > > n}, 
而 w(t) 如 上 述 所 定义 。 这 时 Meee. H DRAH =< z hf 
LCa) = ICa"), HU EH 
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E|1, | (n) — Lyla) l 
Niy 
-E [í (Yd a, > = 0 


得 知 当 > rw 时 Ln’ /一 1x*)， 因 此 ,对 所 有 +> 0 
Linya) = I Èn”). (22) 


另 一 方面 ,由 于 人 wdk psx) 的 有 限 狂 (CmodP)， LO") EA 


B N 一 oo 时 rw 一 oo。 这 证 明了 Lo) 是 局 部 平方 可 积 贺 
及 所 给 出 的 序列 rw 导出 a). 
此 外 ， 
IEC) Tn Dny = (10483, 10052, 


一 r dlu, 7。 
推论 1 如 果 n, e€ H, 和 
P-lim N (m — an) dt, p> = 0, 
那 末 当 n— co 时 
P {sup [na | mdu| > |>, (23) 
推论 2 ”如果 x. )€ H,, i= 1,2， 那 末 过 程 LO) 的 互 





特征 
(IG, 10), RG KOLO 
推论 3 设 = € AG = 1,2), m € HAS, m} N HAS, m) 
及 1l) = | ndei, MH 
(Ima), IG), = | mm pr a) E, 


关于 局 部 平方 可 积 软 的 积分 ”再 进一步 扩充 随机 积分 的 概 
念 。 就 是 假设 上 是 有 连续 特征 的 局 部 平方 可 积 蒜 。 此 过 程 类 以 
LM, 或 1.N :3,,1 20) 记 之 .联系 于 过 程 p 《 1. ;, 更 确切 地 
说 ,联系 于 它 的 特征 的 空间 HS, p} 的 定义 将 不 需要 任何 改变 . 
设 z, 是 完全 导出 2 的 某 个 随机 时 间 序 列 , 及 u) = GAT). 
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如 上 所 知 ($1， 定理 19), Chno nye = (e, HiNT ne 设 
10 = | ns Nra) malas), 
由 定理 2 之 5) 得 知 , 当 # > n 时 
LD — 1 = 人 mpd) = 0, Ñ t< ta 
因此 ,从 某 个 n= m = nlo) 开始 ，1,() 以 概率 1 相等 。 令 
1O = | aulas) = im] CND), C25) 
0 定义 .0 

不 难 相信 ，1(:) 不 依赖 于 序列 +。 的 选取 ， 

定义 ”极限 (25) 称 为 随机 积分 ( 按 局 部 平方 可 积 献 &)， 

引 理 3 按 过 程 aCA, 的 随机 积分 具有 在 定理 2 中 
建立 的 全 部 性 质 。 

证 。 事 实 上 ,性质 D,2),3),5),7) 和 8) 对 LO 成 立 ,而 对 
# o, IGO) 5 1:0) 从 某 个 n= nlo) 开始 相等 。 因 此 Ka 
也 有 这 些 性 质 , 

容易 得 到 不 等 式 (18)， 如 果 将 该 式 应 用 于 著 ¿(O 一 pCi 人 
r,) 的 积分 ,然后 令 一 co 取 极限 。 为 证 明 IG) 是 局 部 平方 可 
积 靳 ,引进 随机 时 间 


a, = inf f: | m'd( x, p) > nl, 
设 r, Æ 4 的 完全 导出 随机 时 间 序 列 。 令 r, = o, 八 tr,。 由 定理 


2 得 IGAT) 是 平方 可 积 蒜 , 且 显 然 以 概率 1 有 r, 一 o, 
定理 3 设 pC ) € lH, 中 ) € R,(S,, u), 


AD = | a pa). 
这 时 ，24(， ELM, Hš š( ° ) EHLS,,4), 则 
[te Ken = | (90 wd9， C0) 


证 ， 在 cO) 是 分 段 常数 的 函数 时 , 式 (26) 的 验证 是 不 足 道 
的 。 如 果 O) E HS4) 中 的 任意 过 程 ，5,《。) 5, H 
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Pim |“ G — talana) = 0, 
BX 
[f Sap = P- tim (tda = P- tim [ACOE (ds), 
另 一 方面 
| OEO — OOVA ps ny, 
一 GD — HOOP) ps py, 


一 N Eal) — t( O24011, — 0 
REKKA. FE 
P-im | aE AUD = | AOE) wd9， 
因此 证 明了 等 式 (26) 对 每 个 + 以 概率 1 成 立 。 由 等 式 两 边 的 
过 程 的 右 连续 性 得 知 对 所 有 : 它 以 概率 1 RY. 
向 量 随 机 积分 “我 们 研究 向 量 过 程 al) = Cu a), we, 
。… et))， 其 中 各 分 量 pte) € MN UM, . .) Ck = ], 2, 


seem), 我 们 约定 记 为 KEMU --:)ə HER KO 为 
向 量 平方 可 积 ( 局 部 平方 可 积 ) 扶 ， 


设 (O) 是 纯 量 过 程 和 4(，) € SI H,(S,, wn). 应当 将 积 


k= 1 


分 
L= | nC) GO 


理解 为 有 分 量 | Ond) 的 向 量 过 程 . 

引进 以 《pt, pi》 为 元 素 的 矩阵 《jx，p》;， 并 称 它 为 向 量 过 
程 aCe) HIRIE K. ERE Ag, > _ (Bs titas 一 Çu, K, 是 
非 负 定 的 ， 

事实 上 ,对 任意 数 Zis’ t'am 
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* & * 
S) zat, y = ACD nt, Diart), >, 
k=1 k=1 


k.jm=1 

特征 分 量 连续 的 过 程 类 mb € Z, Z) 22 AAU. 
因为 由 两 个 局 部 款 的 特征 的 连续 性 得 到 它 的 互 特征 的 连续 性 (51 
定理 20 的 推论 ) ,所 以 如 果 KELA, MEAR <t, pi 以 概 
率 1 连续 。 

我 们 指出 ， 具 有 独立 增 量 的 向 量 平方 可 积 扶 的 特征 矩阵 形 为 

Cu, p) = Ep) pn* (tt), 
且 是 非 随 机 函数 ， 特 别 , 闫 - 维 Wiener 过 程 是 有 独立 增 量 且 其 样 
本 函数 以 概率 1 连续 ， 而 且 分 量 是 独立 的 向 量 平方 可 积 黑 。 它 的 
RIER Www 一 l, Eh I 是 单位 矩阵 , 

按 鞭 测度 的 随机 积分 。 上段 所 考虑 的 随机 积分 是 按 实 变数 : 
进行 。 今 后 需要 在 多 维 空间 按 随 机 测度 积分 。 这 时 应 当 将 定义 积 
分 时 起 不 同 作用 的 时 间 和 空间 两 变 元 区 分 开除 此 之 外 ， 下 面 所 
进行 的 构造 和 前 面 类 似 。 

设 {3,,: > 0) 是 基本 概率 空间 {8,6,P} 中 国定 的 c- 代 数 
mk, (U.W) 是 某 个 可 测 空间 ,加 是 生成 o 代数 MG 一 o{W}) 的 
半 环 。 

定义 ”具有 如 下 人 性质 的 随机 函数 aC, A), t€ [0, co), 
AEW, RARE: | 

1) 当 国 定 AEM 时 ，p(1,4) 是 样本 函数 属于 多 的 平方 
可 积 S- MAE e, eG.) 是 u 上 的 可 加 遂 数 ; 

nG. AUB) 一 ult, A) + u: B), CA B = Ø,4A,B € 11); 

2) WR ANB = Ø, KER aG, Ault, B) EPK 

E{ a (Ar, A) u(Ar, B) SS = 0, 


其 中 alar, C) = aCi + Ar, C) 一 At C)。 

以 =G,A) 表示 轨 a0, A) 的 特征 ,由 DEA ANB = @ 
有 时, 拷 aG, AUB) = uG, A) + uG, B) 的 特征 等 于 rQ, A) 十 
x(t, B). Aik, ANB = Ø, Wj xC, AU B) = x= G, A)+ 
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xhet, B), BHED trl, A) 是 Y, 上 的 可 加 函数 ， 还 假定 下 
条 件 成 立 : 

3) Ë ut:4) 的 特征 G,A) 可 以 这 样 定义 : 对 每 个 :1 它 
以 概率 1 是 4 上 的 测度 ,而 当 固定 4 € MU 时 ,是 变量 z 的 单调 不 
减 连续 函数 ， 

由 2) 得 ,对 中 任意 的 4 和 B, 拷 kz A) 和 p(t,B8) 的 
互 特征 等 于 rG,ANB). 
E{pg(At,A) nCA1,B)IS} = E{x(A1,ANMNB)|S,), 

定义 ”随机 函数 aG 4) 称 为 局 部 鞭 测 度 ,如 果 存 在 多 , 随 
机 时 间 的 单调 不 减 序列 rs， 使 得 imr, 一 co H mANAr，4)， 
# 一 1,2,-..， 是 蒜 测 度 ( 对 于 流 (S,A tat 2 0})。 

WA $1 定理 19 一 样 ， 不 难 验 证 ， 局 部 软 测 度 有 唯一 的 特征 
a(t, 4)， 且 此 特征 以 概率 1 是 变量 上 的 单调 不 减 连续 函数 ， 和 当 
国定 上 时 是 ú 上 的 测度 ， 

以 6, (%, x u) 表示 在 形 如 A x A, (A = (a, b], AEW) 
的 集合 的 半 环 上 以 概率 1 有 界 并 适应 于 流 {3,, (2 0} 的 所 有 
简单 函数 类 。 因此 ， p E LiT, x lb], 当 且 仅 当 


plr,u) 一 Z Titanas), 
其 中 A, = rab LAL :-: < nA 61, 县 z, 是 以 概率 
1 有 界 的 3,_, 可 测 随机 变量 , rl < C, k= l,e, n(mod P), 
C 是 非 随机 常数 ， 
设 ` 
Ko) = | | oC), du) 


= Y Az dA 
=> ke 人 k? k)» 


1e) = Ef p(s,u) uds,du) 


= J), XonCs ps nndss du) t > 0, 
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其 中 zeal) EFRA (0, z] 的 示 性 函数 ， 我 们 称 ip》 和 
1.(w) 为 按 攀 (局 部 款 ) 测 度 的 随机 积分 ， 
现 给 出 所 引进 的 积分 的 一 系列 性 质 。 设 % RRE pp 和 

e, ELIT x W}. 

1) 如 果 7; 是 S, 可 测 且 以 概率 1 有 界 的 随机 变量 (i 一 1, 
2)， 那 末 

Krip + rp) = TP) + TIo), 
2) EIC) S} = 0, 
E{1(p C8) = E [| | ¿Co dam) |S, |. 


特别 是 ， 
EL 一 edF IS} 


=E T [pCs, u) -= gs u) rds, du)| S, L. 

3) 对 每 个 :> 0， 过 程 Co) 的 样本 函数 右 连 续 旦 有 左 极 
ER. 

4) 过 程 Lo) ER o- 代 数 流 {3,，+ 之 0} 的 平方 可 R A 
且 

E{(AIKp)71S = E [|| ws, ads, als, l, 
其 中 ALp) = Inalp)— Lo) HER Lo) A Io) 的 
互 特征 连续 及 等 于 
Cg) To)% = | ps eds, ds), (27) 

5) 设 pi(1, 人 ,i 一 1,2 是 两 个 鞍 测 度 ( 对 于 同一 的 o- 代 数 

H (S,,t 之 0}) 和 p; € Col = 1,2. 令 
x*(:, 及) = (ue, A), tale ,BOY,, 


Ii(9;) 一 í |, @ (s u) (ds, du), 


这 时 x* G, A, B) 可 以 表 为 在 Uxu 上 的 两 个 测度 之 差 (mod P), 
m AEW, BEW 时 是 有 限 的 , 且 
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CIC), P< 0:22, 一 [ Í|, gssu)p ss neds , du, dv). 
(28) 
函数 r*G, A,B) 称 为 两 个 黄 测 度 的 互 特征 ， 
6) 对 任意 N > 0,s > 0 


P {sop || | wlss elas, ds) 


oao 








> N} 
N ° 
< 六 +P i j Csr u)alds, du) > N}. (29) 

E 3EEERRRS EBR ZE 2 Ek AAAA RE. 

我 们 来 推广 随机 积分 的 定义 至 更 广泛 的 随机 函数 类 p(i,w)。 

首先 , 令 2* 表示 在 空间 (0,oo) X U x Q 上 形 为 (a, b] 
X4Xx3S, H Kacb <o, AE, S€ $, 的 集合 所 成 的 
半 环 。 在 此 半 环 统 * 上 定义 测度 P* 

P*((a,b] x A x S) = Ex,[=(ë, A) — z(a, A)], 

其 中 x, RAE S S 的 示 性 函数 。 以 S* 表示 由 半 环 2* 所 产生 
的 o- 代 数 ,于 是 P* 可 唯一 地 扩张 至 T 上 并 记 E 为 3* 关 于 
该 测度 的 完备 化 .其 次 , 对 任 一 在 负 和 -可 测 函 数 pou = pk, 
whyw0) 有 


NB gz, a )P*( dr , du; do) 


v 


=E IEEE , du), 


现 引 入 随机 函数 olt, u) = p(t,u, 0) 的 空间 H; = H,(S,, > 
其 定义 方式 与 前 面 的 空间 H Æ. B H; 是 由 满足 


Í), 1eG 12 Cds, du) < co(modP) (30) 
的 全 体 Er- 可 测 函 数 oG a) 所 组 成 的 .对 每 一 函数 ou) EH; 
存在 序列 ws(rsx) € 9, 使 得 | 
P-lim | | lo) — oenl ade du) = 0. GD 
正如 以 前 所 做 的 一 样 ， 容 易 验 证 适应 于 流 (S, r> 0} Bx) 
? 75 ° 


所 有 + E; P 几乎 所 有 关于 + 左 连 续 的 任意 函数 oG u) 是 Sr- 
TWS. ARM G,A) 能 表 为 


z(t, A) 一 f Í prt,u)ds m(d;), 


其 中 mC) 是 4 上 的 测度 时 ， 则 适应 于 流 {S$,, > 0) LWE 
式 (30) 的 函数 oC: u) 必 属 于 Hi。 如 果 随 机 函数 列 psu) € Ht 
ERGO, pu) 在 H; hikák- pG). 
我 们 还 引入 空间 H; 的 子 空间 G, 该 子 空间 由 满足 附加 条 
件 
E f L le. uD]? (ds, du) < oo, Vi>0, 


的 函数 plz,w)& Hi 所 组 成 ， 我 们 预先 约定 , 称 序列 pnm l, 
2,-..,0, € 1, Æ €; 中 收敛 于 极限 p， 如 果 对 所 有 :> 0 


E |, jr) — o, u)|2z( ds, du) — 0, 4 n — œ tf. 


设 gp(z,z#) € H3 和 CA) # H; 中 收 伍 于 gG, u). 这 
时 序列 p,(zx) 在 H; 中 是 基本 列 , 即 


P- Im 人 Í, (Pa Csu) 一 Pa Lss) |l Cds, du) = 0, Vz > 0. 


Ajs JO 


由 随机 积分 性 质 6), 得 知 对 任意 : > 0, 随 机 变量 序列 Cpa) 
在 依 概 率 收敛 意义 下 是 基本 的 ， 而且 由 Z, 的 封闭 性 ， 得 知 可 
以 定义 P-limL((g,) = Ip) 并 使 过 程 Lp) 的 样本 函数 以 概 
率 1 属于 Di0, 0) MER aG, A) 对 每 个 4 以 概率 1 连续 , 则 
过 程 I gpg) 的 现实 对 所 有 + > 0 是 连续 的 (modP)， 

定义 ”样本 函数 以 概率 1 属于 2(0,co) 的 随机 过 程 


rw) = | f, eCard) 





= P-lim j. 人 p.(s,u)n (ds, du) 
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是 CT X U) 中 满足 条 件 (30) 的 任意 函数 列 ， 


9 7I6 eè 


由 以 前 所 论 及 的 事实 , 得 知 当 ul, A) € Hi; 时 对 每 个 
AEW, HE 以 p) 的 样本 函数 以 概率 1 属于 @[0,co), 

仿照 上 有 段 定理 的 证 明 , 可 证 明 下 述 定理 ， 

定理 4 如 果 p(1,4) 是 有 特征 rG, A) WRM, H plr 
u) € H;, HR 

1) 随机 积分 Cp) 存在 且 是 特征 为 


p), Kpy [| pss rds, du) 


的 局 部 平方 可 积 挝 ; 

2) WR ¿(= 1, 2) 是 等- 可 测 随 机 变量 ， pi E€ H:, 那 

末 
lL (cgit ep) = lp) + clp); 

3) 如 果 mG, AG = 1 2) 是 两 个 款 测 度 ( 对 于 同一 o- 代 数 
W) p) 是 按 测度 z, 的 积分 ，p; €H MRKA Cp) E 
I《 gz) 的 互 特 征 由 公式 (28) 给 出 ,其 中 =*G,A, B) EË uC, 
A) ukt, A) 的 互 特征 ， 

4) 对 任意 函数 p € Hi， 不 等 式 (29) 保 持 有 效 ， 

5) 对 任意 $3,- 随 机 时 间 ç, A 


[ Í, pssu) pds, du) == í [ps aass dn), (32) 

其 中 n (A) 一 nG Ar, A), p G u) = plru), H ; < B$, 
和 pz) = 0， 34. z > + l. 

W eG, A) 是 局 部 著 测 度 ，rt。 是 随机 时 间 的 单调 不 减 序 
Fj, lmr, 一 coCmodP) EWE n G, A) = ACE 人 rn A) EË 
(n = ],2,-- -). 以 x=(:, A) 表示 测度 pCt, A) 的 特征 并 令 xalts 
A)= aG Ar,, A). 

定义 ”样本 函数 以 概率 1 属于 2Z[0,co) HB. 

Ip) | ,pCmpldr, dn) 


ex P-lim |, |, p(s,u)n (ds, du) 


的 过 程 LC) KORDAME a, A) 的 随机 积分 ， 
定理 5 定理 4 的 全 部 结论 可 推广 至 按 局 部 款 的 随机 积分 。 
这 定理 的 证 明 类 似 于 引 理 3 的 证 明 , 故 略 去 ， 
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在 本 节 当 把 微分 理解 为 随机 积分 的 逆 运 算 时 ， 将 考虑 类 似 于 
复合 函数 的 微分 的 公式 及 其 推论 。， 所 得 到 的 结果 在 今后 起 着 重要 
EA. 

如 无 不 同 的 说 法 ， 将 假定 所 考虑 的 随机 过 程 是 定义 在 固定 的 
概率 空间 {0,6,P} 上 适应 于 给 定 的 o- 代 数 流 {3,,1 > 0}, SCS, 

连续 过 程 的 伊 其 公式 ”用 或 9%(3,) 表示 适应 于 {3,， 
1 之 0} 且 可 表 为 两 个 单调 不 减 右 连续 过 程 之 差 的 随机 过 程 =G), 
1 之 0 所 成 的 类 ， 而 go = %(S$,) 是 Y 的 子 类 , 它 由 可 表 为 
两 个 单调 不 减 过 程 之 差 的 过 程 所 组 成 ， 这 两 个 过 程 的 样本 函数 以 
概率 1 对 每 个 :之 0 连续 ， 

如 果 YO, r 之 0 是 任 一 关于 流 (9, > 0} 的 循序 可 测 过 
程 *, 且 其 样本 函数 以 概率 1 在 每 个 有 限 区 间 上 有 界 ,而 e) EN, 


BERA | rG)460) 对 所 有 : > 0 以 概率 为 1 定义 为 关于 过 程 
YG) 5 ae) 的 样本 函数 的 通常 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 。 此 
外 ,过 程 ¿(O = OO 适应 于 -代数 流 $,， 同 时 样本 函数 


在 函数 aG 的 每 个 连续 点 上 上 以 概率 1 连续 ， 而 对 任意 : 右 连 
续 , 且 在 任意 区 间 [0,:] 上 有 有 界 变 差 。 设 

EC) = £, + oG) + pCt), 
其 中 5 是 So TWENDE, OEN 和 p(t) E11HV;。 按 定 





* 随机 过 程 r020 称 为 关于 流 {Fer} 循序 可 测 的 如 果 对 每 个 € LO, 
oo) r(t, w) 限于 [0，s]X9 时 为 BCO 5 )X 革 -可 测 的 ，BCL031]) R 
[0ss] 上 全 体 Bore 子 集 ， 一 一 译 者 注 


e 7 ` 


义 , 令 
fn sü) = | ro dalo) + | Ode), 
0 定义 0 a 
如 果 在 等 式 右边 的 两 个 积分 存在 ， 
如 果 G) 是 取 值 于 Re 的 过 程 , FG) — EO, EF(D), 
Y(t) 是 纯 量 随机 过 程 , 那 末 我 们 将 积分 f ICJAEC) 理解 为 有 分 


量 | OEG) k= 1,…，m 的 向 量 过 程 。 令 BG) 一 (二 
uti), eC) 一 Ca Ct), tte aCe), m (t) = Cp , u” C) 用 
¿ 表示 以 分 点 t == 0 < #, < ` < #, = £ HAERE [0,2] 的 
分 割 , 且 设 I 


lal = max G 一 t,i)» 
1<r< n 


AE, 一 ¿(:,) 一 Et) Aut, pi), 一 Cat, ly, — Cut, sa 
引 理 1 k g(t) 是 连续 过 程 ， 适 应 于 ($, 2 OY, X 
pt) € 1°, X 


P-im DY pl das oa), GD 


P-lim D glasag | pd < psp > C2) 
ral 0 


证 “只 要 对 一 维 过 程 5) — aC) e 1° 证 明 式 (1) 就 够 了 . 
记 及 LM 一 1 Ai 
设 pG) = Plta) 当 EC atl HER s> 0 可 找到 
3 一 so, e), 使 得 当 14| < a Mh, lp pll < s。 但 这 
时 
[LoD POTK pasa) < en n) 


和 由 $1 的 引 理 9 得 到 (1)， 现 来 证 明 式 (2)。 考 虑 一 维 情形 
EtCe) = so = = E(t) = Ct) + aCe) 
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就 够 了 ， 
首先 ， 


D pC (AE) 
= Siel, Xo, Y +2 5 plt, )Aa, An, 


+ > gG. (Ax, = S, + 28, + Sss 
rm 


且 以 概率 1 有 
DA 和 max|p(s)|Vi(a)max | Aa, | 一 0， 


其 中 Ce) 是 函数 a(s) 在 区 间 [0,?] 的 全 变 差 .其 次 
[S| < ,max| p(s)| I> (Ac, >; (An. 


< pse le(s) | (Vila)max| As, | y2 
x (> (An. , 


因为 依 概率 D) Caed Cus u) (81 定理 22), ORMER 
ISa) — 0. 
余下 要 证 明 
P- lim > pG, (An, = | pura) Q) 
选任 意 s > 0 和 区 间 [0,:] HRSS 1 使 得 
P {f topal) — pld a, u) > H < =. 


ik 1 ARERR 2 和 4。 欠 加 得 到 的 分 着, 而 S.S 及 % 是 对 
应 于 分 割 tt 及 4 的 等 式 (2') 左 边 的 和 ,显然 当 +。 固定 时 ,和 
S 5 8 彼此 相 异 不 多 于 有 限 个 数 的 被 加 项 ,其 中 每 项 以 概率 1 赵 
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s > < 
于 0， 于 是 当 12| 足够 小 时 P IS 一 S| > l< E, 


设 bp a BARAN A Ou = I), no k= 1,2, 
eom 是 分 割 1 的 点 G, = ty) B 
-5 PGi) > (Asx,Y. 
r=jk (1 


那 末 
P {|s— (vcdn, «| > 时 


P fis — s| > 2} 
> 5} +P Ie Lpa) 一 MOORE > J 
其 次 ,有 
s-s Dg) pd AA 


kat r= r; +! 


$* 一 f Puls dp sa) 





< ë 2) (Aa G))5 
其 中 3 一 max dTe — 9G9| 且 当 jad 一 0 时 以 概率 1 有 


i—i <42 


ó — 0, 
顾及 到 和 $) (AnG) RERBA TRAIRE Ial 
且 对 任意 1,P [is-s] > 三 | < S. BB, BT s1 定理 22, 
当 固定 1。 和 11 一 0 D.R E 
s= Qa, ay = D we) 


i 
x Í 3] [As GO — [Cas py 


7 本 天 一 ! 
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一 (ea 赴 一 0。 
因此 ,首先 选 定 合适 的 ,然后 找 so* 使 当 |4| < s, 时 
P {ls— [oan >e} < e. 


定理 1 (PRAK) É j(x)，x& A” EIKER A 
数 ， ate) e %*, nG) ELA, k= 1,- >° |, m, SÇ) = $ + aG2—+ 
mO a (0)= &(0)= 0。 那 末 | 


KED = KED + | D VEO 


+ +Í. > Vtvif(E( O) d at, a Ys (3) 
Ksj=l 


vt = Š vyivij = — Í 
G) Oxt ” f(x 8xk Əx ` 


证 。 先 假定 以 概率 工 有 EO] < c, Ah e 是 常数 。 此 时 不 
失 一 般 性 可 认为 f(x) 在 某 个 紧 集 之 外 为 0。 还 假定 f(x) 是 三 
次 连续 可 微 的 ， 这 时 


IEO — FEO = D UEG — IEG] 


- 5 Dv EE) — #2) 


ræi k=l 


十 > > VV CEG, 1) CEL,) 


r=t Roj=l 
— SC (EI) — Ei(1,1)) + S, 
其 中 
s= L > > Vtviç' EC Aa) 一 Et(z,..)) 


3] ZZ, Efi 
x (# G) — Ei) EE) — F G, 
r $2. 


(2) 是 位 于 连接 81,_1) 和 EG) 的 线段 上 的 点 ， 因 为 Had 的 
三 阶 偏 导数 一 致 有 界 , 所 以 存在 常数 C= Clo), (Ë 


S< Cmax|EG) — E) * 31 IEG) — EGD, 


且 由 于 过 程 KO 的 连续 性 与 81 定理 22, ZE L, 中 S— 0. 顾及 
函数 VIGO) 的 连续 性 和 引 理 1， 对 所 考虑 的 情形 得 公式 
G), 

现 设 f(x) 是 任意 二 次 连续 可 微 函 数 ， 这 时 可 构造 三 次 连续 
可 微 函数 的 序列 fj,(x) ,其 中 每 一 个 在 基 个 紧 集 之 外 等 于 0, 且 在 
S" WERE, 这 序列 连同 其 一 、 二 阶 偏 导数 一 致 收敛 于 
f(x) 和 对 应 的 导数 ， 应 用 公式 (3) 于 f(x)， 可 是 在 已 得 到 的 公 
式 中 , 当 w — co 时 ， 在 右边 我 们 能 将 极限 号 移 人 积分 号 内 。 因 此 
E IEO < ¿ 时 得 证 公式 (3)。 

在 一 般 情形 , 令 

rw = inf{#: EG) > N), 

anl) = aG Ar), pw) = uNe) ` 

Eno = Edat < N), En) 一 En T onlt) + pn lt), 
AR G) 适用 于 过 程 iyx(z)。 余 下 是 令 N 一 oo 取 极限 即 可 ， 首 
先 ， 顾及 到 对 所 有 :2> 0 以 概率 1 有 Eyl) — EU, TEN(CD) 一 
CEC). 

其 次 ,对 任意 连续 函数 g(x)，5(:) 及 有 界 变 差 函数 aÇ, 


| em day 一 [7 g(t) da 一 | gd N— co, | 


最 后 ,对 同样 的 g(x) 和 EO, 因为 局 部 摧 | Edn 连续 ， 所 
以 ,以 概率 1 有 
| epDaen = 人 ”ed 一 | edu, 


这 就 证 明 对 于 过 程 WO 的 公式 (3) 4N — co 村 可 以 趋向 极限 。 
定理 得 证 。 
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推论 1 如 果 /G z) 2 0, z€ R, ART 上 连续 可 徽 和 
关于 x 二 次 连续 可 微 , 那 末 
IG EG 一 FG, E) = (O + pO, (4) 
其 中 


ali) = f a (s, EC ds 


+ vCal 


十 二 > | Vivif(s, #(s))d pt, pies (5) 


kj=1 
pW = [i E VEGE apt), (e) 
t k= 


而 且 =G) ESE BOELA", 

当 fli,x) 按 G) 二 次 连续 可 微 时 ,上 列 公 式 直 接 由 (3) 得 
到 ， 如 果 考 虑 最 后 一 分 量 是 t e í € %* 的 (1w 十 1)- 维 随机 过 
程 aG) = (80D),?)， 而 erte == 0， 顾 及 到 公式 (4) 一 (6) 的 结 
梅 , 和 满足 推论 条 件 的 任意 函数 f(:,x) 可 用 在 10,co) x Z” BJ 
任意 紧 集 上 一 致 收敛 于 fG,x) 且 按 (1,x) 二 次 连续 可 微 的 函数 
f.G.z) 逼近 这 一 事实 ， 看 出 公式 (4) 一 (6) 在 推论 所 陈述 的 条 件 
下 成 立 。 

推论 2 如果 wa) = {w t), e wra m -tE Wiener 过 
Ë, JG) 是 二 次 连续 可 微 函 数 , 则 


HD) = To) 十 二 | Af (EC)) ds 





+ | IEO dw), 0) 
其 中 
-E Či, vf fv 
Af 2 Taro” vi VFV V"). 
随机 微分 设 
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alt) = (G), a) 
BLE) 一 《AD  ' uG), 
A ESE, ph) ET °, k=l,  * m, 
如 果 对 每 个 íe [0,T] 以 概率 1, 有 


n) = nO) + | Cp, da) 十 | (0,40) 


= x@) + >; | prda) 
+E (Od), 
其 中 O EHS, pt) 及 PD 是 关于 (S,, 1> 0} 的 循序 


可 测 过 程 并 且 其 样本 函数 以 概率 1 是 有 界 的 ， 则 称 过 程 Ki) 有 
RAR GERD 


dn = Cp,da) + (h, da) = >) pt (e)doat G) 
k=1 


+ >; pidet), 
z€ [0,7'J, ii | 

显然 ， 有 连续 型 随机 微分 的 过 程 有 连续 修正 。 今 后 也 只 考虑 
过 程 mnt) 的 这 样 的 修正 ， 应 用 随机 微分 的 概念 ,定理 1 可 用 下 述 
形式 陈述 ; 

mE e), k = 1,2,12, m 有 随机 微分 d5t 一 dat + 
dut, HER JG.z)= fC, e, z") 按 + 连续 可 微 且 按 x 二 
次 连续 可 微 , 那 未 过 程 mo) = fe, 8( 东 ) 也 有 随机 微分 且 





dn fi, SO) dt + D VHG, EC) dat 


+ 了 >; VIVIE, EGY st, ly, 


tri=t 


+ >; Vif, EC dp = f,G £C) ds 


k=1 
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Í yx vivii, E 7 nk, iy, 


kajal 
+ x ALONG 

k=1 

由 此 得 
定理 2 如 时 Ea), k = 1,2,- m 有 随机 微分 dEt = dat + 

du? 和 SC) 一 CECE, EPO), 那 末 

KE + £) = at + aP, 

d( 182) 一 EdE + EdE + Ke'r ds 


ss ss 


sa s D7 一 Erdl u! p > 
+ > —= , 
2 


de buy mm ero 5 utdët 
k= 1 
1 


十 > eE 5 m uj d( uk, ¿Iy 
ka=1 


同时 对 4 (外 ) 的 公式 在 条 件 nG) > 3 > 0 下 适用 。 


如 果 依 次 地 将 定理 1 应 用 于 函数 Mi x; Xida29y s| een, Bb 


可 直接 得 到 所 要 的 公式 ， 
伊 蕨 公式 的 某 些 应 用 
定理 3 (Lévy E) Wale) = (pa "GO, L (0)= ` 
D, AGO € 1° Ti Cat, pym sut. IR pG) Em- Wiener 
证 。 应 用 伊 蔬 公 式 于 函数 (O = dru, RE 


"(D 一 CD 十 | (9) |. i 三 es) -4 z es]. 
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设 r. 是 导出 eO 的 随机 时 间 序 列 ， pt) = GA r) 
F; m T Arg’ 那 末 
7 人 rp 


nD = x,G) + EO 一生 (GD — EE "6)4g， 
2 E 


其 中 EO = i |” Ordu) = i | mC0)(wsdpr) 是 平方 可 积 
ATH {37 ,1 之 0})， 于 是 
IKO = Efr S} — nC) 一 E 
定义 2 


x E W MOLJE }. (8) 


设 JG) = E{nK?)13,}。 我 们 来 证 明 在 L, 中 JJO. R 
们 有 
El 一 JO < E|E(n,G) — nG 19711 
TEIE{|S?} — EnlS,} 
= Eln) — 10) + E |E(n] 9: 1 
— Eí(n]S,11. 
因为 WOLS 1, [nG] < 1 和 7.0) 一 aG) 以 概率 1 成立 ， 
所 以 当 noo 时 Eln CA — x(0]— 0, 现 证 明 S, = of3?， 


n 一 1, 2，.,..}。 取 任意 集合 AES. S, A= U (ant, 


>), Eh, w i£ :20, (An {r> DNA (z A <i) 
e%, RE, AN{r, > Ye Sr = 31. 由 此 得 4ec{fS7， 
s= 1, 2,---}, AM S, = of3?7 ,n= 1.2... y, BEARER 
《第 一 卷 第 二 章 $2 ,定理 4)， 以 概率 1 有 Eit|S;)— EtnlS,;y. 
FE, ElE{n|3:} — E{w13,}| 一 0。 因此 , 当 % 一 eo 时 下 yo 
— JG2 | — 0. 

类 似 可 证 ,在 L, 中 


ef oaos J {frowns 


» $7 * 


一 f J(6)d6。 
当 # — oo 时 , 式 (8) 取 极限 ,我 们 得 方程 
K= 5) — EE | oas, | (9) 


它 等 价 于 微分 方程 ro) 一 一 EÉ XXD, IO 一 nG), 由 这 方程 
得 


JG) = JCs) exp f- let G— 9). 


因此 
E{exp{ilu, eC) — p(s))}|3,} 


~ exp{— i G — D}. (10) 


(10) 式 表 明 ， 差 aG) 一 p(s) 是 独立 于 co- 代数 S, H 有 均 
值 为 0 ,方差 矩阵 为 uG 一 人) HERSH. 

定理 得 证 . 

设 pkz) 是 一 维 过 程 。 

定理 4 设 ael, pn) 一 0 HA o 时 以 概率 
1 有 al) 一 《psU7 — co, 令 

t= inf{sia(s) > t}, nlt) = ulr). (11) 

这 时 过 程 {nS > 0) 是 Wiener 过 程 。 

证 。 首 先 指 出 ,随机 时 间 rt， 导出 局 部 鞍 As(o)。 

事实 上 , 设 {fc,，2 一 1, 2，…'} 是 完全 导出 aC) 的 随机 
时 间 序 列 ， 过 程 uCo,A7z, 人 :之 0 是 平方 可 积 靳 。 当 wn 一 o 
时 ， 


El alo, NT) 一 (g, +, À Te) H 
= Ela lentin AT) — alo, Nr) 1—0, 


这 因为 以 概率 1 有 o ATD >al) 及 csAr <, 于 是 
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Ap(os 人 rm 和信 引 在 A, 中 收 伍 于 某 个 极限 . 

另 一 方面 ,以 概率 LA PCan Ar, A s)—>u(z,A s), AHE Ar 人 
JEM, 设 : 和 ?是 满足 :< 过: 过 NN 的 任意 值 。 这 时 ($1 定理 
6 的 推论 3) 

E([zG,) 一 aCe) PIS} 
= E{[ ulr Ar) 一 plr ATO FIS} 
= E{alr,) 一 alr) |S} = t — s, 
由 于 Lévy EE, e(r) 是 Wiener 过 程 。 
EARE 设 OEELA, pO) 一 0。 又 设 局 部 
ËR p(s) 的 特征 a) 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 , 且 
Cae) = | pb, p00. (12) 
引 理 2 ”如果 函数 pgG),t& [0,T1]， 以 概率 1 有 界 , 且 
lea) <ə re [0,T], : 
其 中 o 是 非 随机 的 , 那 末 eO 有 任意 阶 矩 ， 

证 ， 如 果 sup{flau(o| r < TY < n, & + 一 TT， 如 在 相反 情 
JÉ, r= int{r: lpQ)| 2 n r [0,T]}， 又 设 aG) = uGAT). 
因为 eO Sn, MA pi 有 各 阶 矩 。 此 外 ，wus(t) 是 鞍 . 应 
用 伊 葬 公式 于 ,Ct) 与 函数 f(x) 一 e*,a 二 0， 我 们 得 


eat mm 1 + A | e“? p (s) ds 
+ a| en Pdu, (8). 
因为 函数 en t) 以 概率 1 AR, 所 以 得 到 的 等 式 的 右边 最 后 
HER, 于 是 ， 
Eef” = ] + Z [ Ee (s) ds 


22 ft 
< + = | Ee ngs, 
0 


令 nr(D t ÉE | Eee, 由 后 一 关系 式 得 


* $9 0è 


rC) — ata _ 
z, Ct) < 2 3 zs(0) 1， 


Hk, nG) < e T, 4 n— oo 时 取 极限 并 利用 Fatou 引 理 ,可 
得 不 等 式 | 





atat 


Ee O < e 2 r (13) 


由 此 得 证 引 理 ， 
定理 5 如 果 pC) € L.Z°,# (0) 一 0 条件 (12) 成 立 和 对 某 
+ p>1, 


[Epa 一 co， 
那 未 Ele < co， 当 te [0,T1， 且 满足 
Bln? < Qe 一 Do | Epod KT, G 
证 ， 开 始 假定 pC < ,其 中 o 是 常数 。 这 时 ps) 有 任 





ENA, 
应 用 伊 芯 公 式 于 u0) 与 函数 f(x) = jal, 
我 们 得 
laI? = pp = 1) | lG) Cds 
+ 2p | aC aCe) 
及 


E| (91? = pl2p— D[ El eps 
g-i 
<z(22 一 D(| EleCDled ' 
x (| Epr(s) 中 (15) 


令 =G 一 | Elad, 我 们 可 重 写 所 得 的 不 等 式 为 
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ds < pl2p— D(| Epris), 


b 





z 
由 此 得 
z(t) < (2p — 1} O Eg”(s)ds) du” 


< [:(2p — 1)]? í Egp?(s)ds, 
由 所 得 的 不 等 式 连同 不 等 式 (15) 可 推导 出 不 等 式 (14)。 
现 转 至 一 般 情形 。 令 


Palt) = CPN n), Bl) = r @ z du( s); 





而 且 , 若 p(s) 一 6， 那 未 认为 g2 =o, 这 时 ， aC) 一 (D) 
是 特征 为 


(JLE - on fm ye 
的 局 部 平方 可 积 扶 ， 当 no m, MERI 此 特征 趋 于 0， 将 
Faou 引 理 应 用 于 不 等 式 | 
El anal? < pC2p— Dr] Eos, 


得 一 般 情形 时 的 不 等 式 (14》。 
利用 按 Wiener 测度 的 随机 积分 表示 计 如果 {ws)， =, 
:之 0} E. Wiener 过 程 ， 又 p) 是 适应 于 15,, 2 0} 的 过 
程 , 且 和 使 得 对 所 有 : 0 以 概率 1 有 
ol) = | p(s)ds < co, 





那 未 随机 积分 
KOL |. p (Dd s) (16) 


存在 且 是 特征 为 d) 的 连续 局 部 款 。 现 在 我 们 所 关心 的 是 什么 
时 候 局 部 款 允 许 表示 为 (16)。 
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定理 6 WR uli) € 1° HIE ls) 的 特征 als) 关于 


Lebesgue 测度 绝对 连续 ， 那 来 存在 Wiener 过 程 (cC, SP, ` 





; > 0}， 其 中 SC3Y， 使 得 过 程 aO 能 按 公式 (16) 表示 .如 
果 对 每 个 > 0, N> 0， 那 未 可 认为 对 每 个 :之 0，53, 一 
Fr, 
UE, FEBE: >0i p> 0. $ 
— da(s) 

Eo |. pC) ` 
因为 | PGG) =: < =, 所 以 这 积分 存在 , 且 过 程 LOE 
LAE) 的 特征 等 于 n HF Levy EM, L) 是 Wiener 过 
LEA 这 时 ¿ÇO 适应 于 co- 代 数 流 (%,,: > 0} E 


pCt) = f PLEC). 


因此 ,如 再 假定 对 每 个 上 > 0 有 pH) > 0， 则 定理 得 证 
我 们 转 至 一 般 情 形 。 定义 独立 于 c- 代 数 流 (S, :> 0) 的 
Wiener 过 程 w*(1),zt > 0， 为 此 ,必要 时 扩张 基本 概率 空间 (9, 
S, P), iZ nG) = uG) + ewt Hi SF 是 包含 和 和 
afwr(i s <] 的 最 小 代数。 不 难 验 证 ,过 程 pG), C) 和 
w*(z) 是 S-k, AEC 定理 17) 过 程 n. CGO) 的 特征 等 于 


Caan de = | C + ehas, 
“由 前 述 得 过 程 


i 1 
XO) | arr O 
是 Wiener 过 程 ， 
现 来 证 明 ， 当 8 ~> 0 时 ¿ G) 在 均 方 意义 收 剑 于 基 极 限 。 事 
m L, 


bG) — E G) = -| (yas 
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E * 
V p(s) + =) 人 
是 局 部 款 并 有 特征 
NI Ce? — s) (a) 
K PHEN ps)+e Vp) + 82 + 82 tay p(s) + s 7) 
rr TAR) wë 
积分 号 内 的 表达 式 不 超过 2， 且 当 s,s — 0 时 趋 于 0。 于是， 过 
Ë ¿GO — L.G) 的 特征 以 概率 1 rok F 0， 因此 对 每 个 1, 极限 
limz,G) = ¿GO 存在 .显然 ,对 过 程 is) 来 说 ,存在 标准 Wiener 
过 程 的 修正 ,而 我 们 保持 该 修正 有 同样 的 记号 。 另 一 方面 ， 


nC) = uG) + sÇ) = [va + eè dyl) 





一 V PA) + eè dtls) 


+ | VG + Ea) — $G, 
ik MCs) 和 Le) 表示 上 等 式 右边 部 分 的 随机 积分 。 由 52 
不 等 式 (18 ) 得 
P 一 lim], (e) = | ps)atls), 
其 次 ,顾及 (17) ,不 难 验证 局 部 款 1,(s) 的 特征 是 绝对 连续 , 它 的 
好 数 有 可 积 控制 函数 , 且 当 8 一 0 时 以 概率 1 趋 于 0， 因 此 , 当 s 
一 0 时 1,— 0, 所 以 ,我 们 得 
u(t) 一 f OLION 
类 似 的 结果 在 多 维 情形 也 成 立 。 
定理 7 设 ptQ) € l. (S,, 之 0} 及 过 程 pt) 的 特征 
atle) 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 ,二 1,…,m。 这 时 可 找到 
m-i Wiener 过 程 wC) = {w 0), e uG) 及 适应 于 {3}， 
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;之 0} 的 拭 阵 过 程 oG), Hh 525S,, 2 0， 使 得 
| G) 一 | gs)dwls). 
证 。 令 aG) = (uj, ly, 和 设 
AC) = et) 一 | goas, 
其 中 pk 之 0。 由 不 等 式 At S AcxtAof ,得 知 国 数 Ce) 
在 任意 有 限 区 间 上 以 概率 1 有 有 界 变 差 且 关于 Lebesgue 测度 绝 
对 连续 。 因 此 ,存在 函数 pte, E 
wtiCs) -| pti(s)ds, 
设 z, = 1 71， 是 任意 实数 。 这 时 过 程 
D aez 一 Ki x DAK) sa ) ads. 
- A ET 


k i= 


EH >; Kiz WEE FARRAR. TENER z, 及 几 
FRA s 


5 UCs erei > 0, 


,i=l : 
MEE oC) 一 {pC 对 几乎 所 有 :是非 负 定 。 
首先 假定 矩阵 B(s》 是 一 致 满 秩 的 , 即 


> gqši( syz, z; 之 8 > z,e > 0,V+ > 0, 


ksj=! i=1 
如 所 周知 ,正定 矩阵 p(s) TRH U*(s)D(s)UCs), HH UG) 是 
正 交 和 矩阵 ，U*(s) 是 UCG) EIJE, DO 是 有 对 角 线 元 Z 
ACs) 的 对 角形 矩阵 ,其 中 uC) 是 矩阵 OC) 的 特征 数 , 1 ( y> 
8, . 
S Ë oC) = UGD), Pe rh D 2 是 有 元 素 
dyly Cs) 的 对 角形 矩阵 ， 和 矩阵 oG) 的 元 素 Tul) AR 
于 s 和 wv 一致), 即 : 
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IO = |E AAM) < 2. 
7 一 "Á 8 
SMERE oC) 是 对 称 的 且 
o-oo a) 一 
其 中 工 是 单位 矩阵 
考虑 过 各 
tO) = | e wC(da(), 


正如 由 前 面 的 讨论 可 指出 的 ,所 定义 的 随机 积分 是 存在 的 (不 难 发 
M, vul) 是 关于 矩阵 ol) 的 元 素 puls) 的 Borel 函数 ). 这 
时 


>| ZOLO) 
-5 | rad p's ayri G) 
- Dre) = nu, 
由 Lévy 定理 《定理 3), 得 ¿GO Emn- Wiener 过 程 。 另 一 方 
面 ,由 于 $2 定理 3， 有 
| DAC) = | PAAA als) = aG, 
因此 ,在 附加 的 假设 下 定理 得 证 ， 
转 至 一 般 情形 ,证 明 类 似 于 定理 6. 设 wti m-i Wiener 
过 程 ， 它 独立 于 (S, :> 0) 而 Sf 是 由 ,及 随机 变量 族 


{w*(s),s < r) 所 生成 的 -代数 ， 令 wo = uC) + ew*(:), S 
B, wO) € I (Sr: > 0) 而 


Ct i) = (X | ru(s)dpi(s), 


ñ . . t . 
(mismiy = Cpt, niy, + reta; = Í pti(s)ds, 


矩阵 DG) = {pC} 也 是 一 致 满 秩 的 , 即 
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> p(s )zizi Z e > zk 
E 出 于 前 面 的 证 明 ， 

nD = | oA), 
其 中 g) 是 2- 维 Wiener 过 程 ,此 时 


Ct) 一 KOTO _ | Di 2s)d pl) 


+s Í Dr do*( r), 

我 们 来 验证 过 程 5,(:) 对 每 个 在 均 方 意义 下 收敛 于 某 极限 
tO). 显然 ,过 程 TO 也 是 Wiener 过 程 。 只 要 验证 当 * — 0 时 
C) 满足 Cauchy 条 件 就 够 了 。 设 

ED — CD DD 10), ` 
其 中 
nD = |CO) — ORAC), 


LO = í CEOs) — EOC ydw*Cs). 
仍然 设 oC) = U*Cs)DCUCs)， 其 中 UG) 是 正 交 矩阵 ，D(Cs) 
ENAWE, HERE 8yil) tl) > 0, 

这 时 arC) = U*()Di( UG) 及 Di(s) 是 元 素 为 dy 
CEFO 的 对 角形 矩阵 。 局 部 拷 ICG) 的 特征 矩阵 有 如 下 
形式 ; 

Chis n)» = | COG) — PAGOD) 
一 @7'2(  ))ds, 
因为 ODs) = U*()D1GDDZCOUC O, BiA 
CD) = | u*GyOicopsCo 
l 一 DD YUC ds 


= | U*G)DX:)UCs)ds, 
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其 中 DCO) 是 对 角形 矩阵 , 它 有 元 素 
s, ( 1s) 11⁄( 6) y _ 
a/a? + 1;(s) VB 1; (s) 
a(s Xe? — eY 
KE + OE? + CAAA e + LG) + Ve? + OF 
由 所 求 出 的 表达 式 直接 见 到 ， 局 部 拷 LO 的 特征 和 矩阵 的 导 
数 一 致 有 界 且 当 s, #— 0 时 趋 于 0， 因 此 对 所 有 * > 0 以 概率 
1, <LL) — 0, 
其 次 ,局 部 款 fo 的 特征 矩阵 有 下 形式 : 


(Qy = | eOr) — e's) Tds, 


而 且 sC) = U*(s)D UCs), MEE DC) 的 元 素 等 于 
Buje(s: 十 4X(:)) 72， 因此 是 一 致 有 界 的 且 当 。 一 0 时 趋 于 0. 

因而 证 明了 :对 每 个 >0 当 ss 一 0 时 , Elg G@ 一 
?| 一 0 和 极限 imi = LG) FE. 

TH TO 将 表示 对 应 过 程 的 连续 修正 。 

余下 要 证 明 


P 一 limy G) 一 | Ds) dts), 








我 们 有 | | 
nO = | OC) ORAK TOO) 


= 1,G2 + LCt). 
显然 当 。 一 0 时 依 概率 LO | PAYG). B-m, BB 
面 已 得 到 C6(t) — ¿GO 的 特征 的 表达 式 不 难 见 到 , KRR La) 
的 特征 矩阵 形 为 
UCA + DUC Yds, 
其 中 1 是 单位 矩阵 ,而 DO) 是 元 素 为 
EA 
WV FOLLETTO 
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的 对 角形 和 矩阵 ，%(s) 是 集合 (st (C 一 0} 的 示 性 函数 ， 内 此 ， 
P 一 limhG) = 0,Vv: > 10。 


定理 得 证 。 

注 。 当 函数 p(s) > 0,s> 0 或 对 应 地 矩阵 PC) 一 致 满 秩 
时 ， 在 定理 6 和 7 中 构造 的 Wiener 过 程 适 应 于 流 {S, > 0}. 
特别 ， 如 果 ?= oul), < rk, Si= oli), s< 1, BR 
在 上 面 提 到 的 条 件 下 

$+ = S, (18) 

如 果 这 条 件 不 成 立 , 那 末 在 定理 6 和 7 电 仅 仅 下 述 结 论 得 到 证 明 : 
可 构造 新 的 概率 空间 (Q+, e*, P) 及 定义 在 其 上 的 适应 于 
{$,, 1> 0} 的 过 程 e't) pC), r 2 0, Hp ¿GO 是 Wie- 
ner 过 程 ， pw'(z) 是 随机 等 价 于 《在 广义 下 ) 过 程 p(s) 的 局 部 
Bk , (E13 


KCO = | BECS), 
推论 ”如 果 向 量 局 部 缺 ELAn 有 元 素 是 
《pt pi 一 gauss))ds 
的 特征 矩阵 ,其 中 ol) = {ou} 是 非 随机 非 负 定 Borel A 


HRE, SG 是 适应 于 (S$, 二 0) 的 将 机 过 程 ， 那 示 过程 C) 
能 表 为 


nt = | E BEDA), 
jmi 


H wle) = (6100, -, w”) 是 Wiener 过 程 ， 而 5(x) 一 
{bkx)} EIEREN, bla) = ol). 

局 部 平方 可 积 款 分 解 为 连续 与 间断 分 量 . 设 E = (FG), 
e(O}, 120, REAT o- 代 数 流 {S 之 0) 的 rw- 维 局 
部 平方 可 积 黄 ,而 且 o- 代 数 S, 包含 9 的 概率 为 0 的 子 集 ， 在 本 
BREMIE ¿GO 的 分 解 式 

EC) == ECE) + AOF 
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其 中 5(Oe 1.Z; 且 对 任意 连续 局 部 蒜 e), 乘积 9(2)5(2)(j 一 
lees m) 是 局 部 平方 可 积 扶 。 按 前 述 的 方法 ， 我 们 限于 考虑 有 
连续 特征 的 平方 可 积 (局 部 平方 可 积 ) 8. 首先 研究 过 程 
(O) € CI， 然后 将 所 得 到 的 结果 推广 至 过 程 ED € 1.%&;, 

于 是 ， 设 EG € .AAAXS : 2 0)， 以 98 表示 在 R” HR 
闭 包 不 包含 点 0 的 Borel 集合 类 ， 且 设 xz 4) 是 函数 EC) 在 
区 间 (0,:] 上 其 既 跃 值 落 在 集合 4 中 的 跳跃 数目 , 其 中 4€ 9. 
因为 过 程 8Cz) 的 样本 函数 以 概率 1 属于 22=[0, co)， 所 以 过 程 
x(r, A) 以 概率 1 对 所 有 0,46e B87 有 定义 。 我 们 来 完成 它 在 
整个 8 上 的 定义 ,如 果 Elw) S DB"[0, 0 ), Si, A) = 0. 显 
然 , 过 程 >G, A), AEB 是 适应 于 o 代数 流 (9,,: > 0}， 它 的 
样本 函数 是 非 负 的 ,单调 不 减 的 , 取 整 数值 及 右 连 续 的 ， 

考虑 区 机 时 间 序 列 8 一 m 委 mi 委 … 委 rr 一 < 魏 了 并 令 


¿= max |T} — Til. 
kien t k-i 


因为 
OP< im D? er) — sr ) (modP), 
TOET 人 一 0 大 一 1 
其 中 
BEC) = ECs) — EC — 1), 
所 以 


E{ >] JECO Se } < ELE) — (IS, C19) 


idé(s) >e 
OLIT 
且 落 AC(|I=l : EJ 之 E}, 那 末 以 概率 1, 有 
E{y(r, 4) — xo, A)| S} < JE{IEC) 


— gCo)? ISe} = z E(a(z) — ala) Fe} < oo, 


其 中 


° 99 » 


olz) = 5 (at, ut 
k=1 


特别 是 ,过 程 >G, À) 当 4€ 3? 时 是 可 积 的 ， 且 因为 函数 
nG 连续 ,过 程 v(:,4》 是 正则 的 , 即 是 , 对 任意 单调 不 减 随机 时 
间 序 列 Trn m= 1,2,:: CG, < T ,limr, = r), 

limEy(r,,A) = Ex(r, A). 

用 通常 的 方法 按 函 数 -"(*，4) 可 构造 测度 。 为 此 目的 ， 令 
xA X A) = x(A, A) = xG: t Ar, A) — x(:, A). 函数 以 AX 
A) 在 半 环 T x 387 的 集合 上 是 可 加 的 ， 其 中 š, 是 形 为 A = 
(t,t + Az] 的 区 间 所 成 的 半 环 。 它 可 以 开拓 为 空间 [0, co) x %&” 
上 的 Borel 集合 的 o- 代 数 上 的 测度 。 

对 任意 Borel 非 负 函数 (Csu), WRA 


| | f yy(as,au) 
有 定义 ,而 且 | 
|. |. Ks, ujo{ds, du) = | > KOD, ao 


及 等 式 (20) 右 边 的 和 包含 不 超过 可 列 个 被 加 项 。 
令 sru) 一 lul, RTIA 


| a uada — 3) ERO 


€ (1,t+ At) 


因为 不 等 式 (19), 所 以 得 
E Im wl A,du)|S,} 
< E(|šG + At — #80113,}, 
E | lul(A,du) < EIEC + Ar) 
— EG) < co, 


除 联系 于 过 程 O 外 ,我 们 考虑 有 如 下 性 质 的 任意 随机 测度 : 
1) 函数 x《:,4) 定义 在 [0, V) XB" 上 ，, 取 非 负 整数 值 且 对 
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EE e> 0,T > 0,Ex>(T,g2"NS,)< 09， 其 中 5。 E. 2A” rBn>Ë 
径 为 8 中心 在 0 点 的 球 ; 
2) 在 固定 hf, >G, A) 是 3.- 可 测 的 ,而 当 固 定 4 时 作为 
变量 z 的 函数 时 它 是 单调 不 减 的 ; 
3) 对 任意 单调 不 减 随 机 时 间 序 列 rC imr, = + < T) 
lHmEx(r,, A) = Ey(r ,A). 


[0,00) X Z” 的 Borel RAI RAE, HEA S(A x 4) 一 
py(1 十 A1，A) 一 y(t,A), 其 中 A = (z, z + Ai ,所 定义 的 测度 
v(e) 仍 保持 这 名 称 ， 当 国定 4 时 函数 G,A), t 2 0 是 正则 S- 
Fë AF Meyer 定理 ($1 定理 13),x(;, A) 有 而 且 是 唯一 的 表 
ER 
Ct, A) = pCi, A) 十 zt, A), 
其 中 zG.,A) 是 连续 单调 不 减 可 积 过 程 , 而 Ha, A) ER, 
我 们 指出 a, AELA 事实 上 , 令 
r, = inffi: (lt, A) E n U(z=G , A) aU = T)}, 
Gr. A) = IE NTa A) æ, G,A) = =G Ar,,A5. 
n (r, A) = s(tAr,,A). 
这 时 CAS n, mG, A) < n K {pat, A < n. 
Wos aG, AJEL n 
现 来 验证 过 程 x(:，A) 的 特征 是 =G, 4). 我 们 从 验证 
uia, A) 是 正则 下 款 开 始 . 
事实 上 , 设 r, 是 单调 不 减 随 机 时 间 序 列 ，limc =r < T, 
palt) = Uni A) Vlt) = yetd)， 
xlt) = xmlt, A). 
那 末 
ECpuskr ) 一 pxCT')) < 2nEÉE[(> (r) 一 v(t) 
+ E(z.(z') — z <€ ri))1. 
由 于 函数 ral) 的 连续 性 和 一 致 可 积 性 , 当 n 一 co 时 , E(x,(z'2 
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=ar) 一 0， 正 如 前 面 所 指出 的 ，EC>xs(r ) 一 relr) -> 0. 
Wk, Eaki Exit (z). BH #3GO 是 正则 下 载 ， 

出 $1 定理 13 重新 推 得 蒜 u GO 的 特征 是 连续 的 。 以 arl) 
表示 它 。 为 证 明 等 式 e0) 一 z. (D, 我 们 利用 $1 定理 21, 据 此 


as) = lim YE{AwCelsa] 


在 L, hiie, Eh Oene < ry = t, Agt) = 
PEATE) 一 HOP Jal max(ts+ 一 ti)» 我 们 有 


E 





> 下 { 和 xs 和 (AD 于 一 xlt) | 
<E > EA ni) — An, a) Sa | 


+E 





5 Efan) Sy} 一 rl) 





由 于 rO 的 定义 及 $1 定理 21 所 得 到 的 不 等 式 右边 的 第 
二 个 被 加 项 趋 于 0 ， 至 于 第 一 个 被 加 项 可 估计 如 下 : 


E 





> El(Az1GO— Arala) Sn} | 
< > EJ [Anal] — Arsal 
<E > [ApeC10)7 — Arela) 
一 Arlt Ank) + Arl 21 


<E [E Ardy — AsGO 


+ 2max Axali) + KODI 


fr FA EMHORAR— Hb (EO N) 有 界 〈 它 不 超过 sn) + 
laD) F wl) S 5) 且 以 概率 1 趋 于 0。、 所 以 


"10¢2° 


E |Ð Elamiti 一 Aw G0)| 3,)—> 0 
k=0 


当 jal 一 0 W. 
AHE, ax) 一 xxkt)。 由 此 得 p(t:,4) 的 特征 等 于 el, A). 

i: A. 6€%r,i= 1,2,AD4,= é. AA xG:, AUA.) = 
i, A JHC, A), 所 以 由 于 分 解 (21) 的 唯一 性 ,x (1,A1U A.) = 
x (1,A1) 十 x(t，A,)， 由 此 得 局 部 平方 可 积 鞭 之 和 jy(t，41) 十 
uC, A) 的 特征 等 于 e, A) t zG, 4) BAA38388 pz， 
Ax (t, A,) 是 局 部 就。 

定义 过 程 ¿(O 与 u), p) ELA, C a (0) = p20)= 
0) 称 为 正 交 的 ,如 果 (On) 是 局 部 款 。 

由 定义 得 ， 如 果 po 和 z,G) EZ, r 是 导出 me 和 
nC) 的 随机 时 间 , 且 pC 一 GAT), BE (S) = Sar) 

下 { 入 ce# 人 pz| 守 站 = Ef{ACpt až) Sž} = 0。 
特别 是 ， 
Ext nt) = 0,Vz> 0, 


因此 ,如 果 Añ A= D, A EDT, IPK pCt, A) 与 li, 
A) 是 正 交 局 部 平方 可 积 款 。 现 研究 函数 x(:,4)， 上 面 已 经 提 
到 作为 4 的 活 数 它 是 可 加 的 。 而且 ,如 果 B.,a= 1,2, ER" 


中 单调 不 减 Borel 集 的 序列 ，B, 一 人) B, W BES, PRE 


等 式 y(1,380) 一 lim>(z, B,) 得 
Ex(r,B,) = ExzG,,B,)— Evl, B,) = EzxG, B). 

XR RE L, 中 又 以 概率 1 有 r(,B,)—> r(t, B). 

注意 ,如 果 令 (r, {0}) 一 0， 其 中 {0} 是 由 单 点 0 组 成 的 集 
合 , 那 末 存 在 随机 函数 <(*,4) 的 修正 ,使 得 其 现实 定义 在 [0,oo) 
xB” 上 《可 以 取信 十 00 ) 且 以 概率 1 对 任意 € [0，co) 是 gm" 
上 的 测度 ,而 对 任意 固定 4€ gg"， 它 是 变量 z 的 单调 不 减 连 续 函 
数 。 
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这 个 结论 的 证 明 可 类 似 于 第 一 卷 第 一 意 51 定理 3 关于 随机 
元 的 正则 条 件 分 布 的 存在 性 的 证 明 。 

下 面 如 无 特别 声明 ,我 们 将 x(:, 4) 理解 为 就 是 该 随机 通 数 
的 这 样 的 修正 。 

定义 适应 于 流 {S > 0} 的 局 人 TRANE pli, 
AO ARRAT RI, U 

1) #G(z,A) + (z, A) = aG, AUA), 34 ANd: = o 
时 ， 

2) nG ABG AELA, 3 Añ A, = @, 

3) Cal A). n.) = z(t,A4), 其 中 zG,A) EDLE 
数 ， 当 固定 :时 以 概率 1 是 S 上 的 测度 ， 而 固定 4 时 是 变 元 
zt 的 单调 不 减 连续 肖 数 ， 

函数 x(1,4) RARE aA) 的 特征 . “ 正 交 ” 一 词 有 
时 将 略 去 ,因为 非 正 交 的 挝 测度 今后 不 考虑 ， 

上 面 的 论述 证 明了 下 定理 . 

定理 8 任意 满足 条 件 1) 一 3) 的 整数 随机 测度 e, A) G, 
DE [0,co) x B, TEX 

v(t, A) = alt, A) + xG, A), (21) 
其 中 p(t1,4》 是 有 特征 zGr,A) 的 正 交 局 部 蒜 测 度 . 

在 已 得 到 的 测度 从 1,4) 的 分 解 式 中 ， 函 数 x(:,4) 起 两 重 
作用 .一 方面 , 差 >G, A) — xG, A) ERWA). it, RI 
称 测度 zG,4) 与 G,A) 相 联系 ， 另 一 方面 , 函数 1,4) 是 
pt A) = G,A) — aG, A) 的 特征 。 以 上 事实 是 如 下 一 个 初等 
结果 的 十 分 重要 的 推广 : Poisson 分 布 的 数学 期 望 与 方差 相等 ， 

因为 <(A,4) 以 概率 1 是 测度 ,所 以 对 任意 非 负 Borel 函数 
Cru) tu) E10,00) x R", 积分 


) fr,u)rCdt,du) 
有 定义 。 
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我 们 来 建立 这 个 积分 与 按 测度 (A, A) 的 积分 之 间 的 联 

我 们 记得 ，8, 或 cvs x S 表示 以 概率 1 有 界 ,适应 于 o- 
代数 流 (S, > 0} 且 关于 半 环 S, x BP 的 集合 的 随机 简单 函数 
类 , 即 是 形 如 


p&i >u) = > rheXarx 4 (t 8) 
k=1 


的 函数 类 ,其 中 A, = 《mit]， 0 < z < z < ° < z,, 4, € By 
和 v, 是 以 概率 1 有 界 的 3,,_,- 可 测 随机 变量 (rl < < 一 1, 
… n ç 是 非 随机 常数 )， 由 公式 (21) 得 ,如 果 pE, BR 


E a psu di du) = E| | „oCGsu)aCdr du), (22) 


后 一 关系 式 也 适用 于 按 变量 (Guro) 可 测 , 适 应 于 o- 代 数 流 
{S, 22 0}, A5 (u, o) 固定 时 对 所 有 = > 0 有 左 极限 与 右 连 
续 的 任意 非 负 函 数 g(r1,w)。 为 证 明 这 点 ,我 们 先 考 虑 满足 补充 条 
件 的 函数 plz,w):” 它 是 以 概率 1 ARAH z > T 2 z € $s 时 等 
于 0， 这 时 易 见 等 式 (22) 对 形 如 pi, úa) 一 Cr， u), PFH 
¿€ (Hb 的 函数 psa) 成 立 。 当 mazli — t) > 0 Pf, 
取 极 限 得 

Eo) = E| | „oG, du), 
但 函数 pG u) = pli, usw) 和 plu) = pL1,#,w0) 既 按 
测度 vdr duo )P(do), WIWE r(d du，ow)P(dw) 几乎 处 
处 相等 。 由 此 对 所 考虑 的 函数 类 得 等 式 (22)， 按 单调 不 减 函 数 序 
列 通常 使 用 的 极限 转换 使 得 式 (22) 对 满足 以 前 指出 条 件 的 任意 非 
PREREZ. 

特别 是 ,如 果 整 值 随 机 测度 xt:4) 满足 条 件 


E j ul,dn) < co, 
A 














则 对 结合 于 它 的 测度 14,4) 
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E |. lul alt, du) < co, (235 
定理 9 设 Elene 10,00)。 这 时 
EG) = EO + | x kur du) Yt > 0, (24) 


其 中 EE Mi 而 aG, A) 是 有 特征 G,A) 的 正 交 测 度 ,而 
且 

aG ,A5 + aG, A) = (z, A), 
xz, A) 是 过 程 EG) OSs <: HRREREEA ACA € ST ) 中 
RUBIK E , If 


E | |u| nC, du) < co yt 二 0。 
过 程 
ZORAT 
的 每 个 分 量 和 适应 于 -Rá {9,1 E [0,T1} 的 任意 连续 扶正 
交 。 

证 。 设 G,A) 和 zGr,A) 如 上 所 定义 。 因 为 ar, A) E BË 
测度 的 特征 和 由 (23) 得 ， ut € Hi(u 一 (a, w, ` 5 u”), k=1, 
… m), RITER 

LO = | pulenda) 
作为 上 的 函数 是 平方 可 积 款 , 而 且 
oalt) = 3 一 | m lul nlt, du). 
定义 k=1 a 
设 $, 是 在 R" 中 的 中 心 在 0 半径 为 8 > 0 的 球 ， Ss k RNS. 
令 
E) 一 aG.a0. 


这 时 ， 我 们 将 E d EO 理解 为 样本 函数 属于 Dlo, 
T] 的 过 程 。 因为 
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E sup JED EHO < 4E|£,(T) — si(T)|' 
<: <T 


= 4E |. s|? (T , du) —> 0,34 g — 0 时 ， 
PTA EI ERUF A es， 使 得 EPO = EPO Fr ARL AF 
5.(D。 另 一 方面 ,由 (1,4) 是 ;的 连续 函数 及 积分 | |x|se(7， 
du) 的 有 限 性 (以 概率 1) 得 ,积分 
|, uz( ts du) 
以 概率 1 是 变量 : 的 连续 函数 。 因为 
ESC) 一 f, u(i, du) — | utsdu), 
所 以 对 所 有 ze 0,71, RA EG) RRS |, madu) 相等 
(modP)， 于 是 差 EO) 一 £ (O 不 具有 取信 于 S HRR. 
令 S.G) = EG) 一 5&1)。 我们 有 
sup|Z,G)2 — 8(t—)| 
< sup{ EUH — EPG) — GG—) — EPUI 
+ |ë (2) — EPO + |ë ,G—) 一 和 (一 )|} 
< s, + 2sup|Ë GO — EPI > 0(modP>, 

就 是 说 ,对 所 有 ELOT], AER 1 A EC) = EG) 
Ë EO 的 连续 性 得 证 ， 

现 来 证 明 过 程 E CT) 的 每 个 分 量 正 交 于 任意 连续 蒜 ( 对 于 o- 
代数 流 $,)， 如 此 ,我 们 先 建立 Ai PERM (O 5 Gr, A) 
(A 8 %7) 的 正 交 性 ， 为 了 计算 过 程 10) A At A) 的 互 特征 ， 
我 们 利用 $1 定理 21 的 推论 2. 

在 Li 收敛 意义 下 ,有 





s-1 
Cn ME , 42), = lim 5 E{ AnG AEC sA) Sato 
18I k= 0 
a= gala al 
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另 一 方面 ， 
E > E{AnCGD)AnCas 4)|S,,) 
< Emax| An (AT,A) + zxG,42), 
因为 当 181 一 0 时 max|AnG)| — 0 B 
max An O, A) + alt, A)) 
<2 max OOA) + x(t, A)), 


而 且 后 一 不 等 式 的 右边 是 可 积 冰 数 ,所 以 
E > ELAn AnG 231.) | > 4 18] > 0 时 ， 


和 aC) = 0。 现 令 ， 
e) = [neua du), 


其 中 gaCu) 一 2; X A (u), A € Br. 由 上 述 事 实 得 Cn bs) = 0. 
利用 不 等 式 KRDA < (nan): 9 §1C51)) 及 取 极 限 ， 不 难 
得 到 对 任意 形 为 


EO 一 | soOw(rsd) 
的 款 有 Cans) = 0, 其 中 glu) 是 满足 条 件 
E| „18 aCT,du)= |, EUI MCT pdu) < oo， 


的 非 随 机 函数 ,而 mGa, A) = E;G , A) 是 Be 上 的 测度 。 令 
plu) 一 ut, RIVE 
(ni) = 0, k= 1,2, tame 
定理 得 证 。 
注 。 形 为 
EG) = Ee) + EC) 

的 展 式 是 唯一 的 ,其 中 S.G) e i WQ LG) 是 堵 , 它 的 分 量 正 交 
于 所 有 连续 款 ， 
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为 了 证 明 ， 只 要 考虑 一 维 情形 就 够 了 。 如 果 还 存在 一 个 这 样 
类 型 的 分 解 EO = EO HTO Hik EG) EC) — PO) 一 
tQ). RA TO 和 TO 既 正 交 于 过 程 E0), NERF £0), 
所 以 
| (ëe — Eit’ Q = Ea g 0 

由 此 ,对 每 个 € [0,T), EC) = EG)(modP), IB ED 和 EXO 
的 连续 性 得 知 对 所 有 +e [0,T] 以 概率 1 有 EO — EQ. 

推论 。 设 EG el: € [0,T], 这 时 存在 局 部 扶 5.(0) € 1. 
及 定义 在 SP 上 有 特征 zG, A) 的 正 交 局 部 鞭 测 度 MUA), 使 
得 

EC ~ EKO HEGO, ECO ~ {unkrs du), 


uC, A) + nlt, A) = yG, A), 
其 中 >G,A) 如 定理 9 中 所 定义 。 这 时 对 任意 g) ELAS 
ERF =0, k=l, m, 

HE, 1 r R EO 的 任意 导出 随机 时 间 , 根据 前 面 的 定理 ， 

EGAT) = END + EPO: EPO ~ | uapa, 
而 且 m (t, A) + m, (t, A) = ENTA) 及 = (1,42 是 联系 于 下 
pk XIAr:d) 的 增 过 程 。 因此 ， m (r, 4) = =G Ar ,A) K (t, 
4) 一 peli Ar, A). 在 作出 这 些 说 明 后 ， 得 出 推论 的 结果 是 显然 
间断 讨 的 函数 的 随机 微分 设 G.A: e€ [0,T], 是 整 值 随 
机 测度 (假定 它 满足 上 段 所 列举 的 条 件 )，pkt1,， A) 是 联系 于 它 的 
蒜 测 度 ，r(z,4) 是 它 的 特征 且 

E fa uix(T ,dx) < œ., 
“以 5 表示 区 闻 (0,T1 上 用 Ak 一 1,… sn 作出 的 某 个 分 

割 ， 显 然 ,对 任意 AES 以 概率 1 有 


{i AL A) =D T, A). 
da 2 kə ) 2C +4) 
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由 连续 性 与 函数 xG, A) 按 的 单调 性 得 到 以 概率 1 有 


lim X rA A) = 0, 


[EAs k=1 


lim X) {Ap AJAA) 一 0。 
k=1 


id10 


如 果 ANA = Ø, AEB, 那 末 


lim > Au ADA, 4) = 0(modP), 
1281-e0 k=0 
由 上 述 等 式 得 


5 m (A, ,4A)— (T, A) (modP)， 
t=0 


E Ao Aulii) > 0(modP), 
设 Keu e eS, x %/) H. . 
EO = tr) | | _rG, Cas, da), 
利用 上 述 关系 式 ,不 难 求 得 过 程 Cz) 0052333 t]: 


[tsele P-lim 2 GG) — tG-3Y, 


(25) 


(26) 


(27) 


因为 当 [aj 一 0 时 , 依 概 率 差 54,) 一 5(1.-1) 一 0， 所 以 在 计算 
极限 (27) 时 可 认为 点 a 包含 在 分 割 ? 中 。 应 用 式 〈25) FKA 


C-n] REKA TDHS 4 一 B. RNE 
P-im 2) GG) — LG, = lA BD, 


Hilkik k 求 和 后 得 
[tbr 一 | rssu) ds, dn) 
令 
EG) = ¿GY Ji = 1, 2C7; E€ BCT x %7)) 
和 
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(28) 


19 2]7—P-lim ; 1 ;) 一 INir-!1 2 5 
(tisti h=P im D C) = HBC) 


— Ein )). 
由 式 (28) 得 
[t bl = | | Gana), — (29) 
现 对 过 程 5.() 建立 分 部 积分 公式 . 
首先 ,我 们 作 关于 积分 的 一 些 注 记 , 它 们 将 在 下 面 遇 到 . 
设 {nD,5,,te [0,T]} 是 样本 函数 属于 ZLO, T) 的 随机 
HE, (O 是 上 面 引入 的 过 程 ， 积 分 


T 

(aan, 
了 解 为 按 局 部 平方 可 积 款 的 随机 积分 , 它 是 存在 的 。 事 实 上 ,如 果 
对 区 间 [0,7] HRTAN D H re oal 时 ， 令 10 — 


nz 如果 Iarl < rit 及 在 相反 情形 10) 一 0， 所 以 


以 概率 1 有 A 一 aG —), 而 且 nC) — nG—) = 0 不 多 于 可 
列 个 点 ， 因 此 e) — n) 一 0 按 测度 x《，，*) 对 几乎 所 有 
(ns) 以 概率 1 成 立 。 

因为 sup [1001 < sup) < y < co, 所 以 


KOO — OY | YG u)a (dr, du) — 0 (modP) 
B aE HXS,, TC) ( 见 $2)， 这 证 明了 所 考 虞 的 积分 的 存在 
性 和 等 式 
J Dd) 一 Pulim|, dC) 
-x P-lim 3 n (r, D A ), 
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其 中 ATC) =-= C21) 一 ¿(u -4), 
另 一 方面 , 函数 Orl, u) 是 Q KS x Br) 中 的 简单 函 
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数 , 且 如 上 述 所 证 ， 
||. (arlsa) 一 nT 1H) Yr dt, du) 一 0。 
因此 nOu) EHI 和 
T T 
[aoran 一 | ar dd GO 


rh 52 b EE: oup pg 2. x 
还 要 指出 ,由 于 上 述 讨论 如 下 积分 是 存在 的 : 


| Ore, aO), 





l|. nr mrad dn), ` 

而 且 
| j). nC Y(t u) pl di, du) 

-= j]. n (YG udi, du) 


= [| n ruel ds, du), (31) 
现在 回 到 上 面 引 入 的 过 程 5(t)， 由 前 面 的 说 明 得 : 


| UOA = Plim BY DAE. 
在 此 等 式 中 标号 1 和 2 的 位 置 重 排 且 相 加 所 得 的 等 式 ， 我 们 得 
jJ auca + | coca 


一 P-im( Dy GEDE 一 Ci) 


一 ALGOAL(n)) 
= TOECT) — [t,t modP). 


如 果 以 任意 25ze [0,T] 代替 工 , 所 得 的 等 式 显然 仍 成 立 . 在 
此 情况 下 ,因为 在 等 式 两 边 出 现 的 函数 是 右 连 续 的 ,所 以 它 对 所 有 


* 112。 


re [0,7] 以 概率 ! 成立 ， 于 是 以 概率 1 对 所 有 re [0，T] 有 
ORO = | BO Ga) + P EC) 


+ | | ris 07s dss dn), (32) 
也 可 写成 微分 形式 : 
d(z,G27,G02) = Gilt) dd) + U,C0dt GD 
+ | G yG Can aO, 


男 一 方面 ,如 果 0 以 概率 1 是 [O,T] 上 有 界 变 差 的 连续 
滑 数 并 适应 于 .o- 代 数 流 {S$,,t€ [0,7]}， 那 未 对 任意 +€ [0,7]， 
有 


DEO 一 | Udal) + | aC) 

或 . 

` ADEE) = Tda) + a(Dat(O, (33) 

事实 上 ， 设 Aal) = alt) — altra), AGC) = UG) 一 
Elt) DR 


35) TO-A) 二 areDAECGOD 
kzi i _. 
~ TCT) — F AAL). (34) 
k=1 : 


因为 
5 Aala )AEC)| 
Në T 
< max oO (| È n Ir), 40 
+ (È rs less)) > 0,% 18l — 0 8, 


所 以 由 等 式 (34), 当 jaf 一 0 时 得 式 (33)。 
式 (33) 能 改写 为 男 一 形式 ; 
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aCe) tC) = Í ¿Gu (ds) + | ts)51(4ds) 
+ | rs ns aCas, du) 


+ f j. 7 CG rs maCdss du), — (34%) 
容易 将 此 公式 延 拓 至 对 样本 函数 以 概率 1 在 区 间 re [0,7] 上 有 
界 的 任意 Yit u) € Hi(3,, u) RZ. 事实 上 , 设 Y(zt,z) € H} K 
7, € LCT x B). MAFA T Cu) EELT x B) 使 得 当 n— 
œ 时 
T 
|). Irsa) — ris u) |*a( ds, du) — 0 
以 概率 1 成立， 然而 此 时 以 概率 1 有 
| | Yrx(ds,du) 一 | | YO m( ds, du), 


[í [n YPY Cds, du) — | |, Yi (ds , du), 
第 一 式 从 Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 到 ， 而 第 二 式 之 所 以 成 立 是 


该 式 两 边 之 差 是 一 局 部 蒜 , 其 特征 
| Í. (Ye — yn ds , du) 


以 概率 1 趋 于 0。 类 似 地 ， 应 用 $2 公式 (27) 及 (29) ,容易 验证 
上 CD 区 < = | CKA, 


| OE Ca) = | OEA 
依 概 率 收 剑 。 同样 地 ， 利 用 rC, u) 的 样本 函数 的 有 界 性 能 在 
C34*) 中 7x，w) 用 属于 H REAT UE x S), 容易 验证 
(30) 及 (31) 对 所 考虑 的 条 件 下 的 函数 Vu) 也 成 立 。 
公式 (34*) 也 适用 于 形 如 
nC) 一 | ¿ C }dE; 


的 过 程 xC, A ¿G 如 上 所 定义 ,而 ¿(O 是 右 连续 过 程 . 
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如 上 所 述 ， 这些 积分 有 定义 且 在 其 中 以 (1 一 》 代 兰 EG) 时 所 
丝 的 积分 是 一 样 的 
设 
EFG) = qC) + aCe), 
一 | f SC dn), 
从 公式 (32) 可 得 
d(CE CG) — SHO)dEE G) + EC) de Ce) 


+ f j ECSC ual ds, du) 


+f p H eke) ,dn), (35) 
由 于 (31), 有 
¿FG 一 |. Els —)rCs uds, du), 
因此 
a OD) = | [EGER Vreau) 


+ EFG EFG — Csu) 
+ J Eis — Csu) rGa,aO. (36) 


特别 是 , 如 果 令 
E) = 1, (0 = Ct) = Lt,7), 
$G) 一 | | Y(s,u)u( ds, du) (36*) 
及 为 了 简单 起 见 假定 Y(1,x)€ Cs x B), N 
dpl) = 22Gr—)d0( + j. rz,u)r( dr ,du) 


- |.- (22G—) + rG;,#))rY(r,u)n( dt , du) 
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|) tn 
— p41—) laldt, di), 
简 用 归纳 法 及 公式 (35) 不 难 验证 ,对 任意 整数 n 
aO = | a CG) + Yay) — pr (dtsdu), (37) 


事实 上 ,如 假定 公式 (37) 对 某 个 * 成 并 (上 面 已 证 明 当 * = 2 
时 成 立 ) 则 由 (35) 得 
det) = prd p) + pa ydp (e) o ' 


+ [a CEG) + rT" 
— p”(1—) rli, u)oCdt, du) 
— | , (e*a—yrG,) + 18C) 
+ rCe,u)]” 一 gr 一 ) + (#(z—) 
+ y(t, u)}vCdt,du) 
一 | E=) + rC 
~ pid,dn), 
这 就 证 明了 公式 (37)， 由 该 公式 得 对 任意 多 项 式 P(x) 
aPC) 一 | p IPCC) 十 Yo) 
— Plp(1—)) ld, du). (38) 
现 设 Prs °... ,Xaq) 是 4 个 独立 变量 Q; (t.u) € eX<%< xr), 
1 一 1,...,g 的 多 项 式 ， Q; (t) 是 式 (36#) 在 假定 T(t,u#) = Y(t, 
u) 时 所 定义 的 过 程 。 序列 "NOI 和 TCi), j 一 1:,……-，9 将 解 
释 为 取 值 于 经 ? 的 向 量 随机 函数 , 而 Ples t, za) 一 P(a), 
r€ RI 是 作为 定义 在 Zi 的 函数 。 如 果 设 OO = (gD),……， 
balt) ) Ctt) = {YC1,#), ` -sT na)}， 那 末 这 时 公式 (38) 保 持 


成 立 。 为 此 只 要 对 多 项 式 Pln, rO 一 JI P) 证 明 就 够 
ii i 
了 。 我 们 对 独立 变量 的 个 数 应 用 归纳 法 。 
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设 公式 (38) 对 多 项 式 QG.) = JI PG) 正确 ， 屠 


末 由 于 公式 (36)， 
aO Pilha) = P; (i a224Q + Qd4P; Chin) 


} 
+ | 。 pi P,(2,G—) + Y,G ,u)) 


= I Pele—))] 


x [ Pi (bi Uu —) + Yit 2) 
一 PynChin(t— ))1r(ds sdu) 


jit 


= |. [II PRC + nie) 


~ [I PKG) |arsdu), 


也 就 在 所 涛 虑 的 情形 证 明了 公式 (38)。 

我 们 还 给 出 此 公式 的 一 个 推广 ， 设 FG, zo. ra) 是 关于 
变量 rotta 的 多 项 式 , 它 的 系数 以 概率 1 按时 间 + 是 连续 有 
界 变 差 和 适应 于 o- 代 数 流 (S, e [0,T]} 的 随机 函数 ， 那 末 由 
公式 (38) 得 : 

dÍ G, p) = fG pE) 


+ j. LFG pa) + YGt,z)) 
一 IG. pG —))lu(dr, du), I 


其 中 记号 df(z,x)】 表示 多 项 式 Pl1,x) 的 系数 e) 应 用 da E 


K, , 
将 公式 (38) 中 测度 > 及 积分 (已 换 为 测度 产 及 积分 as 


TOTON OAN | YG, a), 这 时 它 有 如 下 形 
A: 
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JG.) 一 JG, ECD) + | p Leh sl drs dn) 


+ | n EGEO + rm)) 


一 FCEE) laldt du), (395 
LCi E) = L (f) = PGCE) + YG ,u)) — EGEO) 
一 CVECE EG), TC). (40) 


在 所 得 的 关系 式 中 ， 通 过 取 极 限 我 们 完成 两 个 转换 。 首 先 将 
z 的 多 项 式 转换 为 任意 可 微 函 数 1(1,x), 第 二 ,将 函数 7(1,4)é L 
转换 为 H; 中 的 任意 函数 YG). 
第 一 个 趋 进 极限 。 设 Y(1,w) e et。 将 式 (39) 写 为 积分 形式 和 
假定 PG,z) 一 P,(1,x) -> +;z)。 在 得 到 的 关系 式 中 可 用 fG, 
z) 代 换 PC,x), 例 如 ,如 果 下 列 条 件 成 立 : 
D 多 项 式 P.G, z) 和 函数 fU, z) Ë * 可 微 且 以 概率 1, 
i) 与 fi(1,x) 在 [0，7] x 2" 上 连续 以 及 对 所 有 * 来 说 


2 P.G x) — FG, z); 


2) AR f(1,x) 按 x 连续 可 微 且 对 所 有 t 以 概率 1 8 v P,G, 
z) > VÍG, z). 


其 中 Y 是 向 量 函数 vi = (2L, Sr), 


显然 ,如 果 函 数 fG.) 满足 上 面 指出 的 要 求 , 即 如 果 f《1,x) 
I r kiz x 可 微 , 且 它 的 导数 Csr), VEG, x) 在 [0,T] x Z 
以 概率 1 连续 ， 那 末 存 在 满足 条 件 1) 及 2 的 多 项 式 序列 P,G:, 
z). 
策 二 个 趋 进 极限 ， 设防 数 IG, z) 按 š 可 微 且 按 xCk = l, 
…s94) BARERNA Br 3k ELT] x En 
设 7(1,w)€ Hz, BREI] 7,(1,w) Ea 一 1,2,"…*) 并 假定 


lI. |Y(z,z) — Valtsu) |2a (di, du) — 0, 
由 此 关系 得 ( 见 $2C29)) 
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P{ sup IZE — ECE) >s) — 0 4 2— co,Ve > 0, 
0O<r<r . 


其 中 ZG) = 5(1,7,)。 因 此 可 认为 以 概率 150) FE ze [0,T] 
一 致 收敛 于 ¿CO, 
i $, 是 中 心 在 0 点 半径 为 6 > 0 的 球 ， 那 末 


NN Lialf ,Ë,)=( dr , du) 


=< Ç j [Y.l Cdt, du), 
且 当 8 一 0 时 该 量 以 概率 1 对 n 一 致 地 趋 于 0. 2k CUL 82, 


(29)), 
> a} 


P| 
< x +P NN LECE, t, + y,) — fz, L,)]1 





Ef LEC, Ca + y.) — fC,e,) uldr,du) 


0 





x a(d, du) >N | 


< X +P NN CY, | ?nldt, du) > N}, 


当 s 一 0 时 对 任意 ó> 0, 对 # 一 致 地 趋 于 0, ` 
现 不 难 证 明 


|。 也 (FrCdeyda) 
一 | 人。 LC f ,Ctradi, du) (41) 
和 
| [fp 十 7) 一 大 0]A(Cdzsdu) 
一 | | uC, + — 6 的 ]ACdzydo。 (42) 


事实 上 ,由 于 上 面 的 注解 ,为 证 明 式 (41) 及 (42)， 可 在 积分 时 
以 RNS. R 级 "。 这 时 有 以 下 估计 ;: 


ns (Laelf ,5) = Lif sb Yx dr dn)| 
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<c f | IED Q. + YG) — Yau) 
+ IrIIV GE) — VEG, ta) |) di, du) 
< C sup IEO 一 slr(T, ANS) 


+ c INE |7G, — Y Gr) LrC dr, du) 


x x(T, RSD, 
+ C sup IVIG C2) — VIG, t0) 


Tr 1⁄2 
x [| | sirPzCesao AT， BSD) > 
当 n 一 co 时 比 式 右边 以 概率 1 趋 于 0. 
这 证 明了 式 (41) ,类似 的 见解 适用 于 证 明 式 (427， 
为 对 所 考虑 的 函数 rz) 和 YOu) e H ERSO), 只 
要 验证 


ffans, [IG t, ETa) — ft.) 
— IG, + Y> + ft) aldi, du) — 0 
就 够 了 。 这 可 由 与 类 似 上 述 的 见解 得 到 ， 因 此 ， 对 有 有 界 连 续 一 
阶 二 阶 偶 导 数 的 范 数 fsx) 和 Yrsu) € HI ARGINE. 
现 可 重新 利用 已 在 第 一 段 所 进行 的 证 明 ， 得 知 式 439) 对 如 下 
函数 f(1,x) 仍 保持 成 立 : 函数 fG, x) 按 上 连续 可 微 且 按 * 二 
次 连续 可 微 ,并 以 概率 1 有 


1。 L.G, t)x(di, du) < co, 


F|. If G5 + y) fi,5) Cdt, du) < co, 


XRRR Er 
定理 10 如 果 fO, x)E Ep Y(t, u) EH], PRA FCs 
E) 有 随机 微分 (39)， 
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广义 伊 蕊 公式 ” 设 PGE 9- 维 向 量 过 程 ,50 一 《6(D ., 
59(#))， 其 分 量 有 下 列 形式 : 
ERG) = oO + PA + EtG), 《43 ) 
其 中 ata) e Z, PO ELMI, 


a= [| YG aG), rem, (k= 1525 


eC) 是 联系 于 特征 为 zÇr,A) 的 整 值 测度 (r, 4) KERR 
测度 ， 首 先 将 认为 给 定 某 个 o -代数 流 {全 ,ze [0,T]1, 下面 所 考 
虑 的 全 部 过 程 , 黑 与 测度 均 适 应 于 {3,}。 

设 f(x) 一 fx ert) 是 二 次 连续 可 微 函数 。 考 虑 过 程 

aCe) = FCE). 

我 们 来 证 明 过 程 1) 也 有 形式 (43) 的 分 解 , 并 求 出 此 分 解 的 相应 
分 量 的 下 示 式 。 

先 假定 函数 f(x) 三 次 连续 可 微 且 在 某 个 紧 集 外 等 于 0, Hü 
函数 Osu) 还 满足 条 件 : 


| 人 |7(s,u)|z( ds, du) < co 
以 概率 1 成 立 , 那 末 
a= | | G mss dy) 
一 f | Yi(s, ur de, dn), 
而 且 此 等 式 右 边 第 一 个 积分 以 概率 1 有 限 及 函数 5t(z) 以 概率 1 
BARZE; 
7 号 从 = sup >; | Ag 


T 
< | | 。 [YCs sO Cds, du) + x( ds, dr)), 


以 区 间 A, 一 (6-1 k= 1,2,:--- n 对 区 间 [0, T] 进行 的 
分 割 记 为 ôe 
设 
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fGCT)) 一 fCC) = S, + S, + Sy 
其 中 


Sı 一 > FEEC) + LC 42) 一 CGO 
$, = 5 FLE: 十 Cra)] 一 IGO) 


s,— DY PEGO) — Elan) + G) 


一 FEEC) + Elri) + FCE Cika) 
K ECO = al) + ea), RARER, H |8| — 0 时 
了 -lim $, = 0, 
和 数 S, 可 表 为 
S, 一 >: (9*f[Ë, + EI Ati AC.) 
&=1 
其 中 
Ë, _ Eeli) + Atro Š, _ ¿Gu D + 0,Abi, 
Az; — Eta) = Eir- AL, = ¿GO 一 KOSON 
0 <0 <, = 1,22. 
于 是 ， 
IS; < Cmax| Aia l | IVI) 
其 中 C 是 某 个 常数 。 后 一 不 等 式 表 明 , 当 15| 一 0 时 以 概率 1 有 
| S, 一 0。 ` 
考虑 和 数 9 由 (3) 得 ; 


s= | E VITO + EDA) 
0 fwi 


+L Í| D VELI HAU) 


其 中 TO) = CG), 3 r€ (git 时 。 当 161 一 0 时 以 概 
RIA TOG 一 51 一 )， 且 除去 一 可 列 点 集 外 ZG = ¿G—) 处 
*12¢° 


处 成 立 。 因 为 导数 VF), VVI AR, 测度 dot 和 dp'， 
P) 是 缺 原子 的 ,所 以 以 概率 1 有 


ims, = | B VECE) 


++ | D vv Ke E), 
类 似 地 考虑 和 数 s, PFE, | 
s= | DEEPO) + EC) + YG) 


一 FEC) + ¿(D — EEPE) 
+ CY) TCs mH) ) rds, du) 


+ ||, EEPO) + CO) + roO) 
一 FEP) + 5Cs) Ip ds, du), 


其 中 EPO = E (r) H r€ (a on]. IR224F82 EARRA 
AURE 1 分别 有 按 (z, u) 可 积 的 形 为 rG, a) 及 air(p 
#)| 的 控制 函数 ( 当 固 定 o) ATAS 15| 一 0 时 趋 进 极限 是 可 能 
的 ,有 我们 得 


lim $; = F|. Lalf ,8)x ds, du) 
+ J ueo + r(s,)) 一 EEO pl ds, dn), 


在 所 得 到 的 关系 式 中 ,自然 可 用 任意 (ce [0, 了 ] 代替 T, 因此 ,对 
所 有 ze 50， 了] 


KEGY = IGC) 
+ f (VEED, da) + + D> VIVIE B), 


+ | | LAGD8Ca,20) + | CVECE), 29) 
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+ f |- LEGE HT) — fpCdssdu). ` (44 


不 难 发 现 ,在 所 得 的 公式 中 可 进行 两 种 极限 转换 ， 

首先 令 T = y,, £ = E, 并 设 在 H; rh rer 正如 上 面 
所 建立 的 ， 可 选取 序列 r, 使 得 以 概率 1 按 1€E[0，T] 一 致 地 
EG) 一 EG 还 顾及 到 不 等 式 IL CS] < x|y, 2, FCE + 
7,) — FCE) Sklr,’ Aps KRAT s, u 和 wx， 可 岂 在 公式 
《44) 中 当 关 一 oo 时 可 趋向 极限 情形 ,因此 对 任意 7 e H; 仍然 是 正 
HRI, 

其 次 。 正如 上 段 在 类 似 情形 那样 讨论 ， 我 们 相信 关于 函 数 
f(x) 在 其 紧 集 之 外 为 0 的 假设 可 减弱 ,代替 为 要 求 Je Ep IE Es 
是 有 如 下 性 质 的 二 次 连续 可 微 函 数 f(x) 组 成 的 类 : 以 概率 1, 有 

FEG) + T(z,2)) — EEG) — CVECE J TO, 1)) 
及 
ECE + Yesu) — FEG)? 
按 测度 (didu) 可 积 。 

因此 证 明了 如 下 定理 : 

定理 11 acy, 8 6 1. °, u ERRE, TEHA 
数 f(x) 是 二 次 连续 可 微 的 且 f EEn BRAE 1o) = FE) 
BA cb?) + 6G2 十 5(7,1), 有 随机 微分 

dn = dn, + dhas 
其 中 
dne = (VS), 40) + TD visit dB, a), 


ij=i 


+ (VÍ (£), dp) 


C45) 
dna = | n Le rya(ar,a) 


+ |. [f + 7) — FCE) lu Cdt, du), 


我 们 称 这 公式 为 广义 伊 芯 公 式 ， 、 
推论 1 如 果 f(t,x), x€ RI, r€ [0,T] 是 按 * 二 次 连续 
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可 微 , 按 + 连续 可 微 的 函数 , 且 Gr) EEn WE 
dflr, EG) = dn, + dhg» 
dn: = f(t, EC2)) dz + (Vf(EC) dE) 


+ + Dy VIVII EDK ,Bi 


dna = | Lalf sr)aCdis du) 


十 | fs + rG,u)) 


— FCEE) Jaldi, du). 
推广 公式 (45) 至 依赖 于 时 间 的 函数 j(:，x)， 是 依据 与 连续 
AE EG) 情形 同样 的 理由 。 
推论 2 (乘积 的 微分 法 则 ) 设 


HD OF PDT | rb aldssdu) i 1,2. 
应 用 公式 (45) 于 二 元 函数 f(x,y) 一 x*y， 经 不 复杂 的 变换 后 得 
ASCDE)) = EAE + #1d5’ + AEEY 
+| G,G,C an) (46) 


广义 伊 蕨 公式 的 某 些 推论 ，Levy 定理 的 推广 

定理 12 设 ¿GO 是 正则 局 部 乎 方 可 积 款 且 EG) = EG) 
EG) 是 过 程 ¿G 分 解 为 连续 与 间断 部 分 的 分 解 式 。 假定 函数 
CEF Eio Cest) 是 非 随机 的 , 那 末 EO 是 独立 增 量 过 程 。 

证 。 先 假定 EG) € -AI 令 JG) = e E RER", 
应 用 广义 伊 蕊 公式 于 函数 IEO), 8 


FGG — GG) 一 [ ¿son 


to 


x |- + >) svid( Et, SD, 


Ril 
+ | Lee — 1 — iCesu) TrCdr, du) 
% 
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+ ilz, dë) + (e — 1) lds, 20], 


而 且 最 后 两 个 被 加 项 有 有 限 二 阶 矩 。 
令 JQ) = Eeo y, 我 们 由 上 述 等 式 得 


ICE) 一 G) + | JCs) 4 (5), (47) 
其 中 BCs) 是 由 下 式 给 出 的 非 随机 有 界 变 差 函数 : 
oÇ) 一 一 X12081, By, 


tim 
+ | 。 Cet — 1 — ilz u) ) rs, du), 
及 nG) 一 ino, 方程 (47) 有 唯一 解 ,该 解 易 由 迭代 法 得 到 : 
JG) 一 nG et, 
或 


JG) = este exp À — 于 > aži (eztei 


&oj=1 


+ | (een — | — i) a) 


其 中 ot) = CER shy, 

这 等 式 特别 表明 了 向 量 EO 一 FG.) 的 分 布 不 依赖 于 -代数 
Fa MHE ;G) 是 独立 增 最 过 程 。 此 外 ， 它 给 出 了 独立 增 量 并 
有 有 限 二 阶 矩 的 正则 过 程 的 特征 函数 的 一 般 表达 式 ， 

将 证 明 Lévy 定理 时 所 采取 的 步骤 ( 见 本 节 相 应 的 段落 ) 类 似 
地 实施 于 局 部 堵 O 的 停止 ， 可 以 把 对 属于 1A; 的 过 程 已 获 
得 的 结果 推广 。 

考虑 取 值 于 统 !、 其 轨道 除去 可 能 在 有 限 个 点 有 单位 值 的 驴 
ERAM, IEE 1 处 处 是 常数 的 任意 过 程 58(1)，+ € [0, 工 ]， 

设 ECO) 一 0 M S, = of#(s),s EL[0,z]}。 那 未 (CO, S, 
ze[0,7]} Ej us F Bh. 

我 们 取 序 列 rw 一 inf{z: EC) > N) GAX inf = T) 作为 
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完全 导出 EO 的 随机 时 间 序列 ， 还 假定 过 程 O) 是 正则 的 , 即 
对 任意 不 减 随机 时 间 序列 o, 和 o — Emo, 有 
H#HmEÉ¿£(z,A r) = Et(oAry) (N = 1,2,...), 


这 样 的 过 程 可 以 看 作 是 集中 在 点 w = 10( A) = 0, 如 果 18.42 
的 随机 整 值 测度 。 如 前 所 述 ,存在 单调 不 减 连续 函数 e), 
EG) = a(t) + ult), Ep pC) € 17; 及 《pay 一 cb。 特别 . 
JE, ¿GO 是 随机 连续 Poisson 过 程 , 那 末 c(o 一 EEG) 是 非 
随机 函数 及 0) 是 正则 下 献 。 另 一 方面 ， 由 于 定理 12， 此 条 件 
BÆ EG) 为 Poisson 过 程 的 充分 条 件 。 于 是 由 定理 12 得 

推论 ”为 使 得 样本 函数 除 在 有 限 个 点 有 等 于 1 的 跳跃 外 其 余 
所 有 点 是 常数 的 过 程 EC) 是 随机 连续 Poison 过 程 的 充分 必要 
RFE: G) 是 正则 的 及 联系 于 它 的 连续 过 程 是 非 随机 的 。 

后 一 论断 可 以 加 强 ， 

定理 13 设 >G,A) 是 满足 前 面 所 引入 的 条 件 的 整数 测度 ， 
而 联系 于 它 的 测度 是 非 随机 的 。 那 未 >G, 4) 是 Poisson 测度 ， 
即 是 ， 

1) 当 固定 4 时 ,，v(1,A4) 是 Poisson 过 程 ; 

2) 对 任意 n, Atte, A,A E BT), 过 程 b(t, AD), .... 
*G, A,) 相互 独立 。 


证 。 为 证 明 起 见 , 我 们 考虑 ¿GO D tanli, AD. 其 中 2; 
k=1 


是 任意 常数 ， 应 用 伊 芯 公 式 于 函数 exp{iztCz)}， 如 在 证 明定 理 
12 时 那样 ,我 们 得 到 关于 函数 J?) = Efezp[izt(2)113,} 的 方程 


i 
JG) = este) 十 | JOO (aO), í < š, 





其 中 HG)= X) Cei — 1 — ia41)z(1，A1)。 容易 得 到 这 方程 
k=1 
的 解 
J(t) = exp IS (eit 一 1 — zà) C(t, A.) 
k 
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— =G, AD) + tO, 


由 记得 的 公式 ， 变量 nG, AD 一 G, AD, R= 1,..,n 相互 
独立 和 不 依赖 于 e- 代 数 人 $,, 即 它们 是 独立 增 量 过 程 。 此 外 ,变量 
aG A) 有 与 变量 C-ri, A) 相同 的 分 布 ,其 中 上 是 取 均 值 =G, 
A) 的 Poisson 变量 。 
按 拷 测度 积分 的 矩 的 估计 设 
a) = | | reds, du), (48) 
其 中 ICT EHME. 

我 们 考虑 变量 ¿G) 的 偶数 阶 矩 的 存在 与 估计 间 题 ， 设 特征 
r(A) 以 概率 1 按 上 绝对 连续 ， 且 对 所 有 1€10,T] 以 概率 1 
有 

z(t, A) = | HC, A)ds, 


oO = | n GDC du) < o, km 2,-.-,2m, (49) 


我 们 见 到 ,如 果 当 《一 2 和 太一 2m HE nG) 是 有 限 的 这 一 条 
件 成 立 , 那 末 , 对 所 及 一 2,3,.-., 2m 也 成 立 。 事 实 上 ， 如 果 


2<k<2m, i£ |r|} = 171*|71*， 其 中 a= TE, f= 





Q= Dm 和 应 用 Hilder 不 等 式 于 对 应 的 积分 ,得 


m — 1 
v) 一 (1. TG, TH G, dy) 
x (| n DIG], 


„2 n?m? — P „2m2 | 
Rh = T 7 a= TU TS Bi. 








vle) < (CO): (e, (im, (50) 
TABILI (ASIRAR E, 
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利用 公式 (45) 得 
to) m | | EEC) +G)" — snG) 1a Cass du) 


+ f Í. IEC + YG," — TCS) 
— mY (spu) (Is, du) ds, 
设 
r= rg = inff: |ËG2)| > N}, 
mH. inft 一 了。 显然 , ATRE), AIL z 导出 局 部 平方 ， 
HRR CBI GCA) EEH TIRS. 


其 次 ， 
EÇ” GANT) < 2(1, + 1); 
其 中 
n= E(Ẹ | OLEG + rG, 9)" — Olas du) Y 


mäse L=, 当 < rh Xx,( í) 一 0。 设 
t, (s) = j. |71Gs, u)! OCs, du), 


那 末 
n < mE | #0 D (PEO + YG), 
o k=1 m m 


< K. | ba ds + Ans 
0 


其 中 
balt) = Eg” G Ar), 
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K, = >; (m — l) (CD, 
k=1 


Aam E | E (ctal, Ods, 


k=l 
类 似 地 可 估计 1,。 我 们 得 
L, < 2K, | bs) ds + Bans 


B=—2E[ Sy Cy Ods, 
o fez 
因此 ， 
bali) < sk. È bolds + (An + BO) 


和 
balt) < (A, + Be, 


利用 Fatou 引 理 ,我 们 得 到 如 下 结果 : 
定理 14 如 果 


E í K IVC) PECs ) 
+ fe Irs "TCs, da) Jas 一 oo 
那 末 随机 积分 (48) 有 到 2m Et 8948 ER E E. 
El [a 1 kid < (A, + B。)eskm7。 
为 证 明 这 定理 应 当 指 出 ,由 (50) 和 Hilder 不 等 式 得 


T 2m_ 2m—2 2m. 2m dt 
| Vi(t) 4 d< 人 v(t) :5 2 k Ore ma r 
` o 


< 人 oo (Poa) < 
简单 随机 微分 方程 的 解 ”考虑 随机 微分 方程 
dn = ndš, (51) 


其 中 E(t) 是 形 为 ED = alt) + g) + |, upCt，du) 的 过 程 ， 
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aC € %°, BG) EERDER e ERKAT EO REKKI 
ERIRE. AREE BRE r, (~, —1]) 一 0， 对 方程 
(51) 来 说 ,这 意味 着 它 的 解 如 果 存 在 的 话 ,不 可 能 以 跳跃 的 方式 改 
变 自 身 的 符号 。 

我 们 来 求 方程 (51) 形 为 


nC) = mexp fre) + [ bdg + | 人 plesu) uCdisdu)} 
一 n exp{g(e)} 
的 解 。 由 广义 伊 蔬 公 式 得 方程 (51) 等 价 于 : 


dY + 1 b:4(08 bY, + bdg + | (e? — 1 — pr(d, du) 


+ j (e? — 1) u (dr, du) = da + d8 

+ |, su (dt, du), 
由 此 得 

2 一 1，cp? 一 1 一 zh， 
dr = de — L App) 一 | (一 1 一 ordzsd， 
因此 ， 
1 
nC) = mexp EO — 7% BY, 


一 |= — In (1 + s))zGy du) 
一 | Cu — in (l + O) (ak 


s 


na) 一 mexp JEG) 一 TBA) 


e 
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_ Í. (u — In (1 + DG, 40], (52) 
后 一 等 式 也 可 写 为 


(e) 一 mexp {C7) 一 于 Ce,8), 
x [| G + Ee, (53) 
<t 


其 中 ECO 是 函数 EG) 在 点 t= s RR, EC) = EG) 一 
EG). 

所 得 的 表达 式 表明 ,如 果 过 程 ECO BOBKECASDE SEA- E 
边 的 区 域 , 那 末 方 程 (51) 形 为 n= eTO 的 解 不 存在 ， 但 是 ,对 公 
式 (53) 的 简单 分 析 表 明 , 在 一 般 情形 它 仍然 是 正确 的 。 

今后 由 随机 微分 方程 的 一 般 理论 将 得 到 ， 我 们 已 经 得 到 的 方 
程 (51) 的 解 是 唯一 的 . 

由 (53) 得 : 

1) 方程 

a) = 1 + [ nC)BCd), 

其 中 ODELA, COREEA 


nG) = exp 16 G) — + (66), 


和 nC) ELA; 
2) 方程 


nD 一 1 十 f 1 (D)4t (O, 
其 中 xn 一 |. ualt, di), b ERATA AIE IRI 
度 ， 它 的 解 可 表 为 
a) = exp{ t} I O + areo, 
IS: 


和 DELA 
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例 。 正 上 蒜 的 乘法 分 解 设 EO, 1>0, ETA 0 IEH 
平方 可 积 正则 上 蒜 。 对 所 有 t EG—) > 0, 因此 在 每 个 区 间 [0， 
T] 上 ,inf#(z) > 0, 券 虑 过 程 EGO 的 Doob 分 解 ,EC2) = AD) 一 
aG), Hh eO 是 局 部 蒜 ，akz) 是 联系 自然 增 过 程 GL 定理 
11)。 在 所 考虑 的 情形 里 过 程 alz) 是 连续 的 , 且 不 难 相信 PCr) 是 
局 部 平方 可 积 扶 ， 

令 

= dæ) da (e), 
《CD ETS —t,G2) = | +G 
¿G) = ¿ G) — Eae 
此 处 CD ELA a DU) 是 连续 增 过 程 且 ds = gdl. HER EG) 
是 正 的 推 得 过 程 GO 的 轴 聊 (也 就 是 OKT 一 I。 于 是 ， 


EO = hex (LO) 一 L Casta) 


+ j [In (1 + 四 一 “lr Ce dn)}, 


其 中 所 是 ¿CG 分 解 为 连续 与 间断 部 分 时 的 连续 分 量 ，v。 是 过 
FE ¿GO 的 跳 测 度 。 
所 得 的 表达 式 也 可 写 为 
EG) = m (Onn (O, (54) 
其 中 mlx) 是 连续 的 , 非 增 过 程 


n G) = £(0) exp{— | =), 71 G) ELAV ss 


ECs) 
n) = oo{| Fen + Lf Keok, 


Pekz) 表示 局 部 蒜 8(z) 分 解 为 连续 与 间断 部 分 中 的 连续 分 量 , H 
mC) = exp W “pdss du) } 


EC) 
x It + EGD Kasi, 


EN Ë G— 
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-ERR — BK) o SEL) 
而 且 uC € 1.Z;. eN G) EGS EG 


定理 15 EPSTRENLRTUAREDE (54), 其 中 
mn(t) BERNIE, n) 是 正 连续 局 部 摧 , 及 n (O ELM 
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第 二 章 ”随机 微分 方程 
S1. 随机 微分 方程 理论 的 一 般 问题 


在 本 节 引 入 随机 微分 方程 的 概念 和 证 明 所 考虑 的 方程 的 解 的 
存在 与 唯一 性 的 某 些 一 般 定理 ,这 时 需要 对 以 前 引 人 的 随机 积分 
的 概念 在 某 些 方面 加 以 推广 ， 我 们 处 理 随 机 微分 方程 的 办 法 大 体 
上 根据 于 如 下 见解 ， 

假设 我 们 考虑 某 系 统 8 在 相 空间 A” 中 运动 且 EG 表示 系 
统 $ 在 时 刻 : 在 Z” 中 的 位 置 (C2) = (EU), ,5"(?)). 假 定 
在 瞬时 上 位 于 yx 的 系统 5 在 时 间 区 间 (i,t + Ar) 内 的 位 移 可 表 为 

EG + Az) — EG) = Alx, + At) — Alx) + 5, (1) 
一般 来 说 ,此 处 4(x,?) EILA Ale, + Ar) 一 AC) 
述 于 时 间 区 间 (zz + Az) 内 在 点 * 处 加 在 $ 上 的 “外 力 场 ”的 作 
用 , 而 6 是 在 某 种 意义 下 比 差 AG: 十 Ar AC 更 高 阶 的 
小 量 ， 如 果 ACx,z) 作为 1 的 防 数 绝对 连续 , 那 末 关系 式 (1) 可 用 
常 微分 方程 


AE AECE) ,1) (2) 
d: 


RE, 方程 (2) 连同 初始 条 件 E(w) =i 确定 了 当 >n HB S 
在 鹏 ”中 的 运动 ,而 且 Alst) 给 出 相 空间 在 瞬时 z 的 速度 场 . 

自然 ,方程 (2) 不 可 能 描写 这 一 类 Brown 运动 , 即 在 相 空 间 没 
有 有 限 速 度 ， 或 在 相 空 间 不 连续 的 运动 。 为 得 到 描述 这 类 型 的 系 
统 的 运动 方程 ,用 积分 型 方程 代替 式 (1) 是 适当 的 。 为 此 ， 设 想 将 
时 间 区 间 Cal] 用 点 hste =r UDATA. BR, H 
C1) 得 
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-i 
EC) 一 Cta) 一 > [AG G;) stis) 


— ACG) DI + 5) 8, 


由 于 量 5; 那么 小 ,自然 认为 当 n> oo mj, Xa; - 0, 因此 后 一 
等 式 在 形式 上 变 为 关系 式 


EC) — Ea) = | AG), G) 
其 中 表达 式 
f ACEL), ds) 


FAROER LALR A ECs)as E [2034] 的 随机 积分 ， 且 此 表 
达 式 应 当 理 解 为 形 如 


DD LACEE) stin) — AGG621, (a) = Boz > n, 


之 和 的 极限 ,在 今后 将 明确 这 极限 的 意义 ， 式 (3) 称 为 随机 微分 方 
程 并 记 为 f 
dë = ACECD Ad2), Elu) = Eo, 125. 
在 十 分 一 般 的 假设 下 ,例如 ,如 果 对 每 个 固定 的 x€ A”, Ax) 
是 拟 蒜 , 那 末 可 认为 
ACz,:) = a(z,t) + B(z, t), (4) 
其 中 gles) 作为 上 的 函数 是 局 部 贡 ,而 过 程 e(r) 能 表示 为 两 


” 个 单调 不 减 让 然 过 程 之 差 ， 由 此 , 按 公式 447 和 按 不 同情 况 对 函数 


a(z,1) 和 LGD 作 进一步 的 限制 后 ， 公 式 (3) 的 右边 是 有 意义 
的 。 例如 约定 表达 式 《4) 中 alr,) 是 :的 绝对 连续 函数 ， 而 
P(x,7) 作 为 + 的 函数 是 局 部 平方 可 积 鞭 。( 关 于 pO) 的 更 一 般 
的 假设 也 将 考虑 . ) 

今后 方程 (3) 写 为 
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ED 一 总 二 | GG.) +] pee) G) 


或 
| dë = ACEC), 1)de + PEG), dE) EC) = En 
当 pan) = 0 时 ,我 们 称 方程 (5 为 常 微分 方程 《有 随机 的 右边 
部 分 ). 

BEZE Bt) = {BiCx,!)，……,B”(x,1)} 它 具 有 如 下 形 
式 的 分 量 


8t(z,t) 一 j > YKx,s)dul (s), k= 1,...,m, (6) 


jml 
其 中 ti(s) 是 相互 正 交 的 局 部 平方 可 积 款 ,/ 一 1 7 人 YY97) 
是 满足 使 相应 的 积分 存在 的 条 件 的 随机 函数 。 此 时 等 式 (5) 中 的 
积分 的 第 二 项 可 定义 为 有 分 量 


| PECs), ds) — | DOr), Jdi ls),k = 1, ` ` 595 
to ljam 


的 向 量 积 分 , 且 可 利用 第 一 第 $2 所 叙述 的 随机 积分 理论 ， 但 是 一 
般 来 说 ,限于 形 为 (6) 的 函数 P) 会 大 大 减少 了 一 般 性 。 这 从 
如 下 事实 就 可 见 到 :; 由 公式 (6) 定义 的 过 程 ple) 和 p) 
的 互 特征 有 形式 


(G, Dys y = | EEDA aC, ay, 


但 在 一 般 情 形 ,这 个 互 特征 由 函数 Tt(z,y. i) Sh KARE 
# 时 是 变量 r, y 的 任意 非 负 定 核 
ALORI 之 0, 
它 对 所 有 zi € 82, 1 一 L, nn 1,2,. 成 立 。 . 
Pi OCHE s E Hi, RTE E), AR 
Y i(z,t) = cix), i=l,- 
JEdEBE ELB, aCe) 一 wG) 是 独立 的 Wiener 过 程 , 那 末 场 
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pr) = | Pla, aG) 


的 相关 函数 等 于 
R(z,y,) = E68(z,:) iC, 7) 


= [Dass da 
i=] 


另 一 方面 ， 如 令 B(x,1) = w(x,!)， 其 中 w(x,t) 是 按 + 有 独立 
增 量 的 Gauss 场 , 那 末 对 固定 的 + 其 相关 函数 
R (z,y,1) = Ewlx,t)w (ys1) 
是 任意 非 负 定 核 。 
因此 ,在 考虑 沿 着 过 程 5 (9 的 随机 积分 时 对 形 如 (6) 的 场 的 限 
制导 致 所 研究 的 问题 类 型 的 本 质 上 的 缩小 。 因 此 ,最 简单 地 ,将 随 
机 积分 


EONS) 
理解 为 和 数 


o= G) = BED — PED) 


Ika SASI, WEB ES] A ENHA RRL RES 
是 合理 的 .我 们 称 ç ARIM. 

注意 到 下 面 的 事实 是 合适 的 , 即 当 在 所 考察 的 随机 微分 方程 
GR akx,?) 一 a(x,t) 是 非 随 机 函数 ,而 eCe) 是 按 s 的 独立 
增 量 函 数 时 ,说 由 式 (6) 给 出 的 随机 场 不 够 一 般 性 的 意见 是 不 完全 
正确 的 。 事 实 上， 方程 (5) 的 解 的 增 量 A) 在 每 个 时 刻 上 依赖 
于 EGO 和 和 场 0(z,r) 在 点 x = EC) 的 值 ,而 不 依赖 于 p 
POD 在 点 y = ¿GO 相互 关系 的 特性 (当场 的 概率 特性 prr) 
作为 > 的 函数 足够 光滑 时 )， 因 此 可 以 期 待 对 任意 两 个 场 

B(z,r) = BX) K Bx,t) = PAx,?), 
只 要 在 i 一 1 和 i= 2 时 向 量 序列 
{LiL st) PiE) t pC) hs Vz € 22%, 
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VN = 1,2,.…， 
的 所 有 联合 分 布 互 相 重合 和 场 f(x,?) 按 上 是 独立 增 量 的 条 件 
下 ,方程 (5) 的 解 将 是 随机 等 价 的 。 
例如 , 设 w(x,rt) 是 按 上 有 独立 增 量 的 任意 Gauss 场 ， 
B(x,i1) = EwtCe,t)w (x,t) = {BiCx,t)}, 


而 且 函 数 BiiCx,7) 对 + 可 微 ， bik(z,t) = £ hi(s,D, 我 们 


以 olasi) 表示 满足 wz,z) = bCa) 的 对 称 逢 阵 并 引入 相 互 独 
MRI Wiener JE wil), i= 1,- . n. W 
AG, = | G), 


w(t) 一 (w(t), ... ,Walt)), 
那 末 


EA(z,D6Gz, i) = | ox,s)exss)ds 
= IGE ,s)ds, 
且 可 期 待 随机 微分 方程 


dš = a(&,1) dz + w(ë, di), 
d: = aÇë,t)dt + aoÇë,t)dwCt), 


的 解 随机 等 价 ,尽管 一 般 来 说 ，w(x,z) 和 A(z,) 不 是 随机 等 价 
的 ， 

当 pla) 为 按 + 有 独立 增 量 和 有 有 限 二 阶 矩 的 任意 场 时 ， 
也 可 作出 类 似 的 论述 。 假 定 增 量 (e, + A) 一 B(x,1) 具有 特 
征 函 数 


Eexp{iCz,8(x,1 + At) — 6(xz,t))y 


1 ti+âtr 
-= f-t] (b(z,s)z,z)ds 
£ 


+ ) as tee? 一 1 一 i(z,e(z,ssu))]=(s, die) }. 
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(可 以 把 任意 独立 增 量 过 程 的 特征 函数 归结 为 这 样 的 形式 ， 如 果 
8(x,1) 有 有 限 二 阶 抑 日 按 + 是 绝对 连续 .) 那 末 对 足够 光滑 的 函 
数 a(x,t), blx,1), c(z,t,u), 自然 希望 随机 微分 方程 


dš = ol,2)4 + P(E, dz) 
和 


dë = a(ë,1)dt + olE,1) dz + |, e(Ë,1,8)5( dz, du) 
的 解 是 随机 等 价 的 ， 此 处 olr) EREE, Ple, n = bler, 
,$C1,A) 是 中 心 化 的 Poisson 测度 ，Var5Ci, A) = | ICs, Ads. 


不 言 而 喻 ,当场 8Cr) 按 上 的 增 量 不 独立 时 ,上 面 所 讲 关 于 
方程 (5) 中 均 pC) 可 能 进行 更 简单 的 代 换 而 不 致 限制 解 的 类 
别 的 意见 未 必 正 确 ， 

定义 随机 微分 方程 的 上 述 图 式 还 可 沿 另 外 的 方向 适当 地 推 
广 。 现 时 ,有 “反馈 ”的 系统 在 一 系列 科技 领域 中 起 着 重要 作用 .对 
于 这 种 系统 ， 在 已 知 时 刻 作用 于 系统 的 “外 力 场 "不 仅 依赖 于 系统 
在 相 空 间 的 瞬时 位 置 ,而 且 依 赖 于 系统 在 “过 去 ”的 相 轨 道 : 

E(t + Ai 一 二 人 一 ec 十 Ai 一 cb 十 5 (7) 


其 中 a(p1%,s),: 2 t > r, 是 定义 在 某 些 函数 pu), s€ [t,t], 
所 成 的 空间 上 而 取 值 于 统 ” 的 随机 函数 族 ，p(w) MEF Z". 

在 今后 作 进 一 步 讨 论 时 记号 oln) 是 不 方便 的 ,主要 是 因 
AZA a(，,s) 的 变 元 不 存在 固定 的 变化 范围 。 为 避免 此 困难 ， 
可 采用 如 下 方法 ， 

我 们 引进 空间 PKA" [a,5])， 它 是 由 定义 在 (一 00, T] 
《[o,6]) 上 取 值 于 鹏 ” 且 在 定义 域 的 每 个 点 上 有 左右 极限 《在 空 
间 227 情形 当 ;一 一 co 时 也 有 极限 ) 和 右 连 续 的 函数 oC) 所 
组 成 。 设 多 ”一 Pi 以 0,G < T) 表示 由 关系 式 


(Opl) = pG + s,s < 0 
定义 的 由 多 ”到 2” kR, ERE a(p,A) = a(gp.Ir o) 是 
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定义 在 Z” x [0,T] x Q 上 的 随机 函数 。 式 (77 可 重 写 为 下 列 
ÉR: | 

£G + At) — Elt) = a(0,Ë,: + At) — a(0,Ë t) + bis 
而 方程 (5) 变 为 方程 


E= 5 + | a(8,,)d + | ecessan， >i (8) 


这 时 ,有 必要 给 定 过 程 EO 的 全 部 “过 去 ”, 即 是 直到 时 刻 o 的 值 
据 此 应 把 关系 式 
ECE) = pt < n, (9) 
拼 人 方程 (8), 今 后 称 (9) 为 随机 微分 方程 (8) 的 初始 条 件 ， 
随机 线 积分 it {3,;re [0,T1} 是 在 固定 概率 空间 {8,6， 
P) 上 的 某 个 o- 代 数 流 ，(3,CS5)，8《q,?) 是 取 值 于 统 ” 适 应 于 
{3,} 的 随机 函数 。 
今后 落 虑 两 个 不 同 版 本 的 定理 。 一 种 是 其 样本 函数 以 概率 1 
连续 的 随机 过 程 ,而 另 一 种 是 样本 函数 没有 第 二 类 间断 点 (modP) 
的 过 程 ， 与 此 相应 ,引入 两 组 假设 
设 @z(@","[a, b]) 是 空间 Z2r7(@"”,Z2"[a,b]) 中 由 
连续 函数 组 成 的 子 空间 ， 空 间 多” 赋予 一 致 范 数 
lol 一 supj9(2|。 


将 认为 空间 多 ”是 没有 第 二 类 间断 点 的 函数 以 pon 为 距离 的 距 
离 空 间 ( 第 一 卷 第 六 章 85)。 为 使 研究 间断 过 程 情 形 简化 , 在 Z" 
中 将 使 用 更 简单 的 距离 对 研究 的 方程 建立 进一步 的 假设 。 这 距离 
由 关系 式 


TR OCO (10) 


定义 的 半 范 数 |lplly 所 产生 ,其 中 K( * ) 是 定义 在 半 直 线 ( 一 c ,0] 
的 Borel 集合 上 的 某 个 有 限 测 度 ， 天 (一 co ,0] = K < oo。 
例如 , 若 考虑 有 滞后 的 随机 微分 方程 , 即 形 如 
dG) = a(£G@ — h)a ttt £G — h,), 1) d: 
+ BECF — h)a- te EE hi)s da), 


. 141 o 


的 方程 那 末 pCp,t) 应 看 作 是 依赖 于 pls) 在 有 限 个 点 的 值 的 函 
数 , 即 形 如 BCqp《0) plk), ,p( 一 加),?)》 的 函数 。 在 此 情形 
自然 应 把 在 点 9， 一 加,"“， 一 hb 取 同 样 值 的 函数 pC) ERE. 
同一 的 ,并 用 距离 | 
lp 一 els = 


V (eQ) — GOFF (lh) — BB) 
+ -e + Clk) 一 olh) Y 
对 多 ”距离 化 , 即 用 半 范 数 (10) 来 距离 化 ,其 中 相应 的 测度 K 是 
集中 在 点 0 = 及 ,一 后 ,…* ,hb, 并 在 这 些 点 取 值 KC{ 一 入 }) 二 1， 
回 到 函数 plo), 首先 假设 它 满足 下 述 两 组 条 件 中 的 一 组 : 
8-1): a) AZt BCqp,5) = psss) 定义 在 @”x<[0, T]X 
9 上 , 且 对 每 个 : 委 工 ， 它 在 区 间 se [0,:] 上 的 限制 是 8” x 
T, Xx $,- 可 测 的 . 
b) HEE PH, eC) 是 平方 可 积 S$,- 靳 ,其 样本 隙 数 以 概 
率 1 属于 多 *[0,T]， 且 其 分 量 的 特征 以 概率 1 连续 ， 
这 里 Bor 是 包含 Z" HERRE Z= 中 子 集 的 最 小 e- 
代数 ,全 是 区 间 [0,:] 的 Borel 集 的 o- 代 数 . 
8.2): WRAZ E”, Ber, E", TIRE Z” 9," ,22=[0, 
T], 则 函数 8Cp,t) 满足 8.1) 的 条 件 。 
满足 条 件 8.1)，8.2) 的 随机 函数 8p) 称 为 DAE”) 
中 的 蒜 场 ,或 简称 场 ， 
如 果 spn) 是 狗 ” 中 的 蒜 场 , 那 末 存在 随机 函数 Ap), 
当 固 定 P 时 是 自然 可 积 单调 不 减 过 程 ，ACp, 0) 一 0， 且 对 任意 
和 人 二 (1,1 + Az], 有 
E{]2, APIS} = E{A(p,A)|S,}, 
其 中 Ap, A) 一 人 p: + Ar) — Alp), 
我 们 说 场 Py,1) 按 半 范 数 或 范 数 线性 有 界 , 如 果 
Ag,A) < (1 + |ie|kyAQ A) (11) 


A(q,A) <(1 + ol) AC A, 

其 中 AG) 是 适应 于 o- 代 数 流 {3,,t e [0,T]} 的 连续 单调 不 减 
可 积 过 程 。 如 果 对 每 个 p, Ap) 是 上 的 连续 函数 ， 那 末 按 半 范 
数 线性 有 界 的 条 件 等 价 于 要 求 : 

能 找到 满足 上 述 条 件 的 过 程 h(:)， 使 得 对 任意 AC[0,T] 

E{|pCp,A)NIS} < (1 + lopli ECAS}. (12) 

由 (11) 可 得 (12) 是 显而易见 的 。 其 逆 易 由 第 一 章 $1 定 理 21 得 到 ， 
类 似 的 关系 对 按 范 数 线性 有 界 场 也 正确 

还 可 对 拷 elp 一 eln 得 到 同样 的 关系 。 如 果 对 任意 
N > 0 存在 适应 于 o- 代 数 流 {5,1€ [0,T1l} 和 不 依赖 于 ? 和风 
的 单调 不 减 连续 可 积 过 程 Asle) r e [0,T]， 使 得 对 满足 条 件 

lols SN, lele < N 

的 所 有 o, ED”, 

E{|lpCqg,A) — 8p, A) PIS} < lo — ohE{ArCA)|S,} (13) 
成 立 , 那 末 称 8C(q,?) 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ( 对 于 半 范 数 )。 如 
果 存 在 过 程 AG) 使 对 所 有 N > 0 可 认为 A = AC), WR 
将 称 plp) 满足 一 至 Lipschitz 条 件 ( 对 于 半 范 数 )。 类 似 的 术 
语 适用 于 等 式 (137 中 用 范 数 lp 一 el 代 换 半 范 数 jig 一 els 的 
EE. 

现 米 给 出 随机 线 积分 


Goa dz) 


的 定义 。( 下 面 还 将 对 这 定义 稍 作 推 广 。) 

对 随机 过 程 Ee), re (—co,T] 作 如 下 假设 ; 

5.1) FE EG), tE [0, T], 适应 于 eo- 代数 流 (S,,r e [0,T]}， 
对 :二 0，#(s) 是 和 -可 测 的 且 过 程 (xz) 的 样本 函数 以 概率 1 
属于 27; 或 

5.2) 过 程 EG), (< T WERE 8.1)， 且 其 样本 函数 以 概 
率 1 属于 Zi. 

it o 是 用 点 
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k= Ohh T 


8| = max Ar A; = fi — tiie 
la] 1<ki<n 4 k Ë k-i 


SHAR A, 将 表示 半 开 区 间 G, + Az] 或 (fistiti]。 
定理 1 i EG), re (—co, T] WER £1), 随机 函数 
P(gp,1) 满足 条 件 8.1) 和 局 部 Lipschitz 条 件 (13)。 那 末 极 限 


[BCBr8, dt) 


= P — lim Delois) 一 以 0648 下-D] (14) 
k= 


定义 1810 


存在 。 


定理 1 的 证 明 。 设 ` 
rw 一 《inf{z:1sCo| > N))V 0, 
HS inf{ġ} =T, t= inf{r: Ae) > LY, #H ` t< rw 时 
Enlt) = Ele), 当 í Z rs 时 S CO = 0, 
Bp,t) = B. (0.1) = Pp, NTL). 
利用 停止 黑 的 定理 ,不 难 验 证 , 当 |o|.| < N, lols < N 时 
E{lBC9,A) — AC $, A NS < le — yhaE{ArCA)|S,}, 
(15) 
其 中 
AnCA) = AG + A Arzt] 一 A GA TL). 
考虑 区 闻 [0,T] KTDR ó, 和 ô AR 5, 是 à, 的 子 
分 割 (65; < 5,)， 构 成 分 割 8 的 点 以 G = 0,1,.…,w) 表示 ， 
而 分 割 5; 的 点 用 ty G, = r < t < + < tis ™ DER. 
设 
Az, = ta — Ai = tj — Hi 
A, = (tttl, Ay = (rni-ntúl, 
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aE) = SBCO, EA) 
k=1 


_ > [A(6,,_,š 9 一 BOES) 
k=1 


Hit oE) 是 类 似 于 ol(#) 的 积分 和 , 但 按 分 割 s 构造 CE) 
EX Cp) ROA aG = 1,2) 构造 的 积分 和 。 那 末 
P{]o, CE) — a()] >e} < Píry Vr. < T} 
+ P(|ó Cin) — alin) > sy, 
因为 过 程 EG) Ge (—co,T]) 和 AG) Gre [0,T1) WEZA 
KAR, AONE L= L(N) 足够 大 时 , 概率 Pír Vr, < TY 
可 任意 小 。 
现 来 估计 后 一 不 等 式 右边 第 二 个 被 加 项 ， 注 意 
lën) — KEN) 
一 2122721500, Eu, Ar) — EO EN Ae 


k=0r=; 
利用 不 等 式 (15), 得 
El|G(En) 一 En) l? 


一 >> E]5(0,, EN A.) — FON ENS Agr) l? 


< E > > ||, `Ë s 一 Qu EQ |t An A). (16) 
k=0 r= 
这 时 我 们 利用 
E |ó(0,,_, Ens Ap) 一 FCO EN Ap) |7 = EEí: -- 1S 
E[E{|P(gq,Ai,) — Elb, Al? {3,,, -Homo E em。 
注意 到 不 等 式 (16) 右 边 位 于 数学 期 望 下 的 和 一致 有 界 它 不 
超过 4NKAw(T) S 4 KE， 其 中 天 一 天 (一 co:0]。 其 次 ， 
NO Sy 一 Or 人 
一 | livGw += sym t DPK), 
因此 
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Elain) — ën) = E | (> [ën Cti t s) 
ker 


— Enlia T $) Phw(Ae) )K(d9)， (17) 

利用 积分 学 中 通常 采用 的 方法 ， 不 难 验 证 对 所 有 <0, E 
积分 号 下 的 和 当 15| > 0 时 趋 于 0， 

事实 上 , 设 e> 0 是 任意 给 定 的 。 在 区 闻 [ss + T) ER 

数 EnC) 公 在 有 限 个 点 有 不 小 于 /2 的 丰胸 设 就 在 点 ses 


ss 有 这 样 的 驶 跃 。 用 长 度 为 h HKA i 包围 它们 ,其 中 hm 二 
e EKW [s,s + T] 中 除去 区 间 i;， 我 们 得 闭 集 5， 可 找到 这 
样 的 s 使 当 |e — #'| <s, £, € $ BJ, 


|ë (6) — ECN < =a. 
易 见 这 样 的 e, 存在 。 事 实 上 ,如 果 相 反 ,我 们 构造 点 shsh, n 一 
1,2,-.， 的 序列 , 使 得 a= l<, lim =m £ = s € 8, 


EnC) — SG)1 > “全 ,由 于 函数 EnC) 的 单方 极限 存在 ,所 
以 lënls-) — EnC) > -全 .但 此 不 等 式 与 s € S 相 了 矛盾 ,如果 


15 < Ë, 那 未 每 个 区 间 A, 一 norn] 位 于 8 的 内 部 ,或 包含 
区 间 ;的 一 个 端点 作为 它 的 内 点 ,或 位 于 i BWAR. RIU» 
Ls 1， 分 别 表示 这 三 种 类 型 的 区 间 A 的 集合 ， 设 
ho 
lal < (As) 


HJ . 
z == > vt 十 了) 一 EC 十 SEA) (A;,,) 
kar 


SEHH <? aao 
h h t, ti 
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+ 2m + 4N maxhn(AbD 十 4N >` AVCAL) 
k El 


keL 
< 2e, + 8mN:max ÅxlA) + 4N SÄNG). 
akéh r=1 
顾及 到 函数 An) 的 连续 性 ,可 见 对 任意 给 定 o TEEM el 
然后 找到 加 和 ss 使 得 对 满足 la, <(%Ae ) 的 所 有 š, z< 


so。《 当 给 定 m 时 )。 因 此 当 |6.| 一 0， 以 概率 1 有 z— 0. 
因为 在 不 等 式 (17) 中 可 以 将 极限 移 至 积分 号 下 ,我们 得 
Eó CEN) — ELEn) > 0, 3 j5 — 0 时， 
因此 当 lal — 0 BF,Pí|e (ë) 一 os)| > se 一 0。 由 此 易 
得 对 区 间 [0,7] 的 任意 分 割 8, 和 5,( 即 当 2 已 经 不 必 是 ó, 
的 子 分 割 时 ) 均 有 
Pillo(é) — oa > e} —= 0,34 [aila lôa] 一 0 时 。 
定理 得 证 ， 
当 对 连续 过 程 雳 虑 积分 时 ,上 定理 可 稍 作 加 强 ， 
定理 2 假设 过 程 r), e (一 0 ,T1]， 满 足 条 件 £2), 而 场 
8(q,?) 是 满足 条 件 68.2) 及 局 部 Lipschitz 条 件 (对 一 致 范 数 )， 
即 当 lel SN, lol <N 和 ze [0,T] 时 ， 
E{J2Cp A) — LAPIS} < lp — oPELAvCA)IS,), 
(18) 
其 中 Are) 是 适应 于 {3,，z:€ [0,T]) 的 连续 单调 不 减 可 积 过 
程 。 那 末 随 机 线 积分 (14) 存 在 。 
证 。 如 在 证 明定 理 1 时 那样 论证 ,我 们 得 


El|ë (£) 一 EKEN) l? < ED Sw 
kor 
= Orën l Ân A) 
且 不 等 式 右边 的 和 一 致 (对 w) 有 界 。 HATAR E 的 结构 的 


假设 ,得 知 当 |a,| ~>0 时 ,以 概率 LX kor 一 致 地 有 
lOi EN 一 Onl = sup| El +s) 
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一 Eltiri +s) | 一 0。 
内 此 , 当 15.| 一 0 时 ， 
Eld(En) — En)? — 0, 
由 此 ,如 同 定理 1 那样 ,得 所 需 的 结论 。 
注 ， 如 果 定 理 1 或 定理 2 的 条 件 成 立 且 sup JEO < C, 其 
中 常数 C 是 非 随机 的 , 那 末 式 (14) 不 仅 依 概率 收敛, 而 且 在 均 方 意 
义 下 也 收敛 ,同时 随机 积分 有 有 限 二 阶 和 矩 ， 
现 来 建立 所 导出 的 积分 的 某 些 估计 。 
引 理 1 设 场 8(q,:) 满足 条 件 0.1) 和 局 部 Lipschitz 条 件 ， 
而 E), k= 1,2, WER E1 H 
llorë,|| = sup{ |El S T} S N, k = 1,2, 
那 末 


E {| F ecoa) = | Onan | | 对 


<E{| 10g — BACASI G9 
证 。 如 在 证 明定 理 1 时 那样 ,我 们 得 到 不 等 式 


Efe) =S <E{ (Pls + D 


一 oo 


— (n + OF x ACAD JEUDIS he 


位 于 积分 号 内 的 和 一 臻 (对 o) 有 界 ， 且 当 181 — 0 时 收敛 于 极 
限 
[EEC +) — SG + SAC, 


由 此 易 得 不 等 式 (19)， 
注 。 如 果 plp) 和 E), ¿= 1,2， 满 足 定 理 2 的 条 件 且 
ll0zš (21 < N, BR 


E {|| eco 一 | 3(68,40| |S} 
<E|][ los — oAwCas)|S). C20) 
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证 朋 与 上 述 类 似 ， 

类 似 地 可 证 明 下 引 理 . 

3| 理 2，1. 如 果 定 理 1 的 条 件 成 立 ,此 外 ， 

a) lore < N， 其 中 入 是 非 随机 常数 ， 

b) 存在 适应 于 o- 代 数 流 {r Eelo, Tl) 的 连续 单调 不 减 
可 积 过 程 A), 使 得 | 

ELICA RIS} < 1 + ol EACANIS}, (21) 
那 末 | 
E||| 0s d| |S} < E fac 


+ | W6,sACaD S.J. (22) 


2. 如 果 定 理 2 的 条 件 a) 和 
c) E(|80(@,AD2F1S1 < (Q + hpl DEAS} (23) 
均 成 立 , 那 末 


eae. 


+ ol Can IS). (24) 


引 理 3 ik (2, 和 KO 满足 定理 1 或 2 的 条 件 。 又 设 
是 [0,T] 上 的 随机 时 间 ,， plod 一 6(0 r Ar), (7) EO 当 
r< r 有 时, 和 EO 一 5(1 一 ) 3 rr 时 。 那 未 以 概率 1 在 集合 
1 < 了 上 ,有 
jG: = Pasa = 06. (25) 
首先 注意 到 如 果 定 理 1 或 2 的 条 件 对 时 间 区 间 [0,7] RE 
那 末 它们 限制 在 区 间 [0,1],1 < T 时 也 成 立 ， 且 法 定理 1 或 2 可 
唯一 地 《mod P) 定义 积分 


KORO 


此 外 ,函数 pp 和 E 也 满足 这 些 定理 的 条 件 . 因 此 包 
含 在 式 (25) 中 的 量 有 定义 。 为 确定 等 式 〈25) 中 的 积分 而 取 的 和 
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| 可 <E { ACT) 


ERA <r 上 相等 ,由 此 可 得 等 式 (25)， 
注 。 我 们 着 重 指出 , 当 + 一 工时 (25) 也 成 立 (mod P). 
BIRA it elp) 满足 条 件 8.1) 和 一 致 Lipschitz 条 件 成 
Xü EG), k= 1,2, 满 足 条 件 E1 及 


E | ,16 人 4(at) < o, 
BRR hw 一 4 时 不 等 式 (19) 成 立 。 
证 , Wk rw = nf: V || SN} 和 ENG) = P(O, S 
k=1 

t< ry BJ; SPG) = ¿(r —), Š (Z zz 时 。 由 引 理 3 得 知 对 
所 有 足够 大 的 N, 有 

[ata = | BCO,845d), 
由 于 Fatou 引 理 ,有 

T 1 

E || esd) — | (0,549 


2 





(T T 
< imE || eoe, ds) — [| pCO8Y, ds) 
< timE | 10,8 ~ 0E BACA, 
顾及 到 以 概率 1 对 * 一 臻 地 EO POD, 8 
E| (ed9 — {pCa,4) 





] 
T 
<E | lo, — OEA dts (26) 


引 理 5 如 果 场 8Cp,!) 线 性 有 界 且 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ， 
ED 满足 条 件 1) 及 
E | Walia) < oo， 
那 未 不 等 式 (22) 成 立 且 无 须 假设 lers < N. 
其 证 明美 似 于 引 理 4 的 证 明 . 
šE. 类似 于 (22) 及 (26) 的 不 等 式 在 如 下 情形 也 成 立 : 
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CNP ROF k= 1,2, 除 满足 定理 2 条 件 外 , 场 AC.) 还 是 
线性 有 界 的 (相应 地 满足 一 致 Lipschitz 条 件 ), 且 


E [ 1, AC) < oo (E| OEA) < eo), 


引 理 6 设 随 机 场 (ps) 满足 定理 1 的 条 件 , 而 过 程 s), 
k= 1,2 满足 引 理 1 的 条 件 。 那 未 对 任意 e > 0 8 N > 0, 有 


p [|fe [resna > 
< +P [Pa — BNA Cde) > N]. 
`š , 


证 。 设 5 是 由 点 fk R= 1,2,-: ,7 对 区 闻 [0,T] 作出 的 
某 个 分 割 。 和 的 序列 


R . 
> [8(0, En Ai) 一 pg ËP A;)1;k = 0,1,- "f 
jel 
构成 平方 可 积 款 旦 由 于 $1 引 理 10, 
P EC 一 DOn 5A)| > s} 
Jal j=} 


N m I 
< E PSD Myt Pulia) > N|. (27) 
i=1 


当 151 一 0 时 到 极限 并 利用 证 明定 理 1 时 所 得 的 结果 ,我 们 得 不 
FAC). 

注 。 如 果 引 理 1 注 的 条 件 成 立 且 rc < N. llêrél < N, 
那 末 





P {| [irona [rosna] > 


<J +P {i ho — ela Ga) >N). (28) 


不 等 式 (27) 使 随机 线 积分 的 定义 能 推广 至 比 定 理工 更 广泛 的 
过 程 类 5(z)， 但 由 于 今后 随机 积分 仅 应 用 于 其 解 的 样本 函数 属于 
Dr RET 的 过 程 的 随机 微分 方程 的 理论 ,所 以 可 限于 萎 囊 从 前 
给 出 的 随机 积分 的 定义 以 及 使 这 些 积分 存在 的 上 面 导出 的 随机 过 


"454， 


程 ECG) 的 类 ， 

作为 积分 上 限 的 函数 的 随机 线 积分 设 8(p,?) 和 EOD 满 
足 定理 1 或 2 的 条 件 。 如 果 O <a < b < T, PRARËRKK 
[0,T] 而 考虑 区 间 [a,b] 时 ,对 应 的 条 件 成 立 ， 


因此 可 定义 随机 积分 
| eessao， 
显然 , 它 是 多 可 测 随机 变量 ,是 当 0 < << <T W, 
[pC0,8,45) + | ee,aD Cmod P), (29) 


令 
nC) = ['0G,z,a9, 

过 程 Mt) 适应 于 o- 代 数 流 AZ eLO TI} 和 对 每 个 + 以 概率 
1 唯一 地 被 定义 ， 

可 利用 过 程 (O) 的 不 完全 唯一 性 , 在 今后 总 将 K) 理解 为 
它 的 可 分 修正 ， 

引 理 7 设 定理 1 条 件 成 立 ， 那 末 

D 过 程 Ya， te [0,T] 是 局 部 平方 可 积 蒜 是 有 样本 函数 以 
概率 1 属于 多 [0,T] 的 修正 ， 

2) 如 果 _sup_|5(D| < N,N > 0 且 引 理 2 的 条 件 b) 成 立 ， 


那 末 10) 是 平方 可 积 款 且 
Jan} 


E {|( aas;aa) 
<E J|" G HIERAU sah GO 


3) 如 果 取 ACA) = C,Ar 时 引 理 2 的 条 件 b) 成 立 ， 其 中 
C, 是 非 随 机 常数 , 且 


| Eleslta: <, 


那 末 nCz) JEsEJ E| Rek, f B. 
-152% 





le) 


< G| O + EERS, Das GD 





e (|foto 


4) 设 
[ 805s ds) = Ce), 
BL pst) = 6CprANAr)， 其 中 T 是 关于 {$1 € [0,T]) 的 某 个 随 
机 时 间 ; 那 末 
| pC08,40) = | 8:08, dsXmod P); (32) 
5) 对 任意 s> 0,N > 0, 有 
P (sup, | | aozan] > e} 
< +P lG + lA) >N] (33) 
8 0 
证 ， 首 先 验证 命题 2) .不 等 式 (307 由 引 理 2 直接 得 出 。 因为 
在 所 考虑 的 情形 ,和 DI g(9#,A4) 一 致 可 积 ,所 以 在 等 式 
中 , 当 |4| — 0 时 可 取 极限 得 
E {| pC6s,4)13.) = 0. 
因此 ，*(z) 是 平方 可 积 摧 ， 可 类 似 地 证 明 命 题 3)。 
为 证 明 命 题 4), 先 假定 supl EC] < N. + 
olt) = Dp EA) + A(0,,Ë sz) 


一 (0, S ti) t € (tistinle 
BR 按 定义 
P — lima( r) 一 [ aogas), 
o 
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BHH, Ilr) 一 no)| < sup O= ol, BI 区 一 


c(0) 是 可 分 的 平方 可 积 欢 ,所 以 由 于 定理 2 的 注 
E supla) — oC) | < 4E|x(T) — AT 0. 
因此 ， 
nr) = P — imole) = | 88,45), 

也 就 在 所 考虑 的 特殊 情形 证 明了 等 式 (32) | 

为 考虑 一 般 情形 ， 引 入 随机 时 间 zw 一 -过程 69 首先 走出 
半径 的 球 的 时 刻 (如 果 对 所 有 + < T, EOIN, BR rw 一 
T), B$ En) — (0), 5 # 之 + 时 ; f SG) — sar —) 8 
z > r hF: X Bs pt) = (p tA Tx). 

利用 引 理 3 和 公式 (32), 我 们 有 


n(zA ru) 一 Wu = WO 
一 sa (05, 


因此 由 于 2)，wzArx) 是 平方 可 积 靳 ， 因 为 limrw = T, 所 以 


nG) 是 局 部 平方 可 积 款 , 由 局 部 款 的 一 般 性 质 得 知 存 在 样本 函数 
以 概率 1 属于 多 [0;,7] HBE. 

其 次 ， 因 为 当 六 足够 大 时 以 概率 1 有 rw 一 了， 所 以 对 任意 
随机 时 间 z,a(r) = P — limm(r 八 rw)， 于 是 


a(r) = P 一 limyt Ty) = 一 P— imf” ™ "Ar (0,EçA n ds), 


T 
= P — lim [A (6,5,49). 
另 一 方面 由 于 引 理 3 f 
T Tr 
P i BerarwCOs, ds) 一 | COE ds) 天 o} < P{rx < r}, 
且 因 为 当 V 一 co 时 Piry < z) + 0， 所 以 得 公式 (32). 
最 后 ,由 C2) 一 FQ) 是 局 部 平方 可 积 款 和 1 引 理 10 
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的 注 得 不 等 式 (33), 

注 。 如 果 定 理 2 的 条 件 成 立 , 那 末 过 程 a(t) 的 可 分 修正 是 过 
续 过 程 且 在 不 等 式 (30),(31) 及 (33) 中 以 IBENI 代 换 6 时 ， 
它们 仍 成 立 ， 

现在 来 计算 随机 积分 yz》 的 特征 。 

引 理 8 ” 设 定理 1 的 条 件 成 立 , 且 


(Ce DACs) = | HU psd )as, 


当 pl NN, lel < N 时 ， 
Cp pt — 26C ps7) + Bp, pt) 
< islep — elk, 
其 中 4w(o 是 适应 于 o- 代 数 流 {3,,t€ [0,T1} 的 非 负 随机 过程， 
CERE [0,7] 上 以 概率 1 可 积 。 令 


mC 一 | (089), 
Bh GOG = 1,2) 也 满足 定理 1 的 条 件 ， 那 末 
Gm) om = [BCO 61,5)ds, (34) 
证 ,我 们 引入 “有 可 变 的 求 和 界限 的 积分 和 ”, 当 r€ 《4,144] 
时 ， . 
cs (e) = DOn EnA) + BCO Eit) — BOO,6i98)), 


ktat 


其 中 A, = Gn]. 容易 验证 


Ë [rk 
《aa 一 z| b(0,_ Ë 0 5)ds 


k=1 


+ on: »00162 5)ds。 
i 


现 注意 到 
A((0C o, 2 一 BB,*)) BCP,*) 一 pl, .)), 


一 [app — 28lps bs) — bh, p r)1ds 
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< lo = oh) aads 
及 . . 
ACB( ps,') ,8 hie) 一 BCh: 25, f 
= | aed) 一 b( o, piss)]ds, 
由 此 得 (对 几乎 所 有 $): | 
lolo, piss) 一 blos das) 
< Vo ps [bb diss) 一 2b( 1, P235) + bC hrs $, s)] 


< Vx ps pn) ||, — dills 
及 





[ACP pis) 一 b prs D2,s)| 
< Vi op — pl VD, h25) 
+ jy, — pala bC pis 92;5)) 
因此 ,函数 bpd) 是 (对 几乎 所 有 NETPR IDERA 
《关于 半 范 数 | ° |.). 不 难 利用 与 证 明定 理 1 时 同样 的 推断 ， 证 
H jel 一 0 时 以 概率 1 有 


C01902)1 一 Ko 222 


因此 由 ol) KAF aÚ Co 得 等 式 (34)。 
注 。 如 果 假 设 中 以 [e 一 él 代 换 lp 一 上: 后 ,定理 2 的 
条 件 与 引 理 8 的 条 件 成 立 , 那 末 等 式 (34) 也 成 立 。 
随机 微分 方程 解 的 存在 与 唯一 性 定理 
设 给 定 某 个 o- 代 数 流 {S, ,ze [0,7]} 和 取 值 于 2” 适应 于 
{3,} 的 随机 函数 a p,r), PCpst), pE 2=,r€ [0,T]. 满 足 “ 初 
始 条 件 ” 
ECG) = ps) < 0 
的 随机 微分 方程 
dë = a(0,Ë,t)di + 8(0£,di),t > 0, (35) 
的 解 是 指 : 对 关于 {3,} 的 随机 时 间 r, 0< r < T, 及 当 
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r€ [0，r) 时 有 定义 的 随机 过 程 sO) 是 s, x 和 -循序 可 测 并 对 
每 个 + <r 以 概率 ! 满足 关系 式 
EO = gG), H : < 0 R$, 


EC) = ECO) + PCs, yas 十 | (sasa > 0. (36) 


此 时 等 式 〈36) 右边 的 积分 是 有 意义 的 ,其 中 第 一 个 看 作 
Lebesgue 积分 ,而 第 二 个 看 作 随机 积分 , 

随机 变量 z 坡 称 为 过 程 如 六 《随机 微分 方程 的 解 ) 的 生命 时 
N. 

方程 (35) 被 称 为 在 [0,T] 上 正则 ， 如 果 在 整个 时 间 区 间 
[0,7] 上 它 具有 唯 -的 解 ( 即 取 r 一 T 时 方程 (35) 的 解 存在 且 
叭 一 )， | 

现 引进 函数 Cpr) 和 pCq,t) 的 一 般 假设 , 使 当 这 些 候 设 
成 立时 ,等 式 (36) 右 边 对 足够 广泛 的 过 程 BO 类 有 定义 。 但 要 指 
出 ,考虑 十 分 广泛 的 过 程 SG) 的 类 毕 席 是 没有 意义 的 , 因为 等 式 
(36) 右 边 是 有 连续 修正 或 有 样本 函数 属于 Z? 的 修正 的 过 程 ,于 
是 过 程 O 本 身 也 应 当 是 这 样 . 

先 讨论 函数 alps). SAMAR: 

0.1)a) 函数 Cp) = alpo) 定义 在 多 "x[0, T]XA 
EB Bar XT, x 3- 可 测 ， f 

b) 当 固定 ?时 ,以 概率 1, Cp) E @"[0,T1, 

c) 当 固定 时 , 变 元 ?的 函数 族 (a(€ TEZ” 
上 关于 距离 ppm 一 致 连续 ， 

a.2) 函数 Cp) 满足 a.1) 的 假设 ， 如 果 在 其 中 以 Q", 
Ben 和 ELOT] 分 别 代 换 @2=,%;,= 和 22=[0,T1. 

如 果 存在 适应 于 {3,,+ [0,T1} 的 连续 单调 不 减 过 程 MMCD， 
使 得 以 概率 1，2(T) < oo 及 

[pda < G + oD [nda (32) 

那 未 称 函 数 ep) Rb S B 00 (9 —B saka ak, 4 
在 不 等 式 (37) 中 可 以 用 半 范 数 | eE NA. 
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如 果 对 任意 丸 > 0 能 找到 单调 不 减 送 应 于 {3,1€ [9,71} 的 
过 程 O, EE 


rags) — C.a < le — whl avd G38) 


对 所 有 满足 lol N ol < N 的 PP 和 由 成 立 ， 那 末 称 alp) 
满足 局 部 的 Lipschitz 条 件 ( 在 一 致 范 数 或 半 范 数 下 )， 如 果 过 程 
AnG) 可 选 为 不 依赖 于 N 的 过 程 A), PERAE elp) 满足 
一 致 的 Lipschitz 条 件 。 

HERH a.2), G7) MGO elpt) 的 类 以 Ss 
ln) 表示 ,而 满足 条 件 a.1) 和 在 (37),《38) 的 右边 分 别 以 半 范 数 
ie 不 代 换 范 数 | ， 时 得 到 的 条 件 , 则 以 Slon) RR. 当 所 谈 
及 的 是 仅 满足 不 等 式 (37) 或 (38) 中 的 一 个 ， 例 如 满足 (37) 的 随机 
函数 Cpt), A alps) E55《46,*)， 在 男 一 情形 亦 类 似 ， 

我 们 见 到 ，gqp, = 0PC € 27, € [0,T1) 是 取信 于 家 "的 
Borel R, 

事实 上 ,如 果 有 是 Z= HERR Castas) C S0) 上 取 


£ B= ]] B; 的 柱 集 , 那 末 


{pe B| = {rpl + se B}. 


因为 对 Borel 集 B, KK, A7 RIRS {z: p(x) E 时 一 
Z, 也 是 Borel 集 , 所 以 集合 


[np B) = [Y (Z, s} 


也 是 , 其 中 Z— + 表示 集合 [zi 8 Z). 因此 如 果 gC 9,7) 
EZT Cpr) 的 Ban x T-P WAR, Eh Ba 是 由 D" h 
柱 集 所 生成 的 最 小 o- 代 数 , 而 a 是 [0,T] 上 的 Borel 集合 的 c- 
代数 , 那 末 Ops) 是 变 元 z 的 Borel 函数 。 

于 是 ,如 果 场 ps) 满足 条 件 a.1) 或 a.2), 那 末 积分 


° 158 ° 


EQ | :)dt 


以 概率 1 存在 。 
其 次 ,如 果 alpi) E Salos) 那 末 (O< a <b =< T) 


| cbgrDdr < f CL + llO, plik) dmod P}, (39) 


由 by%:*e [0, T] ERATZ ATEN? us 的 连续 函数 ,而 
a(p,t) 是 变 元 9 的 连续 函数 (对 z 一致 ), 容 易 得 到 所 需 的 证 明 。 
类 似 地 ,如 果 a(p,t) € SG), 那 末 


G, ai| < [a + ptc, (40) 
”如 果 ol( pH) ES 18) 和 pilla V ll; || < N, 那 末 
E 一 CZO 











< | lal pi 一 p) )uz4 C tdt, (41) 
而 对 a( pst) € SC. “2w)， 类 似 的 不 等 式 成 立 。 
至 于 积分 | (4,,4s) 存 在 的 条 件 及 性 质 在 上 眉 已 研究 过 . 


类 似 于 函数 pt), RISIART Pht) 的 类 的 记 
号 。 就 是 ,如 果 场 ECp,t) 满足 条 件 (A.D (8.2)), 线性 有 界 和 
满足 关于 半 范 数 ( 范 数 ) 的 局 部 Lipschitz 条 件 ,控制 过 班 AC) 和 
ANCO 绝对 连续 且 ¿G 一 AG2.12G2 = AG), BREA 

PCP) E Sasin) CR Cpt) € SSC, 282), 
令 


Alp) 一 [apas + elpt) 


并 记 ACgp 7) E Sosan KS Gas 2422) WE 
a( gp.) € S.C ho, Ly) 和 (0.0 € Soho Nw) 
(aCgst) € Sh dy) T A( p,n) € Siain) 
设 过 程 EG) rE [0,T], 适 应 于 9 代数 流 {Ss E50,T]}, E 
以 概率 1 样本 函数 属于 Z"[0,T] 3: < 0 时 补充 定义 E0: 
,459 ° 


El) = pC), ER pH) 为 属于 多 ”的 给 定 的 沙 数 。 设 alp) 
满足 条 件 oa.1),a) 及 8(yp,1)€ Sesin) 今后 如 无 特别 声明 ， 
这 些 条 件 始 终 假 定 成 立 。 
我 们 来 定义 新 的 过 程 %(?),1€ (一 00， T], 令 
nG) = 90 和 0， 


nt) 一 pC0) + | .AGO ds)s => 0, 





其 中 | 
í ACOE, ds) = | e081)ds 


+ [sar € [0,T]. (42) 
0 


这 时 ,我 们 将 等 式 (42) 中 右边 的 随机 线 积 分 理解 为 样本 函数 属于 
@=[0,T] 的 修正 。 对 应 $ 一 7 以 了 表示, 即 xÇ = IG). 

引 理 9 如 果 AM p)ESCC, iy) 其 中 C 是非 随机 常数 ， 且 
sup „EIET < %, 那 末 


E {supli(s + h,5) 一 1Cr) |S} 


< efa + lp + f oas], (43) 
其 中 C RMF C,K 和 T, B 
#5) = sup E{ISCOHPIS， 
证 . 因为 
sup IG + E) — 1G Dh 





全 < 人 (659 十 [sezao |, 


所 以 ,注意 到 对 可 分 平方 可 积 著 ae) 有 

E{ sup, InCD RIS, < 4E(|xG: + a)l lS} 
并 顾及 到 不 等 式 (22) 和 (39), 我 们 得 

E{sup| IG + h,5) — IGRE 1S,r 


< 2 sup l 
0cA<ca 
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< (2C +4C?a + 2cE{(| losg leds) js 
+c ELISIR IS,}ds 
< cual” E{lesl: 1s,}ds). 
其 中 C'= 4C'(T 十 2)， 男 一 方面 ， 
Et{losl lS} = Ü EIEC + oll}KCas) 


< Klel + z(s)), 
与 上 不 等 式 合 在 一 起 就 证 明了 3 引 理 ， 
注 。 如果 AG, ES(C, Nn) 那 末 . 


E sup |/ Ct 十 15 — IGE) < CIC + lola 
<< 


+ | Zoas], (44) 
其 中 ZG) 一 E sup |š(2) |, 


不 等 式 (44) 的 证 明 类 似 于 上 引 理 的 证 明 。 
类 似 于 引 理 9 可 证 明 下 引 理 , 
引 理 10 如 果 sup Ele? < ©, k= 1,2, A(g,1) ESC, 


C) BR | 
E Sup HG8) 一 1082] < cf. vO)ds, 
其 中 C” 是 仅 依赖 于 C 及 了 的 常数 ,而 
G) 一 sup EIEC) 一 总 (站 | 
WR Alp) € SC: C)， 那 末 
E supl 1,6) 一 IG) < C” vas, 
其 中 v(?) = E sup BORO 


为 书写 方便 我 们 引进 如 下 记号 。 
以 H*(H°) 表示 满足 条 件 (#.1)(#$.2》 的 随机 过 程 的 空间 ， 
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而 HIH) 表示 HAHO 中 由 满足 补充 条 件 
IEC) ~ (supE | EG) |7}? < co 
(E sup 15C0D| < oo) 
<, < 
的 过 程 所 组 成 的 子 空间 . 
还 应 给 出 今后 多 次 用 到 的 如 下 初等 引 理 ， 
引 理 11 如 果 zGO 是 区 间 [0,T] 上 的 有 办 函数 且 


xz(a < Á + 引 za > 0, 
WK 
z) < Ae”, 
事实 上 ,显然 有 
xD < A + B| CA BÈ" sad 


2 
KA+ AB + AB + ABT 


n| 
+ B**! f. .. N z(s)dsdr,- ` dt, 
当 so 时 取 极 限 就 得 所 需 的 证 明 ， . 
定理 3 设 4(qp,t)& S(C,C), 随机 微分 方程 《36) 在 任意 
初始 条 件 g € Zç TF, 在 H? 中 正则 ， 即 在 HF 中 有 对 所 有 
ELOT] 被 确定 的 唯一 解 。 这 解 有 性 质 : 


E{fsupjsC2PiS < 4A + lol), (45) 
E{ sup , 159) — DP |S} < BC + [jg + sup |:G2124, 
G6) 


其 中 4 和 8 是 仅 依赖 于 CT 和 KK 的 常数 
证 。 在 空间 HZ 中 引进 范 数 
个 (7 和 一 {sap EIEO IPP, 
- <T 
É H, 是 取 值 于 A” EMT oR (S r> 0) 的 随机 函数 
ECE) € [0 T1, EC) < co 所 成 的 空间 ,其 中 范 数 由 上 面 的 关系 
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式 定 义 .H¥ 可 视 为 空间 H, 的 子 集 。 空 间 H, 是 完备 的 (不 同 于 
HË). 由 不 等 式 (43) 得 知 算 子 1 将 HE 映 回 到 自身 ,而 引 理 9 表 
BATI 的 某 一 阶 是 压缩 算 子 。 从 任意 过 程 0) € Hr (0) 一 
POD 出 发 ,构造 逼近 序列 
Sari(t) = (2,8,),7€ [0, T], 
令 
e, = E. sup|éa+1(s) 一 名 (| 一 12 9 


s (2) 一 sup ÉE |&,(s) 一 £ G212. V, == s (T). 
由 引 理 9 得 


nG) 二 CVs n (D < (CY, _ 
n 
如 果 令 e, = | 52], 那 未 由 qe6bmues 不 等 式 得 


P{sup |£, IG) 一 E| > E} < s, 
Oct 
而 因为 级 数 > ye。 收 伍 , 所 以 级 数 


PAO) — £0 


以 概率 108698, Ak, imë, = EO 以 概率 1 存在 而 且 关 于 
1€ [0,T] 一 致 成 立 ， 当 + 之 0 时 ,定义 E)E) 一 pl) 这 
时 EO 满足 条 件 EDE E sup EOP S o. 此 外 ，. 


E sup [E — E.e)? — 0， 
0<:<7T 


事实 上 ， | 
E sup. IEC) 一 E, GO 12 < Elim sup|Es+a Ce) — £, |? 


nim? 


< limE (> suplé4+(5) 一 E0 ° V kG — 1) 


kad kma 
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TAT) < FAK DelTy 
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当 # 一 co 时 ， 
现 不 难说 明 式 
Ea) = pO) + [aOd t [EOE 
可 以 取 极限 的 理由 。 


EXE, h EG) 一 致 收 伊 于 E) 得 OEC) 对 2 一 致 收 
AF EGO. RIE, HA se [0,T] 以 概率 1 有 a(6E,, s) — 
a(6 必 ,s)。 于 是 以 概率 1 有 

| e (68.4 — | oC)ds, 
其 次 ,根据 前 述 事实 
E || pC0i8.,4) 一 | C0 ,as) 





< EIEC) — sO) lds 0, 
因此 ,对 每 个 O 以 概率 I 是 方程 
ECG) = pC0) + [a080 + KORD 


的 解 。 因为 等 式 两 边 的 函数 右 连 续 ， 所 以 得 出 的 等 式 对 所 有 
z€ [0,T] 以 概率 1 成 立 ， 
现 证 明 不 等 式 (45) 和 (46). 设 z() 一 E{ sup |ËG)121S1. 


顾及 到 引 理 9 得 
z0) < 2| p(0) |? + 2Esupl1(Cs ,8))? 


< 2 oOF + 2CtUG + lol) + Ks 


< c,(Jel +: + |2645), 
其 中 c, ERRAT C.K 及 了 的 某 一 新 常数 ， 由 后 一 不 等 式 得 
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z( ++ 1 < c, 
lgl? +: + | zds + Ł 


C? 
或 
1 < Allel + De, 

类 似 地 ,对 

zi) = E{ sup |ËG) — š(a)2|S) 

a<:=<t 

得 不 等 式 

aD < C,GG + ol) + aG), 
由 此 得 


z (t) < (1 + lol + 2a sup EGD 2 (ea — 1), 


现在 来 证 明 方程 (36)》 的 解 在 H: 中 的 唯一 性 。 如 果 它 有 两 个 解 
st) 和 和 mC), 那 末 由 于 引 理 9, 有 


VOo < c“ | VCs)ds, 


其 中 
VCE) 一 Esuplt(s) — nCs) l’, 
0<:r<t 


VG) < CT sup E EC — aC) |: = c”, 
对 所 得 的 不 等 式 求 积分 ,得 


t (ti 
V(O) < cf dti | V(r)dr, < : * ° 
0 0 


1 tn 
< c 伯 .. | VO ddis i" -di 
ojo 0 


Ki, VG) 一 0. 
TERE. . 
注 1， 设 函数 alp) 及 elp) 满足 定理 3 的 条 件 。 考虑 
方程 
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E) = pC) + | oO ds 十 | 2Ces,dn， (47) 


其 中 函数 pO 有 下 述 性 质 ， 它 收缩 在 半 区 间 ( 一 co,0] 上 是 Z? 
中 的 确定 性 项 数 ,而 收缩 在 区 间 (0,T] 上 属于 HI. 

显然 ,定理 3 关于 方程 (36) 在 H: 中 的 解 的 存在 与 唯一 性 的 
证 明 部 分 无 须 改 变 就 适用 于 方程 (47)。 因 此 以 下 结果 成 立 : 

在 上 述 条 件 下 方程 (47) 在 H: 中 有 唯一 和解， 

注 2。 如 果 Alp) ES CC,C) 和 p) EH, WRAT) 
在 H; 中 存在 对 所 有 (€ [0,T] 有 定义 且 满 足 不 等 式 (45)，(46) 
的 唯一 解 。 

其 证 明 与 定理 3 的 诈 明 相差 很 少 , 仅 需 要 由 满足 

E sup |&G21] < oo 

的 初始 逼近 ¿GO 出 发 。 

为 推广 方程 《36) 的 解 的 存在 与 唯一 性 定理 ， 我 们 需 如 下 结 
果 : 

定理 4 设 4i(gps?) 8 SC.) 或 Alpes Csin) 和 
lol S NIPIS N< r, 其 中 7 是 某 一 3,- 随 机 时 间 , 则 关系 
式 

aps) = opst) = alp,t), 
Pilp:t) = PP) = py, 
成 立 ， 那 末 , 如 果 EN i= 1,2 是 方程 
dë;Ct) = a;C0 Eis t)dt + 8,(0,š;,dr) t > 0, 
EC = pl), < 0 

的 解 , 且 以 概率 1 有 suplëiG)| < oo pss 


sup|šC)1 < NG = 1,2) 
时 ,对 所 有 z* < 以 概率 1, 有 
š G) = Ea, 


WE. H Alp) € 5(，,4w) 情形 的 证 明 . 第 二 种 情形 类 似 . 设 
o = inf{ru >r, |E] > N,l|5,(O] >N, AnG) > L}, mR 
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在 大 括号 中 所 指出 的 集合 不 空 ;而 o 二 了 了， 在 相反 情形 。 义 设 
aC pt) = a(p,) 4t < ç kf, ap) = 0 š z 2 z B$, 

Balp) = Llp A o). 

那 末 , 当 |el< N,lel| < N 时 


1 fits t+At 
f diops s)ds 一 [ wj (b s)ds 





= | UU lato, — alba 





(t+ADAo 


< lp — gl, A (s)ds < Llp — #ll*Az, 
to 


朋 利 用 关于 停止 著 的 特征 的 定理 ,类 似 地 得 
E{lpi Cp: A) — ñ (#,A)119,1 
(z+ A p)A5 
<El mba — oi |a} 
<Llg— ghar, 
设 EG) = EG S.G), 2G)= 1 当 <ç BR, 和 xG)= 0 
当 r 2 ç 时 。 那 末 


EXCO) IEC) |? < 2ExCG) 





2 








[ [ai(0,81,5) 一 a,(0,E,, s) Jds 


2 





+ 2Ez(2) | 6,49 — p(s1 ds)] 
tG 2 

= 2Ex(p)| | [ow (6,Ë, ss) 一 o (0,2,, s) lds | 

+ 2Ex(O [Wr — B.(8,E,,4s)1 | 
< 2EXCD) 2 J” Jo, — 0 E.L d: + 2EL (los 

— 05, ds < L'E| xO) Ossas. (48) 

令 zCe) = sup EXC) IEC) < he AA 
EXC) os = EXC) | 1£G + n) lK Cdn) 
<E | XG + a) |£G + O PK Cdu) < KC), 
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所 以 由 不 等 式 (48 ) 得 : 
z() < L'K| Cas,0 <:<T, 


由 此 得 知 ,对 所 有 (€ [0,T]zG) 一 0 或 对 每 个 :以 概率 1 有 
xG) EC) 一 总 (| = 0, 
顾及 到 CG) 和 SG) 右 连 续 , 可 见 以 概率 1 对 所 有 * 有 


XE — 5) | = 0 


或 以 概率 1 对 所 有 上 二 a F AGE. 令 工 趋向 oo ， 由 于 
A G) WARE, RITE: aO 一 SG 对 所 有 t< innar, 
IEC S N, EOI > N) RL. 

定理 得 证 . 

定理 5 j A(p,D ESAn Almi) € Sr. lu) 
随机 微分 方程 (36) 在 H*(H:) 中 存在 对 所 有 *e [0,T] 有 定义 
的 唯一 解 

证 。 正 如 在 证 明定 理 4 时 一 样 , 限 于 考虑 AC) ESCin) 
情况 , 先 从 确定 方程 436) 的 解 的 存在 性 开始 ， 

设 p > 0, 引进 函数 a Cpt) A pt), a, Cpt) E Saos) 
K po D € Se(1o 2) 满足 apC pst) _ al( ,1!) 及 Bo 人 _ 
Cp 当 pj < (G) 时 ,其 中 r =O 不 依赖 于 N， 量 
rO) 的 值 将 在 下 面 确 定 。 令 z,= inf{t: LG) > p, VO) > 1,), 
如 果 在 大 括号 中 指定 的 z 的 集合 不 空 ; 和 r, 一 了， 在 相反 情形 . 
且 设 

appt) = orl Pt) 当 :二 rs W, 





alp) = 0 、 当 > r, bf, 
Ao. = 8P IAT) 当 r< t, 时 ， 
flp) = 0 当 :2> r, 时 。 


常数 1， 的 意义 也 将 在 下 面 确定 。 那 末 
CUE = alpat), plp) = Pp), 
当 lol < r(e@),: < r, 时 , 且 
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AG.) = [alpasis + (>D e SCP) 


(HAUFE E EEEBRFEUU8 Sr ABS), he alp) Lp) 
是 Sen 可 测 的 , 且 对 固定 的 plo DERF {Seat BIR. 
由 定理 3 得 知 方程 

dË, = A,(0 ss di), € [0,T],£g,G) = pC), < 0, (49) 
在 区 间 [0:;7] LA E)E Ht。 由 于 定理 4, 4 r(p') >r) 
时 对 所 有 : 在 集合 8, 一 {oir = T, OES rE £, G) — 
#0). 这 时 p(0,) < PCr, < T) + PUGES r(2)). 由 定理 3 
和 deGbuueB 不 等 式 得 


Plori > r(9)) < ELL, 
r'(e) 


其 中 KO 是 仅 依赖 于 p,lol 和 TT 而 不 依赖 于 1,) 的 函数 。 
设 K(p)/rp) 一 0， 当 了 一 oo 时 。 那 末 当 ?足够 大 时 ， 


PUEI >r) < > 





SERPE I, 使 
Ps, < T) = PAT) >p UCT) > 1) < +. 


这 时 P(5,) < e。 由 此 得 知 过 程 EO 以 概率 1 收敛 于 某 极限 

ECO, 而且 以 概率 1 对 所 有 ze [0,T] DK p= plo) 开始 

EG) 二 $6?)。 特 别 可 以 认为 过 程 EO 的 样本 函数 以 概率 1 对 所 

有 íe [0,T] 有 左 极限 和 右 连 续 。 因 为 S G) 是 Spa WKS, 

所 以 EQ 对 ae- 代数 S, 是 可 测 的 。 最后, 如果 o € 9,, WR 
op Pst) = aol) ,BP = Cpt), 

且 由 于 定理 4, 在 O, 上 以 概率 1 有 


EC) = pCO) + (AO sds. 


于 是 后 一 等 式 以 概率 1 在 整个 8 上 成 立 ， 方程 的 解 的 存在 性 
得 证 。 这 个 解 的 唯一 性 易 由 定理 3 和 4 得到。 定理 证 毕 ， 
现 假定 ACg ,7) € SÇ sin) (或 Algq st) € SC ,An)), 构造 
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场 acs pt) 及 Pel pt) 使 当 lels p 时 分 别 等 于 alp) 和 
(p. 并 满足 以 2 (为 控制 函数 的 一 致 Lipschitz 条 件 , 而 
当 jeol 2 >+1 kati 0. 2 E, 0 RE 
= A,(OE,, dr), 
wA = p) 1 < 0 

的 解 ,及 rpm ifl: IOE >p, :€ I0,T]) È r, = T, 如 时 
大 括 吨 中 上 的 集合 是 空 集 。 随机 时 间 序 列 r, WAAR., R 
tw 一 limt, 如 前 述 一 样 , 当 P> p fu rcr, 时 时 (一 
Ep (7)。 因 此 以 概率 1 对 所 有 : < z. 存在 极限 limt, (O = š (O 
并 以 概率 1 重合 于 某 个 水 数 EG). Aie #(z) 以 概率 1 对 所 有 
t <+, 有 左 极限 且 右 连续 ， 

与 证 明 上 述 定理 一 样 , 可 以 认为 当 上 < 一 re H EO 满足 方程 
(36). 

定理 6 如 果 ACpp) 6 S(° ,Nn) (或 Alp) € SC 1w))， 
那 末 存在 [F ,refr0;,T]} 上 的 随机 时 间 rt。 和 适应 于 (S,,.r € 
[0,T]}， 对 r 过 rz。 被 确定 的 随机 过 程 EO, EANA t< 
Toi (t) 满足 方程 (36) 且 过 程 EO 的 样本 函数 以 概率 1 对 所 有 
t 之 T。 有 左 极限 及 右 连 续 ， 此 外 Phr. > 0) = 1. 

定理 7 如 果 在 定理 5 的 条 件 中 可 令 加 = C ， 那 未 方程 4367 
的 解 属于 HEGH:i) 和 

E sup |£ (9 |! < BC + ipl), (50) 


E sup JEC) — Cl < BO + lelh (51) 


其 中 8 是 仅 依赖 于 CK 和 了 的 常数 ， 
证 , 设 r, 是 在 证 明定 理 5 时 所 引进 的 随机 时 间 ，5, Cs) 是 
方程 (49) 的 解 ， 那 末 EO EHF E E sp |l G) < e, 由 


引 型 8 得 
E( sup [Ë,G + h) — E0) IS) 
<a <a 


<cle + gl + [sE], G2) 
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其 中 C 仅 依赖 于 C,K 5 T. | 
令 z G) =E( sup 1855(5 | 时 .由 以 上 不 等 式 得 


zs 和 219(0)1 + 2C'[IT(1 + lpl® + | z(s)ds], 

因此 ,由 于 引 理 11 有 

zO < C”(1 + lel, 
其 中 C” 仍 依赖 于 CK 和 T。 类 似 可 得 不 等 式 
E{ sup, WECO PIS} < CCO + (0E), 
这 与 (52) 一 起 ,给 出 了 
E{ sup, IEG + h) — £, G (13,} 
< C”(1 + lel + sup, IEC) Da, (54) 

特别 是 ， 

E sup | £,G + h) — š, G) |: CYU + lela. (55) 
MERK p 一 oo 时 £,G) 以 概率 1 收敛 于 方程 (36) 的 解 SGD), 
且 利 用 Fatou 引 理 ,由 不 等 式 (53) 和 (55) 得 所 求 。 

注 。 对 方程 (47) 可 得 类 似 结 果 。 为 此 应 当 考 虞 辅助 方程 

EO 一 yl) 十 ess Da + BOE sds), 

如 果 设 
E sup |@()]2= ç < co, (56) 
Ss <T 
那 末 如 同 定理 7 那样 ,可 得 如 下 论断 : 
如 果 定 理 7 的 假设 和 条 件 (56) 成 立 ， 那 未 对 方程 (47) 的 解 来 
说 下 估计 式 成 立 ; 
E sup |Ë (2 PS B(1 + lo + o), 


Kh BART CKT. 

随机 微分 方程 解 的 矩 的 估计 ”考虑 满足 定理 5 的 条 件 的 方程 
(35). 先 假定 对 固定 Ppp) ELi, Iih BE Cpt) 
的 特征 《8&spt》 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 ; 
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《Bt, Bt), = 8Co, nasa = 1,--. m, (57) 


K 
ECD < PO + lle), (58) 
HIERAR (t) WRT Lebesgue 测度 绝对 连续 ,因此 


CPEi) = [ao 30)d5， 


而 且 由 第 一 章 $1 不 等 式 (51) 得 ; 
ItiC gp,s)) < PE + llell2. 
这 里 10) 是 在 [0,T] 上 非 负 有 界 且 适应 于 o- 代 数 流 {S,,t€ [0， 
Tl) 的 某 一 随机 过 程 , 还 设 
lelg) SAN + lel. (59) 
将 伊 蕨 公式 应 用 于 函数 f(x) = lhl 与 满足 方程 
di G) = ca(6,;;t)ds + 8(0,Ë,d:) i € (0,T] 
E = p): < 0, 《60) 
的 过 程 EO. AA 
Vi(x) = r|x]"'x, 
Ilx) = r(r — 2)|*|” (x X x) + rix E, 
其 中 是 单位 矩阵 ，x Xx z 是 有 元 素 xi 一 wrt 〔〈7 大 一 1 2 
m) 的 矩阵 ,所 以 


EGI = LPO + [LLED + sQ), 
其 中 
LLE) rm| GG), + 318068, | 


+ r(r— DIEG) S] pit(O,Ess) ECs) ss) 


ji, k=1 


EO = | TECIE) G, d), 
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PO) 一 SYP, LECL 

r= inf{r:p (O > N,,1(2) > N), 

其 中 N, 和 人 是 某 两 个 常数 ， 这 时 设 info = T, 
HE 8,(z) 是 局 部 平方 可 积 款 , 特 征 是 


Enë = PE EO D PCC), as, 
jekel 


且 由 于 第 一 章 $3 引 理 2, EGAr) EERME., TE 
Ep”G AT) < 3l pCO)” + E sup (f LE, Das ) 
Sugi 0 
+E sup, [E Cu A 12121. 
我 们 来 估计 所 得 的 不 等 式 右边 的 被 加 项 。 有 
sup (全 LEs Jdss < T | ole, 


Dem <š 0 
+ liol” + po”Cs)]ds, 
其 中 c, 和 ¿ 是 某 两 个 仅 依赖 于 E mi bk. 此 处 我 们 利用 
了 显然 的 不 等 式 lael < lp + pCs)。 其 次 由 款 的 不 等 式 〈 第 
一 章 $1(4)) 得 : f 
E sup lE Ga At): < 4E|£ GA r)Ë 
O<s<s : ` 
< 4mr 正 | ROOPA + 16 二 ds 
< E| PCC, + ple + (94, 
其 中 常数 c, 和 c 仅 依赖 于 > 及 wm。 因此 
EsrGA r) < 3f POYI? + NC + lol 


+ eM) EprCs)as| ; 
而 且 常 数 co 和 c” 仅 依赖 于 rom K T. 由 所 得 不 等 式 及 引 理 
11， 
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Eo” GANT) < 3[|p(0)i2 + oN + [| gly le s C61) 

在 所 得 的 不 等 式 中 r= r(Ni,N)。 设 Ni 一 co, 因为 过 程 
E O 的 样本 函数 以 概率 1 有 界 ,所 以 不 难 发 现 ， 

arr) = sup JECA] —> sup 和)1， 
I&S TAT .seTAry 

其 中 Tw = inff: 1G) >N), 这 时 ， 由 于 Fatou 引 理 及 不 等 
式 (61)， | 

EevG Ara) < E lim GAT) < C (el Ne su, 


其 中 C'(lgpll*,N*) 是 线性 依赖 于 ipl, N: 和 了 的 常数 。 

因此 证 明了 下 述 定理 ; | 

定理 8 WEDE G 及 条 件 (57) 一 (59) 的 过 程 ¿G) 3 
tS ty = infi: 1(#) > NY 时 有 任意 高 阶 的 乍 。 

推论 ”如果 

laCps2)| <.C(1 + llel), 
E{|lpCp AFISI < CCI + pl A:, 

其 中 C 是 非 随机 的 ， 那 末 方 程 (60) 的 解 对 所 有 ce [10,T] 有 任意 
MERE. I 

考虑 形 为 

dE = a(0,Ë 1) dt + (OE,dt) + LOE dr), (62) 

BUB8 SL EIER FER, Hp alpa) 和 Llp) 满足 
条 件 (57) 一 (59)， 


ep) = [| C.a), 


uC) 是 联系 于 22: 中 某 整 值 调度 v《:,A) 的 局 部 蒜 测 度 ,其 
特征 zG,4) 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 。 
还 设 | 
[pda dd) < OU + lo) C63) 
和 对 任意 N > 0, 当 lo < N, i == 1,2 时 ， 
E [[ res) 一 YC Q, s, u) |?2z( ds, du) | l 
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< le.— eE] |” ass, |, C64) 
”而且 以 概率 1 有 
(a < co, í (sdar < œ, (65) 


这 时 定理 5 的 假设 条 件 成 立 ， 和 方程 (62) 在 区 间 +€ [0 ,T] 上 有 
唯一 解 ， 
jk z 一 r(NN) 一 inftff: ECW] > NAO > N), RR 
ACP) = ACP INT) BY) Ept NT), 
cp) = ¿(p tAr) 
ELIMIA RR HARA, B ë L p E 
dë, = =,(0,t,,t)de + BOE dt) 十 685) > 0, 
E, G) = p), < 0, 
的 过 程 O 有 有 限 二 阶 矩 ,而 且 当 上 <r W EWO = EG). 5 
此 相应 ,我 们 首先 假设 函数 o,f% 对 应 的 控制 函数 Cr) 一 N (E 
然 在 上 面 的 叙述 中 有 可 能 2(z)> N， 但 这 是 非 本 质 的 ， 因 为 当 
<rt O <N 和 在 今后 的 不 等 式 中 函数 在 单个 点 的 值 不 起 
作用 ), 在 此 情形 下 考虑 方程 (62)。 
利用 广义 伊 芯 公 式 (第 一 章 $3C45)), 在 其 中 令 f) = |<], 
我 们 得 f 
IEC = pC + (TLE) + L 8,14: 


+ š, tne, C66) 
其 中 L.(#,:) 和 5,(z) 的 意义 如 前 所 述 ,而 


LG = | UEO + rë) EO 
— rG((0,š t38) EJIE | GG, du), 
we) = [| p AEO + rs, 


— JEC) (as, au), 
作为 上 述 条 件 的 补充 ,我 们 还 假设 
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| a Cost lald) < POU + pl) (67) 


AEREE EFRA EA EER, P W.S 
式 (66) 右 边 的 被 加 项 有 有 限 二 阶 矩 。 与 前 类 似 , 我 们 得 不 等 式 
Ep (z) < 4(| p (0)|2 + ČNI + loll): 


+ ¿w Ez), 
其 中 f 
e GQ) 一 Sup, IEC 


及 有 估计 式 
EP) < CO op em, 
因此 证 明了 以 下 定理 ， 
定理 9 如果 随 机 微分 方程 (62) 满 足 条 件 (57) 一 (59)，《67) 
及 (69)， 那 末 它 的 解 当 上 < r 时 有 到 第 2+ MARE. wR 
时 可 假定 1(5 = N,N 是 非 随机 的 , 那 末 
E sup. EWI < Cl + llel’, . C68) 


mA C, ERKAT N.T 及 过 程 维 数 的 常数 。 


推论 在 定理 9 的 条 件 及 1 = N F 
E sup IEC) — pCO) < CC + lp"), (69) 


其 中 C 是 常数 ， . 
事实 上 ,上 述 考 虑 推导 出 不 等 式 


Eor) < ČMC + loli + ENÊ Ec") 
其 中 aG) 一 sup JEC) 一 pC0)1. 由 此 不 等 式 和 (66) 即 得 (69). 
随机 方程 的 解 对 参数 的 连续 依赖 关系 ”考虑 形 为 
hult) = pu G) + ACs) > N (70) 
Ws) = pls) :一 0 
的 方程 ,其 中 u 是 纯 量 参数 ， # € [0, wo] ; 场 
Aap) — falhas + 人 
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SAR pO 均 依赖 于 参数 wx， 而 初始 条 件 (O 34 s< 0 
时 ) 不 依赖 于 u. 

定理 10 假定 A.C p. D) e s(C ,C), 此 外 

1) sup. Elə, G) P < c, 

2) lim up El g, G) 一 plt) | = 0 Yie [0,T], 

3) Ef | Aflh) — Abh) lS} 

<E {ral} (71) 

及 对 任意 N 22 0,te [0,T] E. 

lim P { sup ( lap,7) = oo ,1) | + 7Y.(p,)) 之 e} _ 0. 
那 末 

` lim sup Eln.) — m (0) |: = 0, 


ad O<: <T 


证 。 因 为 方程 (70》 满足 定理 7 HRE, EO 有 有 限 二 阶 
矩 , 差 m, (2) — m (z) 可 表 为 


uG) — mG) ~ ol) + [2.9 


一 | 4Cemsao， 
其 中 
TG) pel) — pola) + | 4(emsa 
— [aG6a649, 
易 见 ， 


Eln O — x G) |: < 3E|s, (z) |? + 3CXT 
+ DE | 6, — m) lla: 


一 3Elo (O) |: + C' NN ElnCs + u) 
— mls + a) | Kldujds, 
令 v,e) = sup El n,G) 一 mk)| 。， 贝 后 一 不 等 式 得 : 
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y(t) <3 sup Elo) | + CK (odds, 
ERRET 0 


由 于 引 理 11 
: s, G) < C” sup Elo, C) |, 


C” 不 依赖 于 u EX, 
sup Elo, (9) |° < 3Í sup El pa() 一 pol) P 
8 <r< T Ou <T 


+ E( [f aBn 5) — m9m, s| ds Y 


] 





+ sup E | B, (6, ds) 一 aG) 
0 <:<T 0 0 
= 3(1, + L, + i). f 
按 定理 的 条 件 所 一 0。 其次， 


I, < rE|' EACE TO) 一 G (0,n 5) |ds, 
而 且 积 分 号 下 的 表达 式 有 不 依赖 于 w 及 依 测度 dP x ds 可 积 的 
控制 函数 
4c11 十 j. jnols + u)|’K(du) ), 


另 一 方面 ,对 每 个 C 依 概率 ,于 是 也 依 测度 dP x ds 
LACETTI, 一 ACET ,5)| -=> 0, 
Wr, L, — 0 当 # 一 0 W. 最 后 ， 


1 < 4E j B05 ds) - 一 | 6 (0, manl 





= 4E N ACET 5) ds, 


且 和 L 情形 一 样 ,不 难 见 到 当 u 一 0 时 一 0， 
注 、 加 强 定理 10 的 假设 ,假定 
“RP AOI 
而 其 余 条 件 仍 成 立 。 那 未 


lim E sup InG) — mG) |! = 0, (72) 
和 人 <: <T 
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这 结论 的 证 明 类 似 于 定理 10 的 证 明 。 

定理 11 考虑 随机 微分 方程 

dë, = AKO Es ,At) EKS) = Q (s) ys < 0 Cu € [0,xo1)， 
它 满足 定理 5 的 条 件 , 且 设 对 所 有 N > 0， 有 

lim sup [P { sup X52) > p}+P{ sup 440) > p)1=5, 
及 定理 10 的 条 件 3) 成 立 ， 那 末 当 ww 一 0 时 对 所 有 8 > 08 

PI sup. |, G) — (2) ] > s) — 0, 
”证 . 设 
r |= inf(r: 470) 2 pM) È plil 2 N) 
(infØ = T), 

alps) = apa) 4 í < r, 时 ， 

alps) =0 3 z 2 T, Rf, eip) = Pel PANT) 

Atl psi) = P'uti, dds + t os, 
应 用 定理 10( 或 定理 10 的 注 ) 于 方程 

df = ACOE! dt) ELCs) = p(s),s <0, 
另 一 方面 ,由 于 定理 4 ,对 所 有 <r, URRIA EO = EG. 
因此 ,对 任意 8 > 0 
P| sup. |ë, — al > e] < Pi < T]. 
其 次 ， 
PÍ sup |£, (£) — 8 (2) | > e} < P| sup |& G) EG) < s} 
<: < 0 < <t 3 


+P [sp IEO EOS J 
8 
+P | sup E0) — 8.) | > E} 


< 2P{r, <T} + P {sup HO) -g)> 3). 


由 过 程 W(x) , 4%G)》 的 一 致 随机 有 界 性 及 定理 10， 可 首先 
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il Ri ib E 对 ,使 Pi < Tj< +, 4 然后 求 8 >o 使 对 


uE [0,8] PÍ sup IEC) — EO > E} <£, 于 是 当 uca 
<s <T 3 3 : 


P{ sup |, G) -ElL > s) <s, 
随机 方程 的 有 限 -差分 近似 解 ”考虑 方程 
` dš 一 A(O,E ,dz ) ,1 € 7) f (73) 
£ G) = plt) a < 0, l 
其 中 Alps) € Sa 12), RESIA KE [0,T] 的 任意 分 割 5 二 
CO shisha t, = T) 并 利用 递 推 关 系 
G) = G) = p@) 3: < 08, 
Talt) = £, Ga) 354 1E [ttrt >k = 0, n 一 1 时 ， 
hO) 一 Sm 二 | AG0,49), Š (6 Castan] 时 ， 
t 
引 人 和 人 随机 过 程 &6 (2) ,ts :te 10,T]。 通过 关系 式 
ECO = pCO) + | (0.249) Vr e LOTI, 
u i 由 L, 表示 出 ， , 

过 程 SL G) 称 为 方程 (73) 的 有 限 - 差 分 近似 解 。 我 们 将 证 明 
当 1861 一 0 时 名 (收敛 于 过 程 EOW. 

先 假定 Alp) € 5S(Co,C)。 由 随机 线 积分 的 一 般 性 质 及 定 
XEO 与 GG) 的 递 推 关系 式 直接 得 O 与 :54(2) 的 二 阶 
HRA, HHE, 

E sup EGI < co, 
令 
z, (z) 一 Eí sup IEC’) 一 EDPIS 
oS’ < 


显然 ， 


z, GQ) < 2E | sup, | LOT — a(0,5335)]ds ; 
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DB | esa — PlO,Ls,ds) "|s} 
利用 前 面 反 复 采 用 的 方法 来 估计 所 得 的 不 等 式 在 边 的 被 加 
项 。 我 们 得 
zili) < CA8 + 27)E 人 16 一 SRdrlso， 
由 此 求 得 f 
z, (2) < C'E MES + u) — Els + a)l? 


+ |š,(s + u) — els tl )KCdu)ds| So} 
=C GD + z” (8) ], 
其 中 C 一 C'(C,T)， 易 得 不 等 式 


z (2) < K| (as, 





+ sup 


另 一 方面 
zO < K | sup Et|&,G — GG), 
设 
wa) = Eí]£,G) — t; G) 121). 


如 果 ze CGikstinilo 那 末 
w) = E(E( EG) — ¿(D ISa} ISo} 


= Efi Ated } 


< cE{| (1 + Jo as lo,}, 
tk 
由 此 得 不 等 式 
w(t) < c K| Qo sp EÇ LEC) S Das, 
k — ®t 


量 Ell|ë,G)12|S1 的 估计 可 类 似 于 EEO FIS a, 那样 
FAMER 7; 也 见 引 理 10, 由 此 得 出 不 等 式 (74)):; 
ELECO PIS < Cl + lel, (74) 
其 中 C, 依赖 于 C.K 和 7。 因此 ,我 们 得 估计 
z E < Cel + pb)1sl, 
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其 中 |ô] 一 maxr, TE 
z, (Q) < CK | za)ds + CYU + pl) al, 
由 此 得 
zl < Cr + ol De lal. 
因此 得 证 下 定理 : 
定理 12 如果 Ap) € 5CC。,C)， 那 末 


E{ sup, IEO — EO FIs} < c,G + lolll, (75) 


其 中 Ci 仅 依赖 于 Ca C.K # T. 


注 。 当 gs1)& SCC) 时 不 等 式 (75) 也 成 立 。 证 明 与 


定理 13 如 果 ACpp) € S, ln) 或 Alpi) € $G 14) HB 


R 


P{ sup IEG) — EG | > s]%)— 0, 4 |l — 0 BF (modP), 
而 且 在 国定 函数 UO 及 CO 时 的 所 有 函数 Ap) 的 类 


中 ,此 收敛 是 一 致 的 。 
证 。 令 
r= inf[;12 2) >N} (iní@ = T), 
A(gqst) = Alpi Nt), 
HR EO 是 方程 
di" = A'(0,&',dt) 1 € [0,T] 
EFG) = QG), 5 roi, 


WA R-ZD EUH. BRK, S G) 一 6 (0), 3 r< rh. 


等 式 (74) 得 ; 
P sup LEG) l > NS < Pir < TS} 


C(ND(I + lolis] 
N: ° 


四 此 , 当 N — oo 时 按 3 一致 地 (以 概率 1) 有 
P( sup 180) | > NS 一 0。 
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由 不 


先 选 取 Ni， 使 得 (给 定 w) 对 所 有 5, 家 
Pí sup (EOI VIEO] > NIS} < È, 
s< < 4 


其 中 。 是 任意 正 数 。 我 们 引进 新 的 随机 时 间 ,并 仍 保持 先前 的 记 
号 <: 
r= inff: (G) > NJAC EC) | 
> NDOA Gv, (D > N;)). 
那 末 当 上 < 时 GO 一 时 (六 和 £ (2 = # (2, 
于 是 ,如 果 ||g|l < N; li) 
Pi sup EO — š | (2) | > s| %] < P(z < T) 
+ CON ND + lel? lal, 
E? 
E N,N, 足够 大 时 
P{r < TiS} < Pi, Q) > N |S} 
+ Pln > NS) +£ <, 


因此 , 当 Jal <“ 时 ,以 概率 1 有 
P{ sup |£ (2) — E (O| >s S. <, 


而 且 ge 的 选取 仅 依 赖 于 函数 LG) ,Xn G2) 和 s。 定理 得 证 ， 
注 。 在 证 明定 理 13 时 得 到 稍 强 的 论 颗 。 
即 关系 式 。 
P{ sup. IEG — i G)] > 6)— 0 
在 满足 
lim sup Pi sup. wld > CY = 0, 


lim sup PL sup, AnG) > C)=0 VN > 0 


的 通 数 ACP) 的 类 所 中 一 致 成 立 ， 
KELER 


$2. 无 后 效 随机 微分 方程 


作为 MapxoB 过 程 的 无 后 效 随 机 微分 方程 的 解 如果 $1 中 
形 为 (36) 的 方程 中 Alpa + h) — Apa) 独立 于 o 呈 代数 S, 和 
WË p(s),s < 二 0， 我 们 称 此 方程 为 无 后 效 随 机 微分 方程 。 因 此 ， 
可 令 A(g ,i) = Axt), 其 中 r= 9(0)， 且 当 固定 * 时 过 程 
Alx) 是 狸 立 增 量 过 程 ， 

设 4(x,t) AAWE, . 

A(x,t) = axt) + Br) 

其 中 pa) 是 独立 增 量 的 平方 可 积 蔷 ,alkx,:) 是 非 随机 向 量 值 
函数 ， 在 所 考虑 的 情形 中 ,条 件 ce Snin) 意味 着 函数 alrt) 
是 变 元 (xsz) 的 Borel 函数 ,对 几乎 所 有 r 可 微 及 导数 alet) 一 
a(x,t) 满足 条 件 


la(z,t)| < KO + |x|) Vz € R”, (1) 
|a(xz,r) — a(y,)] < Cule — y| 
V(x,y), |z! < N, Iy < N, (2) 


其 中 K 和 Cw 是 某 两 个 常数 。 在 所 考虑 情况 ， 区 别 类 Sosin) 
和 3.(K,Cx) 是 没有 意义 的 。 在 条 件 Lest) ESCin) 的 情 
形 也 类 似 。 现 在 它 等 价 于 : 

1) AR pa) 在 每 个 区 间 ee 10, 上 以 概率 为 1 是 变 元 
(x,t) 的 Borel 函数 ,作为 吧 的 函数 是 S- 可 测 ， 且 当 国 定 * 时 
以 概率 为 1 它 的 样本 函数 属于 多 "[0,T]; 

2) Elele, AN PS KO + |+ Ar, xe Z", A= G, + 
Arl; 

3) 对 任意 六 能 找到 这 样 的 常数 Cus E 

E] 8C, A) — BCA) < Cyle — ylar, 
V(x,y),|z| SN, Iyi < N; 
且 类 Spoin) 和 5s(K,Cw) AEA. WR LCt) € SS, 1525 
那 末 LC) 满足 条 件 1) 一 3), 此外, 当 固定 * 时 eCe) 的 样本 
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范 数 是 连续 函数 .因此 在 所 考虑 的 情形 B(x, 四 是 独立 增 量 Gauss 
过 程 ( 当 国定 z BJ), 

约定 记 ACx,1) € S(K,C,); 如 果 A(x,:) 是 独立 增 量 过 
程 ， 


Alz, 一 |‘ a(,)45 + llr), 


a(z,t) 满足 条 件 (1) 和 (2), 而 Cest) ERER ED u] 3488 
《在 [0,T] 上 ) 且 仅 满足 条 件 1) 一 3)。 此 外 ,如 果 > 固定 时 BCx，,7) 
是 Gauss 过 程 , 那 末 将 记 为 Alx) ES5C(K,Cw). 
£ Blat) = EA(z,r)0*(z,z). AR Bles) E eCe) 的 
特征 和 矩阵， 因为 
B(x,A) = Blrst + At) — Bler) = EB(x,A)B*(x,A), 
PrE1 S 3230 2842) pa RkiDbk B(x,:) 是 按 # 绝对 连续 ， 
BC) = iC, yas, (3) 
及 导数 Dle) 满足 不 等 式 
J2(z,z)| < KO + ||). 
我 们 还 引 人 过 程 PCr,1) 及 p(y»7) 的 互 特征 B(x,y,:), 
jx yp) 一 EA(z,r)8*(y,r), 
由 等 式 (3) 得 


L. fy 
B(z,y,t) 一 Gy), 


而 且 bx, x,t) 一 blr,t), Eley) = P(y,xz,t), 条 件 3) 相当 
T+: 
(Elx) — 22(z,y, 1) + Èy] < Cula — y| 
V(z,y),]z] < N,|y] < N, (4) 
我 们 来 简单 叙述 前 面 关 于 随机 微分 方程 得 到 的 适用 于 现时 情 
形 的 其 些 结果 。 
芳 虑 随机 微分 方程 
dE G) = ACE CG) dt) = aG) rd -+ BEC) dt), (5) 
ECs) = r s<, 
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其 中 a(xz,:), (x,t) € Z” x [0,T1 是 取 值 于 A” 的 非 随机 函 
Zt, Laa) 是 取 值 于 家 ” 且 有 有 限 二 阶 矩 的 独立 增 量 过 程 族 。 

定理 1 设 4(rsm)65(Cw) 且 函数 矩阵 B(z,y,r) # £ T 
微 , 那 末 

1) 存在 随机 时 间 7 且 对 :万 : < 之 7 定义 的 随机 过 程 EC), 
使 得 PO > :) 一 1, 过程 EGQ)，s: 志 :之 r+， 满足 方程 (5) 且 它 
的 样本 疯 数 对 所 有 0 í<: << 有 左 极限 和 右 连 续 。 如 果 Z G) 
是 方程 (5) 的 另外 的 解 , 它 的 样本 轨道 有 同样 的 性 质 且 当 : < r hj 
有 定义 , 那 末 

Pí3:::(0O A Ea Et S rAr} = 0; 

2) 如 果 Alr, € SCK, Cw)， 那 末 方 程 (5) 在 ze€ [S,T] 上 
有 解 , 这 和解 有 有 限 二 阶 矩 ,样本 函数 属于 2=[;,T](modP); 

3) 如 果 4(x, ESc(KCw)， 那 未 方程 (5) 在 区 间 [s , TJ 上 
有 解 ,此 解 的 样本 函数 属于 @'*(modP) 并 有 任意 高 阶 的 矩 , 

考虑 方程 (5) 和 假设 对 每 个 se [0:7]， 它 在 区 间 [0,T] 上 有 
HERR EG) 一 x 和 样本 函数 属于 纪 *[s,T] 的 唯一 解 . 记 
这 个 解 为 Eele 

我 们 将 S; 了 解 为 由 随机 向 量 eCe, u) — ples), re 22", 
u € (s, t] 所 生成 的 o- 代 数 的 完备 化 ， 且 设 3, =. PA 
下 二 请 二 六 时 oo- 代数 Së 与 Sr 独立 县 ba) 是 SA. 

现 来 导出 一 系列 今后 要 用 到 的 估计 ， 因 为 它 不 仅 对 无 后 效 的 
方程 成 立 , 所 以 我 们 在 更 一 般 情形 证 明 它们 . 

用 SC4osXw)CS'C4os4w))》 表 示 类 Sasin) (SGo) tH H 
形 为 

Alx,i1) = f alx, sds + B(x,1), 

(z,z)€ 22“x<[0,T] 的 随机 函数 所 组 成 的 子 类 。 我 们 将 在 ACx， 
De S$(%,X4w) 情形 考虑 方程 (5), 51 的 结果 , 特别 是 解 的 存在 性 


与 唯一 性 定理 完全 适用 于 此 场合 . 
引 理 1 设 ACx,t)e SCK,C)， 那 未 当 0<; <: < T 时 
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Et|£, GO — £1 < € |> — yl, 
其 中 常数 C 仅 依赖 于 C 及 T. 
证 .因为 
EnC) — En) 一 了 一 ?十 | ee 
— AKE, CU) u) Jdu + È [Ge(Oa0 — 8(8,,G0,40)1, 


所 以 由 于 $1 引 理 10 函数 
v2) = Eí(|£,,G2) — EOIS} 
满足 不 等 式 
vt) < 3 E 一 y +C*(T + 1) | sdu). 
由 $153l 理 11 得，vC) 志 Clx 一 yl|?， 其 中 常数 C 仅 依赖 于 C 
KT. 
引 理 2 设 4(z,t:)ée S(K,C). E 
Blinn) 一 £, O < C'( |x, — al’ 
+ (1 + | zs 一 51))， (6) 
其 中 C 是 仅 依 赖 于 K,c 及 工 的 常数 ， 
证 .我们 有 
E| Eaa G) — Esna OD < 2E |£, ap C) 
一 Ern 2]: + 2É|z, O — E, ,,G212. 
其 次 
下 上 | (O — S, O) V = EtE11z, ,,( 
-E „apn OFISI) = E{Œ] E, Ce) 
= 5,015. os， 
由 于 引 理 1, 它 将 不 超过 量 . 候 |z 一 54., (ss) 1。 由 $1 定理 3 得 
E| x, 一 £; (52) 1: < BCI + |x, Gs, 一 sa 
为 估计 量 Ejlz,,G)— En OO 再 次 利用 引 理 1, 我 们 得 不 等 式 
(6). 
推论 ”如果 f(x),xe R", ES ERAK, LEIER 
KRIZ IDRAR 
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vr x) = Ef CECT) 

按 变 元 《zsr) 有 界 连 续 。 并 且 ， 如 果 f(x) Eg, Iols 
CO + x|°), 而 Elie (T)? 在 (x, ít) 的 任意 紧 集 上 一 致 有 
界 , 而 且 p> p， 那 末 函 数 v(1,x》 也 按 (z, 连续 。 

事实 上 ,如 果 f(x) 连续 , 那 末 由 于 引 理 2, (GG. CT)) 是 关于 
《x,t) 依 概 率 连 续 的 函数 。 引 理 中 所 规定 的 假设 保证 有 可 能 将 极 
限 搬 至 数学 戎 望 号 内 。 

如 下 公式 将 在 下 面 用 到 |: 

ÉE f(x,w) 是 一 8 X D9- 有 界 可 测 函 数 ,(x,@)€ $ x 0, % 
是 距离 空间 北 中 的 Borel 集 的 -代数 ，(0, 台 ,P) 是 一 概率 空 
H. ik i= CCo) 是 由 2 到 如 的 了 -可 测 映 象 ,其 中 SCY N 

E(f(Ç,o)|9) = eC), 其 中 g(x) = BEB{f(x,0)[$}. 

为 证 明 这 一 结论 ,我 们 以 K 表 示 使 上 公式 成 立 的 浮 数 f(x,w》 
的 类 。 显然 这 函数 类 是 线性 ,单调 的 ( 即 收敛 于 有 限 极限 的 属于 K 
的 任 一 单调 不 减 非 负 函 数列 的 极限 函数 也 属于 天 )。 此 外 ,天 包含 




















EA Goo) = POO, 的 函数 ,其 中 Ha) 是 有 界 B-T 
W, LG) 是 有 界 台 - 可 测 函 数 ， 事 实 上 ， 
PAOLO 一 Dhak), 
其 中 alo) = EO) R 
Ef Dh lo) s] = > hx) a (a), 


由 类 所 具有 的 上 述 性 质 得 知 它 包含 任意 B x D-T. 
现 回 到 过 程 SG. 设 
Pls,xs13A) = P(¿,,G) E A), 
其 中 4 是 A” 中 任 一 Borel 集 . 国 数 PG: r r, A) 是 一 随机 核 ， 
等 式 





Ef (Es) 一 [af PGss say) 
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对 任意 非 负 Borel 函数 jx) 成 立 。《 这 可 从 积分 计算 中 变量 起 
换 的 一 般 落 则 得 到 .) 
定理 2 随机 核 族 PCr,r,r;4),，0< 和 "< : < TE. 一 Mapko 
族 
证 。 为 证 明定 理 成 立 震 要 验证 核 PC(s,x,t,A) 满 足 Chapman- 
KoxMoropos 方程 ( 卷 I 第 一 章 $1)， 设 “一 2 一 :。 则 
Ej(5.00)) = E(Eí(f(z,,G 001911); . 8 G) 
一 E(E(f(E; as (8)1S;)) 
= ECEfCE ,C2))) | yaiz 


人。 f e) P(s,x,t, dz) 


= | Plsom dy)| nf CPCs ya). 
由 此 推 得 对 任意 Borel 集 4 有 
Pls,x,t, A) = | Puy y, t, APCs zu, dy), 


即 核 P(s,x,1,4) 事实 上 满足 Chapman-KonMmoropoB 方程 。 € 
HHE. 

定理 的 证 明 表 明 核 PL:,x,1,4) 是 某 一 MapKoa 过 程 的 转移 
概率 ( 卷 I 第 一 章 $3)。 | 

我 们 说 所 考虑 的 随机 微分 方程 生成 一 Mapxkos 过 程 。 在 本 章 
我 们 通常 对 随机 过 程 族 s, 0 与 这 一 MaproB 过 程 不 加 区 别 . 

我 们 来 计算 由 无 后 效 随机 微分 方程 产生 的 Mapkos 过 程 
E, GO 的 生成 算 子 。 设 





Ë, GD = x + [aG ten + B(x,1). 


引 理 3 如 果 ACx,1)e S(K,C), WR 
[Ete — ED] EC" + [z|)G — sY, (75 
E|z,,G) — #;,G2]: < C'(1 + |=|°2)G — s>, (8) 
Ñ. ig 
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vle) -a JELE 一 MO) i $ 
zDD) = Elia) — S; (921, 
WR 


oC = |E [tess — ozs) ldn 
< cf ElssCw) — xz! du, 
顾及 到 $1 定理 9 的 推论 ,得 不 等 式 
KOLCE! VC 一 om， 
其 次 ， 





zz) < (E I! LalE, Cu), u) — a(x,u)]du 
+ E |Í LEE) — 8G,an1| ). 
利用 $1 引 理 9, 我 们 得 
z) < 2(T C: + C” f Eji Cu) 一 xl’du, 

这 与 $1(69) 的 估计 一 起 导出 不 等 式 (8). 

引 理 得 证 ， 

Ë f(x),x& 宏 ", 是 任意 三 次 连续 可 微 冰 数 , 且 有 一 阶 ,二 阶 
及 三 阶 有 界 偏 导 数 . 现 来 证 关系 式 


z(y = H EIE a) = EEDI 


z — 











在 每 个 形 为 0; 过 1 二 T，|x| <N, N>0 的 紧 集 上 一 致 趋 
于 0。 事实 上 ,利用 Taylor 公式 ,容易 得 不 等 式 
G: — s)els,1) < KIELE C) — EC 

+ Eli) — S; ,G21 ERO — =l 

+ Ejn) — ERO, 
其 中 常数 K URTHE KC 及 函数 f(x) 的 一 、 二 阶 导数 的 
上 界 。 A, Elia a PSCA [*z|G s) 由 引 理 
3 得 : 
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G — ss) < K'(1 + lel’ sy. (9) 
现 利用 广义 伊 蔬 公 式 。 设 
pzst) = 0.(xz,) + Elst), 
其 中 Ax, 是 随机 函数 fC) 的 连续 分 量 , 而 以 zx;9 是 它 的 
间断 蒜 部 分 , 且 设 Cest, A) 是 按 过 程 6(x:z) 的 跳跃 构造 的 整 人 
测度 ，u(x,1,4) 是 结合 于 它 的 扶 测 度 ，x(x,1，,4) 是 它 的 特征 ， 
IPE 





ECs) = | 。 uu(x,1, du), 


以 B(x,7) 表示 过 程 Bel x, t) BJ kE BU E EE, H plz) 5 
“xsz) 的 正 交 性 得 


BCx,1) = BCx,1) + | errCespam。 

显然 ,测度 elesta) 是 非 随机 的 .由 条 件 Exit) € SXK,Cy) 得 
BG) 和 函数 矩阵 | warrKzytydu》 关于 Lebesgue 测度 绝对 
连续 。 令 

B(xz,) = [ bxss)ds, m(x,t, A) = Ju, Ayas, 
其 中 MCet, A) 是 非 随机 函数 ， 当 国定 《xp) 时 它 是 @" 上 的 
测度 。 这 时 

| lm Gora) < V(xz,)€ Z” x [0,7]， 

由 广义 伊 芯 公 式 ( 第 一 章 $3(45)) 得 


FED) = FE) + CLAE) + LatEA 
+ [OEEO pesd9)) 


+ f faet CECO) + u) — IG; (0))]a(z, 49, au), 


而 且 适 用 此 公式 的 所 有 条 件 成 立 。 其 中 
Lf (és(0)) = (V1:,(0)),alxs0)) 
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+7 > > VEVI CECO (x,0), 


k jal 


Lah EO) = | LICEO) + w) — 1(8::(0)) 
(VECERI) u), 0, du), 
bu(zyf) 是 矩阵 OG, 的 元 素 。 由 对 函数 fe) 的 假设 及 上 述 
Bh BEA rest 时 
m ELEGO 一 
” lim # — 
下 
对 任意 六 > 0 按 Cx,1)€ Sy X [0,T] RER. 
最 后 ,因为 


lim Ej aG) Z f(x) = mZ 





= (L, + L )1 (z) 


vtr t — s spi — s 
+ lm EGD ~ fO, 
“y: r — s 
所 以 得 
in Á G G= { G) = (L, + LDI 


= CV sor) + 7 3) VIVIE) 
k,j=1 


+ | Ce + u) — FC) — (VIE) (zr au), 


(10) 
使 式 (10) 得 以 成 立 的 假设 条 件 可 以 稍微 减弱 些 ， 首 先 仅 要求 
ACz, E SCK,Cn) 
ABT. 
事实 上 ， 构 造 函 数 aylrst) 及 Py(x,t) 使 得 它们 是 线性 有 
界 , 满 足 一 致 Lipschitz REEL e 为 中 心 半径 是 入 的 球 Sue) 
中 ,分 别 相等 于 a(r) 及 BC), Hik Ero) 是 方程 
di G) 一 LNCSNCD dt), 
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Alx) 一 aG sya: + nlzi) 
的 解 . 
以 rw 表示 函数 5(:) 首次 由 球 Sy(x) 走出 的 时 间 , 那 来 当 
1 之 Ty Bf, E,,G2 一 ww(t)， 对 任意 有 界 孙 数 fC), 


L- EEs) 一 Fs) < PC < D 


£ — £ 
<Et0 9 — =Ë < 
(Z — YN N° 
因此 , 如果 把 式 (10) 应 用 于 过 程 Ev 0) HAN 一 co 时 取 极限 , 那 
末 我 们 可 知 对 所 考虑 的 方程 类 式 (10) 仍 成 立 ， I 

类 似 地 ,可 推广 等 式 (10) 至 任意 二 次 连续 可 微 且 具有 有 界 的 
二 阶 偏 导 数 的 有 界 函 数 f(x). 

为 证 明 这 点 ， 我 们 构造 函数 序列 fx(x)， 它 们 有 如 下 性 质 : 
每 个 函数 是 三 次 连续 可 微 ,自身 及 到 三 阶 导数 是 有 界 的 ,fw(x) 及 
其 一 ,二 阶 偏 导 数 分 别 与 f(x) 及 其 一 、 二 阶 偏 导 数 对 应 的 差异 在 
球 Sy(x) 中 不 超过 1/N, 那 未 


LJEG GD 一 Fa) 一 Ef uC) — El 


f —s 


< EC — ECD — (f O 











< [EE — a| + CP < D|, 
其 中 C 是 某 个 不 依赖 于 入 的 常数 ， 而 rw 和 前 面 一 样 表示 首次 
走出 球 Sw(x》 的 时 刻 。 因为 Plry < t) = NPE, EnC) — z], 
所 以 被 考虑 的 量 不 超过 
1 C” nope C 
= p F|š;,G) z| < N: ° 

还 容易 证 明 L.f 一 上 .fw 一 0 和 Lat — L l -> 0. 注音 到 函数 
f 的 二 阶 偏 导数 的 有 界 性 的 要 求 仅 在 证 明 Lf Lifun ht 
才 利 用 到 。 
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定理 3 ”对 任意 二 次 连续 可 微 ， 有 有 界 二 阶 偏 导数 的 有 界 函 
数 f(x) ， 及 对 于 方程 
dz, () = AlE lE) dt), = z, 
WD EO 来 说 ,等 式 (10) 成 立 ,其 中 Alr) € S(K,C,). 
如 果 Aa) 是 连续 过 程 ， 那 末 对 |z| — co 时 增长 不 快 于 
|z| 的 蘑 一 暴 次 的 任意 二 次 连续 可 微 函数 f(x)， 
lim [EfCE,,(7)) 一 fo] 
r: t — s 


= (VEC) ,alr,7t)) + PA ila, O 





成 立 。 

证 。 仅 需 证 明定 理 的 第 二 个 结论 . BWAR fre) 和 函数 
f(x) 在 Sw(xw) 中 相等 并 且 它 自身 及 其 二 阶 偏 导 数 在 级 ”中 有 
界 。 应 用 关系 式 (10), 我 们 见 到 


—Ë— EED 一 Ka 一 aE) — fsG2)11 


< = CEx(zs < DG + lën) 





< mm len) — lO + [E G). 


如 对 随机 微分 方程 解 的 矩 的 估计 一 样 ,利用 伊 芯 公 式 不 难 证 明 ,对 
任意 p> 0 

El|¿,,G) PA + Enl) < CG s), 
其 中 C kt — 3k. AE N — o 时 


IE EnD) ~ Fr En) > 0. 


定理 要 证 明 的 最 后 部 分 是 显然 的 。 

W 1. 在 类 5(K,Cw) 的 一 般 方 程 里 , 式 (10) 也 可 以 推广 到 增 
RZ, KEARAH Ea) 存在 足够 高 阶 的 抢 。 

注 2. RAR f(z,x) 及 其 关于 * 的 一 .二 阶 偏 导数 一 致 有 界 


° 194。 


且 按 Gr) 连续 。 那 末 
lim [Ef Š (D) — fz’,x)] 


g t 
= (L, + Lair) 
如 果 Alre SK, Cr), BERE (G) 及 其 按 变量 * 的 一 、 
二 阶 偏 导数 的 有 界 性 ， 而 要 求 当 * -co 时 序列 的 增长 速度 不 快 于 
1z| 的 某 一 窜 次 就 够 了 . 
事实 上 此 结论 包含 在 定理 3 的 证 明 中 ， 
随机 微分 方程 的 解 按 初始 条 件 的 可 微 性 ”我们 来 研究 方程 
dš, G) = ACE Lt) dt) t > 1 (11) 
š,,G) = x, 
的 解 E.C 按 * 的 可 微 性 问题 ,其 中 MCet) E SCC riy). 
今后 ， 随 机 函数 按 * 的 导数 有 两 种 不 同意 义 的 理解 ;以 概率 
为 1 存在 通常 意义 下 的 导数 ,及 均 方 意义 下 的 导数 ， 
ETRA LCs) #k x 的 导数 则 理解 为 按 均 方 意义 下 的 收敛 
性 。 
设 ó, EE isôe). 那 末 


3 == ] ; B(x 十 hgst) — ECx) 
PCat) zy Lim HAt ateen . 


我 们 作出 联系 于 平方 可 积 挝 场 的 可 微 性 的 一 些 注释 ， 由 上 述 
得 知 当 + 一 了 工时 
.B(x 十 全 一 pz 


Lim. 


存在 , 那 末 这 极限 对 任意 6 ora 存在 , 且 是 平方 可 积 款 。 
我 们 以 B(z,y,t) ERE PCer) 和 6(y,?) 的 互 特 征 和 矩阵 ， 
和 假设 它 是 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 ; 


BG) = | bes yas, 
saai Bi(x,t) 存在 的 充分 必要 条 件 〈 卷 工 第 四 章 $3) 
是 存在 极限 
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im EEEE hD) — Giles) gile d hadat) — Piet) 


hy>0, h30 


=- lim E -| [B(x + hôr z + hà D) 
— Bii(x + hó, z t) — Bii(z,r + bist) 
+ Bii(x, x,1)], (12) 
我 们 再 假 定 以 概率 为 1 对 每 个 s 存在 按 * 连续 的 广义 混合 偏 导数 


—— bi = |i — [bir + he + h6 
OrtOy DrtOvt Ce, r) 0 PPA (x hörs ° ts) 


— bii(x + hdrs m s) — bCa + hara) + biiCx,x,s)], 
j= 1, m, 
而 且 
_ 
BxrtOyt 
其 中 C 是 某 一 非 随机 常数 。 


因为 bley) 是 非 负 定 核 , 所 以 由 导数 一 一 一 


bii(xz,xz,s) < C ,k,i = 1,-** ,m(mod dP x ds), 


元 人 z bii(x, z, s) 





的 存在 得 导数 地- z Cerys) 存在 。 不 等 式 


8° 
Əxt8yt 


和 等 En 的 表达 式 是 一 致 有 界 的 ， 由 
此 得 均 方 导数 a PG) 的 存在 所 需 的 条 件 成 立 ， 





bii(x,y,s)| < C(mod dP x ds), 








FEME -Êr PX, D), TA: Cys) 的 互 特征 矩阵 有 等 式 


Q, > 


jn bii(z,yss)ds, 


O gi 
(Z, D (x, ° ), 3 








_ 3’ 
”But6yr 
而 且 由 上 述 假设 得 相应 的 导数 存在 并 按 * K y 是 连续 的 《mod dP 
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X ds), 此外， . 
(P E )) = | Beys 


而 对 款 


iOD = Pi(x 十 hy,1) 一 BiCx,t) 


va) oy 


的 特征 有 如 下 表达 式 ; 
Bita = | [Ce + ayse + b) 


一 26ii(x 十 hy,x,t) + bæ, was) | 


一 ZIY, + hy,r,s) ° y — V,bii(x,z,s)y] 


m 8: " 
+ >; ôrtðy piCzsxs yy } ds 
h,r=1 
我 们 留意 所 使 用 的 记号 。 如果 a 一 a(x) 是 向 量 (或 纯 量 ) 函 
m 0 
Ë, re R”, IBK Ve 表示 楼 公式 Vo y 一 D y gy EME 


任意 向 量 ye . 腕 ”上 的 算 子 (向 量 7 函 数 ,而 Va 是 双 线性 函数 ， 
_ Pa 
Ve ° x ° y = > yax ByrBz °. 
利用 Taylor 公式 和 引进 的 记号 ,我 们 将 上 式 表 为 
G, y = | [Var 一 YA 十 yi 
x+ y,s)] ° y y ° ds, (135 
其 中 / 是 包含 在 0 和 上 之 间 的 数 。 
定理 4 设 
1) 对 固定 * 函数 a(x,1) 以 概率 为 1 按 * 连续 可 微 且 
|YVe(x,1í)| < C; 
2) 场 Ex,1) HERTE BCx,y,t) 按 1 可 微 ， 
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B(x,y,t) 一 f blx,y,s)ds, 
且 对 固定 z 函数 b(z, y, 1) 以 概率 为 1! 有 连续 且 一 致 有 界 导数 


© 
8; Bri L blx,y,7), 
(BGC) < Cs km le mi 


3) 场 A(x,1) = | ea + B(x) € S(C,C). 
BE Enlt) 按 xt( 一 1... m) 在 均 方 意义 下 可 微 且 
asr t G) — ake) 
满足 线性 随机 微分 方程 
MCE = aa H vA) dA) mb) AD 
证 。 为 简化 记号 令 s= 0, EnC) = EC), 且 设 
MCE) = — ~ [EC — $2)], 


其 中 h; = hò; 是 分 量 为 howd 一 1 … :7 的 向 量 , 过程 NO) 
满足 方程 


nC) = Ök + [aG Oa), 


此 处 
A.G, r) = Í a(š,( s) + Pas — alë,ls),s) ds 
一 | ey, a + BCy,7), 


记 
| Ay.) = Í Valësls)ss) . yds + | ras: °y 
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—_ [essas + VASTI 


我 们 来 证 明 对 于 场 Aiy, t), Alyt), 81 定理 11 的 条 件 
成 立 。 由 定理 4 的 假设 得 ， 
layl < Cly EARO D PIS} < CQ? An 
此 外 由 于 Lagrange 公式 
layat) 一 ays) = ValL) 
+ yat) — Voa(E,(0),t) ° y|, 
其 中 || < ||. 因为 对 任意 ze [0,T] 函数 Valy) 以 概率 
为 1 按 y 连 续 , 所 以 
P tsup |ex(,22 — ayt) > sy— 0 523 y — 0 Vs > 0, 
其 次 ， 
t+ât 
Elap — Añl:|3.) = E[| riky, ya ]S, 
此 处 由 于 公式 (13) 


Tayi) 一 > CV LPE) + by, EG + %y),1] 


— VLE) SC t] ° y ° y, 


”和 | 让 < lal. RARR bary) 以 概率 为 1 按 变 元 
xiOy 


(x, ,7) 连续 , 且 以 概率 为 1 有 sup|£(z)| < co, 所 以 不 难看 到 ， 
P{ sup. [Yaya 2) > 6} 一 0 当 % 一 0。 因此 红 1 定理 11 的 条 件 
RY. 顾及 到 $1 定理 10 的 注 ,得 
E sup fna) — ne)|l:—>0 当 有 一 0， 
IKT 

其 中 mO 是 方程 (14) 的 解 。 

定理 得 证 。 

加 强 对 场 AC) 的 假设 ,可 以 得 到 函数 z, CGO 按 初始 条 件 
的 二 阶 偏 导数 存在 的 定理 。 

方程 (14) 的 形式 微分 法 导 至 关系 式 
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Nt) = | AG, (ae) ` m (9) No) 


+ [VAE 46) + mC) (15) 
其 中 
1C) = 元 -En (D. 
为 使 导数 mO FARNE, ARARE nO 存在 四 阶 
PE VAC) ERREX TIE x 一 致 有 界 。 
我 们 从 说 明 方 程 (14) 的 解 的 四 阶 矩 存在 的 条 件 开 始 。 
利用 广义 伊 蔬 公 式 。 为 此 分 解 场 prst) 为 连续 和 间断 部 
分 , 即 
Bx,t) = ACO) + tCx,1), 


GG 80 y = | nds 


Eas tO, = |b as. 
WS Cey D, PA, MEA I MERASA 
二 6， BRG Bai 在 均 方 意义 下 按 A= 1s 
m) WR. Q 
AYO) = | 7 A(8,,G0)549) * y, 
或 更 详细 地 ， 
A551) = valss(0),0) ° y d8 + | VBE), 49) ° y 


+ | VtÇ(z,,(0),46) + y 


一 | av(y,0)d0 + BICI) + EO) 


过 程 87(y,7z) 的 特征 的 矩阵 
《pi(y, . DECOY, ° D: 
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, Ë 8 . | 
mz | > BR 六 ELECO) Ee CO),0)y* . yrd 
f k.r=l 


($1 引 理 9) ,过 程 COD 的 特征 有 类 似 的 表达 式 ， 
由 定理 4 的 假设 得 : 


pels yt) | + = toy — bly) < C, 


lay) < C(1 + 1y|), 
因此 场 AS(y.i e s(C,C). 
ZADE 








g 
ƏxkƏy' 


CD) 一 > + (AAC), (16) 

为 简单 起 见 令 s=0. 由 了 1 定理 9 得 如 果 Aly, esl, C) 
且 

fal [ul Cy, T, du) < C(1 + |， (17) 


其 中 Cyr, A) 是 结合 于 过 程 AO, 1) BSBRRECRUEE e, A) 
的 测度 , 那 末 方程 (16) 的 解 有 有 限 四 阶 矩 . 

转 到 方程 (15)。 我 们 假定 定理 4 的 条 件 各 (17) 成 立 。 为 简单 
起 见 ， 再 令 s= 0, EnG) = E.G 一 x(?)。 我 们 还 需要 假定 场 
Y?A(x,t) 及 过 程 


PC = [VAE dv) + mle) mo) 


的 存在 性 .这 时 在 等 式 右边 的 积分 将 了 解 为 沿 随 机 曲线 E 在 
场 


ARCE) 一 f V’ACx, dv) * n Ce) ny) 


的 线 积分 。 MAEN gigg A00 2 
8: 
OrtOx’ A(x, t) 一 F Arg a a(x,s)ds + 一 一 一 z; 二 B(x,t), 
并 设 : 
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1》alCx,t) 以 概率 为 1 对 每 个 +e 10,T] 按 * 二 次 连续 可 微 


且 
z- - alx,t)| < C,k,r = 1,--* mn 
其 中 C 是 非 随 机 常数 ; 
2) 以 概率 为 1 对 每 个 re [0,T] 存在 偏 导数 
ea ji 
FE yayap (z,y,t)> (18) 


它 依 T, >》 连续 且 对 所 有 XYst, MERC 为 界 。 
这 时 导数 (18) 理 解 为 导数 D bla, y, ) 在 上 述 意义 











AT 
下 的 混合 导数 55。 
MERE 2) 成 立 , 那 末 正 如 由 上 述 所 得 ， 在 均 方 意义 下 的 导 
数 
0 
= 57 — pke = (2 Blr, 9) 
存在 ， 现 来 考虑 函数 


APs) = [ wereso) + nilo) + Ce) 
+ | VPCx dr) ° ne) ny) 


= | aaO(Cxzyog)dp 十 PCr). 

第 一 个 积分 显然 以 概率 为 1 存在 ， 它 有 有 限 二 阶 矩 .所 堵 卢 
的 积分 中 的 第 二 个 是 平方 可 积 款 场 。 它 的 分 量 的 互 特征 有 如 下 表 
达 式 

r: Obrad x, yy 
《BCP(z， . J 8y, . )> = |> , A 
Xx iloilo nN dev, 
按照 这 些 注解 函数 pO 存在 且 有 有 限 二 阶 矩 ， 而 且 由 已 有 
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的 估计 得 ， 下 sup POT < co. 伍 那 时 方程 415) 有 唯一 解 且 
E sup KEON < co, 
IST . ` 

现 转 到 方程 (14) 的 解 按 * 的 可 微 性 问题 ， 以 n(1,x) 表示 方 

程 (14) 的 解 且 置 
n,e) = 二 [Co + 16.) 一 处 bz)]。 
函数 mG 满足 方程 
WM) = ql) + | VAE) ae) nCv), 
其 中 
p) 一 | [VACs G) dv) 
— VA(ECv) dv ) Ino, x + hë, Js 


注意 
P — pG) = pl + pG), 


PK = | [i C94G,. (y, 46) — VAE)» do) 
一 V'ACGE,(0),aryn,Go)| -nwx + hò,)s 


PrE) = | VAE) dv) + no) 
° [nvsx + ho,) — nlv,*)], 
利用 函数 (18) 的 有 界 性 和 按 x,y 的 连续 性 ,以 及 场 的 互 特征 的 表 
达 式 ,不 难得 到 
E sup Ig 0, 
O<: < 
此 外 ， 
Esup|nG,x 十 Ax) 一 中 pz) 一 OGAzl 
由 此 得 
E supl p, — gG]: — 0 
和 由 于 41 定理 11 的 注 , 我 们 得 
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E „SP, | 9 一 区 -0 当天 一 0。 


因此 ,下 定理 成 立 ， 
定理 5 如 果 定 理 4 PRASAD REENEN 1) 和 
2) 均 成 立 , 那 末 在 均 方 意义 下 的 导数 n, O = — 5 OFE, 


Ox FB 

并 满足 方程 (15) 以 及 按 (*,s》 均 方 连续 ， 

在 上 述 定理 中 余下 来 要 证 明 的 仅 是 一 阶 导数 n0) R C) 
均 方 连续 。 这 利用 $1 定理 9 的 估计 ,类 似 于 引 理 2 容易 证 得 。 

Konmoropos 方程 设 5 是 无 后 效 方程 (5) 的 解 。 我 们 
来 证 明 函 数 

F(z, x) = Ej(z,,CT)2),G,z) € [0,T] x S", 

满足 一 个 重要 的 积分 一 微分 方程 ， 此 方程 的 形式 不 依赖 于 函数 
f(x)。 对 于 函数 (x) 的 依赖 性 仅 表 现在 边界 条 件 应 合并 到 方程 
ih, 

引 理 4 设 定理 4 的 条 件 成 立 ，ACx,!) ESC CRRI 
二 次 连续 可 微 且 它 的 二 阶 偏 导数 一 至 有 界 。 那 末 导数 En DA 2) 
存在 , 按 (z,t) 连续 及 

ÔF PEDLER Cr), 2 Z, rp. (19) 

Oxt 
证 事实 上 , 设 h, 一 h6i» 


[EE EAD EE(viCs7), zÊ a= s=) 


AEn 0 
< IE(v/G, (r), es 一 095 s, (TD) 





+ [EVH G.C) + oas.) Au. Aš,,| 





< c [EG + DD + E |28 — 5 


271/2 
| ， 


] 1⁄4 


+ c| Elas + E | Sis 
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其 中 C 是 仅 依赖 于 supl V e)l, Aiu = Esel T) 一 (7T) 的 
常数 ， 由 所 得 的 不 等 式 得 引 理 的 结论 ， 

注 。 如 果 补 充 要 求 ECT) 的 适当 阶 数 的 矩 是 有 限 的 ， 那 未 
引 理 的 结论 对 二 次 连续 可 微 且 当 |z| — co 时 增长 速度 不 快 于 x 
的 某 个 因 次 的 函数 仍 正确 ， 

引 理 5 RRR f(z) 二 次 连续 可 微 且 它 的 二 阶 偏 导 数 一 致 
有 界 , 而 函数 s, CT) 有 按 xx 的 一 阶 、 二 阶 均 方 偏 导数 且 它 们 按 
变 元 (x,1) 是 均 方 连续 的 。 

那 末 函数 ”PKzx) 有 按 * 的 二 阶 偏 导数 





PFC) 2 0 
2 TD 而 r š C, ET)) 
+ (Evi.(T)), sO sa CT) ), (20) 
且 按 变 元 0,1) 连续 。 
证 . 设 
1 (/(8FG,x + h) _ ƏFG,x)N /ro 
Lí £t) EC ) (EV CECT) 


x Ê ECT), Ê sa Cr) 


— (EVEECTD, ECT) 


BxtOxi 
= z, + z, + z, + z, 
其 中 


= (EVET), -2 s.a C) 
( Í 


Oxi 
om Ë 
E ED — E], 
- (ELVE) — VETI, Ë 0 fee (T), 
= (Ev A£ 
( Evier |E 
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_ 6 
ər s C|, Z, s.a C), 
~ (EvifC8,(T)) 3 ss (m), 


EA so (T)— ,sl7))|). 
这 里 £ 表示 在 连结 点 &(T) A saa CT) 的 区 间 上 的 某 个 点 . 
Fu Vie) 当 |z| — co 时 增长 不 快 于 |z| , 且 均 方 导 


MP CT) 存在 ,所 以 当 6- 0 时 Z, — 0. 对 于 Zs 有 如 


下 估计 : 
izal < [E (SEJT [Ev 


=V CECT- aeol 





+ | EIE — VEn Z taa C) 


由 此 易 见 当 《一 9 时 Z| 一 9， 类似 地 可 验证 当 h 一 0 时 
| 一 0 及 12,| 一 0。 因此 偏 导数 QG PCtz) FERR 


Oxi 
CORK. 


由 (20) 见 到 ,导数 5 ECT) 和 -ECT) Ë Can) fŠ 








均 方 连续 性 蕴含 3 导数 Br Z -is FG 1) 按 (1,x) 的 连续 性 。 引 


理 得 证 ， 
设 引 理 的 条 件 成 立 及 (Sr <: < < T. WPR 
FG, z) = Ef(S; ray T2) 
= ELE Cw TD herun) = EFCQ”, 81)), 
于 是 
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此 (PP z) — FG, z) 
1 — y 
= l EIFG”,E, G) — FG” ,z)). 


w — r 


因为 函数 FG) 二 次 连续 可 微 , 所 以 可 应 用 定理 3 及 其 注 





我 们 得 到 如 下 定理 : 

定理 6 iZ 

1) ACz) € S(C, Cu) 和 随机 微分 方程 (5) 的 解 5.,(t) 有 按 
(x,s) 的 一 ,二 阶 均 方 偏 导数 , 且 按 (x,s) 均 方 连续 ; 

2) 函数 j(x) 二 次 连续 可 微 且 f(x) 连同 其 一 阶 和 二 阶 偏 
导数 一 致 有 界 。 

那 末 函数 

FG,x) = Ef(z,,CT)) (21) 

Rz 二 次 连续 可 微 , 按 上 可 微 , 且 满 足 方程 

SEGE + (VFG,z),a(z,r)) 


1 — . . 
+ 72 VIVIF (1, x)bži (x,t) + | mn [F(t,x + u) 
: R 


7 一 1 
— F(t, x) — (V FG ,z),u) ]OCx,t, du) = 0 (22) 
及 边 愉 条 件 
lim F (z, z) = jG). (23) 
推论 1 设 
1) 非 随机 函数 alr, D) ERMi r 二 次 连续 可 微 以 及 按 * 
的 一 、 二 阶 偏 导数 一 致 有 界 ; | 
2) 随机 项 数 BCx, 1) 对 固定 的 x 是 有 有 限 二 阶 矩 的 独立 增 
量 过 程 ,满足 
ECx) = 0, 
EpCs,)p* Gy) = | C, )45, 
b(a,y 1) 的 二 阶 及 四 阶 混合 含 导数 
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a > .. 
3 Oy pG BBytOmoy es EP 


一 致 有 界 ; 

3) 过 程 V8Cx,z) 的 间断 分 量 满足 条 件 (17); 

4) 函数 f(x) 按 * 二 次 连续 可 微 ， 且 连同 它 的 一 阶 , 二 阶 偏 
导数 一 致 有 界 ， 

那 末 函 数 FO, x) 一 Ef(z,,(T)) 满足 方程 (22) 和 边界 条 件 
(23), 其 中 Enl 是 由 随机 微分 方程 

dECs) = al(&(s) ,ds + P(E(S) di),s 之 f! (24) 
E= x 








所 确定 的 马尔 科 夫 过 程 。 

我 们 来 证 明 ， 由 最 简单 的 概率 论 对 象 一 -标准 Wiener 过 程 
和 Poisson 测度 出 发 ,可 以 得 到 形 为 (22) 的 十 分 一 般 的 方程 ， 

推论 2 假设 wG), esw) 是 相互 独立 的 Wiener 过 
程 ,和 4,A) 是 在 R1 x [0, T] 上 独立 于 Wiener 过 程 iG), 
j= 1,-.…,g 的 Poisson WÈ, 

Ex(A,[0,:]1) = I(A), 
(A,A) = XX A.A) — IIC A)A:. 

设 alx,?), Cxi), gietu) 是 非 随 机 函数 ，) 一 1, +°, m, 
k= 1,2,:: . ,2,(x,t u) € R” x [0,T] x Ns, 满足 条 件 : 

1) 函数 a(x), Crt) grt u) = l,- ,mk 1,2, 
…,4， 按 (x,1) 连续 和 按 x 二 次 连续 可 微 ; 

2) 函数 Cert), Cst) Ez 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 一 致 有 
F 


3) UVE + [Velt + [Vig DIe) < C, RH c Ak 


F (x,1D. 
以 ¿,,G) 表示 随机 微分 方程 





dEG) = als(s),s)ds + Dy osls), dwtls) 
k=1 
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十 |. CEC), s i yb(du ds) 
ECS = x, 
的 解 。 
MKAA FG:,z) = EJET 是 方程 
PEG + (afix), JFC, x)) 


1. .,. _. 
+> bil, VVF, x) 


k,j=1 
+ | FG, + g(1, x,4)) 一 FG, x) 


— (g(r,xu) VEG,x)) (Cd) = 0 (25) 
的 解 ,其 中 f(x) 满足 定理 6 的 条 件 ， 


bti(x,t) = 5 oCxs to), 


r=1 


为 证 明 上 面 的 推论 ,注意 场 
B Kx.) 一 5i oiCx,s)dwts) 
R=1" 0 
有 由 式 
E{piC(x, ABOA) IS} = Epi(x,A)B'CY . A) 


aa 
= | D, oiCx,s)otly,s)ds 


所 定义 的 互 特征 ， 其 中 ŞS, 是 由 随机 变量 wY lAs) +< z, 
AEB”, k = 1,:-- 95 所 生成 的 o- 代 数 的 完备 化 。 类 似 地 ， 对 场 


lx, = í]. px, SH) Ddu, us), 


我 们 有 
Ef{tiCx, AI A)IS,} 
= | Gos Dsds, 
由 给 出 的 假设 易 得 场 
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A(x,1) 一 I a(x,s)ds + B,(z,t) + tCx,?) 


满足 定理 6 的 条 件 ,其 次 
I(x,t,B)= Hi{u: g(x,t,u) E B}. 

现时 如 果 在 方程 (22) 中 出 现 的 关于 函数 FO, x) 的 积分 作 积分 
变量 替换 : > g(1,x,w)， 那 末 方 程 (22) 转 换 为 (25).。 

公式 (21) 可 视 为 有 偏 导 数 (22) 的 积分 -微分 方程 的 Cauchy 问 
题 的 解 的 概率 论 表示 . 一 方面 ,例如 可 利用 方程 (22) 确 定 MapkoB 
过 程 EC) 的 转移 概率 或 研究 这 些 概 率 的 解析 性 质 。 另 方面 ,如 
果 希 望 得 到 方程 (22)( 或 (25)) 的 数值 或 近似 解 ， 那 未 表示 式 (21) 
可 用 作 解 的 概率 理论 模拟 《Monte-Carlo 方法 )。 以 前 已 证 明 的 
随 宙 微分 方程 的 有 限 -差分 近似 解 的 收敛 性 定 理 特别 给 出 了 解 方 
程 《22 交 或 (25)) 的 简单 有 限 -差分 近似 解 的 步 茸 。 

可 以 扩大 联系 于 随机 微分 方程 解 的 有 偏 导 数 的 积分 -微分 方 
程 类 。 为 此 我 们 来 研究 如 何 确定 随 视 向 量 


| EDs, 


的 分 布 的 问题 ,其 中 失 x,7), (x, 1) € R” x [0, TLEER HEE 
xz 二 次 可 微 ， 取 值 于 2! 和 有 一 致 有 界 的 一 、 二 阶 偏 导数 的 函 
数 。 

为 解决 此 问题 我 们 用 如 下 方法 进行 。 将 关系 式 

dn(s) = h(E,,(s),s)ds, s >r, nG) = y, 

并 人 方程 (24) 中 , 且 将 它们 理解 为 随机 微分 方程 

dEn) = B(Z, C. ds), } (26) 

t, (s) = CEC) nC) Ys Cals) = z,z = (z,y), 








FGr,z,y) = FG.,z) = Efe, CT), 

Ha) = HCx, y) =f Cep {iC x) tilay} 
其 中 JG) 是 二 次 连续 可 微 函 数 ， 它 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 一 致 有 
界 , 4 是 m- 维 向 量 , 2 E. 9- 维 向 量 。 将 定理 6 应 用 于 方程 (26)， 
Hk, F(z,t) 满足 方程 
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2 F + (a, V.P) + (h, Ë) 
t 


+ > btivt VE + | „FCs + w,y) 

— FGr,z,y) — (u,V,F)]lI(z,rt,du) = 0. (27) 
此 处 Vx 是 按 变 量 x 的 梯度 记号 ，V， 是 按 变量 y 的 梯度 记号 ， 
因为 nT) 一 十 | yG, SC ds, 所 以 VF 一 ipk. 在 方 程 


ONPE y= 0 并 以 inF 代替 VP, RIEA 
F(1,x) 一 F(1,x, 0) = Ef CECT) )ezp {ilhs ën CT)) 
tips | AG8,G0049))- 
函数 FC1,x) 满足 方程 


8 1 — . ; . 
2, F + (a,VF) + 22: btiviçiF + i(u,A)F 


+ | IFG,r + O) — FG, 


—G,VFG5,x))]II(z,r,da) = 0, (28) 
及 边界 条 件 | 

FT) = jen, 
如 果 令 fa) 一 1， 那 末 随 机 向 量 Gs. CT, | h(E 人 ,人 4s) 的 分 


布 的 联合 特征 函数 满足 方程 (28)。 如 果 令 F(T,x) 一 1， 那 末 得 

到 所 荐 虑 的 随 宙 微 分 方程 (24) 的 解 EC) 的 可 加 泛 函 的 分 布 的 特 

征 函数 的 方程 。 方 程 (28) 区 别 于 方程 (222 是 在 于 有 附加 的 被 加 顶 

iCp, hi,x)) PF Gx), 
B|. Wiener 过 程 可 加 泛 函 的 分 布 我 们 来 提供 计算 一 维 Wiener 
过 程 的 齐 次 可 加 泛 函 (积分 型 ) 的 分 布 的 一 些 见解 
在 我 们 所 考虑 情形 EnC) = z + oG) 一 w(t) Si, 和 

aT) = | hx + wG) ~ whi)ds, 

函数 
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FG(:,z) = E beef (a + wT) = (0) 


满足 方程 
OF (1,*) 十 1 SFG, 2) + iuh(z) FG,x) = 0, + < T, 
ôr 2 Ox 
， 和 边界 条 件 


F(T,x) = fQ). 
Q v《T 一 1,x) 一 F(z,x)， 我 们 得 到 初始 答 件 为 vC0,x) = f) 
的 函数 vG) 的 方程 


Ov(i1,x) _ 1 OG z) ; ; 
TB C3 os + ixsh(a)e(r,x), (29) 


这 时 函数 v1,x) 可 表 为 
vG, x) 一 Eexp {i| AWC) + sds}f Ca + (0). 
因为 过 程 wC) 随机 等 价 于 过 程 V fx( 并)， 所 以 关于 v4,x) 的 
后 一 表达 式 可 用 下 式 代 换 : 
sisx) = Eexp {iph KV wC) 


+ add + V : (12). (30) 
公式 (30) 给 出 了 关于 抛物 型 方程 (29) 的 Cauchy HEA ORRE” 
的 解 ( 现 时 将 给 定 在 [0, 1] 上 的 某 个 泛 函 的 积分 了 解 为 “ 求 积 
法 ”, 而 积分 是 按 标 准 Wiener 测 度 , 即 是 按 Wiener 过 程 在 儿 [0,1] 
中 生成 的 测度 进行 )。 

今后 假定 f(x) = 1。 换 名 话说 ,我 们 研究 CT) 的 分 布 的 特 
ERRE, 方程 (297 可 利用 关于 z 的 Laplace 变换 求解 。 
z(p,z) 一 | ecsaae， 


其 中 是 非 负 数 。 A ee 乘 方程 (29) 并 对 : 由 0 到 oo 的 积分 ， 
得 





1 æ 
w— 1 ma 一 
pz lp») 2 Ox 





z(p,z) + ighlx)z Cp x) GD 
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我 们 来 证 明 , 当 h(x) 是 分 段 连 续 有 四 函 数 时 ,方程 (31) 也 成 
立 。 选 取 一 致 有 界 函 数 序 列 h,(x)， 使 得 对 每 个 *， 它 们 收敛 于 
ka) 和 而且 它 们 之 中 的 每 一 个 是 二 次 连续 可 微 及 有 一 阶 、 二 阶 有 
界 偏 导数 , 设 eo 
Zp; x) = | e-rEexp fin f h, Cx + ws) )ds Jae, 
BB |z,(p.,z)] < 1/p 和 z, Cp x) > z(p,z) 3 2 一 oo。 函数 
e(a) 满足 方程 (31)。 由 该 方程 可 见 ,导数 -F zu(p,z 一 致 


AREK #* 一 co 时 收敛 于 极限 
2(pz(p,z) — 1 — izh(Ə(z)z(p,z)), 
由 此 得 
定理 7 ”如果 函数 h(x) ARMOIRE, 那 末 函数 Cpr) 
连续 可 微 ， 在 函数 h(x) 的 所 有 连续 点 有 二 阶 导数 且 满足 方程 
G1). | 
利用 定理 7 计算 变量 


n (t) = | = nw(s)ds 


的 分 布 。 在 所 考虑 的 情形 里 方程 有 形式 
z”Ç(p,x) + 2(ip sgnr — p) = —2, 
分 为 区 域 *> 0 K x< 0 解 此 方程 ,我 们 得 


2Cp,x) 一 l — + Cie -tine 


一 了 








一 V 一 
十 Ce pee, x> 0, 


1 
z(p,x) = 
pox) p+ 





vI 
- + Ce 2p +2ins 
ip 

-Yip tiu z 
+ Ce H s í < 0, 


H z(p,x) 的 有 界 性 , 4 x — + oo 时 ， C= C;= 0. 利用 函数 
z(p.z) 和 z¿(p,z) 在 点 x 一 0 的 连续 性 ,得 等 式 
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l + ç, = Í +ú, 
p— in ptig 


由 此 得 
C, = 1 [i+ et ia], 
PT in p— ipl 


为 确定 变量 (T) 的 分 布 ,知道 z(p,0) MET. “jal <p 


2\ -n 
z(p,0) = —— 1 = Lhi) 
P+ P? i 


-i5 eoo ZDA, 


2"1] 





时 





因为 


f e Pdi = AL, 


p"t! 


D, 当 是 奇数 时 ， 


W sin tpdo 一 lor- pu 当 ¿= 2n 时 
-sa Qn e? : 


所 以 ， 





eu o — 1 2.21. 
z(p,0) 一 [ (Ro r= ma ea 


一 r a(S L sin tg Ceot do)äs 


= LP er | eiutsinç 2 p de 
—/2 ° 


因此 


*/2 
Eexrp{in 1f sgawCs)ds} == Lf cisingg gy 
‘5 x -xz 


AOT 
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其 中 fx) 一 0 当 lz[>1 及 


Ho = L— 


V1l—x 
我 们 得 如 下 结果 : 变量 上 | sgnw《 人 ds 有 分 布 密度 (32)， 


随机 变量 





当 |zx| <L (32) 


z= | m (e) ds 
t A 2 


有 直观 的 意义 。 它 等 于 在 区 间 (0, 期 间 , 过 程 w(s) 在 正 半 轴 
上 的 穿越 时 间 。 利 用 密度 (327, 可 求 变量 r, 的 分 布 ， 事 实 上 ， 


P{r, < xt} = P f sgnw(s)ds < 2x 一 1} 
1 : = 
= +( arcsin(2x — 1) + =). 
通常 用 稍为 不 同 的 形式 记 所 得 的 公式 。 注意 
arcsin (2x 一 1) + = = arccos(1 — 22), 


如 果 令 二 arccos(1 — 2x) = z 那 末 


I — cos2z 


1 — 2x = cos2z, x= 一 siniz， 


z 一 arc sin / F, 
于 是 
Pr <a) Tana 2,0 < z<. (33) 
所 得 的 结果 称 为 反正 弦 定 律 。 
83. 随机 变量 组 序列 的 极限 定理 
与 随机 微分 方程 


设 给 出 取 值 于 2" 的 随机 向 晤 组 的 序列 
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Zoe 2 (1) 


BRINE Abn = En 一 Ena 是 小 随 礼 变量 。 概率 论 的 经 典 问 
题 之 一 是 讨论 在 变量 Ain 的 各 种 假设 下 当 ”一 co 时 变量 Esm, 
的 可 能 的 极限 分 布 类 ， 当 AE. .kK 一 0,1,---, m, 一 1， 独 立时 ， 
我 们 要 详细 地 研究 独立 和 问题 ， 

在 本 段 我 们 从 随机 过 程 理论 的 观点 或 更 确切 地 ， 联 系 随 视 微 
分 方程 理论 来 考虑 随机 变量 组 的 序列 〈1)》 的 极限 分 布 的 一 般 问 
题 。 

我 们 将 随机 向 量 组 的 序列 (1) 与 随机 过 程序 列 所 (六 要 对应， 
这 过 程序 列 称 为 以 组 序列 (1) 相 应 或 生成 的 过 程 。 为 此 ,还 需 给 出 
实数 序列 

Ü = z, Tis om C nm, = T,n= l, 2, 2 和 
假定 





En CE) = Enko 如 果 t€ [rok tak+D。 
如 果 当 n — oo 时 max Alsk 一 0， 且 所 有 变量 {Ank 一 0,1， 


-eom 一 11 在 某 种 有 待 今后 明确 的 意义 下 接近 于 量 {AE 
一 0,1 on 一 1}， 其 中 E0, t 《10,T] 是 某 一 随机 过 程 ， 
AEn) = EUn) 一 #164)， 那 末 可 以 期 望 ,变量 Enn, 的 分 布 
收敛 于 变量 CT) 的 分 布 ， 并 且 对 定义 在 多 "[0, T] 上 的 连续 - 
ZE f[z=(:)1, 变量 FEO] 的 分 布 将 接近 于 DEC) 的 分 
#. 

因此 我 们 希望 把 所 研究 的 局 题 包括 在 我 们 在 第 1 卷 第 六 章 所 
研究 的 随机 过 程 的 极限 定理 的 一 般 框架 中 ， 

按照 卷 工 所 得 的 结果 ， 在 研究 随 视 过 程 的 极限 定理 时 我 们 可 
分 为 两 个 问题 : 1) 研究 随机 过 程 的 边沿 分 布 的 弱 收 敛 条 件 和 极 
限 分 布 的 特点 ， 以 及 2) 建立 在 适当 的 泛 函 空间 中 对 应 于 随机 过 
程 的 测度 序列 的 弱 紧 性 准则 。 在 泛 函 空间 中 弱 紧 测度 的 一 般 准 则 
已 在 卷 工 第 六 章 建立 。 在 本 节 借助 以 前 有 的 结果 ， 我 们 推导 出 在 
所 考虑 的 问题 中 更 方便 检验 的 测度 弱 紧 性 的 某 些 充 分 条 件 ， 其 次 
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我 们 研究 按 组 的 序列 《1) 所 构造 的 或 是 随机 方程 的 解 过 程 的 边沿 
分 布 弱 收 伍 于 随机 微分 方程 的 解 的 边沿 分 布 ， 最 后 我 们 将 提供 一 
般 定理 应 用 于 更 特殊 的 模型 和 具体 问题 的 例子 ， 

在 Dp 中 对 应 于 随机 变 重 组 序列 的 测度 的 弱 紧 性 ”在 本 节 我 
们 约定 将 2 了 解 为 空间 多 "[0,T1, 而 在 Z 中 的 测度 了 解 为 
在 Z 中 的 柱 集 所 生成 的 o- 代数 上 给 出 的 测度 ， 

设 E.G. n= 1,2,... ELO, T] 是 取 值 于 统 ” 以 概率 为 
1 样本 函数 属于 2 的 随机 过 程 的 序列 ， 过 程 EROE @ L 
生成 的 测度 9。 是 在 空间 D 的 柱 集 上 由 关系 式 


g, (C, ep CAD) 一 P{(CE,C#), “” 5 £,G,2)) € A'} 


所 定义 , 我们 将 它 称 为 在 2 中 对 应 于 过 程 0O 的 测度 ， 这 里 
A 是 空间 ZZ” x SZ" x -.. X Z" = R" 中 的 Borel 集合 ， 
而 Co CAD = ECEB, EG) zG) € Ary 是 在 
坐标 《asp t) 上 以 Z 为 基 的 柱 集 ， 现 时 我 们 感 兴趣 的 是 
测度 gC) 的 序列 弱 收 敛 于 某 个 极限 的 条 件 。 该 问题 的 意义 在 
卷 (第 六 章 ) 已 说 明 。 我 们 记得 , 例如 ， 如 果 序 列 gC) Dik 
于 q(*), 其 中 C) 是 @ 中 相应 于 某 过 程 5Cz) 的 测度 , 那 末 对 
任意 有 界 4- 几 乎 处 处 连续 (空间 2 的 上 距离 下 ) 的 泛 函 f[x《*)]， 
随机 变量 六 一 [8,《*)]1 的 分 布 弱 收 化 于 随机 变量 ge EC) 
的 分 布 。 

直面 我 们 限于 推导 2 中 调度 弱 收 和 敛 的 条 件 。 当然 ， 关 于 
E = @”"”[0,T] 中 测度 的 弱 收 俩 性 可 作为 特殊 情形 得 到 。 对 应 
于 随机 过 程 C WE pC) 的 序列 的 弱 收 敛 性 等 价 于 测度 
的 弱 紧 性 和 过 程 5,(?) 的 全 体 边 沿 分 布 的 弱 收 敛 性。 由 于 这 些 原 
因 , 在 本 有 段 将 研究 测度 序列 的 弱 紧 性 条 件 ， 

由 关于 没有 第 二 类 间 哑 点 的 过 程 的 基本 极限 定理 ( 卷 了 第 六 
章 35 定理 2) 得 知 为 使 2 中 对 应 于 随机 过 程 E.C), 16 [0, T] 
的 测度 qC) 是 弱 紧 的 充分 必要 条 件 是 

lim lim P (A,G(8,(:2) > e) = 0, Q) 
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其 中 
AKC) = sup „< Ale) 一 xc A |z(z) — zG”)11 


— < <rt 


+ sup | xz — x(0)| +sup. ,rl*CT) — rle). 


REŽ 1 第 六 章 $5 定理 2, 条件 (2) 成 立 ， 如 果 对 某 个 p> 
和 0 < # < ,:, <, < T. 

EJE) 一 EDIE EnC) 一 EnC E SH — a, 
其 中 a> 0 和 常数 五 不 依赖 于 x。 我 们 需要 更 详细 地 对 此 结果 
作 一 些 说 明 。 

假定 

im lim pq sup, |ë,G2]| > N} = 0. (3) 


8 —= 


设 r, — inffr:sup |8,G)| > N}, Gafə = T), 且 令 EO- 


Esl) H <<=, 和 与 (一 0， 当 上 > r,. BR 
P{ACE C) > e} < P(r, < T} + P{4AEC)) > s). 
因此 下 面 的 论断 成 立 ， 

定理 1 如 果 样 本 函数 属于 Z 的 随机 过 程序 列 满足 条 件 
《3) 且 对 某 个 > 0 和 任意 N> 0 

EEr C) 一 s7Ga)|#|SFG,) — EFGa)1 
< Hyla — i), (4) 
其 中 Hy 不 依赖 于 n. BRE 多 中 相应 于 随机 过 程 EC) 的 
测度 gC) 的 序列 为 弱 紧 。 

现 转 至 按 组 的 序列 (1) 构 造 出 的 过 程 OR 对 应 于 o- 
代数 流 {Fns k= 0,1l; …， m.) | n = 1，2，-…， 其 中 Fsi 是 随 
机 向 量 Enns’ toin 所 生成 的 o- 代 数 , 这 时 包含 在 一 个 组 的 
变量 ina 自然 在 同一 概率 空间 给 出 ,但 不 同 的 组 ,一 般 来 说 , 定义 
在 不 同 的 概率 空间 上 ， 

假设 变量 En 有 有 限 二 阶 距 。 令 

E {AEn Sa} — cnktArb 
E{CAEn 一 e At.) (AEn 一 CATS EAT 一 Ps At. 
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RE At 遵照 如 下 条 件 任意 地 选取 : Az, — 0, 


> Ar, | = T 


k=1 


《7 固定 且 不 依赖 于 w, 当 2 一 oo 时 maxAr,, — 02, 当 Atn É 


定时 ， 随 机 向 量 os 和 和 矩阵 pi 唯一 地 由 上 述 等 式 所 确定 。 显 
RERE p24 是 对 称 和 非 负 定 的 .我 们 以 Ga BRIERE pie BAE 
WEEDE”. ” 它 也 是 对 称 非 负 定 和 矩阵 。 今后 我 们 将 认为 矩阵 
Bs 是 非 退 化 的 (以 概率 为 1), 因 此 22 FE, 
将 变量 As RA 

AšE,,; = Anta + B, AG... 

其 中 
AP ag m Pn AE — CaA) 

和 


k-i k-1 
中。 一 0 小 = > Apai 一 DEAA 一 cafAtap 
k = 1, tMg 
k-1 k—1 
设 Pao = 0, Prk = 5 Ba A b;i = DHENA 一 mj Ati) 
i=0 j=0 
A= lytt, Me 
序列 {pts = 0,1,-:- sM} {Puk = 0,1,--° y tita J 是 S. 
B. Š 
E{Ap Abt] Sn} = TAz,i, 
E{Ap Apl Sn} B At... 
因为 Oak 和 Bat 是 S ak = CAN ss Enk- GEUR 所 以 能 
找到 这 样 的 非 随机 Borel 函数 LIR ETE Xis '° 5 zt)， b, (xa zi 
“xj € R”, j = 0,1,--- K k = 1,-. m, E 
Oak T a, C Enos Ès» . “bk) > Ba = bak Enos Enis ` ` ËD), 这 
时 函数 Gst(Xos .. * 212 取 值 于 RA”, 而 boar to `° E7) 是 矩阵 
函数 。 
~ &19 ° 


引 理 1 假定 函数 UEN t PORMA EN s * x1) 满足 条 件 
|esk(Cxo + x1) | + LAETTEN] 
SCU F sup lai), (5) 
其 中 常数 C 不 依赖 于 x, 那 未 能 找到 这 样 的 常数 Cı 和 C:， 也 不 
依赖 于 f, 使 得 


E( sup lEn l Su} < C.G + |š,,|D, (6) 
Ef{ sup |£;; — Enl 13,,} 
0<j sr 
< CCl + BADIO 一 t... (7) 
证 。 因 为 
t k 
Šakti = Eno + Dle, Ai + > Pa Ab. 
7 一 0 i=0 
所 以 
Sup, lnl? < 3l Enl? + sup | > gnrAtar 
tapla aav | 





k 
< 3| 8 + lak >; car| Ata 





Dp Ay, EË 
令 sa 一 fsup IEPS ERRERA 


十 sup 
i<k 


vt < af lë |: + re: 5) (1 + s, Atn 


+ E{sup 
icili 





2 pg Ap IS. H. 
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E [sup > A| s] < aE | X1A0, S. 


; 1 
= 4E [D Iz A0,.lt S, } 


= 4E 位 sp83,Ate [So |. 


r= 


因此 ， 
/ k 
Vakti < 3| Enol? + C' + >; Ar.) 
r=0 


其 中 C 是 仅 依赖 于 了 的 某 个 常数 ， 
引进 分 段 常数 函数 AON p, (t) 一 Unko 当 z€ [ztyrsk+li)， 
由 后 一 不 等 式 得 ， 


G) 二 3 和 十 C1 + vds, 


解 这 积分 不 等 式 ($ 1 引 悍 11), 得 
pa 信安 3 了 5 ec 十 《ec 一 1 
由 此 得 式 (6)， 不 等 式 (7) 可 类 似 地 证 明 。 由 等 式 


k k 
Esk+ 一 Ep = >: G, &t,i 十 > B. Ab, 


i=s i=s 








得 
i ; 
j; ? < sati; 
m. ls Enl < [sup [X anA] 
i ; 
+ A. 
ip |D frade] |. 
设 
Zanr = E{ up | Eaj u Eni |? | Fash 
由 上 述 关系 式 易 得 ， 


Zsr+1 < 4T CY)E{l + sup, | Enz PIS a} Atij 


i=: 
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十 E[S | Eni Apai l Sart 


i=: 


由 此 对 变量 z, 得 不 等 式 
必 lor+1 < eSa + pa At, 5 
k=: 


其 中 常数 C” 仅 依赖 于 C, 而 va 一 Elsup 15113w}。 奖 量 


vo 可 利用 不 等 式 (6) 倘 计 , jk, va < CQ + 156 中 )， 这 时 由 
所 得 的 估计 得 引 理 的 第 二 个 结论 ，。 
定理 2 如 果 组 的 序列 (1) 满 足 条 件 
fasxCxos x1s 2221 十 [barCxos zi 2 
< C(1 + sup, |x;|), 
天 一] 2 一 0 ,m,, (8) 
Rh 是 不 依赖 于 ”的 常数 ,又 supEl5。l < 0, BRE 多 中 


测度 4C ) 的 序列 是 弱 紧 的 。 
作为 定理 1 和 引 理 1 的 推论 得 定理 2, 事实 上， 首先 由 引 理 
1 及 Ue6pitiea 不 等 式 得 


P{sup [ë| > N) < CEC 二 Ia 


因此 在 现时 情形 定理 1 的 条 件 (3) 成 立 。 其 次 当 r€ Lst) 
设 F, 一 3,4。 那 末 
E1 EFC) 一 Er) 1 | S,C(n)1 
< Xw(CpD)E{1S (za) — EGD PIS}, 
其 中 wO 是 事件 {r。 >11) 的 示 性 水 数 。 再 利用 引 理 1, 得 
E{ |E G) — £27.) 1 13,C7,)} 
< INDC + EGG — 5) 
最 后 ,我 们 有 
ELEG) — EOD VIERO) — Era) |? 
< EEL EC) — Er PIS C)} 
x IEC) 一 $C)1’) 
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< c + MEC + |z. G: — ay. 

因此 定理 ! 的 条 件 成 立 , 从 而 得 证 定理 2, 

我 们 还 指出 定理 1 对 于 平方 可 积 软 的 组 序列 (1) 的 如 下 应 
用 . 

设 EAEn l Sn) = 0, ¢ 
E(|Az, lS n} = 7. Ar... k=0, ym, — 1, (9) 
和 设 ps 一 inf{fr: Ya > N}Gnfð = m,), IR ps 是 (S, 
r= 0, … m. 上 的 随机 时 间 。 设 EPO) = E G N tabe) 过 程 
EnC) 也 是 车 。 这 时 
P{Ac(é,.C* )) > e} < Pi{p, < m,} 
+ P{AcCEsC . )) > s, 

其 次 ,如 果 量 z, 和 n 有 5 = zj， b= r, BB 


RAP a 


Eí [ENC#3) 一 ¿FG | SC)} < 5 Y. At. 


k=jAPs 
< N(z: — n). 
因此 Ga < r, < r) 
ELEG) 一 ETO PIEC) — EGD P < Ns — n). 
非 实 质 性 的 补充 假设 tit 和 s 分 别 有 形 式 tust 和 taro 
我 们 还 得 出 如 下 定理 ; 
定理 3 如 果 在 组 序列 (1) 中 每 个 组 是 圭 , 且 


a n 
sm Plo > N) = 0, 


其 中 变量 yw 由 式 (9) 所 定义 ， 那 末 在 多 PHETH EC) 
的 调度 序列 是 弱 紧 的 。 

推论 在 多 中 对 应 于 满足 ElApal Sa) 一 0，E{Awsk ° 
Apal Sa 一 IA, 的 过 程 %。(z 的 测度 序列 是 绊 紧 的 。 

定理 2 容易 推广 至 不 其 有 有 限 二 限 和 矩 的 随机 向 量 组 的 序列 ， 
为 此 ,我 们 引进 -Rfi {S k= 1，m 上 的 随机 时 间 
jes É j, = min(k:|Ë, | > NY # j, = m, + 1, WRA (k:| 
£, |> N) ESE, 对 每 个 N>O0 考虑 组 序列 {EX k= 0, 
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tj， n= 1,2; JER š = Em H k <j, 及 šh = Saa 
当 kis, HE EN 就 有 任意 阶 矩 ， 设 at (xo Xis tta xa) 及 
AAEE TERREO) 由 序列 {Erk = 0,1, m 构造 的 方式 如 
同 ü ak x0s tis … xa) 及 bnk 《xzo Kis °." xg) 由 人 
0,1，… m.) 构造 出 的 一 样 。 
定理 4 如 果 
lim limPí max |n| > N) = 0 
Norm nm — Qk<ma 
|a (xxi 2 )] + EC ,Xe))| 
< CN(1 + max|x;| ), 
0<j<k 


其 中 CN 是 可 能 依赖 于 和 N 但 不 依赖 于 nA kR, 那 来 对 应 于 
过 程 EC HWE qe) HEIE 多 中 是 弱 紧 的 . 
类 似 于 定理 2 的 结论 对 对 应 于 随机 微分 方程 的 解 的 测度 也 成 
立 。 考 虑 依赖 于 参数 a 的 方程 族 
dë, = AslOéa di), 1 2 0, | 
Ë,G2) = pG), : < 0, 
定理 5 设 ACp,t)E SAF, 24) (或 A,.(p € SECAS, 4%)) 
和 
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lim sup P{sup aW > N) = 0, 

那 末 在 多 150,T] 中 对 应 于 方程 (10) 的 解 的 测度 族 aC) ER 
WB. 

证 明 类 似 于 上 定理 的 证 明 ， 它 借助 于 定理 1 和 代替 引 理 1 而 
利用 $2 定理 7( 和 定理 人 9) 就 可 以 得 证 。 

收敛 于 Wiener 过 程 的 条 件 ” 转 来 研究 按 随机 问 量 组 的 序 
列 (1) 构 造 出 的 随机 过 程序 列 {E)E [0,T1}, 2 一 1 2 收 
T. Wiener 过 程 的 条 件 ， 





HEX >10, 令 
P(l|Aš,,| 之 El} = aAa (11) 
E(x, AS lS n) = PakAtaks (12) 
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Eí(x, AS Ag Sa} = (I + Atas (135 
其 中 
At = ipti — lags Ü = r <rt, < <, = T, %⁄T 
和 ta 用 任意 方式 选取 ,但 要 求 


max At a >00 当 n> 
0<Ë<ma—_1 


和 随后 的 假设 成 立 ，p EAE, o 是 向 量 , po 是 随机 变量 甜 
阵 ， 它 们 分 别 由 相应 的 等 式 所 确定 。 最 后 ， 如 果 Afal <s, 
Xat = X.Ə(AE,,) 一 1， 和 如 果 lAl Se, X,, = 0, 
对 m- 维 Wiener 过 程 来 说 条 件 概 率 和 条 件 期 望 《11) 一 (13) 
与 无 条 件 时 相同 并 有 阶 | 
P{]Av| >s) = f(E) (ss, 


L 


m— 1 


[EfX.CAw)Aw}| = (EFP), 
E{X.CAw)|Awl’} = IA: + (5) i), 


可 以 预料 ,对 任意 固定 s, 如 果 or prop 足够 "小 , 那 末 当 
n= 时 过 程 5,(D) — EC ARDET Wiener 过 
程 的 边沿 分 布 ， 

首先 建立 变量 ECT) 一 EO) = Enn, — En 的 分 布 收 sk 于 
&w(T) 的 分 布 的 条 件 ， 为 此 考虑 条 件 特征 函数 之 差 

on = Ef exp{iCE, CT) 一 5,(0),2)1] 5.2 
— Elcxp{liCw(T ),z)}|3,} 


一 下 fep {iCECT) — z,(0),z) 


-es 


k—1 
xz" = 1, Xt TE z, 


i=0 
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将 o RA 
z. — 31 Eo) + ELC — ens)exp{i(.(7) 
= š,G@0),)yIS,2, 
其 中 


Ons 一 X"ttlexpíi(£ (z,,+iD — C0), z)} 


x apf LET — sas 
2 


— XVexp{iCE CGn) — E,(0),z)) 
x op{— PC), 
2 


一 Xtexp{iCE Cn) — £0),2)} 


x epf PG — nas) 


- a, 


#, == Y. exp i(AE..,z)) 一 epf A L, 


我 们 来 估计 Yw 一 Enl Sah AH Taylor 公式 将 Yn 
表 为 
| Tar = ER HOR + 69 + 69 + 69), 
其 中 
872 一 E(x,,|%.,1 — 1, 
872 一 iE{X,CAE, ,2) |.) 
a 一 (£ Ats 一 Lef Xa Chota 1S) ), 


s = dalhit (expf—lzlAtn 一 1), 


89 > E(z,, (AE, ,z)1(exp(i6(Azg,,,z)) — 1)|S,.)., 


显然 ， 
[onl 一 saan IRIS lelori] Atz 
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139| < A [z|o Ar 1899] < |Ana llsl’, 





lR] < z, [L+ Z| Ar, 
此 处 将 14| 理解 为 4 的 算 子 范 数 ,4 是 矩阵 。 可 以 看 出 
| 正 {(1 — rons)exp{i(&, CT) — E,(0),2)) Sn} 


=< Pí(xz*”* = 0[$,,) < E DPU AE, 
k=l 


之 E END) KZ; = E[S Para lS 
k=1 


因此 ,对 任意 6 > 0 á maxAr,, 足够 小 时 
0, < CC) |E |D Coa + lol 
k= 


+loaDAradls 中 +e7 |. (14) 


我 们 得 到 如 下 结果 : 
定理 6 如 果 组 的 序列 (1) 满 足 


E[S; Coa t log + lilan 5) 
和 maxA:,, > 0， 其 中 prrs prt 和 pw 由 等 式 (11) 一 (13) 所 定 


义 , 那 末 变 量 Ern, — En 的 条 件 分 布 收敛 于 均值 为 0 及 方差 矩阵 
为 TI 的 Gauss 分 布 。 

注 1。 如 果 在 定理 6 的 条 件 中 进行 如 下 改变 : 认为 pm, = T, 

E(X, A£. AE ENS; = (B + Pri )Atnke 

Hh B ERRUER, W4 nok 了 ,一 了 ， 而 定理 的 其 余 条 件 
仍 假 定 成 立 , 那 末 差 S... 一 En 的 分 布 收 伍 于 均值 为 8 RHEE 
阵 为 TB 的 Gauss 分 布 。 

注 2. 如 果 定 理 6 的 假设 成 立 和 变量 En 的 分 布 绊 收 敛 于 家 
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ERWE FC), WREE 5 。。 的 分 布 弱 收 敛 于 密度 是 
| " — s F (dy) 
多 "£ T 
的 分 布 ， 
容易 将 定理 6 推广 。 
定理 7 设 定理 6 的 条 件 成 立 和 bi n neo, j=l, 
2,-- - r 0=< n <r, < -:: <: < T, MRENE 
一 0 一 1 
的 联合 分 布 弱 收 敛 于 序 
wn) 一 (0), G) 一 wl) wG) — wht) 
的 联合 分 布 , 其 中 wa) 是 m- 维 Wiener 过 程 : 
W. 为 证 明 起 见 我 们 考虑 差 


o, = Efe fi D Ciad = Bnd} 





fr 1 —1 
一 epi 7 2 zi Gia 一 DEME 
;=0 


其 中 gjsj 一 0,-…,r? 是 统 "” 中 任意 向 量 , 并 将 o, 用 如 下 形式 
表示 : 





Kk—1 


k 
g, — E {efi 2; (Enin T £,Gz,u) zi) 


k=0 


1 12 < 
— 22 laa D) anfi D ECan) 
1, 
— Ening) 2) = 22 |z;l (t = s)? F. 


= S'E(E(s,.|S, )IS,). . 
k=0 
至 于 变量 Elola), TUAARTSA (14) (用 明显 的 变 
换 ) 估 计 出 ， 定 理 得 证 ， 
推论 如 果 序 列 {Esk F, Á =1, `. m, 是 有 有 限 二 阶 
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ERIR, T B. 
E{AE n AF515...) = [Ats (16) 
和 


m 一 
* 


E >] O —z,,)|Az 一 0， 当 n— co, (17) 
k=1 


那 末 对 应 于 过 程 EO — EC) 在 多 中 的 测度 q,C  ) 的 序列 
DAT Wiener ME. 

条 件 (17) 是 独立 变量 和 的 中 心 极限 定理 的 古典 Linderberg 
条 件 ， 利 用 He6ptmea FER, 容易 验证 由 (17) 得 (15)《 此 时 
Pa 一 0), 

另 一 方面 ， 定 理 3 的 推论 适用 于 所 考虑 的 情形 ， 由 于 这 一 推 
论 , 由 组 序列 {Ens 外 一 1 m} n= 1,2, 所 构造 的 过 
E: EO 所 对 应 的 测度 族 是 弱 紧 的 ， 

推广 上 述 定 理 是 有 趣 的 ,假定 时 刻 z, 的 选取 可 以 是 随机 的 ， 
此 了 时 首先 应 当 要 求 量 Ar, 一 taxn ia 的 选取 不 可 能 预料 到 
KRE”, PB Az, 是 S, 可 测 。 在 现时 导出 的 其 些 补充 假设 
下 证 明定 理 6 时 用 到 的 计算 和 估计 不 用 作 很 大 的 改变 。 

这 样 我 们 得 到 如 下 命题 . 

定理 8 假设 

1) 时 刻 Az, 是 Su 可 测 随机 变量 ，A 一 1 2， 
m, 一 1 . 

2) E|l:,,, — T| 一 0 当 n= o, Eh TEINA, 

3) 条 件 (16) 和 (177 成 立 。 

那 末 向 量 Ern, — En 的 分 布 弱 收敛 于 wT) 的 分 布 , 其 中 
w(t) JE m- Wiener 过 程 .如 果 这 时 mw 一 了 , 即 是 非 随机 的， 
那 末 当 依 概率 takti > His j=1, 2, >», r, 4th q 是 非 随机 的 ， 
变量 

£,G,, 3 — E.G) s t EnC n) — E.G...) 
的 联合 分 布 弱 收敛 于 
Gi) 一 wO), wt) = wt) 
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的 分 布 ， 并 且 在 2 pH E 对 应 的 测度 弱 收 敛 于 Wiener 
WE, 

证 ， 为 证 明 此 论断 我 们 转向 定理 6 并 观察 在 它 的 证 明 中 应 当 
进行 怎样 的 改变 ， 使 它 能 转换 为 现时 所 车 虑 的 情形 。 因 为 一 般 来 
说 ,现在 lann = T, 所 以 在 gx 的 表达 式 中 出 现 的 补充 被 加 项 


El”ep(i(s,G,.)— 8,00), M pf -EÈ cr — 
tam)? —1)1s,) 





Iis ps = O. 
与 证 明定 理 6 比较 ,和 S 189 的 估计 需要 作 某 些 改 变 , 现时 
k=1 
它 的 估计 可 利用 不 等 式 





E [5 TEME P EG 18.) 


k=1 
+ PED Am 一 ADIS ah 
k=1 
因为 函数 11(1 一 C1)) 下 而 且 A= Llasa FIS.) 
所 以 


Art(1 一 x,C Ar, ,)) < g Asa l 一 x, (a), 


因此 由 条 件 (17) 得 ,对 任意 e > 0 


lmE J Arall — lAr) = 0, 
s” k=l 


顾及 到 定理 的 条 件 1 )， 不 难 相信 , 在 证 明定 理 6 时 所 用 到 的 
其 余 的 变换 和 不 等 式 在 现时 所 考虑 的 情形 仍然 有 效 ， 定 理 得 证 。 
设 {8,, 信 ,,n = 0,1，…} 是 有 有 限 二 阶 矩 的 蒜 。 令 
va = ERCE, 一 Esa lS naa) 
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并 假定 存在 3,- 可 测 函数 pC), 使 得 在 L, 收 合意 义 下 








1 Ld 
GY y 一 1, (18) 
k=1 
令 
En = s k= 0 n, Atn ™ Tha. 
: vi fe k ” : pn) 
BD tpg = A: “十 Anga 是 F,- W, H 





EU... 一 Eal Sa) = 0, 





Ekl — EY IS = 5 Alate 


因此 可 以 应 用 定理 8。 我们 得 如 下 命题 ; 
定理 9 WR ATAR (£ os, n=1l,2, --}, 条 件 (18) 《在 
L, 收 合意 义 下 ) 成 立 , 且 对 任意 6 > 0， 以 概率 为 1 





一 >; | (š, 一 Erap 一 0, 


h pai GR- >to) 
那 末 变量 一 一 一 = (#,— š) B9284F2 4 DR Fit25(0.1)2. 
pl n) 


注 . 在 定理 9 中 所 考虑 的 序列 Estet En 所 构造 出 的 随机 
过 程 EO 中 断 于 随机 时 间 1,。。 由 于 以 概率 为 1 有 o(n)— %， 
我 们 可 以 利用 变量 #64， 当 k>n 时 ， 开 拓 过 程 ¿,G2 使 得 在 
固定 的 时 间 区 间 上 , 俩 如 [0,1] 上， 有 定义 。 那 末 由 定理 8 得 知 在 
@2[0,1] 中 过 程 LO 对 应 的 测度 序列 弱 收 剑 于 Wiener WE. 

收 化 于 任意 独立 增 量 过 程 的 条 件 ”首先 记得 如 果 b. EYL 


向 量 族 , 当 hk — 0 I ¿,— 0， BE agy EA »— 1) 存在， 
那 末 有 ( 卷 1 第 三 章 ): 





Em gay EC :1)= i(a,z) — — > (zsz) 
keo — Iez) Y1 + lul? 
+ fa 一 ! 1 十 u) la]? Idu), 
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其 中 NC.) 是 在 点 0 连续 的 某 一 有 限 测度 .参数 AC) 可 视 为 


对 应 于 随机 向 量 5 的 正常 的 局 部 时 间 ， 
与 此 相应 我 们 假设 每 个 向 量 AË „k = Šakti 一 Enk 可 UAE 


的 非 随 机 变量 Ar, 相 比 较 ， 

Z Eíeasan — 1|%,,) = LG, z) Honto 
其 中 
LCt,z) = i(ali),z)— > (BC)z ,2) 


[u]? 


N 2 
+f Gig 一 ] 一 az) 1 十 lz| H(i,du), 
m 1 + |z}? 


ta 一 At, 士 … + Atna) bG, A) 是 非 随机 的 ,al?) 是 
ARR, bO 是 非 负 定 和 矩阵，H(1, 4) 是 27 上 的 有 限 测度 
(H(z,{0}) = 0), 

此 外 ,假设 pm 一 了 ， 当 ”一 co 时 maxAr,, — 0 和 通 数 


LG:,z) 在 区 间 [0,T] 上 Rieman 可 积 。 
定理 10 ”如 果 上 述 假设 成 立 和 当 % —co 





(19) 


m 一】 
n 


E (> | ori | Atn ) 一 0， 
k=0 
PRH no 时 向 量 #,, 一 En 的 分 布 弱 收敛 于 特征 通 数 为 


J(z) = ep 人 | LO za) 


的 分 布 . 
证 .该 定理 的 证 明 类 似 于 定理 6 的 证 明 。35| 入 量 


o, = Efe {iEn — $52)} — exp (| LEDAS} 


和 表 为 
g, = E[S exp{i(Eng — Saoz J} exp 由 Led 


k=1 
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x ORE, Is 中 
其 中 
sa = plin D} — op TLC ya]. 
注意 到 
| ELES] < llan + || ILG) 


— L(z, | z)1d: 
十 | De exp] 8 f as LG, ma] — r) . 


项 及 到 exp| Loodi) 是 某 个 分 布 的 特征 函数 ,我 们 得 到 ,的 
如 下 估计 : 


mal m 1 


ç, < E >` los | Atn + 5 《5。Atm 十 CCAR) 
k=1 k=1 


其 中 5, 是 函数 LO) AKE [rara al ERRA, Cle) 
是 仅 依赖 于 7 和 sup| LCG, z)| 的 常数 ， 所 得 的 不 等 式 证 明了 定 
=, 

正如 在 收敛 于 Wiener 过 程 那 样 ， 由 已 证 明 的 定理 易 得 如 下 
AR. 

定理 11 如 果 定 理 10 的 条 件 成 立 , H. myn, 
7 )， 那 末 差 

Enti 一 Enos Enka T Enki Eaker Sik, 
的 联合 分 布 弱 收 敛 于 向 量 
ECD — ECO), EGD — EGD, EF) — EG) 

的 联合 分 布 ， 其 中 EO) 是 独立 增 量 的 m- 维 过 程 ,变量 EC 十 
k) — SG) 的 分 布 有 特征 函数 


s+ jË 
ICs,s + h,z) = cp|| LG,z)e], 


有 有 限 二 阶 矩 的 随机 向 量 组 序列 的 极限 定理 ”我 们 来 研究 组 
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的 序列 (1 收敛 于 比 独立 增 量 过 程 更 一 般 的 过 程 的 条 件 。 按 上 面 
的 做 法 我 们 假定 非 随 机 时 间 序列 Otu <, < … <. 一 了 
相应 于 序列 Erosin tonm EI AEn 引入 表示 式 

AEn = ünk CE nos Ša’ t’ En) Az,, + bak (Enos Eais 9 
En Apak 其 中 {daok = 0,1,- ° , m, Y ERE 

E{Ag ADS n = LAr,,, 
Æ [0,T] x Z2[0,T] LEXAR 
a,G,z( ° Y), b,G,z( ° DGE [0,T],z( )€ DE0,T]) e 
asli,x( -))= apC CO), Cin): `. ,x(t,,)) 
当 1€ [tas tsk+1)5 RAR 一 0,1，…  m,— 1, 

a,(T ,z( )) S anm, — 1CxC0), x0) ,x(am, 一 1))， 
和 类 似 地 定义 bG) 由 定义 ,如 果 对 re [0,;], sG) = 
y(t)， 那 末 对 所 有 ze [0,s], aisle) aO) 及 
b,G,x( ' )) 一 加 (1 欠 ，))。 现 时 我 们 的 基本 假设 是 : ` ”一 co 
函数 arC) K bal )) 在 [0,T] x @[,,T) 中 分 
别 收敛 于 函数 alel D) 及 5b(i1,x(，))， 确 切 地 说 , 将 认为 如 
下 条 件 成 立 ; 

Hmsup {E+ [eCe DITT las )) 


s0 LELO, 
-JE TPt, TI 


— aGt,x( DF + Jbl ° )) GC Im, 
(20) 
H lece l= sup lOl, 


根据 我 们 通常 的 想法 ， 现 希望 用 随机 向 量 组 的 序列 《1) 构造 
出 与 EO) 接近 的 过 程 E0) E0 是 随机 微分 方程 
do = ar, EC )) + bi, BC» JAL) (21) 
的 解 ,其 中 $G) 是 按 款 ó. k= l... ,m,， 构 造 出 的 过 程 加 (2) 
的 极限 过 程 。 为 达到 这 点 我 们 需要 一 系列 估计 。 除 随 机 向 量 组 
(1) 外 ,我 们 还 考虑 组 序列 {nak K 一 0,1，… sma} n =1,2,: 
它们 是 由 关系 式 
Nao ™ a09 
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Am,, = Nakti ” Nak = aisr NaC ` DA 
十 Bl1sk TnL °. ADs (22) 


的 递 推 序列 关 系 所 定义 ,其 中 RO. = Tai 当 z€ [Es tasa) 9 
1 一 0,1,--…, m, 这 样 的 定义 是 可 能 的 ， 因 为 为 计算 tas 
ns( ° 7)， bz, Tak ° 3) 的 值 ， 只 要 知道 NnosNnis °°° 5 Pak 就 够 
T. 


引 理 2 假定 条 件 (5),C20) 成 立 ,此 外 


la(z,z( ° ))— aG,y( DI + |b(z,x( ° )) 
— bG:,y( D < Cl|<( )— y( ° Dll, (235 


那 末 
Fí ob, |7 Enl IS aot <el + |ë, turs 


其 中 s。 是 非 随 机 量 , 当 no 时 s,— 0, 
证 . KZ Naiti T Eniti 表 为 


Neti — Gatti ™ ACORN, ` )) alta EnC DAt 
+ > [br n, D) — Gas Ea ° ))1A@;; 
+ > [aG EnC D) ois Sa DlA 
十 > [DG £,( )) — Bliss sek * DAD 
一 sp + y + y + xq. 


s = Eísup [nai — FINETE 
ajak 


利用 类 似 于 证 明 引 理 1 时 所 采用 的 方法 来 估计 和 X... 
2 "。 例 如 ,利用 3 ER, 
E{supl EP Sa} < 外 人 到 21 
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k 
< 4ZE{ |b(r,; n,C ° )) 


= blinis EnC . D Aen lS noh 
借助 于 不 等 式 (23)，, 会 见 到 被 估计 的 量 不 超过 
k 
4C >a Ari, 


利用 (20) ,不 难得 不 等 式 
Efsup| 399S n} 


k 
<e, FEI 十 supl En AtorlSo]， 
i=0 r< 


其 中 s,— 0 当 n— 9。 类 似 地 估计 车 sup|2%°| 和 


sup EPR, 
利用 引 理 1, 我 们 推出 式 


k 
Pa < CD) vt entall + [Enl 


其 中 C 是 仅 依赖 于 C 及 了 的 常数 , 由 此 得 
van SE + [En Pe” 1). 

引 理 得 证 . 

由 引 理 2 得 ,过 程 S.G) 和 CO 的 边沿 分 布 不 仅 同时 弱 收 
敛 ， 而 且 对 应 的 极限 相同 。 现 转 至 研究 过 程 nO 的 极限 性 质 
将 更 为 方便 。 

设 Nar 和 nar k = 0,1,-* m, 是 按 公式 (22) 对 不 同 的 初 
始 条 件 nom Es nom E 构造 出 的 序列 。 类 似 引 理 2 可 证 明 
下 引 理 : 

引 理 3 如果 引 理 2 条 件 成 立 , 那 末 

Ef{supln, — n [S.J < ek] | — £” 2, 

其 中 c 是 某 个 常数 ， 

以 前 已 引入 随机 微分 方程 的 有 限 -差分 近似 值 ,而 且 已 证 明 它 
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们 收敛 于 随机 微分 方程 的 解 ($1， 定理 12 和 13)。 可 对 过 程 n) 
证 明 类 似 的 结论 。 我 们 用 下 方式 导入 的 过程 “。(o BANTE, 
的 有 限 一 差分 近似 值 的 作用 。 选取 某 些 值 laki’ nki o nkr? 其 
中 > 是 固定 数 。 为 省 略 记号 起 见 , 令 zi 一 59 7 一 1，2 
rys = 0, s, = T , AR 
C0) = Epos 、 
(0 = ECs) 十 si) 一人) 
+ Elsi t CLD, C — Paks) 
当 r€ [sisia), j= 0l, ar 1, 
我 们 来 估计 量 
v) = Eí up lC) 一 “GD l 

我 们 有 

yat) = 2Esup| 瑟 |: + 2Esup| Z; |°, (24) 
其 中 


i-l 
x, -= >; [a(s, 1, (5) = ainko NaC ))] At; + a(t), 
k=0 


E; = 51 Llst) — Dinom) Ata + or C), 
k=0 


及 
Gt) = a(s,i sl) — t:i)» 
g, CE) = ECsnis kn COD PaE — Paktni) lo 
当 +€ [zi tia) ËR. Sag ™ Sis WME tag E [$ 5;442)ə 
注意 ,如 果 tag € [si sia), MR 
alsagos GaC )) 一 altaro MC) 
< (asis bae )) — asista) + atsin CE 
— atng) < C supla) — Cals) | 
+ pG, — Si) sup. |7:C5)1 + 1). (25) 
这 时 我 们 引入 条 件 : 3: >: 
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jals, — aG, CLL Sp — + 
sup_|z(r，1)， ， (26) 


其 中 o) > 0 是 非 负 单调 不 减 函数 且 pC0 填 ) 一 0。 
假设 对 矩阵 函数 ba 不 等 式 
lls CD) — bG, CI 
< eG — s)(1 + sup. EDID) (27) 


成 立 。 那 末 类 似 (25) 的 不 等 式 对 差 16Csats beC D— UOTA 
mE 也 成 立 。 
W wG) = E sup 117.(s)1。 不 难 见 到 ， 


Esup| 2; <2T DCE suply C) — CC DAs 
4 k í <ti 


+ 2T DeC 一 s) + Waling) )AIsk 


EsupiZ; S 2T Cs Cn — s) 
十 2721 + wT))pC6|), 
其 中 15| 一 max (sin 一 si), | 
我 们 来 估计 不 等 式 (24) 右 边 的 第 二 个 被 加 项 。 为 此 目的 注意 


和 E, 作为 上 的 函数 是 平方 可 积 丈 。 因 此 
Esup| 5; |? < 4E 57I 


= 4E > jb(snts PsC. )) 一 Dlink ns )) | Atn 
k 
类 似 于 上 述 的 推导 由 此 得 


E sup| 2' 1° < 2v, (Cs) (sin — 5) 
十 2Tp(j5iDGL + wT). 
因此 
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ys 了 ) < 2CT + 1) Dra) Gina — s) 


士 p(151)c wT) + 1). Q28) 
ws(T) 的 估计 由 引 理 1 得 

gz (T) < CU + E |š,,|2. 
函数 v,(z) 单调 不 减 。 

设 当 ze [ss 4) 时 #g,G) = Cs) 在 不 等 式 〈28) 可 用 
DeC) 代 换 函数 v,(s), 而 用 :ec [0,7] 代 换 T. 我 们 得 这 样 的 
积分 不 等 式 : 

BCO < c, vs)ds + CCl 81), 
由 此 得 ， 
D) < Cpl|61)e <ç Cap(15|)， 
这 里 C, 是 形 为 CG 一 CA 十 Elsw1')p(15|) 的 常数 ,而 CA 
依赖 于 C 及 TT。 因此 证 明了 下 引 理 : 
引 理 4 如 果 引 理 2 的 条 件 和 不 等 式 (26), 27) 成 立 , 那 末 
El sup | E) — EE) ll Sn} < C'E + Enl), 
其 中 lal max [sa sle 

直到 现在 还 没有 作出 关于 过 程 (po 收敛 性 的 任何 假设 。 记 
得 过 程 pG), rel T] E Su B, Ep S, = S, 当 
t€ [ks taki) HU E. 

E{Ag na Ad Ta} = LAz,,. 
假设 极限 过 程 $G) 也 是 关于 某 个 o- 代数 流 {Sre [0,T])} 的 
PHARA H 
E{AgAG*|S,} = IG — s), (29) 
其 中 Ag = $G) — pls), s<, 关于 收敛 于 独立 增 量 的 款 的 
条 件 在 前 面 已 经 指出 ， 
因此 假定 下 条 件 成 立 : 
F. EZH A” x D 中 由 随机 向 量 ¿¿ 及 随机 过 程 p,G)2, 
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:€[0, T] 所 产生 的 测度 Q.C) BRKATI E KE 
HRR o 对 应 的 测度 Oe, 
转 来 证 明 过 程 O 的 边沿 分 布 弱 收 剑 于 随机 微分 方程 的 解 
的 边沿 分 布 。 我 们 注意 到 如 果 引 理 2 的 条 件 成 立 ， 那 未 方程 (21) 
有 唯一 解 , 此 解 有 有 限 二 阶 矩 ($1 定理 3)。 
设 EG 表示 方程 (21) 由 区 间 [0,T] 的 分 割 
j= {0 = s.s *** s = T) 
作出 的 有 限 -差分 近似 解 。 WORTALE ¿GO 的 定义 作 某 些 
修正 ,也 就 是 , 当 r€ Gss saa] 时 令 
Ë G) = ECs) + alsis Ë ())G — si) 
+ (s, ECG — $G), 
FI ECO) = 5。 不 难 验 证 ,如 果 不 等 式 (26) 和 (27) 成 立 , 那 末 在 此 
修正 后 ,$1 定理 12 的 结 t 仑 保持 成 立 ， 因此 
Et sup_ 82 一 EWO, 


利用 归纳 法 验证 ， 对 每 个 t, Ë G) 是 变 元 b 的 连续 函数 且 是 
g()，0 委 5 <z, WERZA, Ë GD = nto PC). 这 时 
EO 完全 同样 可 以 用 š. 和 bG) ERA: 
L, = Eu, Enos Pa. 
现 取 任意 序列 {z4, = 1, sp} EL, 了 ]， 和 任意 连续 
ARERR Ceot ,xp)，x4€ R”, MRE 
ra = EfG EG), t ,1,)) 
一 EFC Enos aC), . NaC) )e 
我 们 有 
[ral < EIFE EG), ,ËGz,2) — (6, Es (nD, : ° “58010))| 
+ EIG š G)... ,Ë (2,22) 一 EJ(£, Z.) ,Cnltp))| 
+ EJ Cnt) ,Cntp)) — (£a nG) Ms makte))| 
=+ r Hr. 
对 任意 给 定 s> 0 首先 选取 ô, 使 r < s/3 和 对 所 有 足够 
大 的 nyre 二 86/3。 现 只 要 注意 到 由 于 上 述 注解 Eosi) 
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EGD) 一 Fo (Ë PCD, KG, U. «1, čle) = 
Foa KEnor PC), 其 中 Fe. (z, dC) 是 和 中 的 有 界 连续 函 
数 ， 因 此 如 果 条 件 Tr, 成 立 , 那 末 . mr 一 0 H no. FERN 
证 明了 如 下 定理 : 
定理 12 假设 随机 向 量 组 的 序列 (1) 满足 条 件 (5), (20) 和 
Fis R oll), bar) WERE), (26) 和 C27), I 
末 按 序列 (1) 构造 的 过 程 LO BARDEA TF MNAE 
(21) 的 解 相 应 的 边沿 分 布 。 
所 考虑 的 模型 的 重要 的 特殊 情形 是 方程 (21) 的 系数 aG, 
z(*)) 和 bC 不 依赖 于 过 去 , 即 
al1,xC°)) = ali,xC°)), DC = bGz, (23, (30) 
那 末 方程 (21) 取 为 无 滞后 随机 微分 方程 的 形式 ; 
dë = aG, E(0))d: + BEJAD), ECO) = Eos (31) 
而 函数 a(r, x), brx), Crx) EL0,T] x 2”, MARERE 





|la(z,z)] + |bCe,)] < C(1 + [|z], (32) 
lalt, x) — aG,y)] + |5G,z) 

— b(z,y)| < C|x — y|, (33) 
JaCs,x) — ali,x)| + |bCs, z) 

— bGz,x)| < eG — :X(1 + lel), (34) 





其 中 o) 如 上 面 所 定义 .如果 这 时 蒜 GO 是 独立 增 量 过 程 , 那 末 
方程 (31) 是 无 后 效 方程 及 





A(xst) 一 | aC, 十 í blr zdp e SCC, CY. 


当 注 意 到 ¿€ (sisa J 时 ¿CGO 是 变 元 5 的 连续 函数 ， 
AQ(s,) = Csr) — (s), 一 0,1 一 1 
和 $C 一 ds)， 对 所 券 虑 的 情形 我 们 可 以 对 定理 12 REE 
明确 的 说 明 。 因 此 前 面 引 入 的 泛 冰 Fu,sXx,x《，)) 是 关于 x 及 有 
限 个 形 为 rD 一 zG,) 的 差 的 连续 函数 。 我 们 可 减 纠 条 件 T, 
用 如 下 条 件 代替 mi: 
更 ;， 对 任意 ” 和 tsh ELOT], K 一 1 5r， 随 机 向 量 
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Ens pat)s PnC) 
的 联合 分 布 弱 收敛 于 给 定 在 某 概率 空间 上 的 随机 向 量 
So (0), ph), 
的 联合 分 布 ,其 中 PO) 是 满足 条 件 (29) 的 平方 可 积 鞭 ， 
定理 13 ”假定 组 的 序列 (1) 满 足 条件 (20), MEAZA aG, 
LCAC) 是 满足 条 件 (26),《27),《32) 及 (C33) 的 形 为 (30) 
BRRR ORERE Fo, PRAE s,G) 的 边沿 分 布 弱 
收敛 于 随机 微分 方程 (317 的 解 的 相应 的 边沿 分 布 。 
如 果 Lindeberg 条 件 成 立 ， 对 任意 8 > 0 


> EZ CEA bnl — 0, 当 n— o, 
k=1 


其 中 Zale) = 1, 如果 [Ainle 和 Xls) 一 0， 在 相反 情 
形 , 那 末 条 件 j, RY, d0) 是 Wiener 过 程 , 和 在 2 中 对 应 
于 随机 过 程 E 的 测度 2,G) 弱 收 敛 于 随机 微分 方程 (31) 的 解 
对 应 的 测度 
随机 微分 方程 的 极限 定理 ”考虑 依赖 于 参数 s€ [0,w] 的 随 
机 微分 方程 
dš, = AKEus dt), ECO) = Eh, r€ [0, T], (35) 
其 中 


A,.(x,t) = | a (x, s)ds + Ba x, t), 


和 As€s 澡 ,入 )， 对 于 这 些 方程 的 一 个 极限 定理 以 前 已 研究 过 
《$1 定理 11)。 这 里 我 们 考虑 由 方程 (35) 在 多 (多 = 多 "[0,T]) 
中 的 解 所 生成 的 测度 aC) 的 弱 收 敛 的 条 件 。 我 们 来 证 明 下 面 
的 定理 ， 

定理 14 设 下 列 条 件 成 立 : 

DOi sm pÚ p uQ > N} = 0: (36) 


2) 对 任意 M > 0 
lm sup Pí sup |2%G)]| > N} = 0; (37) 
1 ogrer 


N-o ae[0no 
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3) 涯 一 0 时 随机 通 数 
[aC as, BCer) 
的 边沿 分 布 弱 收 敛 于 随机 函数 
(ep PCs) 


的 相应 分 布 ; 

4) 当 * 一 0 时 向 量 总 的 分 布 绊 收 敛 于 向 量 £ 的 分 布 。 

那 末 测度 uC) BRAF oC). 

留意 在 定理 14 中 没有 假设 函数 4 人 zx) 给 定 在 同一 概率 空 
BJ, 

在 证 明定 理 时 将 利用 到 如 下 关于 小 扰动 随机 微分 方程 的 引 理 
(与 $1 定理 10 AER). | 

引 理 5 设 

dË, = A,( Ë, G), dt) + Asul ECE) dt), 8 > 0, 
ECO) = Essu € [0,0], 

同时 下 列 条 件 成 立 : 

1) AsCx,t) ESCASA) MEAR 24 和 25 满足 条 件 (36) 
和 (37)， 

2) 4sxxsfcSGti ÄN) HER 站 (2 是 和 条 件 1) 同样 的 函 
数 , 此 外 ， 

lasl D] < v; Wi 


E{| Aole) IS.) < Ef ,Cx,)4 19}, 


对 任意 s> 0, N> 0, 
Hm sup P{ eitr i Ç, t) > sy = 0, 


6—>0 wtl0,wnl 


3) 当 w 一 0 初始 向 量 " 945 6 Ssikat-F3EA-BEIB. 
那 末 
Pi sup, lË,G)— ¿G| > s] > 0 Š 8 一 0 时 对 x 一 
致 地 成 立 。 
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MR. 设 e 是 任意 给 定 的 正 数 ， f 
r= inf {aC) > Na G) Z Na Sup Teuler) 2 e), 
ix ISNI 
昌 果 所 指定 的 二 的 集合 不 空 ,及 r= T, 在 相反 情形 . 这 里 N,N 
和 N, 是 正 数 ,它们 的 选取 将 在 下 面 加 以 明确 。 我 们 姑且 仅 指出 ， 
由 不 等 式 
P{r < T) < Pí sup X> N, sup ANCE) => N,} 
+ Pí sup v,,(x,:) >e} 
0<:=<1 


zl <N, 
和 引 理 的 假设 ， 得 知 对 任意 N. 和 # > 0 可 找到 足够 小 的 不 依赖 
于 w,N 和 N, 的 6,， 及 足够 大 的 不 依赖 于 use 和 65 RIN N, 
使 当 N > N°, N, > N° ÉE ó < ë, 时 
P{r < T) <. 
构造 函数 ax, 7?) 及 Bs《x, 1) 使 得 当 jx| < N, 时 分 别 与 
a (z, 及 Lalet) 相等 旦 属于 类 Sai, )， 其 中 ar = G) 
Afk3⁄ T N AG < 1 + 2k G), 34 z S ore G,(x, í) = 
alx), 4 > rh axt) = 0; Bales i) = Pt Nr); 33 
r< hf z,.(z,r)=u¿ (z,r), Bt > r hl a, (z,r2=0; B, (x, t)= 
Ba (z,tA 7). EN Aulet) € SCN, N, + 1), Aolat) € SCN, Xs), 
其 中 








A, (z, r) = | &,(x,s)ds + B(x,7), 
0 


而 Alr) 有 类 似 的 意义 。 
考虑 下 面 的 方程 
dn(t) = A.G), dt), | 
dale) 一 ACA), dt) + Asul), dt), 
7(0) = 30) = š, 
这 些 方程 的 解 存在 ,而 且 +G) = 60 直到? < z fi |nG)|<N,, 
且 类 似 地 ， 70O = E0) EF rE supi I< Ni 


我 们 来 合计 差 uC 一 42, 
注意 
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Pl mp. O = aC] > s) < P( sup, 140) S NJ 
+ P{ SuP_ GATO 一 AGAT) > e}, 
其 中 n = nf(;:|8(0 >N} (infë = T). 
由 前 述 结果 ($1 定理 7) 得 ， 
E{ sup. [DS < (1 + ERCON), 
于 是 ,对 任意 C,> 0 
P{ sup. 110) > N < G t EDEN 
0 << 1 


令 a 
v(t) = E sup. [G Ar) — CG A r) 2, 
因为 
IO = KOL (|El a, ) aao, |z: | 


t 
ol 
2 





+ f Bnls), ds) 一 Bis)s ds) 


+ | [ A,..GGG:) ,ds ) 小 
所 以 ,利用 以 前 所 采用 的 方法 ,得 
sA 


n : 
vs < 12E sup | Asul ÑC), ds) | 
< < 





+ CCN,) 人 pwr， 
其 中 CCN,) 仅 依赖 于 了 和 N,。 由 后 _ 积 分 不 等 式 得 


z 
° 





s) < C'(NDE sup | | 2,,GG),a9 
其 次 我 们 有 


SAT — 
E sup | Asul ACs), ds 


Ose | JD 


AI _ 
+E sup | Baul ACs), ds) 
ig: 0 








< (Ef |a GG), p) | as 


) 
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At At 


< (+E | lJ ds 


舌 及 到 随机 时 间 7 K r 的 定义 ,我 们 得 
yu(t) < BC" CN )。 


由 此 得 x 
P{ sup ly(GArD — GA D| > e} < EC ND). 
SiT s 
和 
P( sup IC) — HOI > e} < PAIE > C.) 
+ (+ CDC(N) q CUNO 
N: e 7 
其 次 ， 
P( sup lE) 一 E) > e} 
< Pí sup |ë) — n) | > 0) 
0 < 3 <T 
+ P{ sup. In 一 纪要 | > e} 
十 P{ sup. la — EWO > o}, 
mE 


P{ sup. |Ë,G) — nC) | > 01 < P(z < T> 
+P( sup ID > N) 
和 对 量 P{ sup 15O — G] > 0} 类 似 的 不 等 式 成 立 。 因 此 ， 
P{ sup. lED — (| > e) < 2P(z <T) 
十 3P{| 品 | > Ca} + Utepe) + — 
当 给 定 时， 我 们 现在 可 按 下 面 的 次 序 选 取 不 依赖 于 ”的 党 
数 C,,N,N,,N, 和 s': 首先 由 条 件 
3 + PH 总 | > c) < — 


选取 Ce， 然 后 选取 N, E 
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2P{ sup O > N) < E, 
0 <: =<r 


12 
再 确定 M, ERSA 
3(1 + CDC(N)/N: < A 


成 立 。 其 次 , 设 N 是 满足 
€ 


2P{ ,Sop nE) > N,} < T 


由 条 件 “人 Cn. 一 二 确定 。 .最 后 选取 a, EH 8 < 时 


2P{ sup Taules) > e) < > 
ARA 
这 就 证 明了 对 所 有 5 < 5 及 任意 se [0,a ] 有 
P{ sup. JE) — EWO] > s) 一 s。 引 理 得 证 。 

定理 14 的 证 明 。 因为 定理 的 条 件 1) 保证 了 在 Z 中 对 应 
于 方程 (35 ) 的 解 的 测度 的 弱 紧 性 ， 所 以 为 证 明定 理 只 要 验证 过 程 
E 的 边沿 分 布 弱 收 伍 于 过 程 ¿GO 对 应 的 边沿 分 布 就 够 了 .我 
们 从 有 特殊 形式 的 场 ex《x,1) 和 Balet) 开始 证 明 这 点 ,然后 转 
向 一 般 情形 。 

设 


Olx) 一 > ax CX) se) 


Balesi) = Dhe), 
其 中 a,G2), ha, k=l, r 是 有 一 致 有 界 导数 的 非 随机 纯 
ETHE, HO 是 平方 可 积 款 且 
[latQ) < ai, k= 1, r, 
E(|A81G2121S,) < E | | Giad s, |. 
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(yas, ..., f ar(s)ds, 685Cr) 10) 
的 边沿 分 布 弱 收敛 于 某 个 过 程 
(| Vas, e, j alsde BIE), ,67)) 


的 相应 分 布 且 随 机 向 量 E 依 分 布 收敛 于 向 量 Eo 

在 这 些 补充 假设 下 我 们 来 证 明定 理 14 的 结论 。 

Ë ELOT], k= 1,---, + 是 给 定 的 数列 。 引入 方程 
(35) 的 有 限 -差分 近似 解 8602), 而 且 假 设 点 ns k=l, e n 包含 
在 分 割 5 中. 因为 $1 定理 13 附注 的 条 件 成 立 ,， 所 以 对 任意 。 > 
0 可 求 得 5%， 使 当 16| < 6。 时 对 所 有 s€ [0,w1 

P{ sup (Eae) — £, ,G2| > e} < e, 


设 有 xt，,……,x,》 是 一 任意 连续 且 连 同 它 的 一 阶 偏 导 数 有 界 的 函 
数 ,xi € R”, 我 们 有 
[EF EC), t yE] — ELEC), s ECs] 

< [EGE G) ptt E] — HEC), E GD 

+ [Efl EC), t sE] 一 EF Esla) +-, Soolz,)]| 

+ {EC és C), * ~ sE) ] — FECE), e ,é0C7,)1)| 

= 1, + 1, + LI,, 
这 时 

h< Cle + P( sup |E) ~ šsG2] > e}], 


L < Cle + P{ AD. lEs) 一 £ (| > s], 

#rh c 是 某 个 常数 。 因 此 不 依赖 于 值 * 3 16| <, MI, + L < 
4Cs。 此 外 ,不 难 见 到 ， 为 有 是 量 

Ua Gas, Bilsin) 一 Btlsi), 

j= 0,1,-.. L, k=1,--., 7, 

RES I EPS 3k. Ah s 是 构成 分 割 5 的 点 ， 因 此 对 选 定 的 
56,， 当 ww->0 时 

h 一 Ef[ és(2),* .. , Š s Gz,)] 
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— Efl EC), t ,E02,)] 一 0。 
因此 在 所 考虑 的 情形 证 明了 当 w 一 0 时 过 程 EC 的 边沿 分 布 的 
弱 连 续 性 。 
我 们 转 到 一 般 档 形 时 定理 14 的 证 明 ， 
我 们 引进 速 近 4。《x,r) I Ault) uE [0m]. 为 此 对 


每 个 ó > 0, HER] s: |a < | 中 作 5- 网 和 yy 和， ,Xs 及 满 

足下 面条 件 的 了 沙 数 组 gle), 一 1 n tg (z) 之 0 及 当 |x — 

| 之 8 时 (2) 一 0， 了 g(x) = 1, lel < 十， 和 函数 nG) 
j=1 


是 连续 可 微 的 。 
令 


n 
è 
G, (z, t) = DNA OLACROF 
ful 


Ë, (x,) = lz G)8.(x., D), 
i=1 


po t ~ 
Asul, t) = [aule yas + Bes(x,t), 
Asul x,t) = AÁ,.(x r) 一 A,( x, t) 


= | Gs (x, s)ds + 6,,(z, t), 
引进 随机 微分 方程 
dC) == Á, Q O, dE), NaCO = 5,1€ET0,T], (38) 

注意 到 如 果 定 理 14 的 条 件 成 立 , 那 末 对 任意 固定 的 ó, 方程 
(38) 满 足 所 考虑 的 特殊 情形 所 引进 的 条 件 . 

设 fs) 再 次 表示 任意 连续 旦 连续 可 微 秃 数 , 它 和 它 
的 偏 导 数 是 有 和 界 的 ， 令 

ELEG), ,8.1)]— Ef[ë,(r), ` Ë (,)] 
= J, + J, t, 
其 中 
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Ji = EUELA ,Est)] — Ef[ z... ma (a.)), 
J,= Efi nu Ct) n G,)] EAC) zm (8,21, 
J, = EGLUn), ,mt )1 — HEC), , E02) 1). 
由 前 面 所 考虑 的 定理 14 的 特殊 情形 得 知 对 任意 固定 的 5， 当 “一 
0 时 J,— 0， 因 此, 为 在 一 般 铺 形 证 明定 理 只 要 验证 当 8 — 0 时 
J) + J,— 0 对 ww 是 一 致 地 成 立 。 对 任意 8 之 0 
T + J < C2e + P( sup 18) — | > 8} 


+ Pí sup JEC) 一 met) | > s}), 


其 中 c 是 仅 依赖 于 函数 f(x `... ,x,) 的 常数 。 
我 们 来 证 明 引 理 5 适用 于 方程 (35) 与 (38)。 为 此 我 们 留意 当 


|< M< iB 


laz (z, 7)| = |ë, (z, ) — a, (r, t| 
< Sig) |æ») 一 a, (z, t) | 
i=1 


< > g (x) |a,,Ə(<x;, t) = o, (x, t)| 


jl z;— zl <ë 
< ĉin Ct). 
类 似 地 ， 


E{] AE sux,7) ||S,} < > &i(x) > 1E Tg; (=) L A0.(xz; t) 


了 一 1 jml 


— Aple DIS} < PELS AOIS 


此 外 ,容易 验证 
LAETTEN 2(1 + |z |), . 
E{|lAfs x,7) |$,} < 2(1+ 


a)E{| Rass. 
所 得 的 估计 不 依赖 于 w, 且 引 理 5 的 条 件 成 立 ;此 外 


“350， 


sup 22,(<, t) < 82 
9， 


因此 可 找到 不 依赖 于 的 ó 使 当 6 < 6, BÍ J, + J, < 4C.,. Ë 
理 得 证 。 
例 ， 有 小 非 线性 的 振动 ”考虑 有 小 非 线性 项 的 振动 方程 ， 


E os=a (s E)E Eeo 人 


其 中 z = rG), Ary) 5(z,y) 的 纯 量 函数 ，s 是 小 参数 ，w (1) 
是 Wiener 过 程 ， 
方程 (39) 应 当 理 解 为 形 如 


Cw + efile, 2))dt + V Eha dw (40) 
dx = sxdt, 
的 两 个 随机 微分 方程 的 组 。 
把 通常 研究 非 线性 振动 的 方法 应 用 于 方程 组 (40)。 引 进 变量 
Hi 
x = acos, ¿= —qo sind, p = o: +9 


或 





= fee 2 Lg, 中 == 一 arc tg — Z 


为 得 到 量 e 和 6 的 方程 ， 我们 利用 伊 滕 公式 。 我 们 得 到 如 下 的 关 
AR: 


da = (52 fila, b) + cosg a,0) )as 


_ Ve sin 


—(a,9)dmr, 
d8 = (et Ca,0) + SPIE Fa,0) )ae 
wa 2w`a 


a/ € cos $ 


2wa 








fa,0) dw , 
如 果 过 程 w(z 是 可 微 的 ,在 第 一 个 方程 有 附加 项 
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ecos pCa,0) 
2coza 


和 第 二 个 方程 有 附加 项 =.54 Ra,0), th 
(ce,6) = fi(acos pı — wasin p), im 1,2, 
那 末 上 述 方 程 与 我 们 得 到 过 的 方程 是 不 同 的 。 
代替 # 引入 新 时 间 ， >, 和 令 


aK) = (Z )， 9.() = o( + )， 


Ce) = (a,G(2,0,(9), 
那 末 
dË) = ACEC), dt), 
Ai(a,0,1) = aa, Va 十 Ra;6D = 1,2, 
其 中 
sin (2 r+ 0 


€ 
ai(a,0,1) = 一 -一 h(a, 2 + 9) 
w 





cos (2; + 8 
+— ( S + 6), 
2wa ħa, 


cos (2 t+ 6) 
8 wo 
Alaba) = = — f pa, S + 6) 
wa 8 
sini( 2 r+ 0 
E , w 
十 22 Pfa, 2: + 0), 


pila,0,7) = ve | Qa, ws + 0) sin (ws + dwls), 


Bla,0,1) = vel fas ws + 0)cos (ws + 0)die (s), 
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不 难 验证 在 对 函数 Ae) 和 f(x,x) 的 十 分 一 般 的 假设 下 , 当 
ss 一 0 时 


Í ai(a,0,s)ds > tla), 


[ a (a,9 ,s)ds —> jla), 
其 中 


fila) = + | —fCacos P, 一 GO sin Py sa e 
2 = 0 w 


+ fiCacos p, —aw sin p) Z= =A] dọ, 


f == — >” — Os — da w sin os 
ha) 一 元 L | PCacos ë , 4) — 
sin 2p 
2o šq 2 
另 一 方面 ，Be(4,9,1) 是 独立 (在 时 间 方 面 ) 增 量 的 Gauss 场 , 而 
且 


十 jaecos 由 ,一 ao sin g 222 |a. 


Epa,0,)7 一 二 | pG, or + 0)sin as + Ods, 


EB!(a,0,1)8:(a,0,7) = F Hla, wos + 0) sin Ceos +0) 
wad 2 
X cos(ws + 0)ds, 
E(p(0,0,7)) = | "Raos + 0)cos*( ws + 0)ds, 


当 e 一 0 时 场 8.《a,9,2) WREEF FER (4 > 0): 
和 coopere 9 


lim R,Gz,t + k) = lim R,Gz,r) = a ( Jb (a) , 
nana 


其 中 
bala) 一 A. r Pa cos p , — oa sin 由)sin2bdw， 
2x0w o 
2a 
byla) = =] flacos p, — wa sin ó) sin @# cos pdo, 
2x wa o 
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bala) 一 l F fiCacos d, —¿oà sin hcosihdy. 


2r wa? 
和 矩阵 
B(a) 一 (b, (a) 
是 对 称 非 负 定 的 , 现 构 造 非 负 定 对 称 矩 阵 
o(a) 一 {oix}， i k= 1,2, 
使 得 
ca) = B(a), 
场 LCa) 的 边沿 分 布 弱 收 化 于 场 
Bola,1) = (Wa, pia, t) 
的 边沿 分 布 ，poCa,t) 可 利用 关系 式 
pala, t) = ouCa)wlt) + ona)wls), 
Pala, t) = oula )wi t) + ga)wlt), 
给 出 。 此 处 wC) 和 o,G) 表示 两 个 独立 的 Wiener 过 程 。 
因此 ,如 果 定 理 14 的 余下 关于 函数 Art), ht) 的 正则 
性 条 件 成 立 , 那 末 可 断定 : 
方程 (39) 的 解 可 表 为 


£ (z) = a,G) cos( 22 + 6G) ), 


è (z) 一 —ca,(z) sin (z + XO) 


而 且 随 机 过 程 〈c:(o，6.(O) 的 分 布 当 8 — 0 RSS WW Sk F-BR8E3LTK 
分 方程 
- da = į (adt + gua) dw + oa) dw,, 
dð = f} (adt + ova dw + cna) dws 
的 解 过 程 CG) OG) 对 应 的 调度 。 
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第 三 章 ” 关 于 连续 过 程 的 随机 微分 方程 
和 2” 中 的 连续 MapKkoB 过 程 


S1. 伊 芯 过 程 


在 研究 随机 微分 方程 的 解 时 我 们 已 经 有 机 会 遇 到 有 伊 芯 随 机 
微分 的 过 程 ， 即 是 能 利用 Wiener 过 程 随机 积分 表示 的 过 程 , 这 
样 的 过 程 称 为 伐 芯 过 程 ;在 这 一 段 将 研究 它 的 基本 性 质 ， 

定义 和 某 些 性 质 ”我 们 将 认为 某 个 概率 空间 {0,4,P} 和 在 
这 空间 中 的 -代数 流 1,，: > 0} 是 固定 的 。 设 wa) 是 在 这 
空间 上 取 值 于 统 ” 上 且 适 应 于 流 S, 的 Wiener 过 程 ; 这 意味 着 
wle) 是 字 - 可 测 变量 ， 而 > 上 上 时， 全 体 (5) 一 w(t) 独立 于 
o- 代 数 Sn El MIOT) 表示 可 测 函 数 fC, o) 的 集合 : 对 所 
A € [O,T],fG, o) 作为 的 函数 是 孕 -可 测 且 满足 


P{[ G wo) lds < co} = 1. 


我 们 将 取 值 于 2" 的 过 程 1e [0,T], 称 为 关于 w), S,) 
的 伊 蕨 过程, 如 果 存 在 这 样 的 对 象 : 

1) 有 -可 测 变量 m; 2) RAT A” IMAR a(s o), 
且 对 固定 的 :,a(s,w) 作为 。 的 通 数 是 和 -可 测 的 ; 以 及 3) 取 值 
为 组” 到 家 ”的 算 性 算 子 的 可 测 函 数 , 当 固 定 * 时 , 它 是 3,- 可 
测 的 ， 使 得 








„C = m + [also + | BG,o)46(e), ocn (1) 


及 
la(s w)] + SpB(s, om)B*(G wo) € M[0,T], 
后 一 条 件 显 然 是 (1) 式 左边 积分 存在 的 充分 必要 条 件 ， 今后 主要 
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考虑 在 A” 中 的 伊 苹 过 程 ;用 e(22") 表示 在 Z” 中 的 线性 算 
子 的 集合 。 所 有 被 考虑 的 随机 函数 将 假定 是 适应 于 流 (SY 的 。 

在 定义 了 伊 芯 过 程 后 引起 的 首要 问题 之 一 是 由 该 过 程 能 否 确 
定 函 数 els,w) 及 B(s,w)? 又 怎样 才能 做 到 这 一 点 ?为 解决 这 
问题 ,我 们 需要 一 个 由 P. Levy 建立 的 一 维 Wiener 过 程 的 重要 
特性 ， | 
定理 1 如 果 ¿OO 是 @' 中 的 连续 过 程 且 存在 o- 代 数 流 
S, EB EOS) K (GO) 一 1,3,) ERR G) 是 关于 流 
{3 的 Wiener HE. 

(这 个 定理 的 证 明 包 含 在 第 一 章 $ 3 定理 3 rh.) 

由 这 个 定理 可 得 出 菜 些 推论 。 

推论 1 如 果 bro)e A” 和 |5(s,w)| 一 1， 那 未 过 程 


EG) 一 | ecsoy， dw(s)) 


是 Wiener Hf. 
推论 2 如果 FO) 是 取 值 于 A" 的 连续 过 程 且 对 某 个 o- 
代数 流 S, 及 所 有 ze 统 ",h 0, 有 
ECEC + 4) — EOIS) = 0 
ECCEC + >) — EVIS) = hlzl’, 
WR EG) 是 统 ” 中 的 Wiener 过 程 ， 
这 可 由 如 下 事实 得 出 ; 对 每 个 ze 统 ", 过 程 Ee, z)/|z| 
是 Z' 中 的 Wiener 过 程 。 
推论 3 设 对 所 有 :和 w,B(s,w) 是 Z" HARF. I 





末 
EG) 一 so, o )di ($D 


是 2” 中 的 Wiener 过 程 。 
事实 上 ， (£G2,S,) ER, 
E((#G + A) 一 EG) zY IS,) 


=E (| C0)s, ¿e(s))) E} 
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一 E(f” IBCs, @)zl'a:|S, ) = b| |*. 
推论 4 设 wma) 是 Z hkr {S} 的 Wiener 过 程 ， 
als,w) 是 数值 函数 和 对 所 有 > 0 
| G, o) 一 oo， Kaq 一 oo， 
T, 由 等 式 
r= W a(s, w )ds 
所 定义 。 那 未 过 程 
EG) = U G, w)dw,Cs) 
是 关于 c- 代 数 流 S, 一 S$. G > 0389 Wiener 过 程 ， 
为 验证 这 点 ,注意 r, 是 Maps Fl, FE, GOO, 是 
Bh, 而且 
El (£G + k) — EC) YS$,] 


=E (| a, w)ds1$,) _ h, 


定理 2 关于 直线 上 的 Lebesgue 测度 和 测度 P 6363330 
度 ,对 几乎 所 有 sM ww， 形 为 (1) 的 伊 茧 过 程 1) 唯一 地 确定 
A o HIR a(s,m) 和 B(s,o), 
证 。 只 要 证 明 由 公式 (1) 所 定义 的 过 程 w(:) 等 于 0 推 得 
a(s,o) 和 B(s,o) 几乎 处 处 等 于 0 RBT. 
0 一 [el wa + [BC oyw, (2) 
由 (2) 易 得 对 所 有 ze cr 
0 一 | GG,o), z)45 + CBG,0)zs dwC5)), (3) 


设 1(;,w》 是 任意 有 界 可 测 且 适 应 于 流 S, 的 函数 。 由 (3) 得 等 
Ñ 





| G0) Bc, o )z, dw(s)) 
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we [Css aG, e) a)ds, 
令 Iesu) = sgn(alss0),z), 那 末 | 
| Hs 2) B80)ssa06s)) = =| GG), als. C4) 


$ 
Ey = T, 如果 J BG.) |ds <N, 
及 - 
by = inf |z: f IBCs, w)el’ds > N|, 
如 果 


| IBCs oz > N. 
bx 是 关于 流 {3,} 的 Mapkos 时 间 且 因为 
E|” CG, 6)B(6o)z, 46) = 0, 
所 以 
E| CC, oB, wedut) < N. 
在 (4) 中 以 ty 置换 r 并 取 数 学 期 望 , 求 得 
E|” |G(aGo)2) as = 0, 
但 5wtT 个 当 N -> oo。 这 意味 着 
E| (esso):a14 = 0, 
由 此 关系 式 得 以 概率 为 1 
| iecool6 一 0 
这 表示 在 (3) 中 第 一 个 被 加 项 等 于 0, 因此 对 所 有 t 


[CBss0)ssdwks)) = 0, 
从 而 以 概率 为 1 
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[Cal os eco) = °. 
取 数 学 期 望 , 然 后 当 N -> co 时 取 极 限 , 得 
E | 1aGso)zpa = 0， 

这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 

我 们 来 寻找 使 伊 芯 过 程 是 Wiener 过 程 的 条 件 。 为 此 , 首先 
证 明 两 个 引 理 。 

引 理 1 设 

f EG) 一 [aG o): + | eC wawl), 

其 中 oG) 是 Wiener 过 程 。 如 果 ¿GO EW,EPCT) < 00, 那 
末 对 直线 上 的 Lebesgue 测度 和 测度 P 的 乘积 测度 几乎 处 处 oals， 
w) = 0, 

证 。 令 





. T 
¿G = r, maj Pods <N, 
和 
ty = inf |z: | BG, o)ds > N|, 


T 
如 果 | Pls,w)ds > N. 


又 设 ENG) = (1 人 5xw)， 如 果 Psw) AAAA WIPS R 
RAX š G) 是 平方 可 积 鞭 ,所 以 


T LN 
0 一 下 |. Wss wdEnC) 一 El G(ss wo)als, ods 
+ E |” Bs,0)dw(s). 
这 就 是 说 ， 
0=E [sena G, a) * as, wo) ds 
= E r læsa) jds, 
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当 N 一 co 时 取 极 限 就 得 所 需 的 证 阴 。 
引 理 2 ”如果 


EO = | 8G, o)dw,Cs) T E sup E'G) < o, 
BR 
E | FG, o): < co。 
证 。 我们 来 证 G) 是 款 。 设 
hy 一 sup|8 < k: |” #Go)d; < N]. 
PE 
E (|77 8, ayaw) = 0, (5) 
E N — co If kyk, 因为 
|" AG,o)46 G) < 2sup | 8Go)4e (G) 
且 右 边 的 表达 式 按 测 度 P 平方 可 积 ， 所 以 在 (5) 中 当 No 时 
可 取 极 限 ， 设 Z, 如 在 引 理 1 所 定义 。 由 EG) ERASE 
EXT) = ELECT) — (tz) 天 十 蕊 EC5w)。 
就 是 说 . 
E [> BG o)ds < EP(T), 


当 六 ~>co 时 取 极 限 , 即 完 成 引 理 的 证 明 ， 
定理 3 如 果 由 公式 (1) 所 定义 的 伊 芯 过 程 10) 是 2” rH 
关于 流 {3,} 的 Wiener 过 程 , 那 未 对 几乎 所 有 和 ww 
m= 0,a(s, o) 一 0,8(1，w)B8*(s，w) 一 I, O 是 单位 算 
子 )。 
证 ， 设 定理 的 条 件 成 立 ， 那 未 加 一 0 且 对 所 有 z€ SZ" 
a)r) = (als, 0) 2) 


+ | [BGs wo)g | d (s), (6) 
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其 中 


z (z) 一 [es dw), 


由 于 定理 1 的 推论 lw) 是 Wiener 过 程 。 因 为 GG, z) 是 
关于 {3,} 的 蒜 和 ECnC), 2) < co, 所 以 由 引 理 1 得 Cals w), 
z) = 0 对 几乎 所 有 :和 ww 成立 ， 因 为 对 Wiener 过 程 (G),z) 
有 





Esup(a (2), z) < ©, 
所 以 对 所 有 z 
E | |B(s,o)z|tds < co, 
设 blw) 是 取 值 于 S= 的 某 个 有 界 函 数 , 那 末 
(Ess 0)sdnC)) = [BCss00)2Css 0), deC), 
于 是 
一 El [B(s,o)b(s, 0) lids = Ess, a) las 
且 不 论 是 怎样 的 b(s,o), 
E|B(s,a)b( s, ) P = E|¿(s,o)12,. (7) 
设 bls) 等 于 在 |z] = 1 条 件 下 | BCs, o) | 达到 极 小 
值 的 z, b,( s, o) 是 等 于 达到 极 大 值 的 z, PR 
EC BCs, 0)b:Cs,0)|? 一 |B(s,o)b( s, o)12) = 0, 
Miis IB(s,.o)b(s,o)| = 1B(:,w)b(s,w)|。 因 此 对 满 中 |z| 
= 1 的 所 有 Z3 
|B(s.,co)b,Gs, om)! = | BCs,w)z| 一 |BGs.o)b,Çe o), 
于 是 对 任意 向 量 z € A”, BJ uEHR L T- 
1 


TBG, wl B(s,wm) 一 U(s;, o) 





EART. i$ = al(s,wm)。 那 末 由 (7 ) 得 


ll . 
| BCs, w )zo | 
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ElbGs,o) PO — (s, 2) = 0, 
由 于 15(s,w)| 的 任意 性 ,我 们 可 断定 对 几乎 所 有 上 和 o, as, 
w)=1, 因此 BG(Gs,o) EHRT. 
. ËR. më Wiener 过 程 v(t) 是 关于 (Wwa), S) 的 伊 芯 过 
E.R ve) 也 是 关于 (w(O,S,) 的 伊藤 过 程 ; 即 是 ,如 果 


(O) 一 Í BCs, wdw), 
那 未 
w(i) = j. B*(s,oo)dn(), 


这 由 等 式 B*(s,w)B(s,w) 一 了 得 到 ， 

推论 ”如 果 关 于 (w() ,3,) BRRL n 是 Wiener 过 
程 , 那 末 所 有 关于 (w(t),S,) 的 伊 蔬 过 程 是 关于 〈w G@2),S,) 的 伊 
隘 过 程 ,和 所 有 关于 《w《z)，3,) 的 伊 芯 过 程 也 是 关于 《C2) ,3,) 
的 伊 蔬 过 程 。 

在 解决 用 公式 (1) 定义 的 过 程 (0) 表示 函数 als, o) 和 
B(s,o) 的 问题 之 前 ,我 们 来 研究 能 用 随机 积分 表示 的 过 程 。 

FRSA ”我们 考虑 由 形 为 


n) = | Bro) deC), re [0, T], 


的 过 程 19 所 组 成 的 过 程 集 合 Iro), Ah blo) 是 取 
E A” 的 可 测 函 数 , 且 几 乎 处 处 





T 
| [BC w) lds < co, 
0 


1r(w (4),3,) 是 线性 空间 。 我 们 称 它 为 伊 蕨 空间 。 关于 依 概率 一 
致 收敛 的 完备 性 是 此 空间 的 重要 性 质 。 

定理 4 WR nO 是 空间 1rCw(?),3,) 中 满足 当 n— co, 
m 一 00 时 依 概率 supla (0) ~ nnl 一 0 的 过 程序 列 ， 那 末 存 


在 过 程 m E 1rCw《 四 ,5,) 使 得 当 no 时 依 概 率 sup |a. (2) 
“一 moCt)1 一 > 0, 
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为 证 明 这 个 定理 我 们 需要 这 祥 的 引 悍 * 
引 理 3 如果 
nG) = | G.G,o),4609) 
是 Iret), S) 中 的 过 程序 列 且 当 2 一 co 时 依 概率 sup |n, G| 
一 0, JPR 4 nohtki 
[| aG, e) > 0, 
证 。 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 以 概率 为 1 
lim sup|n,G2| 0, 
因为 只 要 换 为 子 序列 情形 总 可 以 做 到 这 点 。 而 为 了 证 明基 个 序列 
依 和 概率 收敛 于 0， 证 明 它 的 所 有 子 序列 包含 依 概率 收敛 于 0 的 子 
序列 就 够 了 。 
令 
Ty = sup[z:: < T, sup |n.G2] <el 
对 足够 大 的 N ,Tw = T;ry 是 MaprkoB 时 间 。 设 nG) = nC) 
当 过 Tw 和 Ga) = Cry) G try, WRA n>N 时 
| G) | < 6, 和 依 概率 CT) 0。 从 而 当 2 一 co 时 ， 
Elai (T) = E|” ls,0) ds — 0, 


但 
P {| l.s, opa > al 
<Pí(r < T) + P IN lb(s, oOPds > a| 
< Pfrv < T} + LES” balss) Pas. 
因此 


limP I.e, w) lds > e} < Pir < T). 
34 Noki, ERROR RRE EEH , 
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定理 的 证 明 . 由 定理 的 条 件 得 mn,C《0》 依 概率 收敛 于 某 极限 . 
因此 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 对 所 有 n,a,C0) = 0, 
因为 当 n,m 一 co 时 依 概 率 


sun], G.G) — balss 0), du 人 9)| 一 0， 
了 
所 以 由 于 引 理 3, 当 n,m -> oo 依 概 率 | 
| bas 0) — balss 0) ds => 0, (8) 
选取 子 序列 m 使 得 
P {im Ñ lb, ,( 0) — bals, 0) lds = o= 1. 
那 末 存 在 这 样 的 苞 数 bu(;,w), 使 
P flim| Noss e) — bls, a) —0)—1, 0) 


而 且 如 (sw》 是 可 测 且 对 所 有 :作为 的 函数 是 3,- 可 测 ?。 由 
8) 和 9) 得 , 4 n >co 时 


| BCss 0) — Goa: > 0, 
依 概 率 收 全 ， 由 于 第 一 章 $2 引 理 2 
P {sup)) CBCa) sds) 
一 | Ge), dw(s))|> s) 
< P {| lb,0) — hls 0) las >a} + £. 


ZG n 一 00 取 极限 ,然后 令 5 — 0 取 极 限 , 即 可 证 过 程序 列 x, G) 
kR Sr F Irw) 中 的 过 程 


uC) = [i Hls o) die (2), 


1) 为 此 需要 从 b, Go 0) PERXTEARNENERN P 的 乘积 测度 几乎 处 处 收 
敛 于 列 * 且 在 此 于 序列 极限 存在 的 地 方 ， 加 (yw) 定义 为 这 个 极限 . 
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定理 得 证 ， | 
Irw), S) 中 的 过 程 是 局 部 鞍 ， 市 且 可 议 找到 随机 时 间 的 
导出 序列 rwfT, 使 得 过 程 
PIO) = nCrw A z) 
是 平方 可 积 著 。 如果 


nC) = | C55 0), 468), 010) 
rw 可 取 为 . 
TN 一 sup| tS r,[. lols, o)l2ds <N]. 
由 于 | 
I ne) 一 I lls, 0) lds 
也 是 局 部 靳 《ry 也 是 此 过 程 的 随机 时 间 的 导出 序列 ), 所 以 
(ny 一 | bls 0) bias, 
如 果 0 一 加 到 王 二 < #, = 114 一 max — ta) MRAZ 
— $ 1 定理 22 8 TER EK SE X F 
| G, o) = im Dat) GO. GD 
0 k= 0 
对 w), S) 中 的 么 对 过 程 mO 和 m(D 可 以 定义 表达 式 
G m) = lim S3 C, Caa) — mi) — 1): 
0 k=0 


(12) 


极限 应 了 解 为 依 概 率 收 义 意 义 下 ,1 和 nk = 1, n 与 上 面 
的 意义 相同 〈 见 第 一 章 $ 1 定理 22 推论 )， 
如 果 m (O, k = 1,2, 由 等 式 


mC ~ | fso) dwCs)) 
所 定义 , 那 末 由 (12) 得 
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laan,» = | Chlss 0) bis oas, (13) 


公式 (13) 使 得 能 由 等 式 (10) 定 义 的 过 程 O 恢复 函数 bls,w). 
事实 上 , 设 5.(),z& R" HER 


Ealt) = (z, (0) 一 KZO) 
所 定义 。 那 来 
Cast) = [i Cr 0), 5)ds, 
就 是 说 ,对 几乎 所 有 z | 


(Bl1, o),z) = <t... (14) 


显然 ,为 确定 5(1,w) 只 要 对 A” hT z 知道 (bCr,o),z) 
RET. 

这 结果 给 出 了 由 按 等 式 (1) 所 定义 的 伊 芯 过 程 m(z) RAM 
a(sso) 和 B(s,o) 的 可 能 性 。 

注意 ， 对 @ 中 所 有 以 概率 为 1 有 界 变 差 的 过 各 ree) 和 
Wiener 过 程 w(t) 来 说 ， 


im DC) — TDC) — oG] = 0 

G, 如 同 前 述 意 义 ), 这 因为 极限 号 下 的 和 不 超过 
Var7(。) sup lw(s) — s,(s)| 
isele 

以 及 w) 是 连续 过 程 。 

设 

7.0) 一 [ (aG, o) z)ds, 

显然 ,7,(z) 的 变 差 不 超过 


; . 
人 |G(a(s 0) ,2)1ds, 
于 是 对 z,x € == ,# 
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s-1 
lim 21 [7,(1+) — 7,G,2][Ç,G 1) — AT 0, 
*k=0 


其 次 ， 如 果 | 
bl) 一 (z BG，o)dw(9) 
= |i 8Cr w)r dwls), 
那 末 


用 一 1 
lim D LSet1) — ECD LEC) = ECan] 
okp=0 


= 4539 一 | Cs BG, w)z)ds, 
因此 ,如 果 nG) 由 公式 (1) 所 定义 , 那 末 对 所 有 z,x é SZ" 
| BCs, 0 ma: 


一 im SSL, Ga) 一 E Cta) ICa Ctr) s2) — CaCa) z)] 
RAKAS. FERLERNE 
(BG), n) = $- im DLE) — ECD] 


X [(n(z,+i) 2) 一 《CD3z)]。 (15) 
公式 (15) 对 几乎 所 有 + 和 w 确定 了 38(z,w)。 如 果 确 定 了 BG, 
ao)， 那 末 对 几乎 所 有 * 和 wm 


CoCo = £= GC — (0), 


— [CB*G,0)s, dee]. (16) 
因此 证 明了 
定理 5 由 公式 (1) 所 给 的 伊 芯 过 程 10) 对 几乎 所 有 + 和 
确定 了 函数 Gro) 和 Bz,wm) 的 值 ， | 
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以 Ir(S,) 表示 这 样 的 过 程 1) 的 集合 : 如 存在 可 测 数 值 
R bl, wo), ECs o) E DWED, T] 和 关于 流 {3,} 的 Wiener 过 
E wa), tE 





n) = | Blr odul). (17) 
LS) 中 的 过 程 的 集合 也 可 以 只 用 o- 代 数 S, 来 描述 。 易 见 , 凡 
是 关于 {S$,} 的 Wiener 过 程 wa) 总 有 Jr(oCD;SDCIz(S)。 
事实 上 ， 如 果 

3) 一 | (bss 0) ,dw Cs)), 
那 末 

(Q) 一 | IBCs o) idw)» 

其 中 


一 | /LG o) ; 
1 (t) rat ? dw(s) ) 

由 于 定理 1 推论 1 CE Wiener 过 程 ( 如 果 |6(s,w)| = 0, 我 们 
认为 aea- z， 其 中 z 是 鹃 ”中 某 个 固定 向 量 )。 显然 ， 
Ir(S,) 中 的 过 程 nt:) 有 如 下 性 质 : 

1) nG ERT {S} 的 连续 局 部 山 ; 

2) 单调 过 程 <“%y，”》 关 于 直线 上 的 Lebesgue 测度 是 绝对 
连续 , 即 是 ,存在 非 负 可 测 函 数 rC w), tE 


Cron): = í TG,o)ds, 


看 来 ,在 (S) 附加 上 十 分 广泛 的 条 件 以 后 ,条 件 1) 和 2) 保 
证 10) 属于 1r(S,)， I 
定义 ”如 果 至 少 有 一 个 过 程 vO 存在 ,使 得 它 是 关于 {3,} 
的 一 维 Wiener 过 程 , 那 末 我 们 称 流 {3,} 是 非 退 化 的 。 
定理 6 设 流 {3,, 0 =< =< T) 是 非 退 化 的 ， 那 末 所 有 满足 
条 件 1) 和 2) 的 过 程 1) 均 属 于 1r4S 7)， 
1268。 

















证 。 设 
(m, n>, 一 | rls, wo)ds, 


而 wa) 是 关于 {3,} 的 某 一 Wiener 过 程 《因为 流 ($J) 是 非 
退化 的 ,所 以 它 存在 )。 设 





0， rT(s,0) = 0, 
gs a) = — 1 Y(s,o) > 0 
Vr(s,0) > 
Bls, w) = [> YCs,w) = 0, 
0 7YG,w0)>>0, 


令 
B= (aes wydn) + [e ode, 


《 按 局 部 平方 可 积 款 随 机 积分 的 定义 是 第 一 章 $ 2.》 
正如 由 第 一 章 $ 2 定理 3 所 得 ， 按 局 部 拷 的 随机 积分 仍 是 局 
部 款 。 此 时 


(6,50), = [ eilradd) 
+ 2 gs 0) 8 o) w) + | dG.) 


一 [ {gC wrs) + elw) lds = t, 


因为 , 按 函 数 s 和 z EX, m° 中 一 0 和 gY + z = 1, 这 就 
是 说 ,jv(z) 是 3,- 局 部 蒜 且 《多 , 放 》, 一 tz。 但 由 于 第 一 章 $3 定理 
3, Da) 是 Wiener E, 


[VICo dao) = | VIE aG, o)anG2) 
+ [VrG; o) nG, o)46() 


如 果 
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EC) 一 | VyGyo) aC. Jdn(s), 


0 





那 末 
(nč) = f V YG, e) gss o)d(n,ny, 
= | rod = <00)» 
5,06), = | Go = (mn) 
因此 


(m — bn — t>, = nn) 

— Xn, t) + (tt, = 0, 
就 是 说 ,下 (Co — EY = Eln — ¿,n — t>, = 0 和 以 概率 为 1 
有 a) = tC) BE 


1G) = [ VrYG,m) dG), 


定理 得 证 。 

今后 总 假定 流 (S) 是 非 退 化 的 。 

我 们 将 证 明 空间 r,CGS,) 也 是 完备 的 。 

定理 7 设 nG) 是 Ir) 中 的 过 程序 列 ， 如 果 存 在 过 程 
nE) 使 得 在 依 概 率 收 伍 意 义 下 

lim sup| n, G) — x (O) | = 0, 

那 末 E) 随机 等 价 于 rS) 中 某 个 过 程 ， 

证 。 易 见 ， m (z) 是 局 部 S,-#h, 余下 要 证 明 (mon 关于 
Lebesgue 测度 绝对 连续 。 

不 失 一 般 性 ， 可 认为 nG) 以 概率 为 1 一 致 收敛 于 mo。 

设 Ty 由 关系 式 

ty = sup{i:t < T, sup sup|n, (s) — mn()| >e} 


所 定义 ; $ mO = pGr. BR IRO wO e 当 
n>N, 从 而 
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limE |41) 一 Dl = 0, 


但 
Eln? — mom — 09 >, = E |x; (z) — m G212, 
于 是 ， 
lm EQ; 一 nn 一 人 = 0, 
n>0 
但 


P(O, 一 Ross 一 Mor > 8} 
< P{ry < T) + A M nY — ni an” — nir. 


因为 对 足够 大 的 入 ,ry = 了 ;所 以 依 概率 收敛 意义 


(m, 一 mon, 一 Tr — 0。 


不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 后 一 关系 式 以 概率 为 1 成 立 ， 因 为 ， 


< r, lf 
(mono 一 Caos nar, < 2[(m, sls2r, 一 CRE POA 
+ Cas 一 ms — Ron — (n, — Moss — Mr lo 
所 以 对 [0, 了 ] 上 所 有 Borel 集合 4 


|, dm No) < a| (no), 


+ ?| G, 一 ons 一 m < 2| danson) 


+ KEP — MNs Mor. 


3 , 


(182 


设 A 的 Lebesgue 测度 为 0。 顾 及 到 《7,1,》， 的 绝对 连续 性 ， 得 


| dms) < 2, — Ros T MoT. 


4 n —coJ 2 ER , BEHT Cmn): 关于 Lebesgue 测度 是 绝对 


连续 。 定 理 得 证 ， 


注 。 类 似 于 公式 (18)， 对 所 有 Borl £ AC[0, TJ 及 过 程 


mC) (t) € Ir(3,) ,可 建立 等 式 


< | Qn), | Krom ; 


|, nm 
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由 此 得 《和 sm》 IË Lebesgue 测度 绝对 连续 。 此 时 如 果 
C9 NEY 一 | Pils mods, i,k = 1,2, 
那 末 


Pulss o) < pulss w)paCs, o). 
在 空间 LO) 可 引进 正 交 过 程 概念 。 我 们 将 称 两 个 过 程 
h(t) 和 nE 是 正 交 ,如 果 对 所 有 re [0,7T] 
Chisme = 0. 
我 们 说 过 程 nG) 能 用 过 程 EEO 线性 表示 , 如 果 存 在 
AZ ayo): san(tyw) .使 


Daltro) € M [0,T] 


ial 


1O = D |i aliro )ag:C). 


tml 
设 mC)... nO 是 17(3,) 中 过 程 的 某 一 集合 。 假 设 它们 是 
线性 独立 的 ， 即 是 它们 之 中 的 任何 一 个 不 能 用 其 余 的 在 上 述 意 义 
下 线性 表示 。 那 末 可 构造 两 两 正 交 , 且 可 用 mO), n G) 线性 
表示 的 过 程 SG, S.G). EE mC... nG) 也 能 用 š, (O, 
"… salt) 线性 表示 。 它 们 可 按 下 列 公式 构造 ; 
ECD = n, Ce), 


k=1 


Ë, (O = nC) 一 >| ai (ss o )dE,(s), k 一 2， … fi (19) 


i=1 


其 中 
aki (s, w) = Pulo), 
ga (s, 0) 
如 果 


(Ë; mk Ye 一 | Pius 0) dss 
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CEs ED = f g; (s, @}ds 


CH gú(e,o)= 0, pulss) = 0 和 上 关系 式 也 被 认为 等 于 0; W. 
定理 7 注 )。 由 公式 (19) 见 ， Nk 可 用 Eitte 线性 表示 , 而 š 
可 用 otom 线性 表示 。 当 j < kB) 


R 一 Try 
43537 = (mk Ë; 一 5| au (e, 0) dEis Ei) 
如 果 51,"… ,54-1 是 两 两 正 交 , 那 末 
《5 Ei): 一 | pu ods 


t 
一 | LAG wm) gi w )ds = 0, 


这 用 归纳 法 就 建立 了 Eo- S, 的 正 交 性 ， 
设 (600, 一 1 2，…】} 是 hG) 中 两 两 正 交 的 过 程序 
列 , 而 nC) 1r(3,), 


设 . 
LEko ER = |, aG 0)ds, 
£ t 
Kn Ë, 一 | Plss Jdss Cnn): = ( plss )ds, 


由 定理 7 的 注 各 知 在 z, 为 0 处 pKs,%》 几 乎 处 处 为 0, 在 如 
不 为 0 处 , 设 


ak; o) 一 pilsso) ， 


g. s 02 
在 相反 情形 设 as(s,w) 一 0， 那 末 


1 = Ds) + mb), 


k=1 


其 中 mO) EZF SGD, o ECO Eb E 
|; ails sodi. 
因此 ， 
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(m,n2, 一 í PCs, )ds 


= XI e Polso )ds + Gana 


kR=1 


由 此 得 对 几乎 所 有 (1,w)， 


> [oCz,0) Tp 6) < (z, o) 


k=1 
(我 们 利用 到 Sien? > 0)， 就 是 说 


> [atl sw) PPC) < (to) 


k= (1 


(左边 级 数 是 收 全 的 ,因为 它 的 每 一 项 是 非 负 的 )， 因 此 , 设 
¿(= D0), 


RITA, n,m 一 co(n < m) 时 
(ba ¿s lk, — Emr 
= j y [akls JP plss o )ds — 0, (20) 


0 i=n+1 . 
注意 对 所 有 过 程 ¿GO € L,(S,), A G) 可 表 为 Wiener 过 程 的 
随机 积分 和 随机 积分 的 性 质 得 出 不 等 式 


Pfsup O| > J < 人 +P tr > N}, GOD 


《 见 第 一 章 $ 3 引 理 2)。 因 此 由 (20) 推 煌 出 依 概 率 
sup|¿,(2) — ¿1 — 0, 


于 是 ,由 于 定理 7 ,存在 过 程 LOGO € 17(3,), 使 得 依 概率 
sup|¿,(22 一 ¿ C221 —> 0, 


这 样 , 我 们 建立 了 级 数 
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D fi aC, a ya,(D 


kai” 


依 概 率 收敛 , 且 它 的 和 属于 17C(3,)， 就 是 说 ， 
ze) = Sf akls, dE) + AOF 


其 中 pO EIS), 容易 验证 nO 正 交 于 所 有 过 程 £C), 
k= ly 2。 如 果 对 所 有 n (z) € I S,), 等 式 


了 (划一 akl sso )dE Cs) (22) 


k=1 
成 立 ， 那 未 序列 {E ), k= 1,2,1} 称 为 17C3,) 中 的 正 交 
基 ， 由 上 述 显 然 得 到 ; 两 两 正 交 的 泛 函 序列 0 k=1,2, e} 
是 基 的 充分 必要 条 件 是 不 存在 异 于 0 并 正 交 于 所 有 SG) 的 过 程 
nC) € IrF,). 
当 Pltw) 几乎 处 处 是 正 的 ,满足 

|. Palss0) ds — 《 Eis 

和 {EG k = 1,2,1} 构成 基 ， aona 


wlt) = dCs) 
t | pres 《so) 





可 作为 新 的 基 ; 而 且 
(wR VR to 
NE w) 是 Wiener 过 程 ,并 且 它 们 是 独立 的 。 事实 上 ， 如 果 
WP) 是 在 R” RARER (wO) own) 的 过 程 , 那 来 它 
ER, EH zE Z=, 
ELl w ™ + p) — waa) z] *,J 


k E/S [Cwr 7 1+h 一 (womiy]zilS,] 
(z, 表示 zx 的 坐标 )。 这 意味 着 ,由 于 定理 1 推论 2, 它 是 Z” th 
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的 Wiener 过 程 。 f 

我 们 来 研究 什么 时 候 1r($,) 有 由 Wiener 过 程 组 成 有 限 基 
的 问题 ， 

完 理 8 空间 L,(S,) 有 由 m + Wiener HEARE £R 
基 , 如 果 在 R” hE Wiener 过 程 w 使 得 

ofws), s << :] CS, [C ) s < z], 

其 中 ofws), s <] 是 由 变量 ws), s<, ERR o- 代 
数 ,of *] ] 是 这 个 o- 代 数 的 完备 化 . 

证 ， 设 wi( tnl 是 ww 的 坐标 。 显 然 它们 属于 
js 且 由 于 独立 性 而 两 两 正 交 。 为 验证 它们 构成 1r(S,) 中 
的 基 , 只 要 证 明 当 (De 1x(3,) 且 满 足 条 件 

CEsw u = 0, 太一 1 … m, 
时 能 推 得 等 式 (ay = 0 MST. BE 
(Ë, EJ: = f Y(s, o )ds, 
取 独 立 于 wp) 的 一 维 Wiener 过 程 DO. 3 7(s,w) > 0， 
设 a( s, co) 一 1,# YCssw) 一 0, 设 als,w) = 0, 那 末 过 程 
W mtt) 一 | 250) gels) 


° YG, w) 
+ fa — als oDC 


属于 I$), Eh Š,= [$,U0[G(), s<] 此 外 ， 
SACHÊ) 且 由 于 2O 独立 于 每 个 3,- 适 应 过 程 ， 从 
而 多 Gz) EZF S) 中 所 有 过 程 ,所 以 


(Wm+1, Wat) 一 | REINS, w )ds 


oys, 
+ fa — als,0)) ds = +, 
利用 了 和 wk 的 正 交 性 ,可 证 朋 


《zk PEE = 0, K=1,.- . m 
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因此 ， (wle): ty tp (t) s FO) 15 FË: m 十 i 维 Wiener 过 
E, AM walt) 独立 于 wz) ， 也 就 独立 于 o- 代 数 Se A 
此 
EC, TIS) 一 0, 

利用 ZO 关于 S; 的 独立 性 ,得 

e(a — als, w NAD) Sr ) = 0. 
从 而 

E({ Ce) ECIS) = 0, 

(esas 2 ) 
但 在 条 件数 学 期 望 记 号 下 的 变量 是 Sr- 可 测 , 即 是 ,对 所 有 上 

¿GO 一 | Kso) jels) 一 0。 


i 
"AN rs,0) 





因此 对 几乎 所 有 o . 
(EEr = í (r o )ds = 0; 

从 而 对 几乎 所 有 (so), a(s, o) = 0 和 ro) 一 0 于 是 
(Dr = | Coya = 0, 

定理 得 证 . 

当 og- 代数 $, 满足 上 述 定 理 的 条 件 时 ， 空间 [x3,) 有 十 分 
简单 的 结构 。 注意 当 wl1r(3,) 及 Erl(T)< s 时 ,由 于 
nG) 是 加 ,所 以 

nG) = EC(r(T)|S,). 

S.) 中 满足 ET) <% 的 过 程 +G) 所 成 的 子 集 

1⁄(S,) 在 依 概率 一 致 收敛 意义 下 在 S.) PAHE: 如 果 


nC) = [Cro yG), CD) = EEEO 


KZD <N 
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frase0) = rlioddi- 0, 
fi wÒ 是 Wiener HEM 
aCe) = lim nC), 
因此 为 刻 划 1r($,), REZAR AEE 1S, 就 够 了 ， 
下 述 定理 给 出 这 样 的 刻 蓝 . 
定理 9 如 果 流 (S, 满足 定理 3 的 条 件 , 那 末 (4S,) 中 所 
有 过 程 有 形式 
nC) = Eal 3,), (23) 
其 中 了 R 37- 可 测 变 量 , 满足 En 一 0，Ew < co; 反之 如 果 
n 满足 这 样 的 条 件 ， 那 末 由 公式 (23) 所 确定 的 过 程 1 属于 
11: (S,). 
证 ， 对 140S.) 中 的 过 程 , 4 应 取 mT), 
En 是 3z- 可 测 ，En 一 0, E < co, 那 末 可 找到 自身 及 
它 的 一 ,二 阶 导 数 连续 有 界 的 函数 KCO `. , z, ) (xi € R”) 和 集 
0 < < :-`* < #, < T ,使 得 


En 一 fCw Ct), eY < s, 
(此 处 w(t) 表示 生成 流 {3,} 的 过 程 . ) 令 
n.) = Ewela) wL 3,), 
显然 nO) ESE En.《(T》 < ce， 我们 来 证 明 nCG)€ 17(3,). 
设 
RAEAN ... ,X14 ) == E: (xi; ° A 
士 Z(+) 一 #( r.) "Xk 十 xG, 一 wz) )。 
那 末 在 区 闻 Ln- al 上 
n G) = SEEC ECan) wR wa) + yp — tdy, 
其 中 ply) 是 GO 的 分 布 密 度 ， 就 是 说 ， 
n.) = Bw wR OC) r€ [n - n], 
其 中 人 人 own) t rwg) tax) AE M ZRET 
数 ， 
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按 伊藤 公式 
nC) — nla) = j |2 osCecD sn) ew) 
(k=, ðs 


+ arao ... wn) ss 9] 


( Zeto 取信 于 a", Eo 是 取 值 于 UA). BA sC) 
是 鞭 , 所 以 由 于 引 理 CD 的 过 的 和 一 个 职 分 和 o 可 见 
ue, ntr) 

+ | (E wa sd), 


因为 n0) = En = 0, 所 以 证 明了 存在 函数 blsa) tE 
nC) = P G.G,ay,a6C9)), 
和 对 圈定 s # (< < r ,B88L2E Et 
bs o) 一 Lowa) -+ (ski) 5 2 (s)) 


是 了 -可 测 和 有 界 ， 其次， 


P{ sup InG) 一 | > e) < 4 Min — n? < <. 
oK <T 


也 就 是 10) 作为 CS) htkiks—s k 6: 00 IE E tb E + 
17(3,). 

推论 ERER 37- 可 测 变量 ， 如 果 Ez < oo , 那 末 

E= Eg + [Oley du), 

其 中 P(s,o)€ DULOT] MART : 是 3,- 可 测 . 

为 验证 此 推论 , 仅 需 注意 变量 5 一 Es 满足 定理 ?的 条 件 , 于 
是 一 E5 = 5《T), 其 中 EG) ECS.) 
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我 们 引用 流 (S) 的 一 个 例子 , 对 于 这 个 流 {3,}， 
I,(S,) 有 由 一 维 Wiener H wC) 组 成 的 基 , 但 S, 实质 比 
olwls),s <1] 更 大 Vk wa) 是 一 维 Wiener PPE, SP 是 
由 它 生 成 的 o- 代 数 流 ,而 7 是 独立 于 w(t) 的 变量 ， 它 有 连续 分 
布 生 取 值 于 [0,T]. 设 

FP = sffr > ,= SP USP, 
我 们 来 证 明 凡 G) € 1x($,) 的 过 程 均 可 以 用 w(z) 线性 表示 . 
这 只 要 对 GS) 中 的 过 程 证 明 就 够 了 。 令 
pl) = ECCT) Ir). 
那 末 
ECC) S) = ECO) $i?) = yr MAren 


— _— 1 C 
+ 一 <o] py yh SCAP) 
~ 1 [í 
P= all. pu)dF Cn) 
rr 
+ xe | AC) — DAP], 
其 中 FCw) = P{r < u), X, 是 集合 4 的 示 性 函数 ， 另 方面 ， 
ECHC) S) = EG (01%) = Erle). 
于 是 ,由 于 1) 的 连续 性 ，EC4(r)|$,) 也 连续 。 但 函数 
eanl [ecr) 一 bdFCo) 
是 关于 z 的 连续 函数 仅 在 
(EAC) — ACF) = 0 
对 几乎 所 有 ; 成 立 的 条 件 下 才 是 可 能 的 。 由 此 条 件 得 ， 对 几乎 所 
有 v plr) 是 常数 ， 且 因 为 Ey(r) = 0, 所 以 对 几乎 所 有 Ts 
g(t) = 0. 
可 构造 函数 序列 faCs, Xi, . `>.) 使 
ECn(T)— LG sÇ n) -+e pot) )Y > 0 
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Ef.(s, (n) ... ,(z,)) = 0, 
(ay 是 区 间 [0,T] 上 的 某 一 稠密 集 ,例如 可 取 
fT G): (z,)) = ECT) IT wla), e wkt). 
类 似 于 定理 9, 可 证 明 


E(f,Ç z sw 21)s e.. swCta)| S,) f AER so )di( s), 


其 中 gss + ，w) 在 固定 :时 是 $,- 可 测 。 取 极 限 即 可 证明 
n) € ICS, wht)), . 

伊 芯 过 程 与 扩散 型 过 程 设 EO E [0, T) 上 取 值 于 2" 
的 连续 MapKoB 过 程 ，P(1,x,s,dy) 是 它 的 转移 概率 。 此 过 程 称 
为 扩散 过 程 ( 见 第 H 卷 第 一 章 $ 1)， 如 果 存 在 定义 在 [0， T]X 
R” LRT S" WAR G, z) 和 取 值 于 S(2Z"”) 的 BG, 
x)，, 使 得 对 所 有 s > 0, 下 列 条 件 成 立 : 


(D L... PCi,x,s,dy) = ols — t), 


GD |< Cy — z)PG, z, s, dy) 
= a(r, x Xs — 1) + ols — t), 


(HP Ve € g", | (y—x,z)P(z,xz s, dy) 


1 一 xl<s 
= (B(t,r)z,z)($ — t) + os — t). 
我 们 来 证 明 在 某 些 补充 限制 下 ,过 程 5(z) 是 关于 某 个 Wie- 
ner 过 程 we) 的 伊 芯 过 程 , 先 证 明 下 面 的 引 理 。 
引 理 4 设 1O) 是 连续 过 程 ，{3,} 是 由 此 过 程 生成 的 o- 
代数 流 。 如 果 对 所 有 +, 存在 变量 L, ë 


sup P En: +) 一 n 15,) <, 和 Eç, < co ,此 外 ， 














im LEG 十 从 一 区 0D1S = 0, 
hyo Ü 


那 未 nO 是 蒜 。 
证 。 设 对 之 # 


s 28) 。 


gls) = Elac)! S,). 
那 末 


im G+ = (O jimE (+ IS, ) 


hyo ay0 





A40 


一 E (tim p (IEA — n€ IS, ) Is, )= 0. 


Ay 0 


- r (E (D0 is) 





BAKA C 的 存在 保证 了 极限 与 条 件数 学 期 望 号 交换 的 可 能 性 ， 
由 (s) 的 连续 性 得 6(s) 的 连续 性 。 因 此 ，%(s) PERAN, 
此 函数 在 每 个 点 存在 等 于 0 的 右 导 数 ， 因 此 当 :之 zt 时 4(s) 是 
常数 。 因 为 $G) = 1), 所 以 
E(n(s)|$%,) = a0. 

引 理 得 证 ， 

定理 10 设 任意 紧 集 KC 统 ", 条 件 (D HOSIL 
T 和 z€ K -RR RE OD 和 GHD R, MARR as， 
z) 和 B(e,z) 连续 ,对 每 个 紧 集 KK 存在 常数 1 和 * (E: 

D 3 z€ K HJ 


| |y—<=|PGr,z,s, dy) 
ly- xie 





+ | |y— x| P (t, x,s,dy) S ICs — 1), 
17 一 zl 和 < 
2) sup Plz,x,s,K) < 1 — t), 

lx > 


WMKEERAT A” 的 Wiener 过 程 wC), 使 ¿G) 是 关 
+ wl) WERNE, mE 


EC = ECO) + [aE as 


十 | BY(s,5(5)) ds), (25) 


其 中 BY 是 算 子 B 的 非 负 定 平方 根 ， 
证 。 任意 z € R” 
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nC) = EG) — ECO) — (eles Casss), 


我 们 来 证 明 w(t) ERR. 

设 rz 是 过 程 E(t) 从 集合 Kn 一 {x: |x| <N) 首次 走出 
时 间 。 以 有 n(x) 表示 FG) = G, z) 当 |z| <N, (z) 一 0 
当 |z| >N + 1 的 二 次 连续 可 微 函数 ， 我 们 来 估计 表示 式 
UG) — I GD)1PG z, s,dy) 


， [及 (0) — fxGO2]1P G, z, s, dy) 





< 
+ 


| 
| 





Cial)» ? 一 #) P (z, dy) 
ly—-z1<s 


+L 
2 





| es (SG + Oy — Ay — a)y — 2) 


XpG:,r, s ,dy)|. 
《这 里 0<@ < 1; 我 们 利用 到 Taylor 公式 )， 由 于 条 件 1442), 
J. C 2N+1-+e, 


Ü... lnO) T In) lP a, z, s dy) 


< 2sup |fx(2)| [sp P t z s dy) 
+ sup Pr, Ky+)]1 一 O(s 一 i), 
其 次 ,由 于 条 件 i) 


| (G), aPC #509)| 
ly-s|<: 





< svn, KON 一 DPCoeody)| 
ia{SN+1 Uiy-rige 


一 04 — D. 
类 但 地 对 建立 
fya (fn(x+@(y — 1) (y — 1) y — x) PG, z s dy) 
= O(s — +) 


按 1,s 一 致 地 成 立 。 因 此 ,存在 这 样 的 常数 1, 使 得 
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IGO) — IIP G,r, s, dy) |< LG — D. 


令 
JG) = fy C) — F (£ (02) 
_ | [(a(s,£(9)), REON 
+ LspfsCEC)) Bsss Cas. 
因为 表达 式 


Calssx) ,fy Cx)) + Spfs(#) BCsx) 


们 有 
k aaa 


s— t 





S, ) <h, 


其 中 4 是 某 个 常数 。 此 外 , 易 见 
im_ 1 JINO) — fy (IP Gr ssdy) 


16 5 — tł 





= (aG, z), fu (z)) + —SpfzG) BG2) 
《这 个 事实 ,例如 ,在 证 明 第 IH 卷 第 一 章 $1 定理 6 时 已 确立 ). A 
此 . 

lm E (mw nn. IS) = 0, 

rti s— t 
于 是 ,由 于 引 理 4 ww(:) 是 蒜 。 但 当 ¿< rw 时 n G) = 1G), A 


此 证 明了 "mtz) 是 局 部 鞭 ， 
现 来 证 明 


TG) = tG) — | (B(s,8(5))z sd5 
也 是 局 部 鞠 ， 为 此 注意 当 < rw 时 过 程 ¿O 等 于 过 程 
Ex) = AO — | BEGE fale 
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过 程 qO) 有 界 且 
E (= cnt) 19 


s—t 





s, )|< <E (L229 二 os s) 


+ sup( B (u sx)fn (z) ,fn(x)) 
<2E (Hs 8022 Z IELI |=.) + 1, 


了 一 





其 中 L 是 某 个 常数 .但 当 C > N 十 1 十 e 时 ， 
EI (£C) 一 fJ (8 G) S;,2 
< sup |In) — IGDPPG z, say) 


< kal a WO) — JG) PG, zs, 49) 


+ O (i2 | > PCtsx,s,dy) 
y—xr[>s 


+ pP, Pl,x,ss Kna) 


=0 (sup fa |x _ yl PCs,x,s, dy) 十 G 一 p). 
就 是 说 对 某 个 L, 
É (° nCs) — t (D) 


s.) <". 
s— t 





此 外 ， 
lim E (2 一 一 Ltn) |s 


$ t 


s.) 


-= limE (HO 一 mO g ,) 


s—1 








一 (BOEG CEC), EGD =0, 
PEELE 4, 得 证 《wz)》 ER, 因而 证 明了 ¿GO EARR. JE 
nCt) 是 局 部 于 , H. 


(ny = | BC (O40), 
设 2 是 独立 于 SGD 的 S° 中 的 Wiener 过 程 . 以 PG, 
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B(s,*) 的 零 - 空 间 上 的 投影 算 子 ; P, 和 P, 正 交 ， Pit P, = 
I. < - 


EC) 一 50 一 (5(D)d， 
wC) 一 | BACs ECY PICEA) 


十 | P,G4G0)48(9 


《 按 E 的 积分 定义 为 按 局 部 款 的 积分 ; 将 BP z 理解 为 在 B 
的 值 域 中 这 样 的 向 量 z: Bg 一 P iz). H ECO 和 GC 的 独 
立 性 得 

(Cz), (2,z)), = 0, 
因此 ,Cw(t),z) 是 连续 局 部 靳 ,满足 


Cwsg), Ge), = | (P GCD), 2) 


+ | EEE, Ddi = kera), 


这 就 是 说 ,w(t) 是 A2" hAg Wiener 过 程 , 其 次 ,因为 BYP, = 
0, 所 以 


| BCs, $d) = | PCEM) 
+ | BEC ECP EAB) 
= [ PEDE), 
对 所 有 z€ R”,RA 
(FoCsscoys,asco, CPE, EDY 
= | BCEG PAE CE, PKs EGE)ds = 0, 
所 以 
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J CPEE) = 0. 
因此 
[ P.G, EDE = | LPE) + PEDIC) 
= EC) — $1(0), 


就 是 说 ， 
EG) — E0) 一 | osCD)4s 
一 [ BCs, Et )dw (8), 
定理 得 证 。 
注 1。 如果 要 求 
s | ,oe Pryd) = Os—), 


那 未 定理 的 条 件 2) 成 为 多 余 的 ,因为 它 是 用 来 估计 
| (fe) 一 fyC%)) Pli, rss, dy) 


+ Ú... (f) — h (e))'P Gr, z s, dy) = OCs — D, 


现 由 于 fy 是 有 界 的 ,这 估计 式 成 立 ， 
注 2。 假 设 对 所 有 s > 0 在 家 ”中 的 连续 过 程 EO), eLO, 
TÆ ;:> 时 满足 条 件 
(D PIC) — EO) >e| $, = oG — ), 
(ID ECE) —¿G2,z)ó,(8( s) — EIS) 
= (aC )) 2) CO— D + oG — D, 
AD E((SGOG) —EF(O,z)20, ,(8(0) — EIS) 
= (Bl,6C° ))z,z)G — 1) + oG — D, 
其 中 z€ Z”, pG) = 1 54 |r| <s, #,G) = 0 H |z| >s, 
a(z,z( ° 2) 和 BG;,x( ° 2) 是 定义 在 [0,T] X CA 上 的 函数 
(Eon 是 在 [0, 了 ] 上 取 值 于 弦 ” 的 连续 函数 的 集合 ). 
如 果 a(:，x(，。)) 和 B(:，x《。)) 连续 且 存 在 这 样 的 常数 
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7, 使 得 
了 — 1 


那 末 可 以 存在 Wiener 过 程 w) 使 
EC) = ECO) + [G.C ya 





P{|lE() — EW! > elS <, s> 55 


+ |. BIG ,ES( + JJdwCs), (26) 


此 论断 的 证 明 与 定理 10 的 证 明 相 同 。 

测度 的 绝对 连续 替换 设 {0, S, P) ERREZ H, SC 
是 某 个 o- 代 数 流 ，w(s) 是 关于 它 的 Wiener 过 程 。 如 果 
erlo) 是 关于 6 PIATZA, WE 下 or(o) 一 !， 那 来 可 
在 【9,6} 上 考虑 新 的 概率 测度 


BOD = | er(o)P(do). (27) 


一 般 来 说 ,在 概率 空间 {0,6,P} 上 过 程 w( 已 经 不 是 Wiener 
过 程 ， 

但 是 对 某 个 特殊 形式 的 泛 函 erlo) 来 说 ， 在 概率 空间 (Q, 
S.P} 和 {0,6,B} 上 的 伊 芯 过 程 类 是 相 重 合 的 。 这 事实 是 属于 
Tapcanoe 的 如 下 重要 定理 的 推论 , 

定理 1 设 Go) 是 [0,T] X @ 上 取 值 于 腕 ”的 适应 
+ {3,} 的 函数 ，|6ro)l2e9thfo0,7]， 令 


pr (o) = ep| 一 | GG, @) di (s) 
1 (7 2 
-一 L lls, w )| ash, (28) 
那 末 , 如 果 Erro) 一 1, 则 过 程 
De) 一 |. bls, w )ds + (2) . Q9) 


是 概率 空间 (o, e, P) 上 关于 o- 代 数 流 {3,} 的 Wiener 过 
程 . 
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在 证 明定 理 以 前 , 先 证 明 某 些 辅助 命 帧 。 
引 理 5 如 果 blsa) 是 上 的 有 界 阶梯 函数 ,|b(so)| < N, 
那 未 对 ze [0,7] 


E(exp{| (bls), Je (2) ]| Ş, ) < 


证 。 当 => t 时 ， 
E(expí(0Gr,o), wC) — wS 


Nist) 
. 


= ep 们 15， PC 一 中 二 


NXT- ` 
e? . 


(30) 


设 r= <, <... <, = T 和 b(s,o) = bltis ©) 当 t, < 
S hk+ 那 末 


Eo loo, swo), wtp) 一 wD) | s, ) 


= EC: E(ECexp{ lin 1r0) wlt) — wina DDIS) 
x exp{ (br, yc) swta) 一 wz))} | %, 2) x 
eee X exp{ CEC sa) wlt) — wla DYS) 
ejjeli vo) 


推论 ”任意 适应 于 {3,} 的 函数 Go), WAE |bG,o)1 
丢 N, 那 末 等 式 (30) 成 立 。 

利用 取 极 限 的 方法 可 得 到 此 推论 ， 

引 理 6 如 果 bl:,w) 是 适应 于 (S, HAR, H |bCr;w)| 
<N, MR 


E( pf- Esra) dwc) 
— L| lo, olas)ls,) = L | 
证 。 设 
pr (o) = exp 二 (Cow)，dw(9) 
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1 六 2 
— 了 人 1bCs,0)] ds]. (31) 
BEADERAS, HB 
pron la) = 1 + pa) bs) dw) 
因为 由 于 引 理 5 的 推论 
Elp, Co hb, wm) < MENTO, 
所 以 
E([ oi) CBs,0), 26(9)19,,) = 0. 
这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 
推论 1 任意 适应 于 (s) 的 函数 5(1，w)， 如 满足 lb 
o) € mu[0,T], 则 有 


T 
E(f lso), dw(s)) 
— LF ias, w)lžas}IS,) <1. 


这 不 等 式 是 Fatou 定理 的 推论 ， 

推论 2 如果 Eeor(o) 一 1, 那 末 当 0<n < p < T 时 
E(o,,,Co)1%,) = 1, 

事实 上 

1 一 下 co(o)E(o CEC rlo) S) S). (32) 

如 果 不 等 式 

下 (oo)lS) 一 1 
以 正 概率 成 立 , 那 未 在 (32) 右 边 的 表示 式 也 是 小 于 1. 
现 来 证 明定 理 11。 我 们 以 Ë 表示 按 测度 š 的 数学 期 望 。 
为 证 明定 理 , 只 要 验证 当 r< n 时 
Eexp{i(z,w(1) 一 s(n))} |$,) 


— apf—+ la [Ce 一 n)} 
就 够 了 , 即 只 要 证 对 所 有 有 界 3,,- 可 测 变 量 ” 
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Enexp{i(z, aC) — DaD 
= ep{—Llslln Ën C33) 
因为 由 5| 理 6 推论 2 得 知 对 S$,- 可 测 变 量 S 
E: = EZ oCo JPnrCw) 
= Eš pCa )E(o,,r (oo )|S;) 
Eš po,,Cw), (34) 
所 以 (33) 等 价 于 下 等 式 : 
En'exp{i(z, 0Cr) = Dn) Pnn C) 


一 epf =La]? — n)}En’, (35) 


其 中 n= non lo) 是 满足 Elri < co 的 变量 . 
按 伊 茧 公式 
dexp{i (z, wa) — DCU) ) Yo wm) = exp(i(z,GCe) 
— EC) hoalo —(b(r,o), dw (t) 
+ i(bG:,o),z)d: + i(z,dwCt)) 


— Lira — ile eye |. 


因此 ， 
exp{ i(z 9 wp) 一 (4)) Forns, Co) 


=! + [expia ZO 62))} on) 
x li, d(O) — GG.,o),du(0)1 
— 加 Pf aieo 一 wn))} pd, 
假设 15(1,o)1 <N. AX 
[e Ga) (|z| + 12C2,0)1)1 
<N + ls|)'ept—2] GG,o),46(9)), 
所 以 由 于 引 理 5 | 
E| LCa) + [B160) |) ar < co; 
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这 意味 着 ， 
Ev | exp{iCz, E 一 DOD) horlo) 
X [~C Cts), du GD) + ilz, dy) = 0 


Er exp{i(z, wln) 一 WC) Y} pr C0) 
Ey — lz ph Ew exp{i Cz, we) 


一 D) yon i (ao) dt, 
当 nelh T] 时 ,将 此 关系 式 看 作 关于 
En'exp{i(z, wln) — WC) Yen C0) 
的 方程 , 解 此 方程 ,可 证 实 对 有 界 的 &zo),(35) 是 成 立 的 。 
现 设 bw(s,w) 是 有 界 函 数 序列 ,使 得 依 概率 


T 
| |b (sya) — blss0) 0， 
0 








那 末 令 
Dr) = f byle ods + wC), 
oCo) = exp {—) Oulus o), dwi) 
一 Lf |x (e, w) |?dut, (36) 
我 们 有 


Enor „C o )expíi(z,myu(r) = wy ODDNY 
= Enot, (eye (— Gn— id}. G7 
RAH N —coPHRMPE Z,G) 一 O, 
lim En, Coo) exp {iCz, Žula) 一 @#GO)) 


= Enpow, (oep {iC s(n) 一 Dah (38) 
其 次 ， 
|Eno,, (wo)exp{iCz, Vna) 一 vna} 
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一 Eneo., (co) exp{i (z, wy Ga) — Wnt))} | 


< CEI et, Co) = Po (e) | , (89) 
其 中 C 是 满足 |w) < C 的 常数 。 
同样 有 ` 


(Ene Co) 一 Enpo C0)! < CE | ph, (o) 一 mo lo), 

我 们 来 证 明 ,对 所 有 re (0,T] 
limE| pio) 一 pw)| = 0, (40) 

因为 Epo) = Epi, Co) = 1, 所 以 

El o Co) 一 ponlo) t = EC o7) 一 ool) 

+ PoCo) 一 P% Co)). 
另 方面 ， 
[pb Co) 一 po OF + pol) — PCa) < 2o,,Co). 

由 于 人 不等式 左边 依 概 率 趋 于 0 ,所 以 应 用 Lebesgue 定理 得 (40). 

利用 (38) 和 (39), 得 证 

limEno:,, (0)exp{ilz, wC) 一 Dyt) 
= Enpo, (0)exp {il D) 一 jn))}. 
由 (40) 得 
lim Enoi, = Enpo,,. 

因而 建立 (35), 定理 得 证 。 

注 . 假 设 过 程 wil) € At 独立 于 过 程 wa 和 orlo), 那 末 
wU) 也 是 {98,6,P} 上 的 Wiener 过 程 。 

事实 上 ， 考虑 空间 Arr 中 的 联合 过 程 v*G) = {v 
wO}, 它 是 Wiener 过 程 。 如 果 在 Ar 中 定义 b*(s,w) 为 
{56s,w) ;0}, 那 末 


KOCR AOI Css) ,4600)), 


由 于 定理 11, 过 程 
T= | px (ooydr + w") 
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是 (o,e,P) 上 的 Wiener 过 程 ， 因 此 联合 过 程 
l w + | blss0)dssw (D| 


的 两 个 分 量 是 Wiener 过 程 , 且 相 互 独 立 ， 

此 附注 使 得 能 构造 出 由 {9, S, P) 上 的 伊 茧 过 程 集合 到 空 
闻 {2,6,P} 的 伊 蔬 过 程 的 集合 的 映 象 。 

事实 上 , 设 GG) 是 关于 {3,} 的 任意 一 维 Wiener 过 程 .我 
们 假设 在 17(S,) 存 在 由 Wiener 过 程 组 成 的 基 . 过 程 wi(2) ,……， 
Walt) 是 wl) 在 R” 的 坐标 ,它们 可 认为 是 此 基 的 元 素 。 那 末 


z) = | Celso) de (9) 


+ J aG,o)a6* (9, aD 


其 中 clo) 是 取 值 于 2” 的 函数 ,而 Ga) 是 取 值 于 Z 的 
函数 ，w*(z) 是 独立 于 w) 的 Wiener 过 程 。 如 果 在 w(z) 用 
基 的 元 素 表 示 出 的 式 中 分 别 按 zw ,ww 和 其 余 的 Wiener 过 
程 进行 积分 ,就 得 到 后 一 表示 式 .w(?) 是 {9,6,P} 上 的 Wiener 
过 程 当 且 仅 当 在 表示 式 (41) 中 对 几乎 所 有 s 和 o, 

{cGso) |? + o2(s,o6) = 1, 
使 它 和 过 程 


Z) = | Celso), dg (a) 


+ | eCsso) dw*(s) (42) 
相对 应 ， 这 是 概率 空间 {0,6,B}) 上 属于 19) 的 过 程 ， 容 易 
证 明 (2,5), 一 r; 就 是 说 ，2(z) 是 {9,6, P} 上 的 Wiener 过 
程 ， 如 果 ai) 是 在 概率 空间 (o, e, P) LORDA 
程 ， 那 末 这 意味 着 存在 Wiener 过 程 WO 和 函数 AG, o) 及 
Y(s,o) ,使 得 

nD = m + |'yG,oya + '8Go)4809, 

将 它 与 {0,6,BP} 上 的 伊藤 过 程 
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KO = m + |'yGe)as + |'2(,a)a2(O (435 


相对 应 ,用 这 样 的 方式 建立 的 映 象 在 所 定义 的 意义 下 是 在 {9,G， 
P) 和 (o0,e,P) 上 的 伊 芒 空 间 之 问 的 同 构 映 象 。 易 见 贞 象 是 可 
道 的 ,线性 齐 次 和 随机 积分 运算 是 可 交换 的 .利用 公式 (41) 一 (43)， 
我 们 求 得 

A) = w + | Erlar) + Blasa) Celes) blss0)) 14 


+ | BCs w dm(s). 
但 这 说 明 ， 在 概率 空间 {9,6,P} 和 {9,6,P} 上 的 伊 芯 过 程 所 
成 的 伊 蔬 空 间 相 重 合 . 
我 们 还 来 推导 出 一 个 关于 Epr(o) 一 1 的 充分 性 条 件 的 定 
m, 显然 限于 mw -= 1 情形 就 够 了 , 
定理 12 如果 适应 于 {$,} 的 函数 bG) 满足 条 件 


Esp} | pl,0) dr < oo， 


那 末 
Eee{|， b(t, oo)da 人 (一 i Plo)d} = L. 


证 。 设 变量 G 由 等 式 
1 一 JPG, ey: 
所 定义 。 
$, = Fr mC) 一 wC). 
由 定理 1 推论 4， 推 得 过 程 O 是 关于 ce- 代数 流 (S, 的 
Wiener 过 程 ， 变 量 | .eco 一 r 是 关于 流 (Š) K Mapo 
WE. 为 证 明定 理 ， 只 要 证 对 满足 Meir <o 的 所 有 MapkoB 
时 间 T, 


Eexp{ wlr) 一 > r} = 1 
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HBT. 
先 假设 z, 是 有 特殊 形式 的 Mapxos A: ” 它 是 过 程 Ø) 
首次 到 达 直 线 1 一 ala > 0) 的 时 间 ， 易 见 , 过 程 


nl) = epf au) — > t ) 


ER, 因为 r。 等 于 独立 增 量 连续 过 程 w(2 + í 首次 到 达 水 平 
a 的 时 间 , 所 以 由 第 H 卷 第 四 章 $ 2 公式 (68),(70),(71)， 有 


Ec t = eo, 


其 中 BO) 满足 关系 式 





BO) 十 村 BC = 1, 


且 因为 8(0) 一 0, 所 以 
BO) = 1— 4/1 +2, 
因此 
Eea 一 expla (1 — V 1 + 2231, (44) 
尽管 所 给 出 的 结果 仅 当 Ra > 0 时 正确 , 但 由 于 当 RX > -5 
时 右边 部 分 的 解析 性 和 当 Ra > 一 - 时 的 连续 性 ， 易 得 公式 
(44) 对 Ra > — > 是 正确 的 ， 特 别 ， 
Et 一 e, (45) 


因为 nG) 一 exp {Ea 一 上 zj 一 所 以 由 公式 (45) 


得 Ex(r,) = 1, h mz) 是 加 与 oa) 的 强 Mapka 性 ， 可 得 对 
任意 一 对 Mabgca 时 间 Z, L, z < L, É 
ECIS) < 1. 
因此 对 所 有 马 氏 时 间 ¿ < r, 
aE) > E(x(z,) | S$) 
和 EnO) > 1, 即 是 En(¿) = 1 显然 ,ro 人 rz < r, 


e 296 » 





1 = En(rz, À z) 


= Enr.) Xien 十 EX; <a (46) 
但 
_ 
WT Xs = E TaXin 
< e Xu se", 
就 是 说 ， 


lim En Cta) Xs er 一 0， 
因为 在 数学 期 望 号 内 的 变量 有 可 积 控 制 函数 ef 及 当 a 一 oo 时 
趋 于 0， 顾 及 到 当 a 人 co 时 luca 个 1 及 对 (46) 取 极限 ,我 们 得 
Ex(r) = 1. 一 般 情形 可 由 如 下 得 出 


Eero | Els, oJdwCs) 一 af wiss0) ds | 


一 Eexp N E Cs, o)d( — L Ei Groas} 


其 中 GIs ,0) 二 1 十 G(s,0), 
e = | GCs, o) du (e) 


十 | Elsa) ae GO 
5 to (2) K 3, 独立 ， 


$2 关于 扩散 型 的 随机 微分 方程 


在 本 节 考 虑 扩散 型 过 程 , 即 是 满足 随机 微分 方程 
dëCt) = aGz,£( + ))dt + BGz,£( + )) die (e) (1) 
的 过 程 ,其 中 ¿G) ERARDI, wa) 是 Wiener HE, EW 
和 wG) REAT S", 函数 a(1,x(。)) 和 BG, zÇ * )) Æ 
XE [0, T] x Eun 上 分 别 取 值 于 A” M 8( 缠 ")， 在 各 处 
均 假 定 初 始 条 件 5(0) 一 0 下 求 在 区 间 [0,T] 上 方程 (1) 的 解 . 
为 使 (1) 的 右边 可 看 成 随机 微分 ,我 们 将 假定 如 下 条 件 成 立 : 
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1) 函数 alz,x(，)) 和 B(zz(。)) 按 联 合 变量 是 可 测 的 ， 
且 对 所 有 (e [0,T]， 作 为 x( +) 的 函数 关于 o- 代 数 €, TM, 
其 中 6, 是 由 Zin 中 基 在 [0, *] 上 的 柱 集 所 生成 的 o- 代 数 . 
后 一 要 求 等 价 于 ; HPE s<: 时 nC) = l) MBR 

a(z,xz( * )) = aiy * )), BG,z( * )) = BGC )), 

G) 的 解 将 认为 是 这 样 的 过 程 Ea: tr = w(t 十 
一 wt) 独立 于 由 过 程 EC) 到 时 刻 所 生成 的 c- 代 数 S, 

设 {3,} ENE vO) 所 生成 的 o- 代 数 流 , 如 果 Sics,,Bh 
是 对 每 个 1,E(z) 是 $,- 可 测 , 那 末 方 程 (1) 的 这 样 的 解 称 为 强 解 . 
在 当 需 要 着 重 指出 它 不 必 是 强 解 时 ， 另 外 的 解 将 称 为 弱 解 。 在 芳 
虚 (1) 的 弱 解 时 ， 概 率 空间 常常 是 不 固定 的 : O 是 (的 弱 解 ， 
如 果 ¿GO 定义 在 某 个 概率 空间 上 ， 在 此 空间 上 有 Wiener 过 程 
wa), 使 得 (1) 成 立 。 有 不 同 的 概率 测度 (例如 ， 对 应 于 过 程 we) 
或 过 程 O 的 测度 》 的 可 测 空 间 (m. C 常 考虑 为 概率 空 
间 。 

除 条 件 1) 外 ,有 时 还 加 上 条 件 : 

2) cxz(。)) 和 BG,z( + )) 按 联合 变量 是 连续 的 。 

形 为 (1) 的 方程 在 下 述 更 严格 的 条 件 已 在 第 二 章 研究 过 : 

3) 对 所 有 紧 集 KC r, 存在 常数 n 使 当 <Ç )€ K, 
y( + ) é K 时 不 等 式 

laG,z( + )) — aG,y( DI + ||BG,z( + )) 
一 BC DIS |x — yl, 

成 立 , 其 中 lela 是 Zon HEZ, I- EE (EaI 的 范 数 。 

4) 存在 “使 对 所 有 xC») 

lalt DI + IBG, C 23] < ,G(1 + lela). 

在 这 些 条 件 下 已 证 明了 (1) 的 解 存在 ,唯一 和 是 强 解 . 

对 应 于 方程 (1) 的 解 的 测度 ”对 应 于 随机 过 程 的 测度 的 一 般 
构造 已 在 第 I 卷 第 五 章 $ 1 5| A, 

RAREZA E (1) 的 连续 解 ， 所 以 对 应 于 解 £C 的 测度 
自然 是 在 @mnr 上 考虑 。 iW G) 是 (1) BRNEM 上 是 在 
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家 1 一 上 对 应 于 它 的 测度 。 首 先 设 对 所 有 re [0,T],x( °) 
€ CFR B(z,z( )) 是 非 退 化 算 子 。 那 末 可 断定 ; 
a) 过程 


y) = x() — K .))4: (2) 
是 概率 空间 {0,C, us} 上 的 局 部 蒜 ; 
b) 过 程 
z) = | B G, zÇ + Jay C) (3) 


是 这 空间 上 的 Wiener 过 程 ; 这 两 个 过 程 是 关于 Cin 上 的 o- 
代数 流 {3,} 的 局 部 靳 ， 

显然 ， 当 在 {0,E,ps} 上 的 过 程 zG) 由 公式 (2) 和 (C3) 所定 
XE GG) 是 点 o= z( + )E Cin = 9 的 可 测 函 数 )， 那 未 


xz 一 人 ecx( Das + [BC aCe Dar). QO 


因此 如 果 测 度 ws EERE a) 和 b) 成 立 ， 那 末 它 对 应 于 方程 
〈1) 的 某 个 解 
注意 ,使 {y(CD,G@,} PERRERA als, CD 关于 勒 由 
格 测度 与 测度 ps 的 乘积 调度 对 几乎 所 有 G, <zÇ+)) 被 唯一 确 
E. WR MOC) 是 在 同一 概率 空间 上 的 局 部 扶 , 其 中 
yD = xD 一 | a(s,z( + ))ds, 


那 末 (yG)— yne, C) 也 同样 是 局 部 款 。 BAL O 一 yy》 一 
Ya) k 0, 也 就 是 


E(| reGoz( )) — aG zC+ Yas) ~, 


由 此 得 知 对 几乎 所 有 * 和 按 测度 pe 对 几乎 所 有 <(-) 有 als, 
eCe) = aG(s,z( ° 2), 

如 果 算 子 8B(i,x(。)) 是 退化 的 , 那 末 由 等 式 (2) 定 义 的 过 程 
yC) 将 是 局 部 著 ; 在 假设 BC, x(。)) 是 非 负 对 称 算 子 时 ， 等 式 
《3) 中 的 过 程 zG2 也 可 用 
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{D= m] (Bx) + el '4y(O) 


来 定义 。 这 过 程 也 是 局 部 平方 可 积 款 , 旦 对 所 有 ue R", 满足 等 
式 


《Ge C20)% = | |P G, C + Dulids, 


其 中 PCC) BERT 8(s,x(。)》 的 值 域 上 的 投影 算 子 ， 
后 一 结论 是 等 式 
lim|(B(s,x( + J) + el) 'BGe,z( ))ul 


= | P(s,x( * Jul? 
的 推论 ， 
现 设 OCs, (0) 是 在 正 交 于 8(s, x《，。)) 的 值 域 的 子 空 
闻 上 的 投影 算 子 (我 们 在 此 处 假设 BCs, x(，)) 是 对 称 和 非 负 定 
B), 设 w(t) 是 独立 于 过 程 zG@) 的 A” 上 的 Wiener 过 
程 。 那 末 过 程 
wli) = zC) + f Ols, xC » ))d (9) G) 


是 Wiener 过 程 ,这 因为 它 是 平方 可 积 款 且 对 所 有 <€ R” 
(Gu, , Go ,u) Y, = tl 12, 
显然 过 程 x(2) 满足 方程 


xD 一 | als, zÇ: Dyas + | BG,z( + Ddw), 
WEWE As 已 给 出 , 那 末 非 负 对 称 算 子 BO rC) 由 下 关系 
式 唯一 地 被 确定 : 对 所 有 we Z", 

Csu) Cy = | IBCC + DYulêds (9) 


关于 测度 上 几乎 处 处 成 立 。 

于 是 下 面 的 定理 成 立 . 

定理 1 ”如果 测度 ws 使 得 由 等 式 (2) 所 定义 的 过 程 {y,,S,} 
是 (Nro Crs a y 上 的 局 部 款 ， 和 请 足 关系 式 46)， 函 数 aG, 
C- )) 和 BG, - )) 满足 条 件 1 )， 那 末 测 度 mw 对 应 于 方程 
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(1) 的 某 个 弱 解 。 
其 次 我 们 考 起 关于 方程 (1) 的 某 个 解 对 应 的 测度 ps 的 绝对 
连续 测度 。 设 z 就 是 这 样 的 训 度 且 


AGD = “GCD 
Lo 
"a IKOON . )) ,dzCs)) 


— LÒ lala .5) jas}, (7) 


其 中 5b(1,x(，)) 是 定义 在 [0，T] x Ein 上 取 值 于 Z” W 
是 和 aG,z( . )) 同样 条 件 的 函数 ;xi) 由 等 式 (2),(3) 所 定义 且 
是 x(。) 的 函数 ， 假 设 

fore -Duld + )) = 1, (8) 


末 依 伊 茧 公式 ,对 ue A” 
Cu, EC2))p CEC: )) 


= | EDE DOCE ,dv(9) 
+ | GC: OEC ))w, dvs)) 


0 


+ | [es Dra) 


+ (B*G,s( DJe DCE DAEL ° )))as, 
利用 此 等 式 及 $1 公式 (34), 容 易 证 明 过 程 {y6}: 


KO = x — f (alsz e )) 


十 BCs eC + JECC )))ds 
是 空间 {CG Rr Cru} LRR, 简单 的 计算 表明 ， 


(0, y = | Bsa Dus BCC Dias. 
因此 ,对 (C#z2 Gra) 上 的 过 程 K) 等 式 (6) 成 立 ， 按 定理 1 
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测度 上 对 应 随机 微分 方程 (1) 的 解 。 从 而 下 定理 是 正确 的 。 

定理 2 设 G) 是 方程 (1) 的 解 且 定义 在 [0, T] x EAT 
上 取 值 于 A” WAR bG, D 满足 条 件 1). 如 果 erll) 
由 等 式 (7) 定 义 且 (8) 成 立 , 那 末 微 分 方程 

di G) = aQ, EC ° ))dt + BG, ( ° ))dze (0), (9) 

其 中 

aiaa +)) = aG,x( + )) + BG,z( * )26G,z( +), (10) 
存在 解 ,使 对 应 于 解 SO 的 测度 ¿à 是 关于 测度 ps 绝对 连续 ， 
同时 


due, 


zz C )) = or(&( ° 2), (11) 


推论 1 如 果 方 程 (1) 有 解 GO, B. 6(;，x(。)) 是 使 得 由 
《7) 式 所 定义 的 函数 pr(x《，)) 满足 关系 (8), 那 末 对 于 由 (10) 所 
定义 的 所 有 a(1,x《。)), 方 程 (9) 也 有 解 EC). FDU, Dn DE BG, 
C) 有 一 致 有 界 逆 算 子 及 方程 人 1) 对 某 个 有 界 的 aG, aC) 
是 有 解 的 , 那 末 对 于 每 个 有 界 的 a(z,z( + > 方程 (9) 有 解 ， 


注 。 因 为 pr(x《，)) 处 处 为 正 ， 所 以 Š 5 - 也 处 处 为 正 ， 也 


就 是 说 ,测度 pm 和 ps ft. 
我 们 来 讨论 BCz,x《。)) = 1 时 的 情况 (1 是 单位 算 子 )。 如 
R EO 是 随机 方程 
dElt) = alt ,EC + ))dt + d(O) (12) 
的 解 ， 


Prle D) = ep 人 一 | aC D) dal) 
+ 二 | 1aG,z( 。 )) las} (13) 


和 (C8) 成立 ，ps 是 对 应 于 过 程 5 ，) 的 测度 <, 是 对 应 于 过 程 
wA) 的 测度 , 那 末 ps 是 关于 pw 绝对 连续 ,而 且 
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g5 Cx) — Cor(x( + ))) 1, (14) 


事实 上 ,由 于 定理 2, 方程 
dš a) = aG,š( * ))d: + di 人 (人 
存在 解 , 使 得 ps ~ ma KHP aisel + )) = aliel e ))—IaGt, 
x( -)) = 0. 于 是 ECO = wO 
公式 (14) 是 公式 (11) 的 推论 。 
现 设 aGs,z( + )) 是 使 pr 可 能 不 满足 (8)。 
令 


ay (z, x( . D 
alzel e DJa BE | las, z + Das < N, 


0， 各 果 | lalaa id > N. 
设 
Es) 一 j an(ssé( > ))ds + wC), 
ru = sup[s | las Phas < 8 |. 
因为 | 
|i Lals, sC. Das > |” los, En D las 


= je las, EC e )) [ds = N, 


所 以 当 t< ry 时 EG) = z(2) MA t> rx 时 ayl Ce )) 
=qay Ct, EnC ° >) = 0, 这 就 是 说 ， 


SO 一 | asw + Dds + wC), 
并 根据 已 证 明 的 事实 ， 
se ) 





al e D) = erpi | Canlas Ce )) ,dl)) 
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一 二 | lens, xC. Pha 05) 
2 lo 
对 所 有 可 测 集 EC. 
meal Enfe y: | lass eC D) as < NJ) 
= ah EN fa: hel, xl Dlas < N}); 


此 外 ， 如 果 
| C Dhas < N, 


那 末 
exp{ | CanCssxC ° DDd) 
一 | lasls, sCias} 


一 exp | (CeCox , )),adx(s)) 
MR 
因此 公式 (14) 对 满足 | lal, x(，))]ds < N 的 所 有 zÇ +) 是 
正确 的 。 因 为 N 可 任意 选取 ,所 以 公式 (14) 对 满足 
| | lalese .Pd < oo 
的 所 有 C) 是 正确 的 。 因 此 ,如 果 
P{ lo, wC t< oo} = 1, 
PÍ lal, iC yar < o} = 1, 


那 末 对 所 有 可 测 集 也 有 
m (E) 一 lma CE N{xC °): 
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| 1 G, x( ° )) ds < NJ) 


= im | r(x + DCdx) 
ENn{x: y f Tarsa eDi ds <N Y. 


= | orca -J)a (dz), 
其 中 


T 
pr(z(。\) 一 “of CORED EO, 


1 全 PA. 
— L| lale, =D) 外 (16) 
这 表明 


Las (Z(+ )) = Ar(z( ° )), 
dn, 
因为 (16) 的 右边 是 正 的 ,所 以 = 存在 ,而 且 
$ 
dee (aCe )) = r ID 
dus 
现 设 
x (Í 。 y: h las, . )) lds 一 eo] ) = 1, (17) 
如 果 认 为 对 于 对 条 件 (la Dd = oo 成 立 的 =Ç +) 有 
exp 人 | Calas e )),dz(2)) 
LAST adh = 
aN Gel ))| ar} 0 (18) 


T 
0 


(因为 测度 m 集中 在 满足 j la(s, z( + ))|2s < co 的 zÇ +) 
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sus Bd on sate cms 


上 )*， 那 末 正 如 前 面 一 样 ,可 证 明 


SECA . 2) =-= ór (x ( ° D. 
tw 


等 式 (18) 的 成 立 是 十 分 自然 的 ,因为 当 lG, (+ Y) lidi < co 
时 ， 
| Caler Drw) — L| aG, wh Pa 


和 o (D 一 14 SB th 5 [lae Das Bl 
分 布 ， 而 wC) 是 一 维 Wiener 过 程 ， 当 《一 oo 时 wlt) 一 
TL —, 

如 果 

ZEE ):| lassa Dfds < co} ) -1, 

那 未 

plE) = impe (EN {sc ): 

[F lats, sC Wha < NY) 
— lim Í Pial + Yelda) 


N= o 
inf smart pa, <N] 





D 这 里 伊藤 积分 | A) 定义 为 极限 
iim| copyasC9》， 
N=) Ó 


其 中 
fuG) = trora f ICON ds JO) 
此 极限 在 集合 
{ so dso} 
上 几乎 处 处 存在 ， 
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= | art: (a), 
峭 兰 认为 对 满足 | ,le(oz(，)) Pa 一 oo 的 x，) 有 AC S) 
一 "， 就 是 说 ， 
she (x( + )) = GE) 
Ls 
(由 于 关于 alz,x(，)) 的 假设 ,后 一 等 式 右 边 总 是 有 定义 ). 
于 是 下 述 定 理 是 正确 的 ， 


定理 3 设 a(s,zx( ° )) 是 对 s€ [0,T], x( ° JEE hn 有 
定义 取 值 于 A" 的 函数 ,满足 条 件 1)。 如 果 


EC) 一 | a(s EC ds + (D), 
其 中 wa) 是 2" 中 关于 {S} 的 Wiener 过 程 , 那 末 
1) P [| less Dlas < co} = 1=> p K xo 


2) P (laks, wC J) lds < ©} = 1 > pu < n. 
这 时 在 情形 1) 
s GC . )) 一 r(x(，)) ( 郑 虑 到 (18) 中 的 规定 )， 而 在 情 


形 2) 


Sp = el )). 
Hg 
随机 微分 方程 解 的 存在 性 ”本 中 的 目的 在 于 证 明 如 下 定理 。 
定理 4 设 系数 ael )) 和 BG, x(”)) 满足 本 节 开 始 
时 所 陈述 的 条 件 1) 和 2), 还 有 条 件 4)。 那 末 方 程 (1) 的 解 存在 ， 
庚 此 为 了 (1) 的 解 存 在 ,条 件 3) 看 来 是 不 必要 的 ,为 证 明 这 定 
理 , 我 们 需 朗 荣 些 引 理 ， ; 
引 理 1 设 条 件 4) 成 立 。 那 未 对 于 方程 (1? 的 解 EC(z) 下 不 
等 式 
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ECGup1sCo1) < .. 
成 立 ,其 中 常数 C 仅 依赖 于 TH t, 
证 。 我 们 有 


sup 15 < 2T | laG,8C + ha 


t 
0 





+ 2sup | B(u,E( - ))dwtlu) f. 
就 是 说 ， 
Esup lO <27) EleCs,sC* Dhas 


2 


十 sE||. BC, EC + ))du( s) 





一 下 | L271es, EC, DF 

+ 8SpB(ç,E( e ))B*(s, EC + )) Jds 

< K(i + í Esup| E(u) |as), 
其 中 是 仅 依赖 于 TT 和 4 的 某 个 常数 。 由 后 一 不 等 式 得 所 需 的 证 
BH, 

注 。 类 似 地 可 确定 对 每 个 存在 仅 依赖 于 T 和 .的 常数 C。， 
使 
EsaplsCo Cs, 


引 理 2 在 引 理 1 条 件 下 存在 仅 依赖 于 了 了 和“ 的 常数 K, W 
得 
E| G + 人 一 区 可 | < K, 
证 。 借 助 于 伊 荐 公式 ， 
LECE + A) — sD = GG + A) EEG E A) — DY ` 


= j LECO — ED PCB* Cs EC e IEC — £G)1,dio(s)) 
+ af LEC) — ECD PI2CECS) — EC) a Cs, EC + ))) 
+ SPB Ce EC e DYB* CEC DD] + [B*E DIECO 
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— ECI 1}ds, 
于 是 
E| £G + A) — ¿G21* 
< KE 186) — EOP + suple) |)as 
十 KE LECO 一 EWOP + supl ECu) [P)ds, 
利用 Hilder 不 等 式 和 引 理 1, 我 们 得 
E|£G + #) — EOV 


“(uso -sor we 


+ [[ Eo soa] p02) a 


由 此 不 等 式 , 利 用 引 理 1 的 注 
El#C) — CDN < 16C,, 
我 们 求 得 ,对 某 个 K, 
ELEC) 一 EON < K.A. 
在 (19) 中 以 K.G — 1) 代替 E|£C s) 一 852)11， 得 所 需 的 证 明 . 
推论 ”对 满足 条 件 1), 2) 和 取 同 一 常数 : 的 条 件 45 的 不 同 
的 aCe, xz(，)) 和 B(s,x《，)), 方程 (1) 的 解 EG) 对 应 的 测度 
的 集合 记 为 -7 那 末 A, ERR. 
这 由 第 工 卷 第 大 章 $ 4 引 理 5 和 定理 2 得 到 。 
我 们 转 来 证 明定 理 4。 
构造 使 得 下 条 件 成 立 的 序列 alt, xÇ + )) 和 BaCl Y): 
(D 对 某 个 “ 
la,G,x( oo FF BCs xo DS "GQ + ||=( = Ma); 
GD 存在 常数 Ha fs 
la,G,z( e X) — a,(z,y( + Y) 
+ IB. G, xC. )) — B,G,y( * DF 
SH, )— yC llas 
GHD 在 Can 中 的 所 有 紧 集 上 ,一致 地 有 
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Jalie- J) — asltsæl e Y) + lB? + )) 
+ BCC l= 0. 
这 样 的 函数 序列 可 用 如 下 方法 构造 ( 仅 考 虚 序 列 a,). 


设 T.G) 是 在 点 Are, T] 与 (0 相等 的 逐 段 线性 函 


数 ， 以 TGr xm) 表示 在 点 1 一 < KWE zx, 属于 Ehr 
的 逐 段 线性 函数 。 其 次 ， 我 们 定义 
a,(t, zÇ 2) 一 |: . Gr. “9 xs))exp| 一 所 


人 


其 中 O 是 当 se 多 "有 定义 的 非 负 函数 , 仅 当 lal < 1 时 异 
于 0, 它 有 有 界 导 数 , 且 [Cs)ds = LT s。 一 0。 那 末 
lesli,xC:))| < sup lalt, Y Ce CO + zo ,xCT) 
+ x,))| < (1 + sup|7(*,z(02 + z. z(T) 
+ a)l) < el + s, + suplxCs)1), 
和 (D RX. 
条 件 GD) 由 aC) 是 (Ë r) 的 函数 和 技 这 些 变量 
有 有 界 导数 得 出 。 


最 后 ， 
(aG CY) 一 aG:,z( ))| 


< f- -flarar Ces 0) + 8, CT) + 8) 
“Ri dz 
Hu 人) < 2) 

+ |aG,z(*)) — alt, Ya eCa z(T)))| 
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— alt, Y, C ,z(0), -> -|.z(T))) 





十 | [Grasa … | 


x ( 一 d-s riadil zaha] 


因为 对 所 有 紧 集 KCE 可 以 指定 紧 集 KK,， 使 对 所 有 x€ 
天 75zC0) ,x(T))€ Ki, 此 外 , 当 [z | < s, 时 
suplY,(t,x(0), ,X(T))C— Yalta rC) + zo 
‘xT) + za)! < Ens 

所 以 第 一 个 被 加 项 在 每 个 紧 玉 上 一 致 趋 于 0, 因为 在 每 个 紧 集 上 ， 
一 致 地 有 

sup | xb — IT,x(t)| 一 0， 
所 以 第 二 个 被 加 项 在 每 个 紧 集 上 也 一 致 趋 于 0。 最 后 ， 第 三 个 被 
加 项 由 量 





01 + En + sup| zG) | )s,sup( | xC) | + s, J 


估计 出 ,于 是 当 n —coli #E48 7" 38 3 L -BAT 0. 
现 设 E) 是 随机 方程 


E) 一 | ks Eds + | BaL ECDC) (20) 


的 解 。 

以 z, 表示 在 Con 上 对 应 于 方程 (20) 的 解 0 的 测度 ， 
因为 此 方程 的 系数 满足 条 件 4), 所 以 方程 (20) 的 解 存 在 且 唯 
一 。 由 于 前 面 的 推论 ,测度 px。 的 集合 是 紧 的 , 因此 不 失 一 般 性 ， 
可 认为 “。 弱 收敛 于 某 个 涡 m pe 设 ex )) 是 在 Can 上 
某 个 连续 S MAR., BRANA ú € R” 


jl + 1) — xlt), u) 





一 CAE xC )) ,uds jee |*))# (dz) 
= E(s,G + 4) — EC) 
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一 [aE = 0, (213 
其 次 ， 
坏人 [Cals CY) — alsel) lg) ) pdz) 


m m| | ( 5 C 2- STN DI del pae 
x (1 十 |z(*7)l Ja, dz). 
如 果 ndr) = (1 F Cla er), BRW r, 一 致 有 
FARKA. AENA e > 0 可 找到 紧 集 K., iE 


limy, (Fan K.) < e, 





n — 


于 是 ， 
Emh Caletas aC) + eC elds) 
= Olim, E i.r — K.) = Ole) 

(我 们 利用 到 cs(sx(,)》 所 满足 的 条 镍 GD 和 AD). HF ° 

> 0 的 任意 性 
tim (7° als, — alst) ° elal) dsus(da 
= 0, (22) 
由 测度 a, OBAE, 
im (G + b) — C) su) gC) a, az) 


一 fet FAY rs LXC) ulder), 
(23) 


im|| Cals,x(*)),u) gr) Yds n C dz) 
= W (a(s,x(+)), z)g,Gz(-))dsa (dx), 


Wk, z >o FAC DRRR RARCON) R 
们 得 
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jl E A) — z(),) 


一 | GalsssCo) asl ud) = 0. 24) 
于 是 过 程 
yD = =G) — | os) 
是 概率 空间 (Ehr Sra} ER. 
利用 等 式 
[GG t m= eo = h” alia dss 


一 全 Cafer( Ju BCs, 2C) uas] 
X gr) ua dr) = 0, 
下 如 前 面 一 样 ， 可 证 明 过 程 | 
(yG), w$ — | (B*e eC Du, BGs, uds 
是 (mr; a) ERGER. BEH, 
LOCI), GC), = [EB CECU B*(s, a as, 


因此 根据 定理 1, 测 度 AATEC EO, 解 和 的 存在 
性 得 证 。 

注 。 设 7 是 关于 流 {S,} 的 某 个 有 限 Mapo 有 时间， 利用 过 
Ë G 十 了 一 w(r) 5 o- 代 数 @, 的 独立 性 ， 如 定理 4 一 样 ， 
可 证 明 在 [r,T] 上 的 过 程 EO) 满足 关系 式 


KD = EC) = fals, sl))as 


+ | BECC) r <; < T, 
倘若 在 [0,r] 上 给 出 5Cs) MH s< rB EG) 是 STN. 
解 的 唯一 性 ”在 研究 随机 方程 解 的 唯一 性 问题 时 ， 如 下 由 
H. B. Tupceagon 发 现 的 事实 起 着 本 质 的 作用 。 
引 理 (H. B, Tupcagon) i (X, 8, p) 是 概 闵 空间 ， 而 
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CY, 是 茶 个 可 测 空间 ， 如 果 空 间 《了 Y,8)》 至 《X, 吕 ) 的 可 测 喘 
R x= JG) 存在 ,又 空间 (XB) 至 《Y,8) 的 可 测 映 象 g(x)， 
al ,关于 测度 w, 对 几乎 所 有 yx 满足 关系 式 
Kai) = {g(x)) = z, 
而 在 〈Y ，8&) 上 由 等 式 vw《C) 一 x《g7(C)) 定义 的 测度 v, 有 
> < v1, 那 末 关 于 测度 e 对 几乎 所 有 x* 有 
B1(%) = ge. 

证 ， 设 Y,= z(X), y€ Y, (YY, PR y= gi(x1) = (x). 

就 是 说 ， 
x, = (g (xi) = J(m(x:)) = x; 
和 g. (a) = gl). 这 关系 式 对 所 有 xe 帮 Yiny:) 是 正确 的 ， 
注意 
(Y) = a(X)= l, x (Y 一 Yi) 一 0。 

因为 mm(Y — Y) = 0,» < x, Tl, (Y — Y) = 0 和 vw(Y 一 
Y) = 0, 由 此 得 (Y NY) 一 1。 因此 

l= pV NY) = uE (Y, Y Y.) = UNY). 
从 而 引 理 得 证 ， 

现 考 虑 随机 微分 方程 (1)。 设 算 子 BOC) 是 可 逆 的 ， 那 
末 


wl) 一 一 B-s, EC) Jaks, EC Yds 
十 | B-C ECE, (25) 


因为 O EPRJE, 所 以 对 方程 (1) 的 所 有 解 的 随机 积分 有 定 
V .关系 式 (25) 定 义 了 可 测 空间 {ERr Sr) 到 概率 空间 (Tr 
Sra} 的 单 值 可 测 映 象 ,其 中 必 是 对 应 于 Wiener 过 程 wO) 的 
测度 ,此 映 象 起 着 Tapae AHRR 了 的 作用 。 方程 1) 适应 
于 (%) 的 不 同 解 将 电 着 映 象 g;(x) 的 作用 。 于 是 下 面 的 定理 是 
正确 的 ， 

定理 5 设 方程 (1) 的 系数 满足 条 件 1) 和 2)》)， 此 外 ,对 所 有 


ENE 


teto, TIA Eein AF BG, <Ç+)) EEA. mR 
El) 和 Ee) 是 方程 (1) 的 两 个 强 解 ,而且 He, < Bgo 那 末 以 概 
率 为 1 有 EG2 一 S,G2. 

注 、 如 果 对 应 于 方程 (1) 的 两 个 任意 解 sC 和 EC) 的 测 
度 是 相同 的 , 那 末 我 们 将 称 方程 (1) 的 解 是 绊 唯 一 的 。 

定理 5 断定 了 在 BG, x(，)) 非 退 化 时 由 弱 唯 一 性 得 到 强 解 
的 唯一 性 ， 这 个 事实 将 在 下 面 常 常 被 利用 ， 


推论 1 对 所 有 JEEE Wk a(ssx(*)) 满足 Ñ Lals, 
x(*))]ds < oo。 那 未 方 程 


E(t) = wle) 十 | als, EÇ + ))ds (26) 


有 不 多 于 一 个 的 强 解 ， . 

事实 上 , 由 于 定理 3, 对 应 于 过 程 O 的 测度 是 等 价 于 Wie- 
ner 测度 ,于 是 对 应 于 方程 (26) 的 任意 两 个 强 解 的 测度 是 等 价 人 fj)， 
且 按 定理 5 这 些 解 以 概率 为 1 相等 。 

推论 2 设 对 所 有 (€ [O,T],z( ec 号 Rrb 算 子 BCs,x(:)) 
是 可 逆 的 且 . 

blsa rC) = B Gs,.z()2a(s,xz( 2) 
是 有 界 函 数 。 如 果 方 程 
dš QG) = BCs, EC ))due G) (27) 

的 解 是 弱 唯 一 的 , 那 末 方程 (1) 的 解 是 强 唯一 的 ， 

事实 上 , 由 定理 2 (82 aC) 有 界 ， 条 件 (8) 成 立 ) 得 ， 
对 方程 (1) 的 所 有 解 O 可 找到 方程 (27) 的 解 5.Cr)， 使 得 对 应 
THE So 和 EG) 的 测度 ws 和 s, 等 价 . 如 果 方 程 (27) 的 
解 弱 难 一 ， 那 末 方 程 (I1) 的 解 对 应 的 测度 是 等 价 的 ， 办 为 它们 均 
等 价 于 第 一 个 方程 的 唯一 弱 解 所 对 应 的 测度 .余下 只 要 应 用 定理 
7。 

推论 2 使 得 能 将 方程 《1) 的 解 的 弱 唯 一 性 归结 为 关于 方程 
《27) 的 同样 问题 。 
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Be F, 假定 使 B, COl L 有 界 的 所 有 als, 
交 (.)), 方 程 (1) 有 弱 唯 一 解 。 设 对 满足 条 件 D 和 2) 的 某 个 aG, 
xD)) :方程 (1) 有 两 个 解 EOG = 1,2) 和 ms Æ ug 令 
tw 一 supl: < T: sup BC ECDC EC 


<N, suplB Cs, EC DeC EC) =< N]. 


因为 [B "(s,x(，))als,x(，))| 在 每 个 紧 集 上 有 界 且 对 所 有 8 > 
0 可 议 到 紧 焦 K., 使 
PišC:)e K >1—e, PIC)eK 2 1— ë, 
所 以 Pí 一 了 T} 一 1 "4 N>. WẸ 
supi B CGC) Jale C) <N, 


设 
art z(*)) = alt,x( +)), 

如 果 
IB CCa LICN 3 s< i, 
|B Un | z())aG CN 3 t <t, 

设 


aflrsxC*)) = aliy,x(*)). 
显然 ,af(1,x(.)) 满足 条 件 D 812), IBC xC) C, zÇ 221 
<N. i EG) = EG 3" í< rs IST :> ra 


EO) — Er) = | aG, Èa: 
十 | BECC) 
YN 


《由 定理 4 的 注 得 这 些 EO FE) BAH s— rs 时 
a CD = aG, ECD; 
Fi, EC 是 方程 
dŠ (G) = aQ, EC) Jdt + BCG, $C) )dw (a) 
的 解 ， 如 果 ps Æ us RANEK, zk >= p;,。 因 而 方 
程 (1) 对 某 个 a(:,x(，)) 的 弱 非 唯一 性 导致 使 B (rzx( aC, 
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zU) 有 界 的 “(7， 区 7》 对 应 解 的 综 非 唯一 性 ， TESS E 
(27) 的 解 的 弱 非 唯一 性 。 下 面 还 要 研究 方程 (27) 的 解 的 唯一 性 问 
题 。 我 们 从 一 维 情形 开始 . 

设 BOC) 是 定义 在 [0,T] x Ehn 上 的 可 测 函数 , B 
对 每 个 EÈ -可 测 。 如 果 对 所 有 2C) < R; 和 将 [0,7] 
里 到 [0,T] 上 的 双方 单 值 连 续 函 数 CCXC0) = 0) 使 得 

BG, (-)) = BUO, C>) 
成 立 ,其 中 aO) 一 AH) BR BOO) 不 变 地 依赖 于 时 
W. RK RELEE 

MG, EOD = | EOTS 
如 果 EO 是 伊 联 过 程 , 那 未 这 样 的 泛 函 与 《5,5》 MS. 令 


G, SC) N oro 


= | B- ECEE) - (28) 














ZA LOGEC) 将 不 变 地 依赖 于 o ME BG ECD 不 变 地 依 
MTF ORZA LEC) 也 是 这 样 ， 
设 EC) 是 方程 (27) 的 解 。 那 未 4.(z,5(，)) 二 1。 我们 用 等 
式 
t= (r, EC) (29) 
ENE m. Q w) = ¿(r). WA wi(t) 是 局 部 质 。 此 外 ， 
ORTA = ltn iC = :, 
TÍ BL w 是 Wiener 过 程 。 以 p 表示 r 的 反 函 数 : tp = 
t IR EG) = wlod. 
函数 w 可 由 过 程 vC) 所 确定 。 事 实 上 ,利用 关系 式 
t= UEC )) = uG wC), 
LG, sC )) = hes (C: )), 
我 们 证 实 m 被 等 式 
uCp wl )) = (30) 
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所 确定 ， 

于 是 ， 如 果 SG) 是 方程 (27) 的 解 ， 那 末 存 在 Wiener 过 程 
wC), 使 得 SG) 一 wla) BT e, 按 式 (30) 由 过 程 w, 唯一 
地 确定 ,而 对 所 有 伊 芯 过 程 ，2(:,5) 由 等 式 (28) 所 给 出 关系 式 
(30) 等 价 于 


= (78s, wC ))ds, G1) 


如 果 SG 和 E 是 方程 (27) 的 两 个 解 ， 那 未 由 于 在 那 列举 的 
REF, EO A a) 是 关于 Wiener 过 程 wO) 和 w) 的 
同一 函数 ， 所 以 对 应 于 过 程 AO 和 EO 的 测度 相同 。 应 用 定 
BE 5 及 推论 2， 得 如 下 结果 。 

定理 6 设 在 @%' 中 方程 

dE(t) = aÇt, EC) Jdt + BCe, EÇ *))duae G (32) 

的 系数 满足 条 件 1) 和 2)， 此 外 , 设 BG, C) > 0 且 不 变 地 依 
MF | 

那 末 方程 (32) 的 解 是 弱 唯 一 的 ， 强 解 是 唯一 的 。 

注 。 可 以 证 阴 , 即 使 函数 BO, C) 非 不 变 地 依赖 于 :， 但 
可 将 它 重 写 为 不 变 地 依赖 于 : 的 形式 . 这 是 因为 能 构造 出 项 数 
B.(z,x《*)),; 它 不 变 地 依赖 于 + 和 以 概率 为 1 

Bli,£(°)) 一 BG, EC)). 

为 了 求 得 B(1,8(，)) 这 样 的 表示 ,需要 消除 Ba, x《，)) 关于 
的 明显 的 依赖 性 ,只 要 将 * 表 为 某 个 不 变 地 依赖 于 * 的 函数 pG, 
£(-)) 的 形式 即 可 。 

我 们 来 说 明 如 何 做 到 这 点 。 设 GEC) = CEE) CBA, 
对 微分 方程 (32) 的 解 EC) 来 说 ， 此 函数 不 依赖 于 e(*，)7。 其 
次 ， 令 

FG, ECD) 一 | B, SC ))d 
和 用 关系 式 
FColt EC )) EC)) 一 Lt, EC 7) 
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定义 PEC) 因为 WEC = F, EC ))， 易 见 以 概率 为 
1 有 pbE) 一 区 其 次 pG, ECY) 由 EC) 到 时 刻 : 的 状 
态 所 确定 ,这 因为 LOGEC) 和 FG, EC) 是 这 样 的 ， 我 们 来 
确定 pG EC.) 不 变 地 依赖 于 z 的 条 件 ， 

首先 假定 当 Ik << Berl 时 Blr,E(*)) 一 BC, EC)), 其 
中 O= < 1 < ++ < zr, = T R B,G, EC 不 变 地 依赖 于 +。 
MRH tr < < 大 上 1 时 

PEC = pl EOD + |. als sess. 

因为 A G, EC)) 和 BG, ECD 不 变 地 依赖 于 o MARR 
PEC) 也 将 是 不 变 地 依赖 于 n. 因此 当 BG, C) EER 
定 区 间 上 不 变 地 依赖 于 z 的 关于 : 的 阶梯 函数 的 极限 时 ， 所 作 的 
结论 是 正确 的 。 

按 联 合 变量 连续 的 函数 B(s,z) 就 是 这 样 的 函数 ， 因 为 函数 
B) 显然 不 变 地 依赖 于 t BG, z) 可 以 用 : 的 阶梯 函数 遥 

mM EO 是 方程 (27) 在 A” PHR, RP BG, 1C) 不 
变 地 依赖 于 : 且 gG, <zG)) 是 [0, T] x Eim 上 不 变 地 依赖 
T: 的 正 函 数 ， 利 用 关系 式 


;一 G, EC))ds 








定义 变量 r.. 

函数 r, 是 连续 的 , 按 z 递增 且 对 每 个 t, r, 是 关于 Wiener 
过 程 w(#) 的 Mapo 时 间 ， 

F ECO Er), 


w) = KLORO EC ))do (O). 
过 程 we) 也 是 S" 的 Wiener 过 程 。 因 为 
SO 一 | BG, sCD)ae(0 
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一 [BG (dwr) 


1 BCC 
-f ogls, ECY) 


d W V gu, ECY) dwlu) 


—— BG, Ë (° “da 人 J) 
-IIE EC) | 


所 以 Ele) 人 
dë, (e) = 





— B(s,§ C )) dwils), (33) 
VG, EC PY .2) 


其 中 me 是 某 个 Wiener 过 程 。 设 存在 不 变 地 依赖 于 * A 
数 AGC.) 使 得 以 概率 为 1 有 UGC = BRKE p 
为 r, 的 反 函 数 : t= rw ,我 们 有 | 
r= aE) = alpo C). (34) 
于 是 ,5(CD = El) 满足 方程 (27), 其 中 p, 按 等 式 (34) 由 aC) 
所 确定 。 由 这 个 事实 得 到 如 下 定理 : 
定理 7 设 BCs, C) 是 取 值 于 (27) 的 算 子 函数 和 
gG, C) 是 取 值 于 Z 的 函数 。 再 设 这 两 个 函数 都 是 定义 在 
[0,T] x Ein 上 的 可 测 函 数 且 不 变 地 依赖 于 t。 如 果 方 程 (33》 
的 解 是 弱 唯 一 的 , 那 末 方 程 (27) 的 强 解 是 唯一 的 。 
üE, aE O 和 rO 是 方程 (27) 的 两 个 解 ， 那 末 根 据 已 
证 明 的 事实 ， 这 些 解 有 如 下 形状 
EG) = Elp), £'G) = ț Elp) 
其 中 EO 满足 方程 (33), 而 SG) 满足 方程 























dE) = l "PG ECD dw Cs), 
VEGS . 


此 处 wC) 是 某 个 Wiener 过 程 , 而 p, 和 o 由 下 述 等 式 所 定 
义 : 
t= IAC IRA CDD) = tp ))s 
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(zx )) 一 CAORA 
TOKA ONONE 


可 见 ， EO 和 和 £G) 可 由 Wiener 过 程 wC) 和 642 利用 同 
样 的 变换 得 到 ;因此 对 应 于 这 些 过 程 的 测度 相同 。 余 下 只 要 利用 
定理 5. 

伊 蔬 过 程 与 随机 微分 方程 设 wa) 是 2” høg Wiener 
过 程 ,而 (S, 是 此 过 程 所 产生 的 -代数 流 。 考 虑 伊 茧 过 程 


E) = |as e) + | BG,0)dwCs), (35) 


其 中 aG, a) 和 BU, o) 是 适应 于 {3,}， 分 别 取 值 于 2" J 
C(A”) 的 函数 。 

TARR O 是 随机 微分 方程 (1) 的 解 的 条 件 。 

以 (Si 表示 过 程 £(O 所 生成 的 ac- 代 数 流 。 

定理 8 设 下 述 条 件 成 立 ; 

1) a(s,o) 和 8(s,w) 对 几乎 所 有 w 按 :连续 ， 

> (Elas, ayl < co, 


3) B(s,o) 是 正 的 对 称 算 子 。 

那 示 存在 对 ;€ [0,T]，x(*)€ 名 及 7 有 定义 和 分 别 取 值 于 
R” 和 ECE”) 的 可 测 函数 oaks,x《*)) W BCG, x《,))， 满足 本 
节 开 始 所 涪 的 条 件 1)， 和 存在 关于 {Sf} 的 Wiener 过 程 wG), 
使 ¿GO WER 

EC) = | as) 二 | BGC) GO 
UE, iZ 
a(s,a) = ECa(s,w) |S), 
nD = E 一 f aG, eyas, 

PA, GD 是 SHEN., 我 们 来 证 明 w(t) 是 关于 流 {S 的 局 
asak, 

设 
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Py 一 sup[z < T,sup|n()| <N], nyt) = aCA rw). 


那 末 


iArN - 
m (2) = f [a(s,a) — als w) ]ds 


+ W B(s,o)du (O), 
由 ?xb 的 有 界 性 及 定理 的 条 件 2), 得 
E (BG, wdw) | < co, 





TEK 5 < r, 时 





(wn0 
这 是 因为 3, 3; ,其 次 ,过 程 
KO = | aG) — Els, o) 1ds 





s.) — 0, 


在 r, < r, 时 满足 条 件 


E(|“teG,0) 一 a(s,a)1as|St ) 

= E (["EGG,o) — ECs, 01DA, ) = 0, 
由 此 ,对 任意 关于 流 (S) 的 Mapkos 时 间 ry, 有 
E(| "Las,0) — a(s,0)1ds1S,) = 0, 


从 而 证 明了 wk) E EE O EMER, 


因为 
nD = | Laler) — ss o) 1de 


+ | 56,460), 


所 以 对 所 有 zE R” 


((z,n),(z, n)>, = | |B(s,o)z |'as, 
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因为 左边 的 量 是 中 -可 测 ， 所 以 1B(z，ow)z| 也 是 孚 -可 测 。 可 
见 ,8(1,w) EOS (S) ( 正 对 称 算 于 B 由 值 (8Bzzyz) 一 |Bzi: 
所 确定 )。 令 


w(t) 一 | B(s w)dyCt). 


此 过 程 适应 于 {SERF (Si RRR, EN z 8 R” 
(Cas w), (ssw)), = |z|“, 
这 意味 着 , 它 是 A” hF {S} 的 Wiener 1E., BA, 


ne) 一 | Bl(ss0) dw Ce), 


E) = | zs， wds + js (5,0) 4001), (37) 


余下 注意 由 于 a(1,w) 和 BG.) 是 适应 于 {S 和 ,所 以 存在 
函数 aC) 和 BG, C) 以 概率 为 1 有 
aiw) = aG, EC)), BG,o) = BG, EC). 
以 此 代入 (37), 可 得 (36). 


$3. Æ 多 ”中 的 扩散 过 程 


扩散 过 程 已 在 第 U 卷 第 一 章 研究 过 。 这 里 都 将 扩散 过 程 理 
解 为 以 下 随机 微分 方程 的 解 : 

dECt) = a(t, Et)) ds + Bl, Et) dw (O, (1) 

其 中 w(D 是 Wiener 过 程 , 过 程 G) 和 wa) 均 取 值 于 S", 

aG,z) 和 BG,z) 是 分 别 取 值 于 A” m eA”) 的 [0,T] x 

F” KTWAN, Æ 5(0)(5(s)) 的 初始 条 件 下 求解 方程 (1)， 

其 中 £CO0)CGG)) 是 独立 于 wawl t s) — el) 的 已 给 出 

的 随机 变量 。 

在 第 二 章 $ 2 已 考虑 形 为 (1) 的 方程 ,在 那里 假设 函数 ec(rx) 

和 BCe) 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ; 对 每 个 NN 存在 这 样 的 Inrs 
4 ST, je] S N,ly| <S N 

|aG,z) — aG,y)| + |BG,z) — BENDIS wrie — yi, (2) 
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在 此 假设 下 ,方程 (1) 的 解 的 唯一 性 已 建立 ， 此 外 ， 如 果 条 件 
|aG,z)| + BGA < Kr + ixl) G) 

成 立 ， 那 未 方程 的 解 存在 。 此 时 解 必 定 适应 于 由 随机 变量 £0) 

CECD) 和 wN Culu + e) — (0), s<, 所 生成 的 -代数 

在 本 节 中 我 们 不 要 求 条 件 2) 成 立 ， 我 们 也 不 假定 (1) 的 解 对 
(S) 适应 ( 即 为 强 解 )。 我 们 将 找到 弱 解 存在 及 弱 唯一 性 的 更 一 
般 的 条 件 , 因 此 也 得 到 强 解 唯一 性 的 更 一 般 的 条 件 ， 

对 应 于 扩散 过 程 的 绝对 连续 测度 ”在 这 段 将 得 到 对 应 于 扩散 
过 程 的 测度 关于 另外 的 测度 的 密度 公式 ， 此 外 ,导出 关于 方程 (1) 
的 解 的 一 维 分 布 的 某 些 结果 。 重 假定 下 条 件 成 立 ， 

A. 系数 aG, z) 和 BG, z) 满足 条 件 (2) 和 (3) 且 对 所 有 
re [0,co)，xe Z”, BG) 是 非 退 化 算 子 ， 

定理 1 设 aÇ), al) 和 BG) 满足 条 件 A, E0) 
是 方程 








dE; G) = a; Ct, EG) di + BG, Edw) (4) 
在 [so EU ECG) 为 初 值 的 解 。 设 apr 表示 对 应 于 sT] 
上 的 过 程 EO 的 测度 ， 而 vil(dx) 是 EO 的 分 布 。 那 示 条件 
CGO) C) MTW erT 和 227 的 等 价 性 ;同时 


deiz = C) 一 A (8.5)) 


ed (B'e, EYY Cae, EC) 
— a(t, (0)), dw (7)) 
— af 85G, ECO Ci, E) — aG, SCO) Pa). 
(5) 
证 。 由 第 二 章 $ 2 的 结果 得 5,(t) 是 Mapo 过 程 。 利用 
Mapkos 测度 的 密度 的 一 般 竹 质 ， 可 以 认为 具 要 对 以 概率 为 1 地 
EG) 一 SG) = x 的 情形 泪 明 就 够 了 《 见 第 一 卷 第 七 章 $ 6 公式 
.324， 


(6)). 在 此 假设 下 我 们 来 证 明定 理 . 
如 果 函 数 BUlar) 一 a(t,x)] 有 界 , 那 末 定 理 的 结 
论 是 $ 2 定理 2 和 方程 (4) 的 解 的 唯一 性 的 推论 。 
设 a,G,z) 对 所 有 ww > 2 有 同样 的 常数 Jar 和 K, 满足 条 
件 A， 
aG, z) = [ea |z] < n, 
arx), |x| Z 2n. 
如 果 在 (4) 中 以 aD RE aG, x), DERE G) = <, 
MA E&O 表示 这 时 方程 (447 在 区 间 [s,co) 上 的 解 。 那 末 
B 'G,x)[a,G,rz) 一 a,Gx)] 
AR: 于 是 


dui? ç; "(B 
Pa GECA = eff (BCe, ECe)) 


x fla, Q, E) — alr, EG), dwl) 
— ETORO 


— nÇ #0)) I ls}. (6) 
设 r" = max[; < T:suplsa(s)| <N]. 由 于 (4) 的 解 的 唯一 性 ， 
FE aO A EWO 在 [s, r] 上 相等 。 因此 对 所 有 Borel 集 
ACERT 
BiT CANS) = aT CAN S), 
其 中 s, 一 tC): sub. Ol < r). 于 是 ,在 5 Ei n > r hF 





$e GOD = $£ GCD. 

得当 EC) E54 > r 时 ,(6) 的 右边 和 一 2 时 一 样 , 即 是 与 (5) 

的 右边 相等 (因为 人 C 一 1)， 因 而 证 明了 测度 ¿Pr 和 ui 

在 Us ESM IAA UJ S—%" 所 以 它们 本 是 等 价 的 . 同 
r rme} 
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样 证 明 公式 (5), 定理 得 证 。 
以 R,(s,x , E) 表示 变量 


E, [eod (7) 


Edt 1>0, E E. 2” phy Bore %, 0) 是 方程 (1) 在 Is, 
co) 上 初始 条 件 是 5(s) = > 的 解 。 如 在 第 二 章 $ 2 所 证 明 ,(1) 
的 解 是 MapkoB 过 程 , 它 的 转移 概率 P(s,x,t，,E) 由 等 式 
P(s,x,1,E) = P. ,(£G) € E} (8) 
所 给 出 ， 其 中 g) 是 和 (7) 中 的 过 程 一 样 的 解 。 E,,， 是 按 过 程 
E(t) 对 应 的 测度 取 的 数学 期 望 。Ri(s,x,E) 是 五 的 测度 。 使 我 
们 感 兴 趣 的 问题 是 这 测度 关于 Lebesgue 测度 的 密度 的 存在 性 ， 
我 们 假设 除 条 件 A 外 下 条 件 成 立 . 
B. 对 所 有 N 存在 Cw > 0,534 lei < N, : < NH 
Sp(I — Bi, x)B* G, £) < 1 — Cy. 
我 们 需要 如 下 两 个 引 理 ， 
it f(s,x) 是 某 个 可 测 有 界 函数 ; 令 
G,JG, z) = E| eo,a + wli) — w()) dz, 


其 中 wle) 是 Sm 中 的 Wiener 过 程 。 
引 理 1 iZ 


Lg(s,x) = (bGe,z), g4) 十 T SPC(s,z)zš, 


是 微分 算 子 , 它 的 系数 b(s,x) 和 CG,r) 定义 在 [0 ,co) x A" 

上 分 别 取 值 于 Ar 和 eA 的 可 测 滑 数 ， 且 满足 关系 式 ; 
blCs,x)| < 8, SpCls,x)C*(s,x) < @, 

那 末 对 每 个 6 > 0, 


j x) ldsdzx < (Ë + e) [|C yasas (9) 
对 所 有 足够 大 的 1 二 0 成 立 ， 
证 。 设 
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gls, z) = ({ exp fjas + iCx,y)} gla, y)dady. 
那 末 
Gigs, x)=E | st + i(x,y) 
+ wD — wC), y) — 2G — f(a ydady 


- set 十 ie 一 一 csdndy。(10) 
4 — ia + zor 


因此 由 于 Parseval 等 式 


IE G.G, »f dsdx 


= G=)" [e _ lëCa,y) lidady, 


Gril) +Z 


| j PTAA De 


= (2x)" |— 

+ +I) + 

于 是 ,任意 s > 0, 只 要 1 > (1 二 1/81)8/(1 十 68)9， 就 有 
jaz, x)] lidsax 


<a so tifa 


+ (+ + 二 [iS (ceo dsdx 


' ‘ yË 
- any [TCE +G + sDB| + 人 (+ jy 


1 
6 
(+4 wey += 


s y) Lidady, 








MEN — Gig (s, x)! dsdx 


X |g(e,y)|tdady < (2x )"(1 + e) [| aC, y) bady 
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= (1 + eg a)dsdz, 


引 理 得 证 ， 
推论 当 9 < 1 时 ,对 所 有 je S#,([0,co) x R), 方程 
j= g+ LG,g (11) 
在 S⁄,([0,co) x R” hb, Ale hÆ %,[0,so) x A”) 
中 的 范 数 。 那 末 





lel: < = g l» 0 < 8, < 1, 


1 一 
对 (11) 的 解 用 记号 
g= (l + LG”, 
U + LG) 是 由 @,([0,co> x 2”) 到 S,G[0, oo) x R”) 
的 某 个 算 子 ， 
对 所 有 足够 大 的 和 有 


IG + LG.) "||, < l 


— 0 ° 
注 1， 由 公式 (10) 得 G, 也 是 由 S#,(l0, co) x 2") 到 
L100) x R") 的 算 子 ,而 且 NCl < 117. 
其 次 ， 令 
GG) = Ena | ea sa 12) 
其 中 G) 如 (7) 中 一 样 是 (1) 的 解 。， 如 果 (G, o 有 连续 有 界 导 
数 o 1 此， 那 末 利用 伊 茧 公式 ,可 写 册 
E,..JG, 400) 一 Ta 
+E... IG EC)) + (aG, E), 





falu, E(u))) + SPB Cu, EUY) Br (us ECU) Cu Cu)) ldu, 


将 此 表达 式 代 人 (10) ,得 
Gif(s, z) = T! 
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+ 二 Eee Ele) ) dt, 


其 中 
Cesk) FEG D) + (aC, n, SG, 9) 


+ T SpBG, z) Bt) uel, x), 


JG, z) = Gi[2f 一 Lefl(s,x). (13) 
引 理 2 ”如 果 存 在 这 样 的 “> 0, 使 对 所 有 reZ”, s€ [0, 
00), 不 等 式 
1 


SpCBCs, x) B* Cs, x) — I$ S 1— ce, lals,r)| < = 





成 立 ， 那 未 对 所 有 足够 大 的 1> 0 
Gif(s,x) = GaU — LG) (Gs ,7#), 
其 中 、 
Lin(t,x) = (aCi) u, G ,z)) 
+ —Sp(BG,z)B*G,z) — Dw, 
存在 只 依赖 于 的 2 和 五 ;使 当 4 > ¿, 时 
证 。 设 g€ LLO) x 弦 "), 以 f= G, 代 人 (13), 得 
G,g = GI[1G,zg 一 LGi8], 
利用 
Gigs, x) = [ee + s,x + Ce) di 
得 证 


0_G,gls,x) 十 -LaAG,zg(e,z) 
ðs 2 


=E (eu [2 + LaeG + s + wD)) | 
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= G, [êe + 1 ag] 一 一 5 十 1G8， 
其 中 Ax 一 Spur:。 如 公式 (13) 的 证 明 一 样 ,利用 伊 蕊 公式 可 得 后 
一 等 式 ， 于 是 
1G,g — L ,G,ig = g — L,G.z, 
因此 
Gig = Gg — LG8), (14) 
设 g 是 方程 
8 一 上 Ci 一 上 

的 解 。 如 果 fe s, l0,oo) x 声 ”), 那 末 在 引 理 的 条 件 下 这 解 存 
在 ，& 一 《/ 一 L1G1) EE. RAE 代 人 (14)， 就 得 所 需要 
的 结果 。 

定理 2 如果 引 理 2 条 件 成 立 ， 那 末 对 任意 可 积 且 平方 可 积 
RIAR g(x) ,对 所 有 1 > 加 ,其 中 1。 仅 依赖 于 c, 


[PRs sr, Eas . 
作为 巨 的 函数 是 对 于 Lebesgue 测度 m( E) 绝对 连续 。 如 果 
Ri(s,p, E) = [pC Rk, x, Edr, 


那 末 对 任意 8,0 < s < 1 ,函数 
r (站 一 oo) 


是 2 一 s 次 方 可 积 ， 而 且 对 每 个 mw 在 在 仅 依赖 于 c，s 和 的 
常数 H, 使 当 ¿> 1,, s< s, 时 
[eoa <H, (ja + | lp) ldx), 
证 。 设 f(s,x) = K .G)e ™. BR 
Giji(s,x) = e "R, (s,x, E), 

于 是 | 

R,+ (s,z, E) = e%Gif(s,x)s 
利用 引 理 2, 可 写 为 ; 
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R), (s,x, E) = eG, = LGN IG, z), 
记 
U — LLG) =g, 

那 末 
Ritrs(s,x, E) 

= s, ° 1 _ jz 一 yl — 

=e | | 元 tr}ales yardy, (15) 
R. p, 本 一 co fole, y)e al, ya ay, 
其 中 

Pay) = (2x1) "2 foc) exp 全 = baz. 





如 果 pl) = CIOT 83E 


r 
sigt? 


p(t,y) = J ple T elm qz, 





因此 
[iplay = Cerf ipe) etda 
< Q=)" |10) ld 
= ip) las, 
可 见 ， 


Tr fe 
Raysls,, E) < e” [eco | (EC, y)dedy 


< e”H, Jee í Jae) azas ; 


这 里 H, 一 Z IU 一 L1G) 最 后 求 得 


Ratrelssp E) < H, “a lee * (E>, 
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由 此 不 等 式 得 到 Rares pE) 对 于 Lebesgue 风度 的 密度 存在 ， 
可 见 对 某 个 H, 
í r,G)dy < H,V/m( E). 


设 已 .一 Tri(y) >a}. PR em(E.,) < HB,(m(E,)), 于 是 ， 
m(E ,) aH. 因此 ， 
| ri :Cy)dy = | ri (y)dy 
ry% 
+5 | ows 


后 <ri(y)<28 十 1 


> 2278 
<| ,G)4y tE n 


ns 
m= 0 2 





为 完成 定理 的 证 明 余下 只 要 注意 
[r ay) < [10 IR Hr)as 
= tle laz, 
注 1， 设 (15) 中 的 zG,y) 属于 S,CG[0,oo) x 弦 "), 其 中 
是 使 得 
[lesno [= s y _ ar} |" ardy 


<o(t+t=1) . (16) 


成 立 。 这 时 . 
R, G,z, E) < ciigll,, 
其 中 Ml, 是 多 。， 中 的 范 数 。 此外， 如 果 iel, < (m(E))°, # 
中 a > 0, 那 末 
及 +e(yxz E) < enl E), 
正如 在 定理 2 一 样 , 由 此 不 等 式 可 推出 R..,G.z, E) 对 于 mE) 
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的 密度 存在 和 对 任意 


为 
使 (16) 成 立 ， 需 要 
@- D<, g< TEL, p> TEL, 


如 果 m 一 1, 那 末 可 取 q = p = 2, 
推论 1 在 引 理 2 øp m = 1 hT.R.(s,z, E) 对 于 Lebe- 
sgue 测度 绝对 连续 , 且 若 


nls yy 一 Png), (17) 

那 末 对 所 有 sg，0 < 二。 二 1, 和 和 Eo 存在 依赖 于 < 的 常数 Cis 使 当 
4 > 2,, < s, 时 

fri *G,z,y)dy < Ca (18) 


注 2， 假 设 方程 (1) 的 系数 ayr) 和 BO) 不 依赖 于 * HB 
等 于 elx) 和 B(x)。 令 


Gæ) = É, | eE de, 


Gif(x) = E N efla + wh)) ds, 


其 中 GO 是 方程 (1) 在 区 间 (0，5o ) 上 有 切 始 条 件 O 一 x 的 
解 。 正 如 在 引 理 1 和 2 注 明 一 样 ,可 断定 

Gif = G.[I 一 LIG 
所 有 算 子 现 仅 在 L2) 中 若 虑 。 此 时 范 数 IU 一 LGD, 
是 有 限 的 。 因 此 


GiXs (x) 


-| U _ Je Wë 





其 中 8 一 由 一 二 CO Xs, 
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Fi(lz 一 ?一 | Oae [E= — 4) 





按 y 是 9 方 可 积 。 特别 当 坟 过 3 时 它 是 平方 可 积 。 于 是 当 加 志 3 
时 在 系数 不 依赖 于 + 及 满足 引 理 2 条 件 的 情况 下 ，(17) 和 (18) 成 
HESA C， 不 依赖 于 s. 

我 们 再 来 证 明 一 个 引 理 ， 该 引 理 使 我 们 能 够 断定 联系 于 方程 
(1) 的 解 的 某 些 测度 有 对 Lebesgue 测度 的 密度 ， 

引 理 3 设 G) 满足 方程 (1), 它 的 系数 满足 条 件 

laG,z)] + IBC) + Be, x) < C, 
其 中 C 是 基 个 常数 。 如 果 JG, zx) EZKERREAN, E 
的 导数 F, Fo F WERE: 
Il + ff， 
那 末 对 所 有 T 和 s，0 二 8 < 1, 存在 仅 依 赖 于 C 和 C, 的 常数 
Cr 使 集合 ECH 的 函数 
E | x(G, (0) 


对 A! 中 的 Lebesgue 测度 绝对 连续 , 且 若 prO) 是 它 对 Lebe- 
sgue 测度 的 密度 , 那 末 


r 


|r ay < Cra 
证 , 令 
n = IG, ECEN) = FCO, EC0)) + [G.G 
+ | BCs, EGBG), 


其 中 
als, z) = FG z) + Cals, x), FG, x)) 


+ p SpB(; s) B*e ,XT)f sx)s 


pls,x) = |B*(s,x)fsCs,x)|, 
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ORG uC， 
Q | (free esc: E @) 


wl) 是 一 维 Wiener 过 程 。 设 rz, 由 等 式 
;一 [na Eas 
所 定义 ， 那 末 
T rT 
E [alr)as = E|” Xalre)dr, 


< lg 人 Xele, Jdss 
6 0 . 
Eh eo> oie s< plr) ER, 
= | 8C EGBG) 
+ | aC E ds + fC0, E(0)) 


— D) + | 7(Ddr + 1(0,58(0)), 


其 中 7(s) 是 有 界 函数 。 如 果 代 替 原 来 的 测度 而 引 和 对 于 它 绝对 
连续 且 有 密度 


p= exp{—| rais) — Lf ra 
的 测度 ， 那 未 过 程 n, 是 Wiener 过 程 ( 见 $1 定理 11)。 因此 ， 
利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 有 
E XV) dz 一 aa di 


EX eCe, )dt “Ex,Gm D ) 
t 'Ep7 dt Te 


(我们 利用 到 s 1 引 理 5), 其 中 常数 C, 只 依赖 于 7O] 的 极 大 
值 ,所 以 它 司 选取 为 只 依赖 于 C, 和 C。 于 是 证 明了 对 某 个 H 


E | Gu): < HVm(E), (19) 
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因为 


E j: x, (HC) a 
< 





1 Tip = T. 
=G], idt rna), 
正如 在 定理 2 中 那样 可 从 不 等 式 (19) 推 导出 引 理 的 结论 。 引 理 得 
证 。 

$. m=] 情形 , 取 IG, z) = X, 我 们 可 以 验证 ,在 引 理 3 
条 件 下 对 于 方程 (1) 的 解 , 对 任意 e, 0 二。 二 1， 存 在 2 一 8 方 
可 积 的 函数 g(y) ,使 


| Pls E Bar~| z@y, 


解 的 存在 性 ”由 $2 定理 3 淮 得 ,满足 条 件 (3) 的 系数 a(r,z) 
和 BG.) 只 要 是 连续 的 ,方程 (1) 就 有 弱 解 。， 如 果 利用 $ 2 定理 
2, 那 末 在 BG,z) 是 非 退 化 的 假设 下 、 可 除去 isr) 连续 性 的 
= K, 

定理 3 设 aG,z) 和 BG,z) 满足 条 件 (3), 此 外 ，B(z,x) 
是 连续 的 和 对 所 有 r€ [0，co) 及 x€ 经 ”是 非 退 化 的 。 那 末 方 
程 (1) 在 [0,7T] 上 有 满足 初始 条 件 #C0) 的 ( 弱 ) 解 ， 

证 。 方程 








dEKE) = BQ, EG dw a) (20) 
在 初始 条 件 E0) = E0) 下 有 解 。 因 此 由 于 S 2 定理 2, 对 于 使 
B lG;,z)a(t,x) 
EARRA aG, z), HER, 
令 
an(isx) 一 人 |z] < N, 
0; lz| > N, 


那 未 函数 B-:(t,z)aw(tyz) 有 界 , 于 是 由 于 $1 引 理 6 
Ecxo{| (BG, EC JanC EKD) dw) 
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1 (7 ，p- ， 
一 HÈT BG, Eaa d) = 1, 


设 pw 是 在 Chen 上 由 等 式 
mn (CA) = Eok CEC) XCEL) 
所 定义 的 测度 ,其 中 4 是 多 名 ni 中 的 Borel #, B. 


ek = exp{| (Bis ECD anle EG) dw) 
_ 1f |B-1G E (Day, E) al. 


正如 由 $2 定理 2 所 得 ,测度 pw 对 应 于 方程 
dENCt) = anw(t, EwCt)) + BCG, Ey) dwl) 
的 解 。 设 rw 一 max[i < T,sup] Ex(s)! <N] IRH! < +s 时 


z (D) 是 (1 的 解 ,显然 , 当 N> r B, pl ANS) 不 依赖 于 NCG, 
—(zC):sup|la(0)| < 站 )。 于 是 对 所 有 了 和 ,极限 


lim rnCANMS,) = nCANS,) 


存在 ,特别 ， 
n (S,) 一 lim ax(S,). 


但 
ps) = Eee Í| (EG, Eal Edw) 
— L| 181G,8G))aG, 5 ar), EC°)), 


由 不 等 式 (3) 得 ,存在 不 依赖 于 N 的 常数 K. (E 
EC supl EnC) lI ECO)I) < KG + LECO, 


《例如 ,参见 第 二 章 5 1 EFU 9) Aik, 


i 


t 
I 


lim limpw(S) = 1, ` 
TĒ, 
Eef < BICE EK alt, EKE) die (eo) 
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iT, p- 1 
一 Ly AOLO EST 


但 根据 $13 引 理 6 的 推论 1, 这 里 只 可 能 是 等 式 。 再 应 用 $ 2 定理 
2， 可 验证 (1) 的 解 在 在 ;此 时 w(4) 是 对 应 于 解 的 测度 ， 定 理 得 
证 ， 

我 们 利用 上 段 的 结果 对 间断 的 BOs) 证 明 辣 样 的 存在 性 定 
理 ， 

定理 4 设 方程 (1) 的 系数 满足 不 等 式 (3), BG, r) 满足 条 件 
B 和 对 每 个 N, BG:,z) 在 |x| < N 时 关于 * 一 致 地 是 ; 的 连 
续 函 数 。 那 末 方 程 (1) 在 [90,7T] LAER, 如果 EO 有 均 方 可 积 
的 分 布 密度 pe). 

W. 如 果 我 们 证 明了 在 初始 条 件 (0) 一 50) 下 方程 (20) 
的 解 存在 , 那 末 利用 在 定理 3 中 同样 的 论证 ， 可 建立 方程 (1) 的 解 
存在 。 因 此 我 们 来 证 明 (20) 的 解 存在 ， 

由 于 加 在 Br) 上 的 条 件 , 可 以 找到 函数 序列 B(x) 使 

1) 对 每 个 NN 


lim | sup |B,G,z) 一 BG, z)|ldz = 0, 
#>o JlzI<N 0O<:< 


2) B,G,x) 满足 有 同样 的 常数 Kr 的 条 件 (3)， 

3) B sx) 满足 常数 Iri 可 依 束 于 x 的 条 件 (2)， 

4) B,G,z) 满足 有 同样 常数 Cw 的 条 件 B. 

B,G,x) "TRAR 

也 (zx ) = (2x=6,)”” [efh EAk Ulla, x + y)dy, 
其 中 6 一 0。 条 件 D-O BARY N B,G,z) 在 |z| < 
N 时 按照 : 一 致 连续 。 因 此 对 所 有 s > 0 可 指定 :,0=L < r< 

< t = T Ei 
„Spl B,G,z) 一 BCz, x)| 
<et sup|| B,Gi, x) 一 BG x)1|, 


由 后 一 不 等 式 得 条 件 1)， 对 每 个 nj 
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dË,GO = B,C EC) dwt), ECO) = £(0), 
有 解 ， 而 且 这 解 唯一 ， 利用 $2 引 理 2， 可 得 证 过 程 £C) 在 
Ein 中 对 应 的 测度 序列 是 紧 的 ,不 失 一 般 性 ,可 认为 =, SSW óW 
于 某 个 测度 z, 

我 们 可 以 证 明 这 个 测度 是 对 应 于 以 E0 为 初始 条 件 的 方程 
《20) 的 解 。 这 证 明 类 似 于 $ 2 定理 3 的 证 明 。 因 为 S.G) 是 局 部 
鞭 , 所 以 对 应 于 测度 的 过 程 O EmA, EA, aO) 的 分 
布 与 ECO) 的 极限 分 布 让 同 , 即 是 与 EC) 的 分 布 相同 。 为 证 明 
定理 只 要 验证 对 每 个 z € A” 





"C = (800) ,5 — | | BC, ECs) las 
也 是 局 部 坎 就 够 了 (由 于 $ 2 定理 1)， 因 为 对 每 个 4 
ECD = ECO) + | B.G, SCD)dw(s)， 
即 sO EERI 
mC) = CEG), — | | Bs, ,Cs))s las 


是 局 部 蒜 。 因此 只 要 证 明 过 程 nO 的 有 限 维 分 布 收敛 于 过 程 
nG) 的 有 限 维 分 布 《 这 时 过 程 nO 在 多 rn 上 对 应 的 测度 器 
收敛 于 过 程 nO 对 应 的 测度 )。 设 xG) 由 等 式 
PCO = CECD — | BK, EC) ls, 
太一 0,1 2 

ENX., 其 中 B.G,z)= Bl(s,*)， 因为 B.G,z) 是 连续 的 , 且 z, 
SSK T a, 0 POR 0) 的 有 限 维 分 布 收敛 于 ne) 的 
有 限 维 分 布 。 因 此 如 果 证 明了 对 一 切 s> 0,+€ [0,T]， 有 


m limP{(n%(r) — n,e) > 8) = 0, (21) 


更 -> 所 M — oD 


县 此 式 对 2 一 0 成 立 , 那 末 定 理 将 得 到 证 明 。 因 为 当 r 一 co 时 
supP{ supl EC) | >r} 


ET 0, 所 以 ,如 果 我 们 证 明了 对 所 有 r 
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Him lmPí|nb( — n, 
> 8, sup |2,G)| < r) = 0, (22) 
Lia T 


和 此 式 对 ”一 0 也 成 立 , 那 未 (21) 得 证， ` | 
假定 当 lal < r 时 BCp,x) = B,C), B,C) 满足 条 件 
《2) 和 和 对 某 个 c > 0( 依 赖 于 >, 而 不 依赖 于 n) 
sp(B,G ,z)B*G, x) — I) < 1 — <, 
4 n > 0 时 如 果 在 方程 (20) 中 以 Balir) 代替 BC1,x), 这 时 以 
EO 表示 此 方程 的 解 ， 如 果 supli Ol < +， 由 于 这 方程 的 解 


的 唯一 性 ,E07) = EG). 因而 
(PECO € B, sup|š,Gs2)] < r): 
一 | PLEO € E, sup|Š,CO] <r}dt 
< eT [PAEO e Epe ra 
= “r (gol) RECO, z, E)dz, 


其 中 
REO, z, E) = E( | xaCE edel (0) 一 “小 
由 于 定理 2 存在 函数 nO) 使 
(PLEC) € E, sup 501 < ryd = | z,G)4y, (23) 


sup | Ce, GY dy < oo, (24) 
n lyi<r 


利用 测度 u, BKAT ,得 证 ww = 0 时 (23) 和 (24) 也 成 立 。 因 
此 





Pet 一 n,G2] > 6, sup. ECDL r) 


< LÈ 181G,yy= 
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— | B+G, ddi IB(z C) é dy, Sup, BOIS ridi 


<i sup {| B*Cs,y)z[?— | BCs, y)e | | 


5 ISr gT 
x] PLEC) € dy, sup|#,()] < r}dy 
| 3 IET . : - 


<f _ sp [IBIG = [BRC yzl a,CGy)2y 
8 Jlyt<r sT , .. ， 


f . 
<1(| _ 39.11836, yz 
8 N2'yi<r . 


= BKS, ltr F he, 0a, 

由 后 一 不 等 式 和 条 件 1) 得 (22)。 定 理 得 证 ， 

注 1。 如 果 BG) 不 依赖 了 + 县 到 3， 那 未 (1) 的 解 在 任 
意 初 始 条 件 下 存在 。 

”为 证 实 这 点 , 需 利用 定理 2 注 2， 由 于 该 注 ， 无论 80) wa 

始 分 布 是 怎样 的 ,22) 总 成 立 . 

我 们 还 导出 在 任何 初始 条 件 下 保证 《17 的 解 存在 的 条 件 。 我 
们 将 假设 BCe) 满足 下 面 的 条 件 

C. 对 所 有 r 可 找到 二 次 连续 可 微 函数 AO) E), 
满足 





3H |H [2H + |) < 
ôt ôx Ox | Or? | 
和 找到 Æ 中 Lebesguej 测度 均 为 0 的 Borel ($ A, °. An 
使 得 当 G1,x)EA,:… ,fart,x)eEAr, (€ [0,T1], xi < r Ñ BG, 
z) 按 * 连续 . 

定理 5 如 果 al1,x) 和 BCr,x) 满足 条 件 (3)，B(z,x) 满 
ERE C 和 IBG, x 首 BRAR, DRTE EE E e E 
s(0) 方程 (1) 有 解 ， 

证 。 如 在 定理 3 和 4, 上 只 要 考虑 ax) 一 0 情形 就 够 了 ， 

设 B,G,z) 如 定理 4 那样 构造 出 ， 那 末 在 BU, x) 的 所 有 
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连续 点 上 B,Cisx) — Bl, x). 以 Gu i: GR ER R 中 开 集 ， 
G DA BRih fo c, h 和 Ao c, A 由 条 件 C 取得 ， 以 
FR《G,''* G, 表示 满足 lal 三 +，J(i,x*)EG;， 对 任意 i= 1, 
ti k RAR Ge) ELTI x R" 的 集合 , F.(G,,-: G) 是 
闭 的 且 B,G,z) 在 FI(G ,Ce) 上 一 致 趋向 于 BG,z), W 
为 在 这 集合 上 函数 BG, x) Ez x 一 致 连续 。 如 在 定理 4 的 证 明 ， 
可 以 假定 如 定理 4 那样 构造 出 的 过 程 EG) 对 应 的 测度 mw W 
做 于 某 个 极限 测度 #。 为 证 明定 理 , 需要 证 明 过 程 mn 的 有 限 
维 分 布 收敛 于 过 程 m(z 的 有 限 维 分 布 , 其 中 x,G2 是 和 定理 4 
中 同样 的 过 程 。 为 此 ,我 们 验证 对 所 有 连续 的 x(9), 泛 函 


| ar*GezCD)zba (25) 


依 测 度 u 几乎 处 处 连续 。 EREZA Con 中 所 有 满足 如 下 
条 件 的 C) 是 连续 的 ;对 几乎 所 有 s，B*(s,x》 在 点 (s,x(s)) 
按 * 连续 。 以 了 表示 在 [0,7] x A” 中 B*(s,x) 关于 x 的 间 
断 点 的 集合 。 那 未 对 满足 

JG, z(a == 0 
的 x('), 泛 范 425) 是 连续 的 。 由 条 件 C 得 


和 Ps G) < Df aG), 


由 a SKATE G, 是 开 集 , 得 
limExo(fiCs, 6GD)))x 


1 sup IOi>r 
IQT 


之 Exo (fi(s, £0 OO supiš 
<Í < T 


Kaika f 
其 中 &(*) 是 对 应 于 测度 的 过 程 ， 于 是 
| Exa (BG SG) 


{ sup APAGA 
Or<7 


< 各 人 Ex， E.G) pds 


{ sup 16,0 <r 
0<:#<T 
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< lim | Exa: E.G), 


n>n 


其 中 EO 是 与 定理 4 证 明 中 同样 的 过 程 ， 利 用 (19), 得 证 
k — 
< H X1/m(Gi) , 


sup soi<r} 
Dy iat 
因为 m(4j) = 0 和 GDA 是 任意 开 集 ,所 以 m(G;) 可 以 任意 
小 。 于 是 
E| ZrG, Els) ds + Xq sup El<r 一 0。 


E| xG, Ed 


当 + ->co 取 极限 得 
E | x G, Bs))ds = 0, 
HE, ¿Í aC: | G eds 一 0} ) 一 1。 因而 证 明了 泛 函 
(25) 按 测 : 几 乎 处 处 连续 ， 由 此 得 过 程 
CEC), zy — Í | B*Cs, ,5))s |2ds 


WARE HAKAT w(t) 的 有 限 维 分 布 。 为 完成 定理 的 证 明 ， 
余下 需 证 于 jj 所 有 ó > 0, 


‘mP f F| B*E) Jela | 
— | Bx, ECs) bas|> a| — 0, (26) 


等 式 (26) 雪 如 下 关系 式 可 得 : 
P {jl BrGs,e,C))al — BIG, 8.G))s l lds > 5, 


SUB LEO < r) 
r 站 
=. P { | | B*( Ë (s))z|2— |B*Cs, ElSe | ds > ë, 
¿up |Ë G) < +} 
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<P hisia +r’) Ñ Ste, (fiG, E,G)))4: > 引 


” jai 


P [| lasGs, ECE]? — | BCs, ECs) all 


, | 
x J] G — ze (fiG, Eas > Ža; 
i=] 


sup [EOI < r). 
OT 
KWA |z] < + 时 
(IB*(ç,z)z|2 — | B*Cs, z)z DII (1 — Xe (HG, x))) — 0, 


所 以 第 二 个 被 加 项 趋 于 0。 又 因为 
E | ofils, ED a < HV m(G)) ， 


所 以 ,选取 G; 使 对 所 有 第 一 个 被 加 项 变 成 任意 小 。 由 于 ?的 
kai ASP 定理 得 证 | 
1. 在 定理 3 条 件 . 定 理 4 和 定理 5 的 注 中 ,方程 (1) 在 区 间 
[r， 7 上 存在 初始 条 件 是 SC) WR, 倘若 z 和 s) 独立 于 
ws +r)— w(t)， 当 :之 0 时， 即 是 如 果 7 是 对 过 程 w( 的 
MapKoB 时 间 。 . 
-为 证 实 这 点 , 需 将 方程 (1 改写 为 
dE Ci) = aG + r, F Cd + BG tr EG) dw Ct, (275 
其 中 FG = G + r), wO) = G d r) wlr) 应 用 定理 
3 一 5 的 所 有 结论 于 方程 (27); 在 证 明 中 只 要 代替 概率 与 数学 期 户 
而 考虑 对 确定 的 z 的 条 件 概 率 与 条 件数 学 期 望 ， 特 别 在 定理 4 条 
件 中 ， 如 果 ¿GO 对 确定 的 z 的 条 件 分 布 对 几乎 所 有 7 有 均 方 可 
积分 布 密度 , 那 未 方程 427) 的 解 存 在 ， 
注 2。 如 果 方 程 (1) 的 系数 在 每 个 有 限 区 问 [0,T] 上 满足 定 
理 3 和 5 的 条 件 或 定理 4 的 注 ， 那 末 这 方程 对 给 定 的 初始 条 件 在 
[0 ,co) 上 有 解 。 
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这 解 可 以 这 样 构造 . 选取 序列 T loo, Bit EO 是 方程 (1》 
在 区 间 IT,, Tanl 上 以 ,TT,) 一 5 (T ,) 为 初始 条 件 的 解 ， 
EG) 是 (1) 在 LOT) 上 有 初始 条 件 £C0》 的 解 。 那 末 过 程 EO) 
-81)，1€ LT nTen] (T, = 0) 是 所 求 的 (1) 的 解 。 

解 的 唯一 性 ”我 们 将 孝 虚 方程 (1) 在 [0 ,oo ) 上 的 解 和 证 明 在 
此 区 间 上 解 的 弱 崔 一 性 .注意 由 (1) 在 [ 0 co) 上 解 的 唯一 性 可 得 出 
在 区 间 [0,T] 上 的 弱 上 唯一 性 。 为 此 ,开拓 系数 aG, zx) 和 BG, 
z) 至 [T,oo) 上 ,使 方程 (1) 在 此 区 间 上 对 任意 初始 条 件 有 解 就 
够 了 .这 时 (1) 在 [0, T) 上 的 解 可 开拓 为 在 [0, co) 上 的 解 ,， 且 
可 以 利用 解 在 [0,co) 上 的 弱 唯 一 性 。 

其 次 将 利用 到 如 下 条 件 。 

D. aG,z), BCs,x) 在 [0 ,, cox SZ" 上 定义 ， 可 测 和 对 任 
意 T 条 件 (3) 成 立 ; 方 程 (1) 在 区 间 Ir) 上 有 弱 解 ,其 中 是 关 
于 w(t) 的 Mapo 时 间 , 使 ECO) 是 独立 于 wG + TT) 一 w(7)， 
且 对 任意 (az € [0,00) x R", A 


lm Sp(B(s,z)B*(s,z) 一 Blso, ro)B*(Cs,x)) 
< BB Cnn B* (ss x0) 2. | (28) 


定理 6 ”如果 条 件 D 成 立 ， 那 末 对 无 论 怎 祥 的 EO, 方程 
(1) 在 [1 0 ,co) 上 满足 初始 条 件 E0) 的 解 是 弱 唯 一 的 ， 

证 ”注意 由 条 件 D 得 知 对 每 个 点 (2) € [0, coo) x Ar, 
存在 e> 0, 使 当 |s— sl <o; |z — m| < e 时 

SpCBCs,x)B*Cs, x) 一 Bls, za) B* Gos 2) Y? f 
< (1 — e)||B Css r) B® (so 36)”, (29) 
当 |s— sl <o, 1x 一 xo| < e Bf, iZ BCs, z) = B Csgs x0) * 
BCs,x); 在 其 余 情 形 设 BGoz) = 1. 54 |ze— nl <o, |: 一 sl 
<p 时 设 aG, z) 一 BCs) ERR EE a(s, z) 一 
0. 如果 ¿(O 是 (1) 在 lns) 上 的 解 , = 是 由 集合 {x: |x 一 sl 
<p} 走出 的 首次 时 间 和 GO = Basri), PRH ze [as 
rA Catol 时 SG) 是 方程 
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dËG) = 2G,E005di + BG, EGY dw G) (30) 
的 解 。 由 于 ?的 选取 方法 ,不 等 式 Too 
Sp(B(sz)B*G,z) — IY} S1 — p 
成 立 。 利用 (1) 在 任何 有 限 区 间 上 的 解 可 由 方程 (30) 的 解 用 粘 合 
的 方法 得 到 的 事实 ,( 因 为 在 [ 9 ，co)X. 豚 ”中 的 每 个 紧 售 可 用 有 
限 个 形 为 
Csr): [s — al <p, |z — | <p} 
JD mE, 而 (1) 的 解 是 连续 的 且 因 此 对 任意 s> 0， 在 有 限 
区 间 上 有 有限 个 数 的 e- 振 幅 ) 只 要 证 明 方 程 (307 的 解 的 弱 唯 一 性 
就 够 了 。 因 此 定理 进一步 的 证 明 将 在 如 下 假设 下 进行 ; 代替 (28) 
而 要 求 
sup Sp(B(s,x)B*(s,x)— I} <1 《317 


MHRA C < co,la(os)| < C 成 立 。 记 (4) 为 方程 (1) 在 
[5eo) 上 有 初始 条 件 EnC) = z 时 的 解 ， 借 助 于 引 理 2 ， 可 证 
明 存 在 不 依赖 于 解 的 选取 的 函数 QE) 使 

0,.G, E) = P(z,,,(D € E). 
事实 上 ,对 任意 解 EORR QnC E) 由 它 的 Laplace 变换 


ferumo, aC, E)di = es Gi ,[ e eX Cx)] (322 


所 确定 ,由 于 引 理 2 , Gi = GU 一 LG) 按 方程 (1) 的 系数 所 
唯一 决定 ， 类 似 地 关系 式 (13) 可 写 为 


IG, EG) 一 OTEA ， 


其 中 (21) 是 由 过 程 EC) 所 生成 的 c- 代 数 流 (我 们 利用 wG 
十 s) 一 wl) 对 于 g$ 的 独立 性 )， FCs, x) = GÇ 一 LG)” 
Xg(rxz)。 于 是 ， 

EG,GG00)1SD 和 Q, G, E) 
有 同样 的 Laplace 变换 。 因 此 以 概率 为 1 

EG. CEC) ISD = Qno E). (33) 
MODERE G) 是 马尔 科 夫 过 程 ， 它 有 由 Laplace 变换 
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Í e t#0,,(z, Ed: 一 eHG,_st1 一 LG. 1 gs (yx), (345 


所 确定 的 转移 概率 Q,,G, E), 其 中 zg,zG,x)= eX Ge), T 
是 方程 (1) 的 所 有 解 均 是 有 给 定 的 转移 概率 ( 仅 依 赖 于 C1) 的 系数 ) 
的 MaproBe 过 程 。 于 是 对 任意 了 对 应 于 Cin 上 的 EQ) 的 测度 
h EO) 的 分 布 唯一 地 确定 。 于 是 一 个 同样 的 测度 对 应 于 有 初始 
条 件 EO) 的 任何 两 个 解 。 

注 。 因 为 在 定理 的 条 件 中 算 子 Bar) 非 退化 ,所 以 根据 $ 2 
[rpcaaoB 引 理 ,由 弱 唯 一 性 得 强 解 的 唯一 性 ， 

解 关 于 参数 的 连续 依赖 性 ”使 我 们 感 兴趣 的 主要 是 解 关 于 初 
次 条 件 的 连续 性 。 但 先 来 证 明 一 个 一 般 性 的 定理 ， 由 该 定理 可 得 
到 关于 其 它 的 参数 的 连续 依赖 性 的 判断 ， 

定理 7 设 ECG), 4 一 0,1,*…! 是 方程 


EO = + [G (CD)4 


+ | B,G, Owl G5) 


”的 解 且 如 下 条 件 成 立 : 
1) 存在 天 ,使 当 0< s <TH 
la,G,z)] + B,C) < KO + |<x|), 
2) 对 每 个 ”定理 6 的 条 件 成 立 ， 
3) 对 每 个 r 可 找到 函数 六 zzzx)， 使 
ə | 
(li ÍiG, z) 


+ Z iG, z) | + £ fikt) = 











+z e 9 |< =. 


HEE Æ 中 的 Lebesgue 测度 为 0 的 Bore] Æ A,, ° ° tAn 使 当 
Crax) € [0, T] x {z:lzl < r) — Ut, x): fix) € Ai} 时 
lima, (tsx) = a (t,x), im B.G, z) = B, Ctx). 
那 示 ,如果 z, — x ME Con 上 对 应 于 过 程 E 的 测 
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E “。 吉 收敛 于 对 应 于 过 程 E 的 测度 po 
证 。( 它 与 定理 5 的 证 明 十 分 相似 ) .测度 序列 =, 是 紧 的 ,如 
果 是 此 序列 的 菜 个 极限 点 , 那 末 如 在 定理 5 一 样 ,利用 条 件 3), 
得 证 过 各 
| TOLOA PG) 
和 过 各 
GD， 2X — | BIC, 8"())zlads 
的 有 限 维 分 布 分 别 收 全 于 过 各 
nD = BD — | aG, Cas 
和 
Cue), 2)? — | BIG, ECS) Jz lg 


的 有 限 维 分 布 ,其 中 EO 是 对 应 于 测度 “的 过 程 。 因此 由 于 $ 1 
定理 1，E(z)》 是 (35) 在 w = 0 时 的 解 .( 在 定理 5 中 半 > 0 时 解 的 
唯一 性 是 可 以 预料 到 的 ;事实 上 ， 因 为 只 考虑 对 应 于 解 的 测度 ,所 
以 在 证 明 时 仅 利用 到 弱 唯 一 性 . ) 按 假设 ,(35) 的 解 是 强 唯 一 的 . 因 
此 紧 序 列 w“， 有 唯一 的 极限 点 。 定 理 得 证 ， 

下 面 将 利用 到 如 下 条 件 ， 

E. 对 每 个 + > 0 可 找到 函数 用 Gx),-… ,fi(1,x), 使 


oj, 2_ 1 ð f, ü 
sup [| Py iG, z) 1 + | 5z fis x)| + | E fia z) 
)< oo， 


k 
[0, T] X (x: |z] < r) 一 U tsa): G.) €A) 











+5 fi, z) 





和 aG,z) 及 BG,zx) 在 集合 


上 连续 ， 其 中 4 是 Lebesgue 测度 为 0 的 Borel zal, x), 
BG.,z) 满足 定理 6 的 条 件 。 
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CR i CO 是 使 条 件 E 成 立时 方程 C1) 的 解 ， 令 
Tf (x) = Jf WP G, II 
对 Z= 上 所 有 有 界 连 续 函 数 f MA T: f(x) 按 变量 的 总 体 是 
连续 的 。 | 
证 。 设 Sn > Sos En T> D Xa > Xy, 方程 


EG) = x, + | G, + v, Ev)) dv 


+ BG, + 2), 8&0)) dw Cr) 
的 解 记 为 Elu). HF 
a, (8, r) = aG, + v,z), B,(e, x) = BG, + s,z)> 
n= 0,1,.**, 
定理 的 条 件 3) 成 立 。 定 理 的 条 件 1) 和 2) 也 成 立 ; 可 见 
imEf(6,(2)) = EFEK), 


但 EFG) = Tirau R 
lim Ti, f xs) = Taf (z. 


其 次 ,利用 $2 引 理 2, 可 证 明 存在 ,使 对 2 一 致 地 有 
EJEA 一 Eu + y|: < C, 





因此 ， 
Em| Tf (x) 一 Taf C) | < im | Tisf lx,) 
= Titre (zx。)| = limE| fE, G, 一 sa) 


— ft.(n — 1))1. 


因为 在 数学 期 望 号 内 的 变量 是 有 界 的 和 依 概 率 趋向 1。 所 以 后 一 
家 示 式 等 于 0 。 事实 上 , 设 u, = t, — s, 38018 


lHmP(|f(£,CGu.)) — f(E) > s} 





< lim P11#,.(x)| > N) 
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+ sp{le,(s,) — E(w)! > anh G6) 


其 中 ay 是 使 当 |y| <N, le~ ylen 时 O el S 
s。 因 为 14 一 | 一 0, 所 以 C36) 的 右边 第 二 个 被 加 项 等 于 0 ,可 
选取 e 使 第 一 项 任意 小 ， 结 论 得 证 ， | 

推论 2” 如 果 条 件 EE RSE as 表示 对 应 于 过 程 FG 一 9) 
的 测度 ,其 中 EO 是 方程 (1) 在 [s, oo) 上 以 ECG) = x 为 初始 
条 件 的 解 , 那 末 ua XT: faz PER. 

此 论断 的 证 明 已 在 推论 1 中 得 到 。 如 果 FOC) 是 在 [0， 
T] x Ein 的 每 个 紧 集 上 关于 s, rC) 连续 , 那 末 


ACO PS 
也 是 关于 o y 连续 ,因为 
üm | | PCD pss Cds) — | PGC a, Can) 


ij yy 


< m [IRGC — Fak) Na (ax) = 0, 


这 由 于 在 每 个 紧 集 上 被 积 函数 趋向 0 和 对 所 有 s > 0 可 选取 紧 集 


K, 使 
m a, Í (K) > 1— s, 


人 


推论 3 iZ f), n= 0,1,: :是 家 ”上 的 连续 有 界 函数 
序列 ， 使 对 所 有 
lim sopli) — f Gaz) ] = 0, 


那 末 在 定理 7 的 条 件 中 对 每 个 W 
im sup E} (EPO) 一 下 hCG) ~ 0, G7) 


其 中 G) 是 在 初始 条 件 为 时 方程 (35) 的 解 。 
为 证 上 明 (377, 只 要 对 任意 收敛 序列 z, E A", lime =n A 


lim {Ef (E) 一 Ef EC) 一 0, 
也 就 相当 于 验证 等 式 
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tim [EF (ESO) — EIER ~ 0 
就 够 了 ， 因 为 由 定理 7 和 推论 1 得 
lim Ef ERG) = ELGER) 
lim Ef CELO) = Ef, CG69%(2). 
a im 
mE, FERO 一 AEOS Bm supli C) 
— AW 十 了 PCD1 > N}supl f 一 h). 


右边 第 一 项 等 于 0 ,而 选取 足够 大 的 N, 第 二 项 可 以 做 到 任意 小 
公式 (37 ) 获 证 . 
推论 4 设 定理 7 中 函数 a,(s,x) 和 B,G,z), n 0 是 按 
x 二 次 连续 可 微 和 按 联合 变量 是 连续 的 ,而 省 数 f,《x) 连同 它 到 
二 阶 的 导数 是 连续 有 界 的 ,如 果 Payt E) 是 (36) 的 解 过 程 的 
转移 概率 , 那 来 如 由 第 二 章 $2 定理 6 所 得 一 样 当 s< :时 函数 
u, Cs, x) 一 [Prset 


是 Cauchy 问题 


S.G x) + (aG 2), 2- uels, 2) 


+ TspBi(s,x) Ea sx) = 0, (38) 
2 ôx’ 
u, (>x) _ j (xz)， 
的 唯一 有 界 解 . 那 末 若 对 所 及 及 有 界 连 续 玖 数 1,(*), supl f(x) 
一 f C) | 一 0, 那 末 由 于 推论 3 , ss sk) —> uoks,*) ,其 中 
u (s, x) = |P 515 a) hG), 


RIE mGs) 是 方程 (38) 在 如 下 意义 的 广义 解 : 对 任意 满足 定 
JE 7 的 条 件 的 二 次 连续 可 微 男 数 as(s,x) 和 Br), UK Wak 
T h =) 的 总 体 有 界 的 连续 函数 序列 fa), Cauchy 问题 的 有 
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界 解 收敛 于 同一 连续 函数 (s z). 

考察 系数 满足 条 件 E 的 方程 (1)、 以 in 表示 方程 (1) 在 
[s,00) EIERE Enl) = z 的 解 ， | 

设 G 是 [0 ,co)x S” 中 某 个 区 域 . 记 

r, (G) = inf[r: E, (z) EGI 
(re(G) 可 等 于 十 co )， HEH : 足够 大 时 (立即 对 所 有 y) 变 为 
0 的 连续 有 界 函 数 JG. y). 2 
peGyz) = Ef G,,(G);E,,,Ge,,,(G))), (89) 
注意 到 只 要 选取 了 使 当 上 > Ti Cy) = 0 就 有 
IG... lG) EnC: ,(G))) = gd), 
其 中 x, G) = EnG s), gG C) 是 Can 上 的 泛 函 。 该 泛 
E LGC) EXA: 如 果 2 是 x《*) 落 到 G 的 边界 上 的 首次 时 
Ml BÆ 
LC) = fls tt i x2)) Korsris 

TR, LCC 对 zÇ) 在 Fan 中 的 每 个 有 界 集 上 一 臻 
地 关于 s 连续， 其 次 ， 如 果 存 在 序列 42; 使 ZG) 不 属于 G 的 
闭 包 和 当 t<i 时 IO eEG RHEE s, aC) 在 点 zÇ) 
因此 由 于 推论 2 ， 削 数 pelr) 在 点 j # 连续 的 充分 条 
件 是 对 过 程 51,z(，〉 以 概率 为 1 存在 序列 e40 使 

I Ealt: (G) + 81) £ [G], 
其 中 [G] 是 区 域 G 的 闭 包 ， 

现 设 c 的 边界 是 光 谓 的 、 又 设 i 是 在 《一 coyco)X. 鹃 ”中 对 
G 的 边界 点 (T(G) EnC: C 的 落 线 .显然 ,元 是 Frapo 
HW, Hp {3,} 是 由 En 所 生成 的 o- 代 数 流 。 设 s, 和 ne 
分 别 是 ñ 在 (一 co ，co) 和 Z” 上 的 投影 。 当 8 > 0 时 ,考虑 过 
程 

CCE) 一 n, + (nes bs,r(rs,s(G) + 8) 
— Ealer 

对 足够 小 的 e 由 关系 式 
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ss P 10) 
g + |En: Ct: (G) + £) — ¿,;(G2)| >° (40) 


其 中 8 > 0 是 某 个 固定 的 任意 小 的 数 ， 得 
(z (G) + 8, EL G(r|i F (G) + e)) é [G], 
这 因为 该 点 位 于 某 个 圆锥 体 的 内 部 ,此 圆锥 体 以 G' 的 内 法 线 为 轴 . 
因此 ， 


ECE) = 0C) + | eGo) dwl), 


其 中 |gG, o| >p>0, p jJE3EBS8L2R, 所 以 ,利用 $1 定理 1 
的 推论 4 和 Wiener 过 程 重 对 数落 则 《〈 见 第 IL 卷 第 四 章 $ 3 定 
理 4 ), 得 证 存在 序列 etë 


. 1 
im 人 (eeg Jda ln mz) > Ps 
其 中 pi > 0 是非 随机 常数 ,类似 的 论断 表明 
lim (|£. (raz G2 + s,) 


1 
— Ë: (n, (G)) /a ln ln z) < ox 


可 见 ,如 果 6 一 ofp， 那 末 当 4 足够 大 对 e = E 关系 式 (40) 成 
Y. 
因此 ,下 面 的 定理 是 正确 的 ， 
定理 8 如 果 条 件 E 成 立 和 【0 ,0)X 统 ”中 的 区 域 G 有 
光 背 的 边界 ,边界 的 法 线 ú 在 每 个 点 于 A” AFE, M 
函数 f(1,y) 在 [0,co]lx 腕 ”上 连续 有 界 和 对 某 个 T >04 
t > 了 时 fQ,y) = 0, PRA 
Ef (Cr, CG) ,85,0))) (41) 





按 联合 变量 连续 ， 

iit ZAR f(z,y) 在 [0 ,co)X 鹃 ”上 连续 有 界 且 当 + 
一 2 时 关于 ?一致 地 有 |f(z,y)1 一 0。 如 果 定 理 8 RER fE 
成 立 , 那 末 函数 (41) 按 sr 也 连续 . 

事实 上 ,函数 fG.y) 可 表 为 级 数 的 形式 


° 353 ° 


f(r, y) >: G, y)» 


其 中 f, 满足 定理 8 的 条 件 和 fyl San Xa í< co, R 
RERA 
Ef Cr, (G) ? Ë, |z, | (G2))D 


一 SIE G.G), Erelt (G) (42) 


HUDHRA BA. FADA AEE, A 
数 和 也 是 连续 的 。 
齐 次 扩散 过 程 ”本 段 所 涉及 到 的 基本 事实 《大 多 由 上 述 定理 
得 到 ) 是 和 齐 次 扩散 过 程 , 即 是 方程 
CD = ACEC) dt + BCEC)) dwl) (43) 
的 解 过 程 相 联 系 的 ， | 
在 本 段 总 假定 下 述 条 件 成 立 : 
L aG) 和 BG) 是 定义 在 2" 上 分 别 取 值 于 A" 和 
ECA") HWER, BOG) 局 部 有 界 。 
i HRTAN 尺 ,不 等 式 
laal + BGO < KQ + Jel) 
成 立 ， 
HI. 对 所 有 x€ 2" 
HmspCBC#) B*E) — Bz) B*(xo)) 
< |B-1G6)B*-3Ga) 12, 
和 对 所 有 r > 0 可 找到 函数 FG)... G) ,使 当 C > 0 时 
[CD + I+ EOIS. 
和 当 


k 
xE {x:]e] < r} — U (x: f(z) € A} 


i= 
时 aG) 及 B(x) 是 连续 的 ,其 中 4 是 Ah Lebesgue 测度 
为 0 的 Borel 集 。 
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那 来 如 下 论断 正确 ， 

1. 方 程 (43) 的 解 存在 , 弱 唯 一 且 是 齐 次 Mapxos 过 程 。 

由 弱 唯 一 性 和 如 果 在 (43) 中 用 Wiener 过 程 wa) = w(t 十 
ñ) — wlk) 代替 w(z)， 那 未 SG + A) 作为 + 的 肖 数 是 (43) 的 
解 ,因而 可 得 到 齐 次 性 、 注 意 过 程 O 的 转移 概率 由 等 式 

Pli,x,E) = Pí(z,G2 € E) 

所 定义 ,其 中 E(t) 是 初始 条 件 E0) = < 时 (43) 的 解 。 

2. 如 果 


T.G) = [AOP G24), (44) 


那 末 ,f(x》 按 联合 变量 连续 。 这 由 定理 7 推论 1 推 得 ， 

因此 ,过 程 EO 是 齐 次 随机 连续 Feler 过 程 。 因而 它 是 强 
Mapgog 过 程 ， 

我 们 称 算 子 为 Mapxog 过 程 EG) 的 拟 生 成 算 子 ,如 果 它 
定义 在 某 个 集合 多 1 多 a” 上 ，3f 是 局 部 有 界 Borel 函数 和 
对 所 有 í> 0, rE Z” 

EFEC) — FO = E. AEGA (45) 

如 果 + 一 时 公式 (45) 正 确 ， 其 中 = 是 Mapkos 时 间 ， 满 足 
r<ru, 0 是 点 * 的 某 个 邻 域 , 那 未 4 被 称 为 拟 特征 算 子 . 

3.(43) 的 解 过 程 的 拟 生成 算 子 定义 在 所 有 函数 j ECL E, 
其 中 gy 是 满足 

supPC FOL + FO) + WD < oo 
的 二 次 连续 可 微 函数 空间 ; 这 时 

(GD = (aG), Fils)) + — SPBB) a) (46) 

这 关系 式 可 由 作为 伊藤 公式 的 推论 的 等 式 

E.[fCG(CT)) 一 tG(0))1 = E,| CUED FE) 


+ + SPB ECD BAEO FCC) as 
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得 到 . 
利用 等 式 (445), 正 如 在 第 H 卷 第 二 章 $ 5 引 理 2 一 样 ,可 证 明 
等 式 


E.F GG) 一 fo) = E, [IEO (47) 


对 所 有 满足 Eer < co 的 Mapkos 时 间 r RM. 

引 理 4 如 果 G 是 有 界 区 域 ，te 是 由 G 走出 的 首次 时 间 , 那 
R Ete 按 z 一 致 有 界 。 

I. r € G 时 设 f(x) = exp{(z,x)}， 而 当 x* € GR 
数 f(x) 延 拓 使 它 属于 Car. RHY € G 时 


A (a) 一 [Ce 十 T-|B*(2Dz|°] expí(z,x)), 


由 于 加 在 aG) 和 838(x) 上 的 条 件 ， 所 以 可 选取 z€ R”, 使 
Äi 2>2 0 > 0, EG, 将 这 函数 代 人 (47) 和 取 Mapgos 时 间 
¿AT 代 换 rz 得 


E.J CoN T>) — F) = E, [a (ECO) 


> Eit A T ]6, 
由 此 , 当 了 -co 取 极 限 后 我 们 求 得 


Eroe < Żsupe™”, (48) 
6 z€G 


引 理 证 毕 ， 

我 们 来 证 明 一 个 定理 ， 它 使 我 们 能 利用 随机 微分 方程 的 解 表 
示 某 些 椭圆 型 微分 方程 边界 问题 的 广义 解 

定理 9 设 G 是 有 光滑 边界 的 有 界 区 域 ，G' 是 G 的 边界 , bÉ 
数 g(x) 在 G LER, a) 和 BE) 满足 条 件 I 一 Hl， 其 次 
i: a,l), B) 是 二 次 连续 可 微 且 以 同一 常数 使 条 件 Ú pk r, 
IBD 在 G 中 有 界 和 在 aa) 及 BO 的 所 有 连续 点 上 有 a,(*) 
一 a(x)，B,(x) — BCe), Hü gp。 是 在 C 上 一 致 收敛 于 9 的 连 
续 函 数 序列 。 那 末 以 u) = p,a) lce 为 边界 条件, 方程 
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Casla) u, Cx)) + T SPB, BCz)wx(z) 0 (49) 


的 解 所 成 的 函数 序列 w(x) 收 剑 于 函数 
ula) 一 下-p((ze))。 (50) 
证 。 当 x* g G 时 , 我 们 认为 6,(x) = ale), B,C) = BG). 
W EO 是 方程 
di" Ga) = as(E"C2)) di + B CEG) dw (a) 
的 解 , 而 =, 满足 (49)， 利 用 关系 式 (46) 和 C47) 可 得 
u,a) = Er yp(s"(5e)), 
其 中 E; 是 对 Mapo 过 程 E 的 数学 期 望 。 由 定理 7 推出 过 程 
EO 的 有 限 维 分 布 收 级 于 过 程 E(t) 的 有 限 维 分 布 。 
我 们 来 证 明 
limE: p(s"(80)) = E, p Ee). 


结合 定理 7 和 8 , 获 证 对 所 有 1 > 0， 
lmE:e “cpls"(50)) 一 Ec top (e (Ze), (51) 


余下 要 证 明 
lim lmP:{tc > N) = 0. 


N>% fen 


由 于 从 (51) 得 知 对 几乎 所 有 N, 
limP:{te > N} ~ Pte > N}, 


和 ,例如 从 (48) 可 得 te 的 有 限 性 ,所 以 得 证 余下 的 等 式 ， 
因此 ， 如 果 形 为 (50) 的 函数 u(x) 是 光滑 的 ， 那 末 它 是 方程 


lale), #2)) + T SpB (E) B* (Eu (a) 一 0 


在 G 中 有 边界 条 件 9 的 解 . 在 一 般 情 形 ， 它 可 视 为 此 方程 的 广义 
解 。 

有 具有 位 势 的 可 积 核 的 齐 次 过 程 ” 我 们 来 考察 除 条 件 ] 一 HI 外 
还 满足 如 下 条 件 时 方程 (43 ) 的 解 ， 

IV. 对 所 有 有 界 Borel 集 E, 
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G(x, E) = | PC x, E)d < co, 
° (52) 
Hm supP(;, x, E) = 0, 
位 势 G(x,E) 对 Lebesgue 测度 以 绝 对 连续 和 位 势 的 核 
gz) = EL Cy) 
dm 


对 某 个 a> ! 满足 条 件 
sup | (sx, y))%ay < o, (53) 


我 们 发 现 , 研 究 方程 (43) 总 可 归结 为 已 经 确定 了 位 势 G(x, E) 
的 情形 。 为 此 , 需 代 替 过 程 O 而 考虑 Sc 中 的 过 程 El), 
wG ,其 中 G) EUDE A” 中 的 解 , 而 wl?)》 是 Z 中 独 
F SQ) 的 Wiener 过 程 。 易 见 合成 过 程 《E00,w;(t)) 也 满足 
形 如 (43) 的 方程 ;对 该 过 程 来 说 ， 位 势 被 确定 且 (52) 成 立 , 因 为 对 
所 有 有 界 Borel 集 EC gz", 
[Piwo € Edi < co, 
lim sup, Piw) + x €E,} = 0, 
在 茶 些 假设 下 g(x,y) 的 存在 由 定理 2 注 2 得 到 .例如 , 当 m > 3, 
alx), BG) 和 BC) 有 界 且 满足 Holder 条 件 时 ,不 等 式 (53) 
成 立 , 因 为 在 这 些 假设 下 ，P(t,x,E) 有 密度 ples y) 使 对 某 个 
e, 和 €, 
p (z,y) < ct "“2expí—c,|* — y|?) 
(后 者 由 抛物 型 方程 的 基本 解 的 性 质 得 到 ;参见 A. Friedman [1] 
第 一 章 Š 5,62, 
如 果 (53) 成 立 且 8 = 





7， 那 末 对 FELCRA 定义 算 子 


& — 


GEO = ES FEC = [eDi Ody; 
这 时 sup [Gf (x)| < K|], 其 中 
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K 一 su fena]. 


利用 GCRANN Ea” 中 的 函数 逼近 (A) 中 的 函数 ,对 所 有 
T > 0, 函数 


; . 
E, [FED f € Ya", 


按 * 的 连续 性 ， 和 条 件 (52) 中 第 二 式 ， 得 证 对 所 有 fe S, ,( 22”), 
Gi (x) € Ca", 
iz f € £,(Z”), BR 


EGEO) 一 G/G) ~ —E, | PEOD 


因此 ,对 CRY 中 所 有 局 部 有 界 函 数 f, Gf e 2, MAG = 
一 f。 考虑 


GEE — GEC0) + | Eas 


它 是 款 。 设 Gf 按 * 二 次 连续 可 微 . 
以 À, 表示 定义 在 二 次 连续 可 微 函 数 空间 Car 上 的 微分 算 
+ ⁄ | 


Äg = GG), ZG) + TspB(#) BEIE. 


RPRAR 
GIE) — GEECO)) = | AGIC) ds 


+ f (BCE GPS EC), de (9), 


由 [EO AGE EE 
| EO — AGEG Ids ~ 0 
以 概率 为 1 成 立 ,也 就 是 说 ， 
GEEH) — CLEO) + | GG) 
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= | GEO), G54) 


其 中 óG) 一 B(x) (Gf); (x)， 我 们 来 证 明 ， 在 某 个 补充 假设 下 、， 
表示 式 (54) 对 所 有 FELCE) 是 正确 的 。 
以 Ear 表示 在 f€ @,” 中 满足 
im f@) = 0, Pan = Ram €x, 


| zt -om 





的 集合 。 
定理 10 设 如 下 条 件 成 立 : 
1) 如 果 f ELLA”), N] Gje Êa”; 
2) 在 范 数 Ie |, FALEI LRA”) 在 LLR” 中 秽 
T. 
那 末 对 所 有 fe SX c=) 存在 取 值 于 2r 和 满足 


sup] lóGy)l|2e(z, y)dy < co, (55) 
的 函数 5b(x) 使 等 式 (54) 成 立 。 
证 。 设 wwe € 是 满足 JA,o,— 州 * 一 0 的 序列 。 那 未 
sup|GAop,(z) — Gf(z)| — 0, 
注意 ,ps + GA,p。 满 足 等 式 
E, Lp.CE C) + GA PE 一 px) — GA p, Cs) 


x= E. [Aə.GG4 — E, | Aup (ECD)4 一 0 





因为 
lim | 下 ,.GAopoCs(z)| 


= lim E, [Asp Ead 

=E, imf Aue(5CD)1dr = o, 
因为 Ap, E€ eX”) 且 对 任意 N 有 

lim |E.p.(£0))| < slp), 


又 由 于 条 件 (52) 的 第 二 式 , 而 pwe ar, FMA pa + GAp ,= 
° 360 * 


0. FË 
sup|p,G) 一 GfG) | 一 0。 


将 函数 B(x)gpr(x) 记 为 bel). WR 
PEC) — PEOD 一 | Asp CECS 


= | OLED), (56) 


由 9。 一致 收敛 于 G 和 作为 第 H 卷 第 二 章 $6 引 理 3 的 推论 
的 不 等 式 


supE, (| Asos) 一 ASCD)14)) 
< asupE,| Asp CEG — Arped Y 


< 2K:||A,p, — Apli, 
得 对 : 一 致 地 


lm supE, | |b CECD) — DLE) lds = 0, 


于 是 ， 
Em supE,| 14.C5C9) — bECs)) li 
— im sup | 2,G) — br) ar ydy = 0, 
g 
b) 一 XO... O) — bnl) + ba, Cy), 
此 处 m 选取 使 





K, = > J sup| lbsen, (9) bo Cy) lele y dy < co, 
那 末 
Ji bOI gCr, y)dy < Jl. (y) |*9(z, g)dy + Kı 
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和 对 DO) 来 说 定理 的 条 件 成 立 。 央 为 
lim sup |160) — b, (y) [elr y)dy = 0, 
所 以 对 任意 * 依 概率 P。 有 
[OEOD dw) — [GEW (57) 


当 n> co 时 对 456) 取 极限 , 即 完成 了 定理 的 证 明 。 
注 。 在 证 明 中 我 们 确立 了 如 下 结论 ; 
如 果 bO 是 取 值 于 A”, WE 


sup| 1b, (y) glr, y)dy < co 


和 


e 


im, sup | Jb, Cy) — bily) elr, y)dy = 0 


的 函数 序列 ， 那 末 存 在 5Cy) 使 得 对 任意 ERER P, reke 
义 下 (57) 成 立 ， 

现 来 考察 满足 定理 10 的 扩散 过 程 的 WW- 泛 函 的 形式 《W- 泛 
函 的 定义 在 第 U 卷 第 二 章 $6 给 出 )。 我 们 先 建立 积分 型 泛 函 的 
某 些 性 质 . 

引 理 5 设 f(x) 是 当 lz| > N 时 f(x) 一 0 MERT n 
满足 

supE,| fs < a < e° 


的 任意 非 负 可 测 函 数 。 那 末 对 所 有 包含 {x:1x| < N) 的 开 集 
G, 存 在 常数 C ,使 得 
E, EGO < CE, EZOO (58) 
同时 C 仅 依赖 于 a n 和 G. 
证 。 设 * 是 任意 Mapo 时 间 。 由 不 等 式 


Í (eee < D tirin 人 ”KECD)d 
9 k=0 ta 
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E, [ CEG) Jdt < a DE, Xurt 
0 k=0 
< o (E, + ta). | 
令 t = ra | Ë UE 
supE, | FCC) = a(supE,rç + t) < g < co, 
其 次 有 
int E, (xE): 
> s infPA sup JEC) — #0)| <a), (59) 
其 中 5 是 {x:lx| = N) 和 G' 之 间 的 距离 。 因为 在 我 们 的 假设 
下 ,过 程 是 一 致 随机 连续 , 所 以 当 o 足够 小 时 ，(59) 的 右边 是 正 
的 。 设 
int E, “z (809) = d. 
在 这 种 情况 下 ,对 |z| 一 N 的 所 有 > 
E, “x(G 2 a > E, KEO, C60) 
显然 当 |x| < N 时 不 等 式 (60) 仍 然 正确 。 设 h 是 在 re 以 后 
到 达 {x: |x] = N) 的 首次 时 间 ， 是 在 总 以 后 到 达 C 的 首 
次 时 间 , 刀 是 在 L 以 后 到 达 {x:lx| = NY 的 首次 时 间 , 恕 是 在 
G 以 后 到 达 C 的 首次 时 间 等 等 ， 那 末 


r KEGA = | HEC + >i)" IGO), 
0 0 k=1 
但 由 于 IE] — N, 

E, [EEO < EE. | ED) 


<° E.Erap | xoCéCs))as 
_ =E, J: GO 
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如 果 lel < N; 那 未 
E, [EO <E EL y Cy, 
如 果 |z| > NN, 那 末 记 + 为 到 达 集 合 {x: lz| = N} 的 首次 时 间 ， 
我 们 有 
E, [2 KEDA = 下 -Eee|”KCSCD)d 


<“ Ek | EO. 


<2 E.| ro EC, 


0 


因此 ， | 
E, [FEO < ZE, ||“ EO 


+ 5j“ KEDY | <*> E, x GG), 
k=17 k 9 


d 
引 理 得 证 ， | 
往 。 利 用 以 积分 型 泛 函 有 逼近 三 - 泛 函 的 可 能 性 ， 可 证 明 如 下 
事实 ; 


如 果 W-ER m 有 有 界 支 集 刀 《BR 是 闭 集 )， 那 末 


i» 


Fi. 如果 GDF, G 是 开 集 ， 那 末 存 在 依赖 于 G, F, 和 
supE so, 的 常数 C ,使 
Ec < CE.| XEO, 


设 a, 是 有 有 界 支 集 F 的 W-K., 我 们 构造 可 测 的 非 负 函 
数 序列 pin) ,使 得 下 述 条 件 成 立 ; 
1) gpi"(x) 仅 在 有 界 区 域 异 于 0, 


2) sup supE, | pi (EC) dr < co, 
i * q 
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3) 对 所 有 = 和 依 测度 Pas | PEO 一 ae 
函数 pP 可 取 作 
nC1 = 下 .exp{ 一 cv )Xec(x)。 
由 于 第 I 卷 第 二 章 $ 6 定理 1, 条 件 3) 成 立 。 条 件 2) 由 不 等 式 
E, | pfoCECDDde < En | Emyds 


t 
0 
t t+l/a 
= E.n | [ac 一 os]d 一 E. | ads 
0 # 


< Ea, 

得 到 。 因 为 ,由 于 第 H 卷 第 二 章 $6 引 理 6, 条 件 2) SEAE 
[GC ya: 

的 一 致 有 界 性 ( 按 = 和 *), 所 以 由 条 件 3) 得 ,对 所 有 8 

ce f = °. 


由 定理 10, 存在 px) 和 bG), EF Ap, e) 一 pG) 
和 (56) 成 立 , 如 以 Ap, R Ap, Al 


E, | PEGA: = Erp E) 一 we) 
和 因为 引 理 5 





lim subE。 


Plx) 一 一 [E pi EC Ya (61) 


一 致 有 界 。 利 用 (61) 式 右边 的 积分 对 * 一 致 可 积 ， 得 证 对 * 一 致 
地 有 


imp, (x) 一 —E,a.. 
因此 , 令 plx) = 一 EE,c。, 得 
tim supE, |p E 一 PEOD — | pC Ea 
= PEU) EO) a| = o, 


于 是 ,根据 定理 10 的 注 , 存 在 水 数 b(x), 使 
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E, [C686)), dD) — POED w| = °, 

对 每 个 W- 泛 函 a 来 说 ， 存 在 有 有 界 支 集 的 W- 泛 函 序 列 
zi” 和 单调 增 区 域 序列 G,, UG, = A7, EH r< Tapti” = a， 
利用 此 事实 可 证 明 如 下 定理 的 正确 性 ， 

定理 11 在 定理 10 的 条 件 下 对 每 个 W- 泛 函 o FERE 
FR WTNA p) 和 取 值 于 A 的 6(x), 使 得 


a, = pE) 一 p80)) + | GEO), dw(s)). (62) 


$ 4. 在 2A” his Mapros 过 程 


在 这 节 中 我 们 感 兴趣 的 是 弦 ” 中 连续 Maps 过 程 的 局 部 
结构 。 因 此 将 假定 过 程 x, 定义 在 某 个 有 紧 闭 包 的 开 集 C 上 ， = 
中 断 于 由 G 走出 的 首次 时 间 “, 及 在 区 域 G 的 边界 了 存在 极限 
f z 一 mx 
此 外 ,将 假定 supE,? < co 和 过 程 一 到 随机 连续 ， 即 是 

lim sup P(z,z,V,(z)) = 0, ` 


其 中 V.) = {yr — y| > s). 

因为 我 们 是 研究 局 部 性 质 , 所 以 G 无 论 取 怎样 小 ,我 们 的 假设 
也 不 受 限制 。 f 

如 果 我 们 能 描写 所 说 的 过 程 的 生成 算 子 ， 那 末 我 们 也 就 能 描 
E 鹏 ”中 连续 过 程 的 特征 算 子 。 以 后 ， 利 用 第 U 卷 第 二 章 $5 
的 结果 ,我 们 可 以 研究 鹏 ”中 连续 过 程 的 生成 算 子 的 形式 。 
| iz P, 和 E, 是 对 应 于 过 程 的 概率 和 数学 期 望 ，P(ry, z, E) 
是 转移 概率 ,T,f(x) = E,f(x,),A 是 过 程 的 拟 生 成 算 子 , BH f E 
在 G 内 连续 的 函数 ,A 是 定义 在 f 上 ,使 Af 有 界 和 满足 ， 


T.i) = IG) + i! T,A.f(z)d: Q) 
的 算 子 ， 
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BLA fe, (2 , B: À 的 定义 域 ) ,对 任意 x€ G, 按 
测度 P, 


L = IG.) — FG) 一 [AG (2) 


ER kóki 是 过 程 +, 的 齐 次 可 加 连续 泛 函 《 见 第 ú 卷 第 二 
章 $ 6)， 这 表明 为 了 研究 算 子 A, 描写 著 过 程 的 连续 可 加 齐 次 泛 
函 是 十 分 重要 的 。 在 下 段 我 们 就 讨论 这 方面 的 内 容 。 
M-26 ”在 给 出 要 研究 的 证 函 类 的 定义 以 前 ， 我 们 先 建立 
泛 函 (2) 的 一 个 性 质 ， 
引 理 1 如 果 j 在 GUT 上 连续 ， 那 末 对 由 公式 (?) 定 义 的 
泛 函 Í, 存在 W-E gp,, 使 对 所 有 x< G 
E, — E... (3) 
证 ， 记 
oi, x) = E.P. 
那 末 由 于 h ER, 
vl + hr) = Efa = EE + E fn i 
= s(:,x) + EvCh,x,), 
因为 
Mera) < 2E — dY + (Ates) 
一 下 .| Pe) — Pro) + 2AE) — fx)) 


+ (J AFC.) | = T, f — 2f:Cx) + OG: + m), 
所 以 ,v(t,x) 是 -函数 ( 见 第 TH 卷 第 二 章 $6)， 因 为 由 过 程 的 
一 致 随机 连续 性 得 到 对 z 一 致 地 有 

TP) — PGD, 
所 以 
lim supe(z#, x) = 0, 
因此 根据 第 IE 卷 第 二 BIENS 存在 唯一 的 W-E po E 
得 43) 成 立 。 
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定义 ”连续 齐 次 可 加 泛 函 a, MA M-A, 如 果 1) 对 所 有 
* 各 +，E,a, 一 0,2) 存在 WEA q,, 使 对 所 有 +> 0 
Ea: = E,q,. 
由 条 件 1) o EA 
引 理 2 如 果 a, 和 5, 是 两 个 M-AR, 那 末 a, + B, 也 是 
M-ZA. 
为 证 明 此 结论 仅 验 证 定义 中 的 条 件 2) RT. RA 
E Cla, + PY < 2E,0; + 2E;6:, 
和 存在 W-Z p d 使 
E. = Epp E S = E,y,, 
所 以 对 W-ZA vli,x) 一 Ea + 27 由 于 第 I 2823573 $ 6 
定理 3, 关系 式 
m E, 工人 e(A,r,)o(A,r,)ds 


„E i 


<2 lm (E. LẸ E, pE, pads 


AW 
+E, tf En dhE. pads) ~ 0 


成 立 。 但 这 时 根据 同样 的 定理 存在 W-E X,, 使 
vinr) = EX. 
今后 将 满足 Ep, 一 Ea? 的 W-Z p, 记 为 《a, ayo 其 
. 是 M- 泛 函 , 于 是 
Eœ = E (a aY, 
注 。 满 足 
oi — (assay 
的 函数 《ac》y 按 测度 P。 是 蒜 。 由 第 一 章 $1 定理 9 得 知 对 每 
个 x 这 样 的 函数 是 存在 的 。 但 是 在 定义 M- 泛 函 时 我 们 要 求 这 函 
数 是 不 依赖 于 x 的 ,此 外 还 要 求 它 是 W-E B. 
设 e, 和 8， 是 中 M- 泛 函 。 那 末 由 于 引 理 2，a; + 0, 也 
是 M- 泛 函 。 因 此 过 程 
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Ka 十 pa 十 8) 一 (aay 一 (8,8)] 一 人 asp》 ` (4) 


也 可 表 为 两 个 WW- 泛 函 之 差 的 某 个 连续 可 加 泛 函 ， 今 后 称 这 样 的 
ZAA V-A, | | 
以 gw 记 M- 泛 函 的 集合 。 在 Bw 中 引入 收敛 性 ; 序列 
ai”) 称 为 收敛 于 ww 如果 对 所 有 z 和 xz, 
limE sa 一 og)=0 及 supE., (at): < co 


RIPKEN, EFIA Bor ttt SF Du 是 完备 空间 。 事 实 
E, 设 
a™ € Dus lim, E [La -一 am yY == 0, 


设 mC) 由 关系 式 
sup E oi — ay: < 274 


n mon. s 


FEX, H 
alx) = Jima, 
这 个 极限 对 每 个 z 以 概率 P, 一 1 存在 。 设 a, 一 aln) AA 
以 概率 P, 一 1 有 a, 一 ol%), 所 以 对 所 有 * 
limE (o) ay = 0, (5) 


于 是 E, 一 0。 我们 来 证 明 a, 是 可 加 的 几乎 齐 次 泛 函 。 为 此 
只 要 证 明 对 任意 z. 以 概率 P, 一 1 有 
Ora, 一 rts 一 Gk . (6) 
MBT. TR 
Oya, 一 lim 1 [at 一 af aY], 
但 因为 n,(x,) 和 mC) 00, 所 以 当 k— co 时 
E [eA 一 ayy — at 十 a 
— EEC [a 一 a] k) 0, 
此 外 , 依 测度 P., aa 一 apk — a, — a 关系 式 (4) 
得 证 . 
由 (5) 得 


e-.869 e 


P. {sup e — al > s) < L E, aP 一 a, — 0, 
s< [3 


因此 a, TERZA., WER (a) 的 存在 ,我 们 需要 如 下 有 狸 


也 价值 的 引 理 ， 


引 理 3 设 O = hao <a < ° <t, = t 和 max (z, 一 
Pakti) 0 当 2 一 co, 那 末 对 任意 reG, EREE P, KAR 


义 下 
w—1 
Ça, ay, 一 lim D 00, = CID ' 
YR 
证 ， 我 们 其 至 证 得 更 广 些 ;对 所 有 z€ G 
limE, (ra, ah > (¿ra 一 =.) = 0, 
N «=0 f 
如 果 _ 
nà T (¿a = CIO = CTSS, + 22 Nn 
那 末 
EC | S, = Ez, inttiin 


一 Ez, Ça vO Dn tek _ 0, 


其 中 $, Æ 4a SS? 所 生成 的 和 -代数 。 


因此 
- s=1 2 n=l 
E, [> nm = E, > Nake 
k=0 k=0 
为 证 明 (8), 只 要 验证 


n=l 
E, 21 nt—0 
=0 


HET. Ha K Casa), 的 连续 性 ,得 当 n — œQ 时 ， 
sup ly 一 0。 


ER, E 
> ; lna l < (aay + 5 KORN 一 “P 
+=9 
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O) 


(8) 


(9) 


依 概率 有 界 , 这 因为 
` a-i . - 
E, > lns] < 2E, lesa» 
k=0 


n—1 n-i 

因此 由 Do na 的 一 致 可 积 性 得 到 (9)。 为 证 实 Dra 的 一 致 可 
k= 0 k=0 

积 性 ， 我 们 估计 | 


显然 ， 
n-1 2 Inai 4 
E, (3 ria) <E, [> wal) 
.k=0 k=0 ) 
< E.( (ccy + > (e, 一 aad Y 
` k= 0 


/nl 1 
< 8E,la,ay, + 8E, [Ca 一 aa) . 
k=0 


Easa) 是 有 限 值 由 第 I 卷 第 二 章 $6 引 理 6 得 到 。 我 们 来 证 
明 第 二 个 被 加 项 的 有 界 体 ， 估 计 酸 率 


Q.Q) = P, PC 


设 
Š, 《cot = maa) 如 果 |z, stt 一 G, | < Ve, o 
š = 0, 如 果 C 一 Cta | > V C, 
那 末 f 
Qar) < P, {sup lanen =al >V] 
"- 1 
+P, Ë š, > rel, 
k=0 
但 
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. 名 一 1 š I ` = a m. . 
P, [Si > siel < >: P, ma 
k=0 Os 1 . - 


l+ 1 


< 2(r — 1e, 215, > 2(r — 1), 
全 一 了 


Se, > < > P, (Sa 


1i+2 


i+1 
< 2(r — 1)c, Dt > 2(r — J 
0 
5—1 
x spp, 51 £, > | | 
m -.1 
<] a>) 


x P, (Sa > 2(r 一 Del, 
因此 ， . 
P, (Sia > zre) < (se Ë: & > J) 
< Zup Eaa). 
其 次 ， 


sup la; ses — a,, | < 2suplesl, 


因为 a ER, UEFE I ERTES 2 的 公式 (18) (事实 上 ， 
我 们 利用 此 公式 在 连续 情形 的 类似 公式 ， 它 的 正确 性 在 卷 1 第 三 
章 $4 讨 论 ) 
P, [le >V | < LE. 
"<t c 
我 们 来 证 明 Ea” 对 所 有 r 是 有 限 的 且 按 z 一 致 有 界 。 设 选 
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Te% 
supP, {sup lasl >< Lup E laa) < L, 
x LEST p r 
那 末 , 记 为 首次 sup [au | 一 2 一 5 的 Mapkoas 时 间 , 将 有 
P,{suplo,| > 1) = P. (¿z < s,suplo, — a| > o} 
< LF _(sup|a, | > 2 — p), 
2 uxt 


于 是 
Psuplo|> hp} < $ 
由 此 不 等 式 得 o, 的 所 有 一 致 有 界 矩 存在 。 


这 样 ， | 
Q, 2re) < c supl Elaa} y + 22e"rsupE ar, 
YEG YEG : 


由 此 得 知 对 任意 7 存在 常数 4,, 使 

Qc) S 4. 

c 
就 是 说 ， 
E, (Eeen 一 nay) 

k=0 

按 一 致 有 界 。 这 就 完成 了 引 理 的 证 明 。 
推论 ”对 所 有 x, WE mEn tn mns 和 mara 


一 ta) > 0, 那 末 关于 测度 P, 在 均 方 意义 下 有 
CH = lim (argy 一 w Be 一 Pb.). 


现 证 明 , 如果 cc， 是 使 (5) 式 成 立 的 泛 函 ,其 中 ae hu BE 
wE pa. 为 此 只 要 对 W-A la, a) EEE Di UERR 
了 。 利 用 关于 测度 P. 在 均 方 收敛 意义 下 有 关系 式 


mm- 
(n) ( n) = E (a) — in) 3 
(oN, eT), = lim > CAMANA ai Ys 
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TUSH 
E, Ka™ a), — Catn,any,l 


m-i 


k Pr Ean, 一 a 一 lathan S ia 5 


一 z — aP (p) 12 
< imle, S laidas imk Oi akta + ort] 


1⁄4 
(m) WA (p) — pÍ’) 12 
x E, > [ei 一 i, + LA | 
k=0 
= {E l 一 aP PE la 一 aP PFR, (10) 


TE, 


mE, |(at9,a9y, — (P,a Ph] = 0, 
n, p>n 


因此 对 每 个 x 依 测度 P, E Cat, ty, 的 极限 存在 。 正 如 在 a, 
情形 一 样 ， 可 证 明 存 在 非 负 可 加 几乎 齐 次 泛 函 《cy, cy， 使 对 所 
r 
| imR.|Korosatoy — (apa) ] = 0 
对 
Ecosatoy = E,(at9y 
取 极 限 ， 得 证 
Ele 2 一 Eo. 
余下 要 证 明 (a,ay, 的 连续 性 , 设 * 是 某 个 Mapxcs 时 间 , 满 
EE :1， 如 得 到 式 (10) 那 样 ,可 作出 佑 计 
下 .| 《ace ,a aY, — la” a PY] 
< AE, lo 一 cp Ela — na, G) 
设 
r=, 如果 sup| ca》 一 (aP, co) | < s, Mi r= 
inf{s; Ka, a), 一 《acc07 | > 8}, 在 相反 情形 ， 那 末 
EP.{sup| (a ”oa 7) — 《oa'?),| > sy 


< E Kaa), — (atan, |, 
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FE, a), ， 依 概率 P。 对 于 * 一 致 收 全 于 《ww》,。 由 此 得 
(ea) 的 连续 性 ， 于 是 《ce 是 殉 - 泛 函 ， 于 是 证 明了 
定理 1 对 - 泛 函 的 集合 Ou 是 线性 空间 ,在 ai) — a, 收敛 
意义 下 它 是 完备 的 ,如 果 对 所 有 <€ G 
limE (a — a yt == 0 和 supE, (a; P< co, 
其 次 ， 考虑 小 M- 泛 函 的 随机 积分 。 利 用 第 一 章 $ 2 的 构造 


方法 ,可 对 适应 于 流 (5) IERE | PCDdusay < oo 的 函 
数 f 定义 | Fodar 


我 们 考虑 形 为 
| g(x )da, (12) 
的 更 罕 的 随机 积分 类 ,其 中 g(x) 是 满足 
supE, [f Pa ydkaya》 < oo (13) 


的 Borel 逊 数 ， 在 此 假设 下 积分 (127 也 可 看 作 1- 泛 函 《 更 确切 
地 ， 对 任意 +e C， 存 在 按 测度 P, 随机 等 价 于 这 个 随机 积分 的 
M- 沁 前 )。 

首先 假设 g(x) 是 * 的 连续 消 数 ， 

由 积分 的 定义 得 ,这 时 对 任意 x, 依 测度 P. 在 均 方 意义 下 


f Bx) des 一 lim DILET — ayl» 
° Ey 
os = G A 
(这 因为 
limE,| | g(x Jda, 一 > gxis )[at +a 一 aul) = 0.) 
EDS Çe, a) EWZA, 这 可 得 出 对 某 个 常数 a 和 ¿ 有 
Easo) <c 十 Cab, 从 而 
E, If g(<,)da, 一 > Elre )[oks +a 一 cu 
ka<: 
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< 2|elle + cz), ` (14) 
存在 正 数 名 (x) 使 对 一 切 x 8 1 K p< h(a) 有 


> LE i gC, )da, 
一 2 g(wujJlab+a 一 aga] ] < <27, (15) 
由 (15) 得 到 以 概率 P, = 1 关于 * 一 致 地 在 每 个 有 界 集 上 


t 
| er)de, = lim >; ELERA LADA) 一 Gk], Ció) 
>or 


Zhyl z)<t 


位 于 (16) 右 边 的 极限 记 为 LO). PRNL EE 1 时 那样 ,可 
证 T.G) 是 可 加 几乎 齐 次 泛 琉 ， 因 为 


EC OY = E(| edda) = E, [PaKa a), 
和 函数 
Css La) = | Paasa), 


是 W-Z, 而 EIO 一 0, 所 以 L.G) 是 M-20. 
如 果 现时 gCx) 是 使 关系 式 (13) 成 立 的 某 个 Borel 函数 , 且 
存在 连续 函数 序列 g,(x) ,使 


limE,|, lele) gs daa), = 0, | 
(17) 

supE, | gx) so); < co, 

x 0 


那 末 等 价 于 
| g,(x,)da, 


的 M- 泛 通 序列 收 剑 于 某 个 M- 泛 函 。 今 后 这 M- 泛 函 就 被 认为 
是 积分 


| g(z=,)da,,. 


现 来 证 明 对 所 有 有 界 Borel 函数 g(x) 存在 M-A alg) 
» 376， 


使 得 对 所 有 ,以 概率 P, — 1 有 
ae) = |' gr) 


以 多 记 存 在 对 应 的 MM- 泛 隙 的 函数 8 的 集合 , 那 末 . 久 包含 
所 有 连续 函数 且 每 个 有 界 收敛 函数 序列 z, 属于 多 , 它 的 极限 & 
也 属于 Z ,因为 由 g, ARRAT : 得 等 式 (17) 成 立 ， 因 此 多 
包含 所 有 有 界 Borel 函数 。 WR Ee 是 使 (13) 成 立 的 有 界 Borel 
函数 , 那 示 假设 

(zy 一 e 当 leel N, 
Nsign gle), 3 |g(z)] > N. 

因为 对 所 有 s, e 一 gG) 一 0 和 |g(x) 一 2"(x)| < g(x), 
所 以 我 们 有 


lim E, |. Lela) 一 psx )]'d4(a,ay, = 0, 
因此 ,在 Ou 中 
im f g™(a,)da, 


也 存在 , 即 是 ge 多 。 于 是 证 明了 
定理 2 设 a,€ Bux， 对 使 条 件 (13) 成 立 的 所 有 Borel 函数 
eC) FE M-TEB ale) ERRER P, = 1 对 所 有 :> 0 


a(g) 一 | gCz dos。 (18) 


今后 ， 位 于 (18) 右 边 的 随机 积分 就 将 视 为 这 个 M- 泛 函 ， 
注 1, 


(a8), ee》 一 | Ps) es0),, 


Cee) D) — P aG)nCa)a(a,ay,. 
注 2。 如果 & 和 & 是 Borl 函数 ,满足 
| iC) as) Koes), < oo, 
BR 
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COZ OOO 
特别 ,如 果 g > 0, 那 末 


= l ja 
0x | my (n). 


4- 泛 函 的 微分 法 ”我 们 需要 如 下 辅助 命题 。 
引 理 4 设 p, 和 7, 是 厂 - 泛 函 .如 果 存 在 可 测 函 数 g(s)， 
使 对 所 有 z 以 概率 P. — 1 有 


y, = | zG(s)do,, f 
那 末 存在 Borel 函数 &Cx) ,使 对 所 有 > 
P, fr, = | grad9.} = 1. 


证 。 因 为 对 所 有 o, p. 和 v, 是 连续 的 单调 函数 ,所 以 如 果 
$ . 





gC) 一 it — 7, 
09 一 Ps 


那 未 对 几乎 所 有 s GWE dp) HA ED = g(s)。 于 是 ， 
7, -= | Bs)dgps. 
设 


Bx) = E,lim 一 下 .5(0)。 


h40 
那 末 由 于 泛 函 7 和 FP 的 齐 次 性 
Etg(s)|S,) = E(9,8(0)13,) = E, 20) = (x,), 

由 过 程 的 弱 可 测 性 得 丽 数 g(x) 是 Borel 可 测 ， 

最 后 ,注意 到 由 于 第 H 卷 第 二 章 $ 6 引 理 2, 所 以 

P.{z(0) = &Cx)} = 1. 
因此 
P.{g(s) = 0,8(0) = 0, gCo) = Br)} = 1, 

518848 HE, 
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FIE- E) 如 果 P: 和 Y, ERA wW-ZA , 3 + 
i Y, = Y + y, 
其 中 7 和 7P 是 矿 - 泛 函 并 且 存 在 Borel 函数 gC), tE] 
7P = | Eldo» 
而 按 测 度 P。 对 几乎 所 有 o, Y2 对 p 是 :的 奇异 函数 。 
证 。 如 在 引 理 4 中 那样 构造 函数 pe). MBE v, 关于 o, 的 
绝对 连续 部 分 是 
r = | 2G249,< Ta 
因为 y E W-T= ñ: E.y: < E.r,, 显然 ， 奇异 部 分 Y) 一 Ye 
— v 是 非 负 的 , 且 作 为 可 加 齐 次 连续 泛 函 之 差 ， 它 也 是 可 加 章 
次 连续 泛 函 。 因 为 TP<, MAT? 也 是 w-ZA. 按 构造 
7? 是 对 p， 奇异 。 引 理 得 证 ， 
推论 1 如 果 7, 是 N-Z p, 是 W-E, WREE 
Borel 函数 &(x,), 使 得 
Y, = | gx)dqp, + yP 和 | l(a, idp; < co， 
其 中 7? 也 是 多 - 泛 函 , 它 对 p 奇异 。 这 时 如 果 7, 对 p 绝 
对 连续 ， 那 末 
r, = | aG), 
定理 3 设 mw 和 0, 是 M-E. 那 末 存在 Borel 函数 
g(x)， 使 得 i 
| lele ddlasa) < oo 
和 
(a, Py = | eb) da 0),. (19) 
证 。 由 于 上 面 引 理 的 推论 ,为 证 定理 ， 只 要 证 明 (a, p} 对 
Casa), Z WE 25. 
设 (cod) (ce, d,), `... (c | d.) 是 不 相交 的 区 间 组 。 那 末 
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由 于 引 理 3 的 推论 ， 
21,024 — (a, Pal 一 im S enp, — ai) 


°j=1 


x Gip, 一 Bx) , 
其 中 z = cj 十 二 (本 一 ci), AE 


k 
> |a, Pya — GospYel 


jf=1 


s Fa 一 Ge 人 
和 > 


Js i=0 


k saa 
>; D y — By 


imli iw0 
T k 7 a 
211, — (a,ay;] 5 ICB, BYai— (0,051. 
由 后 一 不 等 式 得 知 对 直线 上 所 有 Borel 集 
o | < Jf ko a) f, ds Bi 
因此 Casp), 关于 (asa) 绝对 连续 。 定 理 得 证 。 
今后 将 满足 (19) 的 函数 g(x) 记 为 ĈE). 因此 


la, p), = |i 2E Cs) des0),. (20) 


如 果 对 所 有 * 和 上 以 概率 P. = 1 A lapy 一 0, BRR 
个 M-A e M 0 EEZ. 
由 等 式 
Eap, 一 ECa,pY, 
得 知 Ep 一 0 是 a, 和 8， 正 交 的 必要 条 件 。 我 们 来 证 这 也 
是 充分 的 ， 设 此 条 件 成 立 ， 那 末 
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Ela + pY = Ent Epi — Eloa,0), + EE) 
于 是 ,由 于 对 应 于 M-A W-Z, 
(a 十 bsa + B), = (asa) + 《8,8 
因此 ， CAD = 0, 
引 理 6 设 zG) 和 gz(x) 是 两 个 函数 , 使 得 存在 随机 积分 


alg) 一 | eCe )do,, FACH, = [eldas 
存在 ， 那 末 


(aCe) PD) 一 | gz) ud de py. GD 
证 . 先 假设 < 和 8 正 交 ， 我 们 来 证 明 ala) 和 A) EE 


交 ， 
如 果 & 和 e RBK 
Ea, Cg): Ce) = lim ESg(x,) [or, 一 an] 
x TACITA 本 Ba] = 0 
(0 = s < s, < +: * < ç, = t, max(siti 一 s) > 0), 


这 因为 由 a 和 8 的 正 交 性 得 
E, C agy u a [Pa — Padl |S,,) 
-= E.E., Cif sts = 0, 


利用 连续 函数 取 极 限 ( 正 如 证 明定 理 2 BF), ER e AI 8 
正 交 就 有 
E.a,(g.)8,(z,) = 0, 
现 设 8, = pP + eP, ith pP 正 交 os 而 


pP 一 Í f(x, Jda 
那么 . 
Pele) = BP Ce) + eCa), 
同时 0202) 正 交 于 ale). RÆK alg), 00200) 一 0。 因 
此 
Cale) P(g), 一 Cale) BP Ce) = Cale) salig) Ye 
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= aC), ay, 
但 
(os = Caa) = | Hs) das a),, 
因此 ,如 果 上 面 利用 到 的 p， 展 式 是 正确 的 ,就 得 证 式 (21)， 
W JG) 一 SEa), BR 


pP = p, — | 2 Cede (22) 


Cap?) = Cap» 一 | 2 08 (xr) dasa), 一 0， 


BÆ, g ERF wm。 引 理 得 证 。 
注 1。 从 6 出 发 ,构造 出 正 交 于 a, 的 M- 泛 函 的 公式 (22) 
可 用 如 下 方式 推广 ， 设 a, a 是 MM- 泛 函 的 某 一 序列 ， 那 
* 
pE = afb — >J 2 (xdpp，A> S, 


BY = aP, 
构成 两 两 正 交 的 函数 序列 。 这 可 用 归纳 法 验证 : 如 果 pP, ts 
pÀ AREZ IRA j < k BJ 


(tb guy, = (at. guy, — (2 Qo ey, Yd BP, BDY, = 0, 


OB) 
还 容易 建立 如 下 不 等 式 : 


SI (ea oaa < ert 0 


注 2。 当 oe, s= 0 时 ,我 们 将 认为 


986 a0, 
Da 
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定义 M- 泛 函 B, METZA a 如 果 
p= | Ex) de. 


EAL ZRA pP eP METERA Asa, WME 
对 所 有 可 找到 之 1 和 函数 z(a)... g.) 使 得 


s= PGD, (25) 


两 个 泛 函 组 {0P m 1,22... 和 {Pim 1,2,1} 称 为 
等 价 的 , 如 果 它 们 中 的 每 一 个 从 属于 另 一 个 

由 等 式 (23) 定 义 的 泛 函 pi 从 属于 组 {op > i= 12 
这 易 由 归纳 法 建立 ， 即 验证 Ai 能 用 a, aP 及 5 的 
ARH, H K = lE. WR pP 当 iki 能 用 a 

…，o 包 表 出 , 那 示 公式 (23) 表 明 ，p 能 用 oP, at RBS 
方面 ， 





afb = BID + S| 2e OB P (epdp. 


于 是 下 面 的 定理 是 正确 的 . 

定理 4 对 所 有 M- 泛 函 序列 存在 等 价 于 它 的 两 两 正 交 的 
MM- 泛 水 序列 ， 

两 两 正 交 的 MM- 泛 函 序 列 (a, k= 1, 2,1} RIE $y 
中 的 基 , 如 果 对 所 有 M-A B, 


B, = >í a Galo, (26) 


其 中 级 数 的 收 区 性 了 解 为 在 Mu HORRET. 

RWA AT 1 …} 在 By 是 闭 的 ， 如 果 不 存 

ATIA pb 的 重 于 0 的 M-AR T. 

“em, 等 价 序列 同时 是 闭 的 ， 如 果 两 两 正 交 的 _M- 泛 函 序列 
(ab k= 1,2} 是 闭 的 ， 那 来 它 是 基 ， 事 夹 上 ， 对 M- 泛 函 
Prs 级 数 
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>) 25 Dda? 


k=l 


在 gx Pki NAH s> p, np 一 œ 时 
KE: ohf w N 
(Bl Cx Jda, >|. Bs de ) 


Oa 
t 





x >J [2E n (| (tb db》 — 0, 
这 是 由 于 不 等 式 


a Ea da E G, ye] 


-EDS (2E e) Kat, 


< E.(6,8>, _ 
《这 不 等 式 类 似 于 (24))。 现 在 考虑 M-A 


#, — > | Ey Idah. 


容易 验证 , 它 正 交 于 所 有 ott? ， 于 是 等 于 0 。 由 此 也 得 (26), 即 是 
(b, k = 1,2,.…、.} 是 Dy 中 的 基 。 
现 证 明 在 By 中 存在 闭 序列 16 名 }。 从 而 基 的 存在 将 得 到 证 
HH. 
在 Z, 中 选取 这 样 的 沪 数 序列 {fi(x) ,一 1,2,.…-}, 在 有 
界 收敛 下 它 的 闵 包 含有 全 体 连 续 函 数 。 其 次 , 设 


1 thay h -. 
galr(y) _ H fel) ds, |== 2", 
r 取 遍 所 有 非 负 有 理 数 ， 
显然 函数 集 lo. r 是 可 数 的 。 用 一 个 自然 数 标 码 记 这 些 


Sapsi [pi P2": H 
令 
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pt) ™ Ple) 一 g, (x) 一 ApC, dse 
设 0, 是 满足 
Epp = 0 
的 M-E. HD 
EspD. = Eb, j. Aog,(x,)ds 


= E. BApilr) ds 
类 似 地 , 当 s < : Hh] 
Erpe — 8,1 = Esh (Bs — Aq) du 
于 是 ， | 
|E,p,(z)[8, — Bll < lAg,IVE,G@,— Y G — 9. 
设 <, s + h, < t. 这 时 ,如 果 # 一 :是 有 理 数 , 那 末 
[Epa(x) [Brs, 一 gll = IET, -r p Ç=, + ha) 
x [Pitan = gli < lAT,_,-, P3] VE., = 8 F has 
但 iT， AQ < Apl TE, m: 0<s, <à, 和 H 
整数 ， 那 末 
IE, pC). < |E,o,(x,)8.,1 
+ >: |E.p (z LB, ++, 一 Peptid 


E F+ lh, <t 
< lp lV Es, + lAo,l 
x >; VE, [Bentan 一 B. +I, 2 Aa 
ta +!h <: 
因为 Elpo 一 0, 有 界 且 趋 于 零 ， 所 以 最 后 的 表示 式 也 趋 于 
零 ， 因 而 证 明了 
下 .pk(x')p， 一 0, 
利用 取 极 限 ,可 证 对 任意 Borel 函数 p) 和 对 每 个 z 有 
E,p(x,)B, = 0, 
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设 二 天 六 < … <u MRA r<: 时 ， 
Ef Ca, Jo t Fier Dl, = Esf Cx) e I Ba 
Ef.Cx,,) n -ja 
+ Efe) hian Er, AEri Bim 
= Efan) firt T aaea ee 
于 是 ， 
Enf Ce) Cn) = 0, 
但 8, 是 S-N. 因此 由 后 一 关系 式 就 得 M.S: 一 0。 因 而 被 
考虑 的 组 的 封闭 性 得 证 。 就 是 说 下 面 的 定理 是 正确 的 ， 
定理 5 在 Ó, 中 存在 基 . 
RAZA. 过程 的 秩 
X M-ZA 称 为 极 大 的 ， 如 果 由 a METE- 
B, 推 得 B, 也 从 属于 Oga 
引 理 7 设 de, = 1,2, -.-.) 是 Ou 中 的 基 , 而 ¿09 
和 级 数 


>; cro = p, (27) 
在 x” 中 收敛 。 那 末 $ 是 极 大 泛 函 ， 
证 ， 设 É 依从 于 某 一 - 泛 函 Te: 
一 | 96 (z 
B, [ ôy ( dT, 


那 末 ， 利 用 表示 式 


T v, = >| e gga Edda, 


求 得 





-5f 2 AO AO (28) 


比较 (C27) 和 (28), 我 们 见 到 按 测 度 dlat,at), 几乎 处 处 


E Ca) Be G) = e. 
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因此 , 按 测 度 datt, LFA 
ap ð xt) = Ç 3E z ~! 
ôy (x,) = 0, Y ( ,) (£ ( d) . 


ĝa 





于 是 


n = | ma E) == | (GE E) de 
EZE r, 从 属于 pe SIRE. 

注 ， 在 引 更 的 证 明 过 程 中 ， 确 立 了 如 下 事实 : Ap 是 从 属 
FER 7， 的 极 大 泛 函 时 


SFO) 一 (zo) . 


显然 , WR 0, 是 从 属于 M-E v, WEKEZA, WRK v, 也 是 
极 大 泛 函 ,因为 如 果 r METERA 2.，, 那 末 p 也 从 属于 ôo W 
是 说 , d, 从 属于 6, 和 re 因此 极 大 泛 函 的 从 属 关系 就 是 等 价 关 
系 。 

我 们 来 研究 极 大 泛 函 类 的 丰富 程度 。 

引 理 8 如 果 a 是 某 个 M-A, 而 L PRAZA, WRK 
Kasay 关于 CPP? 绝对 连续 。 

证 。 设 

(wa) = pP + p), BBJ b+ pP, 

其 中 pP 绝对 连续 ,而 p 关于 CBB) AF, ph) RETF Caray 
绝对 连续 ,而 必 ? 奇异 ， 由 引 理 5 得 知 这 样 的 表示 是 可 能 的 。 

令 >, = (aa), 十 《48,8),。 因为 9 和 AP 关于 v, 绝对 
连续 ,所 以 由 于 引 理 4, 存 在 非 负 Borel 函数 LE), gl) E 


Ü ; ' 
pi” 一 0 f;iCx, dy,, pP = | g (=,)d,, 


这 时 , 按 测度 dv， 几乎 处 处 
h(z,)[ gx,) + g2(x;)] = 0, g(x) [fiCx,) 十 f(x,)] =- 0, 
设 


ñ, = P, + 人 k(x) da,, 
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其 中 (z) 一 1, 如 果 f(x) > 0, klx) 一 0， 如 果 fl) = 0, I 
于 等 式 


E.[| kz)d8 Y = E, 人 CsD4p:6y 
= EE. kCal) + gC) ld», = 0, 
所 以 
| ACAR, = | kledde, + | RCsddn = | kG), 


于 是 我 们 有 
p= A, — | Kadia, = B, — | RC)dB 
因此 8, 从 属于 8,. 但 同时 8, 也 从 属于 5. TE, 


(B, BY, = | (GE G) e, p. 
但 g, 和 | kdo, EZ. FÆ 
CB, BY, = (8, B) + | Ks,) das0), 


= (BB) + p”. 

因为 《3,8), KFT (0,02, 绝对 连续 ,所 以 pP ERF p) 绝 
对 连续 ， 于 是 ，q)? 一 0《 因 为 按 构 造 ，p92 关于 〈8 ,8》 奇异 ). 
AMET (aa) 关于 《8,8》， 绝对 连续 , 引 理 得 证 ， 

推 沦 1 如 果 e, 和 A BERKER, WR lara) R (A, 
p) 相互 绝对 连续 。 

推论 2 设 a 是 极 大 泛 函 ,而 L 是 M-Á, (asa) 关于 
《86;8 绝对 连续 。 那 末 8, WERKA, 

事实 上 ,如 果 0, 从 属于 7,, 那 未 《8, 8》 XT TT) 绝对 
连续 ， 由 于 引 理 8， 关于 《a, ay, 也 绝对 连续 。 于 是 《8，8》 和 
(r,r) 相互 绝对 连续 ， 

因为 
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(og pp), — (88 (sy 
fı | By kx 7)d7,， 7 yy》 (3E (x)) , 
所 以 按 AYT) 5 (e) 几乎 处 处 是 正 的 。 因 此 
_ f (3g N ~ 
Y: | E C) ) d,s 
BEZA Y， 从 属于 ba 6, 的 极 大 性 得 证 。 
ES W-Z 8 称 为 标准 型 泛 函 ,如 果 8 一 《a,a),, 其 中 
oY 是 其 个 极 大 泛 国 ， 
HHE 1 # 2 得 
定理 8 为 使 M-ZA m 是 极 大 的 充分 必要 条 件 是 《cy ay, 
HER AENA. 
注 。 如 果 ó, 是 标准 型 泛 函 和 W-E 7， 有 形式 
Y, = f gCxs )d6,, 
其 中 g(x,) 按 测度 dò, 几乎 处 处 是 正 的 , 那 末 v, 也 是 标准 型 泛 
PB, 
事实 上 ,如 果 5: = (asa) BBR Y, = 《8,8 其 中 
6, = l Vele) da,, 
和 由 推论 2 得 6, ERKKI. 
定理 7 对 所 有 M-A a FERKA Bis 使 Ar 从 属于 
fre 
证 。 设 0, 是 某 个 极 大 泛 沙 ， 那 未 《a,a)， XF (Ë, B) 绝 
对 连续 。 于 是 ， 
(as a), = | ECAP) 
设 f(x) g (a) = 1, 如 果 g> 0, 1] 一 0, 如果 g= 0, 设 《5 52 一 
y 十 yP EH r? XF (aa), 绝对 连续 , 而 TP RTF (ay 
奇异 。 那 末 
@, p, — | Kadara), + 7$; 
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1 是 关于 《8,8》 绝对 连续 且 

Y — | MDAA B)s 
其 中 h(x) 一 0, 如 果 f> 0, h(x) 一 1, 如 果 1 一 0。 现 设 

Bi a + | bx)dB,, 
我 们 发 现 

o, = | G — hw))de. 
事实 上 ， 如 果 
n, = | h(x,)do,, 
那 末 由 于 hg 一 0, 所 以 
(a, ay, 一 | PGDE) — 0, 
又 因为 《1 一 hx))h(x) = 0, 所 以 
(y, = Cay + | EDEB), 


+ 中 (1 一 hx ) hl) do,B), 


= | [eÇ x.) + h(x) 25， BY,。 
因为 glx) + h(x) 之 0: 所 以 (6.6, 关于 《8,8), 绝对 连续 ， 也 
REH, L 是 极 大 型 泛 函 。 因 为 
f 《1 — A(x,))d8, = [ (1 一 A(x,))da, 
+ | Q — MEDIAC, d8, = o, 
MAZA a MEF be 
EREE, 
推论 ”存在 极 大 泛 函 的 完备 系 。 


为 将 它 构 造 出 , 首先 需 选 出 M-A “和 的 完备 系 ， 然 后 对 
每 个 ab 找 出 极 大 泛 函 bp 名 ,使 sb 从 属于 8 
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我 们 称 好 - 泛 菌 序列 at, ,oa 是 满 秩 的 ， 如 果 对 此 
个 n ER a 不 从 属于 组 {0e sby, 
我 们 来 选取 某 个 完备 的 满 秩 极 大 泛 函 序列 p,p 
考虑 年 阵 
86 -0038 Ca， 











agp” OF 
so | (i) 

DO 一 | 3 gg -jamol G> 
8p? 8 | 





在 序列 (6) 中 有 多 少 个 泛 函 ,矩阵 就 有 多 少 行 和 列 ， 如 果 1， 
“,B'"” ,是 另外 的 某 个 完备 满 秩 的 极 大 泛 函 序列 ,而 DCx) 如 
同 (29) 一 样 是 此 序列 构造 出 的 矩阵 , 那 末 
D(x) = C(x)D(x) C(x), (30) 
其 中 





C(x) 一 FAG] 
H j 





, C.G) 一 AO 





同样 地 
DG) = CD CGO. GD 
关系 式 (30) 和 (31) 表 明 ， BE D) 在 点 z ERK kaho py 
列 (00) 的 选取 ， 记 这 个 秩 为 Cx) 并 称 为 过 程 在 点 = 的 秩 . 
注意 ， 函 数 
8 i) 8 i) 8 ŝi) 88: 
a. G), BE G), ET G), Bl G) 
被 确定 到 按 da, 测度 为 零 的 集合 ， 其 中 o EIB, 
r(x) 被 确定 到 满足 如 下 条 件 集合 4: 对 一 切 s 
[r Xala do, = 0 
(x4 是 集合 4 的 示 性 函数 )， 特 别 , 在 某 个 相似 形式 的 集合 上 ， 和 
可 能 是 不 确定 的 。 当 过 程 没有 异 于 0 的 M-AN, HUNAR 
的 秩 等 于 0, | 
时 间 的 随机 代 换 “如 果 s, 是 某 个 正 的 可 加 连续 泛 函 ， 而 r 
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由 等 式 n 一 + 所 定义 , 那 末 过 程 y, = *,, 也 是 在 G 中 的 连续 强 
Mapxos 过 程 ( 见 第 II 卷 第 二 章 $ 6), 

引 理 9 WẸ r, ENE z, 的 WW- 泛 函 ， 那 末 了, 一 7。 是 
过 程 y, 的 王 - 泛 函 。 

证 。 如 果 N, 是 由 变量 z,, s< 1， 所 生成 的 ec 代数， 而 
.分 是 由 变量 y,, ° < :， 所 生成 的 o- 代 数 , 那 末 ACN a 而 
变量 7, 是 .fr。- 可 测 ， 即 +, 是 . 作 ,- 可 测 。 7,， 的 连续 性 显 
然 ， 

设 ó, 是 对 过 程 y, 的 位 移 算 子 。 因为 变量 x, 3u r, 同时 
是 .人 -可 测 , 所 以 算 子 ó, 在 它们 上 面 有 定义 ， 易 见 

Dox。 = x 


现 设 7, 形 为 


sth? 6,7, = Tita 一 The 


Te = j zg(x.)du, (32) 
其 中 & 是 连续 函数 ， 那 末 
r, = |“ C) = | gre)dr, 


= lim >; ECs, Da = Tii)? 
n> k=1 tk 


其 中 H = 。 因 此 


R 
6,7;,, = lim Dy Cx 12) Tats 一 Tita) 
no kl 


t+h r 
= | ECx dr, = | t g(x, )du 
. T4 


= Y,,,, Tre 
mE z 是 连续 函数 ， 那 末 我 们 对 形 为 (32) 的 泛 函 7Y， 建 立 公 
式 
OT = Ya, 一 了。 (33) 


Te t#+ J Tje 


在 函数 & ARAE FAAA A tE , EMR r 有 
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形式 (323， 其 中 中 ER Borei AAt, 那 未 (33) 是 正确 的 .但 
由 于 第 H 卷 第 二 章 $6 定理 1， 所 有 W-E AGJA 
的 极限 ,其 中 8 EAJ Borel 函数 ,因而 对 任意 W- viH 
了 (33) 式 。 

我 们 来 证 明 ,》， 是 连续 非 负 可 加 泛 函 ,为 证 实 它 是 W-Z, 
我 们 注意 

了 上 .7。 < E,r<, 
而 、 
supE, Ye < C (sup Et +1), (34) 
其 中 《是 过 程 截断 的 时 间 〈 由 G 走 出 的 首次 时 间 )。 BIFAT 
Cı 
Er, < C(t+1) 

得 到 不 等 式 (34)， 按 假设 ，supE. < o. 


引 理 得 证 ， 

引 理 10 ”如 果 a, 是 过 程 x, 的 MM- 泛 函 , WEK & 一 a, 是 
过 程 y, 的 M- 泛 函 , 而 且 

(é,áy, 一 《cc (35) 

证 ，. 信 -可 测 性 和 连续 性 如 上 引 理 那样 证 明 。 由 第 一 章 $ 1 
定理 6 和 引 理 3 推 得 é, ERREG), 

KA laa) 是 WW- 泛 函 , 所 以 由 于 引 理 9, (ca 是 W-E 
函 。 余 下 要 验证 & 是 可 加 泛 函 , 即 


ba, = Âr — Gs (36) 
其 中 ó, 是 对 于 过 程 n 的 位 移 算 子 ， 
先 假设 
a, = IG) — fm) — È Af), (37) 


其 中 了 是 D, 中 某 个 泛 函 ， 那 么 
av = Kan) — IG) — |” Aade. 
因此 ,由 于 算 子 ó, WER: irn 一 xsi 还 有 适用 于 泛 函 
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n= | AGa 
的 公式 (33), 所 以 
Gtr == Feten) 一 Kær) 一 Aflx ds. 


因此 ,对 形 为 (37) 的 泛 函 得 证 式 (36). 余 下 只 要 注意 形 为 (37) 
的 泛 函 在 By 中 完备 就 可 以 了 . 
引 理 得 证 。 
推论 1 如 果 m 和 p 是 过 程 x, 的 M- 泛 函 ， 
到 一 cc Ë, = Bas 


IBR 
ĝa Od 
< 一 (xz) 一 -一 (x)。 (38) 
ôg i aĝ 


事实 上 ,如 果 学 四 = g(x), 那 末 


(as a), = | EDEA) 
因此 
(a, ay 一 | EIKE) 一 | Eler DKE, 


| g(y)d(Óñ, ÊY» 
即 是 
a) = z(y). 

推论 2 ARARIRE, WZA W-2A, 而 
计 - 泛 隶 变 换 为 M-A, —e M-AR- M-AR 
不 改变 , 正 交 变换 为 正 交 , 极 大 泛 函 变换 为 极 大 泛 了 六， 完备 系 变换 
为 完备 系 ， 基 变换 为 基 。 

现 设 ó, 是 使 所 有 标准 泛 函 对 于 它 是 绝对 连续 的 正 泛 辆 。( 如 
果 存 在 正 的 标准 泛 函 ， 那 末 它 可 取 作 5,， 在 相反 情形 可 设 5 一 
1 十 7,， 其 中 7, 是 某 个 标准 证 函 . ) 如 果 利 用 泛 函 作 随 机 代 换 , BB 
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宋 所 有 标准 泛 冰 7Y， 变 换 为 关于 ó,= 8, 一 + 绝对 连续 的 泛 函 
7,; 即 是 ,由 此 可 见 所 有 标准 泛 函 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 ， 
于 是 对 所 有 过 程 y, 的 M-A h FERR g) 使 


lâ, â}, = f gyds, (39) 


在 这 样 的 时 间 随 机 代 换 后 得 到 的 过 程 y， 将 称 为 有 绝对 连续 标准 
泛 函 的 过 程 。 

定理 8 设 y, 是 有 绝对 连续 标准 泛 函 的 过 程 .如 果 poto 
PaE DA, 其 中 À 是 过 程 % 的 拟 生 成 算 子 和 FOr tsn) Æ 
二 次 连续 可 微 函数 , 那 末 PFCp Pa) E ZA 和 


m 


N BF 
AF(q,,:…, Pn) 一 >; 《pe 人 
1 k 





1 — BzF . 
+ >: anan O » Pm) boig? (40) 
其 中 boel) 由 等 式 
(airat) 一 | bonny dds (41) 
pi) — Pil) 一 | 4o,G)25, (42) 


MEX. 

证 ， 首 先 注 意 ， 由 (aš, ak, 关于 (e, a)i 的 绝对 连续 性 和 
公式 (39) 得 函数 bee 的 存在 性 。 应 用 伊 茧 公式 (第 一 章 $ 3 定 
理 1) 于 函数 

ECOD pa = P pO) + a + È ipod 

-t3 ACO) + = + | Apn ys) ds )， 
求 得 

FCPI) stts pn)) = F(0.G a AGO) 

+ | BEFRO) pa) Lat + Apaly) ds 
Git C... 5 5 5 
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十 了 >: nC Py) ` s Pn) dat, dY 
k=: 


_ F(Q(yo) ° .. , Pal YD) 


+ >J F, CAYCOD `, p x (y )) dat 
+ | P F. Cpi(y) , g (y))À o, (y) 
k=1 


+> pC o POD bora) |a. 


2 i 
两 边 取 数 学 期 望 得 证 定理 的 正确 性 。 

假设 如 下 条 件 成 并 : 

(A) 对 每 个 点 * € G 可 找到 邻 域 G, EE G, 的 闭 包 中 可 
SARF ZA 的 坐标 pitts pn。 

我 们 来 考虑 过 程 y, 它 是 y, 被 从 域 G, 走出 的 首次 时 间 g% 
截断 而 得 到 的 过 程 。 对 任意 二 次 连续 可 微 亢 数 FG, +. ,tm) 和 
时 刻 + <¿, 由 于 伊 蕨 公式 ,我 们 有 

Fly , p. (y) = FPO) ` pm(y0)) 


+ |F GG), Pada 
+ "P PFC PaO DDA p) 


+— D UFAC ASPIR ` pa OID boa O ds, 
2 jz 1 
也 就 是 ， 
E FCPO) ts gms)) 一 FUO) 9m(Cy)) 


tE, | LEPC ts pa) 1Q,)dss (43) 
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其 中 


ZIRCp ts Pa] O) 一 DF (pC), paly)) dly), 
k=1 


++ DFG) PaE)» 
k. j=! 


&(y)= Ap) hi) = bopa O). 

考虑 由 关系 x 一 ilkx)，"… p G) 所 定义 的 在 GCR" 
HAIER UG). 在 此 映 象 下 集合 G， 双 方 单 值 和 连续 地 映 为 
R” HEDERA G1, 于 是 

t, = U(9,) 

是 Mapon 过 程 ,而 且 在 截断 时 刻 £, to RT AR. 

由 (43) 得 知 对 在 G, 中 所 有 二 次 连续 可 微 函数 F(x) 和 Map- 
K0B 时 间 + < 上， 关系 式 


Ë FG) = Fle) + "LLPICG)ds (44) 
其 中 下。 是 对 过 程 + 的 数学 期 望 ， 
LIFI) = Š: aE G) 


1 < OF 
士 > 之 bi) Eig ， (45) 
a, (U (z)) = h(x), KG)) 一 bile) 
x" JÉ z fE 统 ” 中 的 坐标 ， 

公式 (44) 和 (45) 表 明 ， 对 过 程 +, 来 说 拟 特征 算 子 定义 在 全 
体 二 次 连续 可 微 冰 数 上 而 且 是 二 阶 可 微 算 子 ， 即 是 有 如 在 扩散 过 
程 时 同样 的 形式 ， 

我 们 来 证 明 ， 过 程 +, 满足 某 个 随机 微分 方程 。 为 此 我 们 先 
注意 ,对 于 过 程 j 和 名， 厂 - 泛 函 和 M- 泛 疯 类 相同 ， 因 为 由 它 
们 所 生 成 的 o- 代 数 相 闻 。 

由 关系 式 (42) 求 出 
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t 
“ë — i — J a, ($ )ds + &, (46) 
0 . 


其 中 d 是 过 程 多 的 某 个 M- 泛 函 ( 它 由 泛 函 z 用 自然 方式 得 
F), $ 是 +, 的 第 :个 坐标 。 

引 理 11 WRR (A) 成 立 ， 那 末 由 等 式 (46) 定 义 的 d, 
i= 1,-……,m，、 构 成 对 - 泛 函 的 完备 系 。 

证 。 设 fp, ENE $, 的 M- 泛 函 , 它 正 交 于 所 有 泛 函 d. I 
末 对 全 体 二 次 连续 可 微 函 数 F(x) ,由 等 式 


FG) 一 FG) 十 | LUFI )ds + >f E G), 


Z, 


得 出 
Eg,F (2) = Êg, [ LIF IC, Jas. 


如 在 证 明定 理 5 时 一 样 ,由 此 关系 式 可 得 ,对 所 有 二 次 连续 可 微 函 
数 Fl) 
E.p,F(2,) = 0, 

于 是 ,对 所 有 人 连续 函数 F(x) 也 成 立 。 由 此 (正如 在 定理 5 一 样 )， 
E.s = 0. 

引 理 得 证 . 

推论 ”过程 +, 的 秩 不 超过 着. 

这 由 含有 ?个 元 素 的 M- 泛 函 的 完备 系 的 存在 得 到 。 

定理 9 WRR (A) 成 立 , 那 末 存 在 关于 c- 代 数 流 N, 
的 m- Wiener JE, HERR a) 和 算 子 函数 B) 使 对 
t < ¿ i 








4 一 名 一 | oo0d + | Bs) dw), (47) 
证 ， 由 等 式 (46) 出 发 ， 设 M- 泛 函 0 GEZER d 构造 
而 得 : 
l= ĝl = _ SA ír 0 i 
pi= 4, t = d! >| OTE 


k= 2,*:** ,19 
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而 加 Ce) 由 等 式 
《ppt = È Eads 
所 定义 和 
= {r; $ x) > 0}. 
BRDO aC) 是 独立 于 pi 和 相互 独立 的 一 维 Wiener 











过 程 ， 
令 
wd -| a- EDRO 
+ Xs (x) dlt. 
| ' Z= 
易 见 wt(z) ERME 
G, y = | ü — ee 
+ | z, G) 二 -wptpt = s, 
Ke ) 


当天 了 时 《wt,wh), = 0， 因 为 Diib 和 8: 两 两 正 交 ， 因 
此 由 于 $ 1 定理 1 推论 2, 带 坐标 wa), ewr) 的 mw- 维 过 程 
w(t) 是 m- 维 Wiener H, 

其 次 注意 到 


~ [VEGS stl). 
于 是 ， 
一 | VEC) divtls) 
+ zix OON 
因此 , 118 Er TAB: BERA” 中 B(<)= |o; (z), 
其 中 ol) = og VB), 当 ; <j i= 0, i> j 
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定理 得 证 ， 

于 是 在 定理 9 的 条 件 中 ， 过 程 在 某 些 坐 标 局 部 地 与 随机 微分 
方程 的 解 相 等 ， 即 过 程 是 (局 部 ) 扩 散 过 程 。 所 引起 的 问题 是 什么 
时 候 能 利用 时 间 的 随机 代 换 和 空间 的 单 值 连续 映 象 将 给 出 的 过 程 
《局 部 地 ) 变 换 为 扩散 过 程 。 为 给 出 这 向 题 的 答案 ， 我 们 引 人 一 个 
有 用 的 概念 。 

iz x, EEK CCOR” 的 某 个 Mapkos 过 程 , 它 满足 在 本 
节 开 始 时 所 列举 的 条 件 。 定义 在 G 上 满足 下 面条 件 的 有 界 连 续 函 
数 f 的 集合 记 为 @%:.fe 多， 如 果 存 在 w- 1, 和 M-E 
os 使 得 

Fe — IG) = 7, + u. (48) 
正如 在 上 面 已 经 证 明 的 ,对 f€ Za WR 


Y, 一 人 Aflx,) ds, 


那 末 表示 式 (48) 成 立 ， 因 此 2D2 ,. RAE y, 是 由 x, 用 时 
间 的 随机 代 换 得 到 的 过 程 ; y, = x.,。 那 未 对 IEZ 有 
10) 一 f(y0) = fx:,) 一 f(r) = Y,, + er. 

但 由 引 理 9 和 引 理 10，7,， 和 a, 分 别 是 过 程 y, 的 环 - 泛 函 和 
M- 泛 函 。 因 此 ,在 时 间 的 随机 代 换 下 类 2 变换 为 自身 。 

定理 10 如 果 <, 是 Mapkos 过 程 ， 使 得 在 区 域 G 存 在 属于 
D 的 坐标 1,…… ,f，,， 那 未 存在 时 间 的 随机 代 换 r EIE 名 二 
lent t ,fa(x:,)) ER G, 的 扩散 过 程 ， 其 中 G, 是 在 映 象 
x— Cfl) ttf a) FCR. 

证 。 不 泉 一 般 性 ,可 认为 f,G) 一 x' 是 点 * 的 坐标 。 

设 

xi — x! = Yi + a, 

作 时 间 随 机 代 换 z, rB z, 是 方程 6, 一 上 的 解 , 而 5, 是 W- 
泛 函 ,对 于 一 切 i, ri 和 《oo 关于 它 绝 对 连续 。 如 果 rim 
Yt — ri", rit 是 W-Z, BRIR 
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8, = : + Ot tr + a,0),), 
i=l 
设 
bi ri, Pim YL, ái =m ob, 
那 末 
ti — ti == y: + 6, 
以 及 ?i m Edy 关于 + 绝对 连续 ， 于 是 
t 
+ — 4 — | ai($,) ds + ë, (49) 
0 


其 中 al) 是 某 个 Borei 函数 。 利用 此 表示 式 ， 正 如 定理 9 一 
样 ,可 以 证 明 存 在 m-2 Wiener 过 程 ， 使 对 某 个 aG) 和 B) 
方程 (47) 成 立 。 

定理 得 证 。 

在 v phg Z! 是 其 序 与 这 空间 的 拓扑 相 一致 
的 有 序 空间 。 这 个 事实 使 得 能 在 更 为 弱 得 多 的 假设 下 研究 A rh 
的 连续 Maprca 过 程 的 构造 。 定义 在 某 个 区 间 ACA 中 的 连 
续 过 程 x, 被 加 上 的 唯一 条 件 是 强 MapgoB 性 。 

设 x,y € 人 ,如 果 





P,{zr, < ©} > 0, 
则 称 点 7 是 从 点 * 可 a 到达 的 ， 其 中 z, EEA 8 y 的 首次 时 
闻 ( 它 是 Mapkos 时 间 )， 设 A, 是 点 * 可 到 达 的 点 ?的 集合 . 易 . 
见 A, 是 区 间 ( 开 的 ， 半 开 或 闭 的 )。 这 由 如 下 事实 得 到 ; 在 由 点 
z 到 点 ?的 路 程 上 过 程 通过 了 位 于 x* 和 y 之 间 的 所 有 点 。 如果 
z€ A,, PK ACA. 

我 们 称 点 * 为 正则 的 。 如果 : D * 是 A, 的 内 点 ,2) 存在 
z < z< x, zm € Ars 使 z€ Aro x€ A,.. 

如 果 条 件 2) 成 立 , 那 末 区 间 [x,,xz] 的 每 个 点 可 由 任何 其 它 
点 所 到 达 , 事 实 上 ,由 x, 可 到 达 * 意味 着 由 区 间 [x,，x] 的 所 有 
点 可 到 达 *。 由 区 间 [x, z,| 的 所 有 点 可 到 达 “也 完全 一 样 ， 即 
是 由 [x1 x2] 任意 点 可 到 达 z 和 由 x 可 到 达 [xz] 的 任意 点 。 
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设 
or = inf[y: y € A, P {re < ©} > 0], 
Pr = sup[y:y € Ars P,(r, < œ} > 01, 
当 * 是 正则 点 时 区 闻 (r 0.) 不 空 且 包含 r. 它 称 为 过 程 包含 
点 + 的 正则 区 间 。 在 本 段 主要 注意 力 在 于 研究 正则 区 间 的 过 程 . 
先 考察 非 正则 性 的 可 能 有 的 特征 ， 
WR r ETEMA, PREL FEWR ZAARA: 
Q) Vy< x, Ptry < ©} = 0, 
(IË Vy > x, Piir, < co = 0, 
GI) Vy < x, P,(r, < oy = 0, 
(IV) Vy < x, P {r < ©} = 0, 
当 (D 和 (ID 成 立时 , x 是 吸收 点 。 
假设 GD 成 立 ， 而 UD 不 成 立 ， 这 时 ， 如 果 r 是 由 邻 域 
(x 一 sz + s) 走出 的 首次 时 间 , 那 末 T5 一 rz+e， 且 按 过 程 的 特 
征 算 子 的 定义 ,我 们 有 | 
uf(z) 一 lm H+ of. (50) 
so M.t? 
如 果 D 成 立 , 而 (1) 不 成 立 ， 那 末 特 征 算 子 按 公式 
uf (2) = lim f — 9) — F) 61) 
s10 MT? 
计算 。 注 意 在 两 个 公式 中 分 母 可 表 为 按照 过 程 构造 出 的 某 个 单调 
函数 的 增 量 ， 
设 3 是 满足 Estresa < 0 BJ. 对 y Elre tl E 
z) 一 下,rz+ps 
因为 当 y, > y, BJ, PLE P,, =i 有 
Tx+5 ™ Ty, + 0, Tetis 
所 以 两 边 取 数学 期 望 和 顾及 到 过 程 的 强 Mapxos 性 , 我 们 得 到 
E, tai 一 Eyry, + E, E(0, trs! A'n) 
= E, r, + E, Esc, rar 


_ E, 7,, + Ey rte? 
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R 
z(y) 一 E, z, + CAP 
由 此 得 等 式 
Er = glr) — gle + 8). 
如 令 z(y) = E Trs 在 式 (51) 的 情形 中 也 有 类 似 的 等 式 : 
Er: = g(x) — g(x — e€). 
Hit. -8 — FS JÉ 
r IG + s) — f (2) 
HO = n G G+ S 
在 第 二 种 情形 
1 Fe io 
HO = iR go ga s) 
和 在 条 件 《D 或 《ID 之 一 成 立 的 非 正 则 点 ， 特 征 算 子 的 计算 归 
结 为 按 某 一 单调 函数 的 单 边 导 数 的 计算 ， 
设 〈《D 和 《ID 都 不 成 立 。 如 果 AD 成 立 ，* 是 正则 区 间 
的 左边 界 且 由 此 区 间 可 到 达 x. 
如 果 AV) RMA MD 不 成 立 , 那 末 x 是 正则 区 间 的 右边 
界 。 在 正则 区 间 边 界 上 过 程 的 状态 特性 在 下 面 进行 研究 。 
最 后 , 设 (HD 和 GV) 成 立 , 而 O M AD 不 成 立 。 其 
次 设 * 不 是 吸收 点 , 那 末 对 所 有 :> 0 
P.{tx, € (—0,x)} 和 Pad, € (xyco)} 
不 依赖 于 :在 时 间 * =0 后 过 程 应 当 离 开 点 * 和 落 到 集合 (一 co， 
z) 或 C) 中 的 一 个 ,而 它 不 可 能 由 这 些 集合 走出 ， 因 为 由 这 
些 集 合 不 可 到 达 r. 
设 
p= P.(V: > 0,x, > xy, q= P{Vi> 0,x, < x), 
对 某 个 5 引 人 屎 数 





g(x) = Err tne), 
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pG) 在 区 间 (x,x + 6) 上 递减 ， 而 2&(x) 在 区 间 [x 一 ó, z] 
上 递增 ， 在 点 * 的 特征 算 子 有 形式 
plf(x + e)— fx)] + 9lf(x — e) ~— to 
HGO on plgi) — A + 8)] + gla) — gx e)l 
(52) 

利用 条 件 《DD 一 IV)， 可 给 出 点 的 分 类 : ”如 果 条 件 〈IHIDTIGIV)7 1] 
成 立 ,点 是 在 左 [ 右 ] 方 不 可 到 达 , 如 果 条 件 〈D[I(4ID] 成 立 , 点 是 
向 左 [ 右 ] 方 通 不 过 的 点 ， 

在 右 方 和 在 右 方 不 可 到 达 的 点 简称 为 不 可 到 达 点 。 

现 来 考虑 关于 正则 区 间 的 非 正则 点 的 可 能 位 置 : 

1) 这 样 的 点 可 以 是 正则 区 间 的 边界 ， 

2) 它 可 以 是 正则 区 间 的 边界 的 极限 ， 

3) 它 可 以 是 非 正 则 点 集合 的 内 点 。 

如 果 非 正则 点 是 正则 区 闻 的 右 端点 或 是 这 样 的 点 的 递增 序列 
的 极 引 ， 那 末 它 向 左 方 通 不 过 ， 如 果 非 正则 点 是 正则 区 间 的 左 端 
点 或 左 端点 的 递减 序列 的 极限 ， 那 末 它 向 右 方 通 不 过 .假设 C 是 
非 正则 点 的 某 个 不 包含 吸收 点 的 区 间 ， 设 EE 是 使 A 包含 * 作为 
内 点 和 ze G 的 那些 zx 的 集合 。 如 果 x€ E, x,€ EE， 那 末 x, é 
A.,, 因 为 在 相反 情形 ，x, 和 z, 之 间 存 在 点 zs 由 它 到 达 nE H 
x, 可 到 达 它 ,也 就 是 说 , z 和 * 之 间 的 区 闻 是 由 正则 点 组 成 的 。 所 
给 出 的 集合 E 仅 由 孤立 点 组 成 ， 于 是 G 一 上 由 不 超过 可 列 个 数 的 
KEAR, 

现在 这 样 的 区 同 之 一 G, ARE. Ú z€ G,, AxER 
全， 的 左 或 右 端点 ， 在 第 一 种 情形 称 * 的 左边 的 ， 在 第 二 种 情形 
称 为 右边 的 。 如 果 是 左边 的 且 ye A,, HB3 y 也 是 左边 的 ,这 
由 下 面 的 事实 得 到 : WR xz < z < y 3 z PE Fi y 可 到 达 的 , TE) y 
是 由 * 可 到 达 的 , 那 末 《x,y) 包含 正则 点 。 类 似 地 ， 如 果 z 是 右 
边 的 ， 那 末 A, 也 是 由 右边 的 点 组 成 。 其 次 ， 如 果 x+ 是 左边 的 ， 
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那 未 区间 A, ERA < 也 是 左边 的 ， 因 为 在 相反 情形 As 站 As 
是 不 空 的 ， 且 此 交 售 中 的 点 应 当 既 是 左边 的 和 又 是 右边 的 。 完 全 
同样 地 ,如果 是 右边 的 ， 区 间 A. 的 左 端点 就 不 可 能 是 左边 的 . 
同样 的 见解 表明 ,对 左边 的 点 的 全 体 的 集合 B 来 说 , supB 也 是 左 
边 的 点 ， 而 对 右边 点 的 集合 C，infC 是 右边 的 。 于 是 所 有 左边 
的 点 位 于 任意 右边 的 右边 ， 和 下 列 可 能 之 一 成 立 : 1) G, 的 所 有 
点 是 左边 的 ,2)》 G 的 所 有 点 是 右边 的 ,3) 存在 这 样 的 点 x€ Co 
使 GNC, 的 点 是 右边 的 ,而 ENG 的 点 是 左边 的 . 

现 来 若 察 其 中 所 有 点 是 左边 的 点 的 区 间 上 过 程 的 性 质 ， 

i G, 是 这 样 的 区 间 ，C, 中 的 不 可 到 达 点 记 为 E, TE x 
是 这 样 的 点 , 那 末 ,因为 A, 不 空 ， 所 以 可 找到 8 > 0， 使 在 区 间 
(x,x 十 6) 中 没有 不 可 到 达 的 点 。 TE, E, 不 超过 可 列 个 点 和 
GAE 是 一 些 区 间 之 和 ， 这 些 区 间 中 的 每 一 个 均 不 包含 不 可 到 达 
点 。 设 U 是 这 些 区 间 中 的 一 个 。 因 为 对 所 有 1 之 0,P,{x, > 村 一 
1, 所 以 在 由 UU 走出 时 ， 过 程 是 单调 的 ， 如 果蔬 的 右 端点 是 不 可 到 
达 点 , 那 末 在 任何 时 候 过 程 也 不 能 由 U 走 出 ; 它 可 以 在 UU 上坟 虑 和 
它 是 以 概率 为 1 的 单调 不 碱 过 程 ， 这 过 程 的 一 般 形 式 在 下 定理 中 
EH. 

EHI 设 U 是 统 ! 中 某 个 区 间 ， 在 其 上 定义 连续 不 减 的 
强 Mapkos 过 程 ， 如 果 这 区 间 不 包含 吸收 点 ， 那 末 存 在 连续 严格 
递增 函数 1(o, 它 定义 在 S FEET U BHN x€ U, 

P.{fx = 1 + sO] = 1, 

其 中 ç 是 方程 AG) 一 x 的 解 。 

证 ， 设 z,y€ U, z=< y。 因 为 在 UU 中 不 存在 不 可 到 达 点 , 所 
以 由 x 可 到 达 y, 事实 上 ， 如 果 x= inf[z:P.[fr, < co > 01, 
那 末 x 应 当 与 区 间 避 的 左 端 点 重合 ， 因 为 如 果 * EH z< z 可 
到 达 的 ， 那 末 7 也 由 z 可 到 达 的 。 其次， 因为 当 ze (z,y) 时 由 
《x,y) 走出 的 首次 时 间 z 以 概率 P, = 1 5 r, 相等 且 

P,{r, < a} > P,{r, < a) = ¿> 0, 

那 末 ,对 所 有 z€ (x,y) 
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oo Bings i—i, biz: Z y) = (1 — 1, 
f P.{r, > ka) < (1 — 22, . 
因此 对 所 有 m > 0, Er < co, 
我 们 来 验证 Dr, 一 0, 即 是 *， 是 非 随机 量 ， 在 [x,y] 上 考 
虑 随机 过 程 z,, z€ fir 站。 显然 ,rz。 是 不 减 过程 。 因 为 z, 是 没 
有 常 值 的 区 间 的 不 减 连 续 函 数 ， 所 以 ，r。 也 是 按 z 连续 的 过 程 
《因为 r, 是 r, 的 反 函 数 : x, 一 z)。 最 后 ,注意 r, 是 有 独立 增 
量 的 过 程 ， 如 果 S, EASE t,o 2 < zx, 所 生成 的 o- 代 数 , 那 
末 因 为 当 z, < z, 时 SCN X] z, < z,, RITE 
P(r, — r, <clS. = E(Pír, — r,, < a| Nra tiS) 
= EP(6z, t < a| N nhl Se) 
= E(P, (r,, < ay|S, ) = P, {3,, < o), 
即 是 +, 一 +， 的 分 布 独立 于 Sa AAIE r*。 是 连续 的 ,所 以 
它 应 当 是 Gauss 过 程 ,而 由 关系 式 r*>0 得 Dr, = 0, 
设 当 x < y 时 
D(x,y) 一 E,r,, 
那 末 
Pt{r, = (x,y) = 1, 
14 x < y < z hH > 
OO(zy) = E[r; + 0, r,] = 0@(x,z) + @(z,y) 
是 正确 的 ,得 知 存在 函数 ol) 使 
Drs)) = pG) — pO), 
mE O) 是 U 上 严格 单调 的 连续 水 数 《例如 ， 当 z 是 上 的 固定 
点 时 ，@(x) 可 取 为 函数 : 4 r > xz 时 等 于 olz) 34 z < z R 
等 于 %(z:z))。 设 4(1) ORZA: 对 <€ U, aloe) 一 
x。 那 末 , 因 为 
Pi{ry = $G) — D(x)} = 1, 
所 以 f 
P.,(y = i(ry + Dx))} = 1, 
P,(x,, = 1(z, + (222) = 1, 


* 406 ° 


利用 x, ç, 和 4 的 连续 性 , 求 得 
P.,(*, = 4(7, +O) y > xy = 1, 

以 任 亏 > 0 代 换 zy, 即 完成 定理 的 证 朋 ， 

现 考 察 由 正则 点 组 成 的 区 间 (a,8) 中 的 Mapo 过 程 ,而 且 
2 和 8 是 由 区 间 内 可 到 达 的 ,此 时 ,由 8 可 到 达 c, 由 “可 到 达 8. 
事实 上 ,因为 对 每 个 xe [e,#] 可 指出 这 样 的 邻 域 , 使 得 这 邻 域 的 
所 有 点 相互 可 到 达 , 区 间 [a,8] 被 有 限 个 这 样 的 邻 域 所 覆盖 。 因 
此 可 给 出 a = x < zx, < ++ - < x, = 8, `f H Xk-1 和 和 Xrti 可 到 
达 Fhe 

设 “是 过 程 命中 le, 8] 边界 的 首次 时 间 ， 那 末了 由 于 不 等 式 
£ < ra E Ste RTSH 

P. 估 一 人 小 > maxi P, {r < ty, Pt{rs < t] 
之 max[ 了 Pi{r。 < t} P {re < ty], 

因为 P,(r, <1} 递减 ,而 Peir < :) 递增 ,因此 对 所 有 m 之 0, 
E ER. 

今后 将 用 到 下 面 的 引 理 : 

引 理 12 HEA s> 0 

im es Peleupls — al > s) — 0, 

特别 ,过 程 在 由 正则 点 组 成 的 区 间 上 一 致 随机 连续 。 

UE, 设 *e [zoom] 和 | 一 | < —. WR 


P,{suplz, — x| > e} < P.{r,, <t, 


6 
sp 一 | >l 
teers t: 2 


+ P, les <t, sup |x,— el > | 


r, <s<r 
z, s + 


< P, {sup |*=, — z] >+) 
1 s&t 2 


2 


+P., [sup |z, — z,| > £). 
< 
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因此 ,如 果 a= z < z < cnm zS ta < 那 
未 


sup 了 P.{fsuplx, 一 x| >e} 
agrg&f s <t 
< 2 supP,,Í sup |z, — z| > =). (53) 
kan s&t 2 


由 过 程 以 概率 为 1 的 连续 性 得 ,对 所 有 z 
ip mia > GO 
由 (53) 和 (54) 得 证 引 理 ， | 
由 下 述 的 定理 可 得 到 在 正则 点 的 邻 域 中 过 程 状态 的 一 般 表达 
A: 


定理 12 WẸ * 是 正则 点 , 那 末 对 所 有 ó > O 
P.{fsup x, > x} = 1, P,{ infx, < x) = 1, 
r< 1 < 


证 。 两 个 结论 的 证 明 是 同样 的 ,因此 仅 证 明 第 一 个 。 
事件 {sup x, > x} 记 为 Te T= NTs. 显然 T, 是 Ne 


可 测 ，T。 随 着 3 而 单调 递减 和 当 5640 时 P.{frs} 一 P.{T}。 H 
此 为 证 明定 理 只 要 验证 P.{T} 二 1 RBT. 因为 了 是 No+- 可 
测 ， 所 以 由 于 第 H 卷 第 一 章 $ 6 引 理 2, PA} KIRE oM 
1。 假设 P.(ry= 0， 那 未 P,{7T} 一 1， 其 中 了 是 T 的 对 立 事 
件 . 如 果 事 件 了 发 生 , 那 末 对 某 个 5, 事 件 P, 发 生 , 即 {supz, < 


x}。 以 37 记 由 集合 (一 6,x] 走出 的 首次 时 间 ; n 在 集合 了 是 正 
的 且 是 由 闭 集 走出 的 首次 时 间 的 Mapkos 时 间 ( 见 第 H 卷 第 二 章 
$5)。 因 为 x, = x, 所 以 Pe) 一 1， 于 是 

Pd. gs <=) Pa rno 





= EXiP{0T| y, = E.xrP , Q) = 1 
《此 处 X4 是 集合 4 的 示 性 函数 )， 因 此 
P{n + 0%m < n) — 1, 
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与 了 在 P 上 是 正 的 相 矛 盾 。 所 得 的 矛盾 表明 P.(T) 一 1, 
定理 得 证 . 
推论 ”如果 .x 是 正则 点 , 那 未 对 所 有 :二 0 
lim P.(r, < tr = 1, (55) 


Plan y > 
P{ry < t} < P.{ sups, 之 y} 


和 由 定理 12 得 到 式 (55)。 
引 人 和 人 函数 
ml) 一 Prfxr = 8). (56) 
设 x 二 x, WBR 
mx) = P, (x, = p} = Pir < t, x; = P} 
= Ex, <Ota Xu =n 
一 Exe, <DE, Xu =n 
= Exe, <P, (x, 一 全 
一 m(a,)P, (r,, < E). 
因为 P, (z,, < ty < 1, 所 以 m(*) < mC). ËPB3K m(x) 在 
[e,8) 不 减 。 此 外 ,由 于 等 式 455) 和 “ 是正 的 ,所 以 
im Padra < ¿1 = 1, 即 是 Jim mm) = m(x). Ae m(x) 
右 连 续 。 类 似 地 可 证 明 函 数 
1 — m(a) = P,(x; = a} 
是 左 连续 。 于 是 mG) 是 递增 连续 函数 ， 而 且 易 见 ma) = 0, 
m(8) = 1, 
我 们 来 证 明 m(x) 是 严格 递增 的 。 设 对 z, < z;, mC) 一 
m(x,) 利和 是 使 m(z) 一 mC) 的 z 中 的 最 小 者 。 那 末 
Padra <b} = 1, 
这 说 明了 过 程 以 概率 P, = 1 到 达 点 x, 比 到 达 点 “ 早 些 。 因 此 
r> a 和 x, 是 最 小 者 ， 由 它 到 达 x, 比 到 达 a 早 些 。 由 于 定理 
12 过 程 在 任意 小 的 时 间 内 以 概率 P, = 1 HEKER len) (BD 
是 比 落 在 x, 早 些 ), 而 它 以 正 概率 由 区 间 (r) 的 点 可 以 到 达 
,409， 


alk z, 更 旱 ( 按 点 a 的 定义 )， 这 导致 矛盾 。 

定理 13 ”由 等 式 (56) 定义 的 函数 ma) 是 单调 连续 和 双方 
单 值 地 将 区 间 [a,8] 映 为 区 间 [0,1], 当 ?z < ENEA a= mle) 
一 mlx), t > Š IF a, = m(x;_,) — mlx), IBR m 是 过 程 的 
M-FE ËB, 

证 。 仅 需 证 明 c, 是 M-A. 

因为 


mxr) 一 m(x,)> + < L, 
Oras = Smar) — mExa), h< ¿r d h 22 ¿, 
0, h > ¿, ` 


所 以 Oras = orts 一 a3 从 而 o 是 可 加 还 函 ° 
其 次 ,显然 a, 以 概率 为 1 连续 。 
注意 ， 
m(a) = P, ,(x; == 8!]m(8) 十 Per = a]m(a) 
= EmCe). 
因此 ,对 所 有 满足 z < LJ Mapgoe 时 间 z, 有 
E,m(x,) = E,E, m(*z.) = E.0,m(x.) 
= E.,m(x;) = m(x), 
特别 ， 
E,m(x;At) = m(x), Ea; 一 0。 
KK, 
JG, z) = ElL rar) — mlx)’ = Esm (xea) 
— m'(x) + 2m(x)[m(z) — EmCen) 
一 Em Cerc) 一 m (x), 
由 ml) 的 连续 性 和 过 程 的 一 致 随机 连续 性 \ 引 理 12) 得 ， 


lim sup fG,z) = 0, 
t40 a<s<&B 


于 是 ， 由 于 第 二 卷 第 二 章 $6 定理 3， 存 在 WZA (G, ay 使 
E,a? _ 下 (ca >。 
注 。 由 对 所 有 满足 rz < ¿BJ Mapgoe 时 间 7， 已 建立 的 关系 
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式 
Em(x,) 一 mla) 
得 ma) 是 调和 函数 . 
显然 ,为 研究 MapgoB 过 程 mw, 只 要 研究 MapkoB 过 程 mae) 
即 是 在 [0,1] 上 满 中 m) = >*= 的 过 程 就 够 了 
今后 将 假定 mlx) 一 x 和 区 间 [e,8] 与 [0,1] 相 同 。 
引入 函数 





nlx) = 了 上. 

Ë 0<a<x<b=<1, PR, DL z ER (a, b) 走出 的 首次 时 
Ho RIEA 

š = + + 6,¿, 

EL = Er + E,E, ¿, 

nla) = Er + E.x(x,), 
为 计算 En(x.》 我 们 注意 Er, = x (82 mlx) = x), TPE, 

x = aP,{x, = a} + bP,{x, = b), 


此 外 ， 因 为 
P.(x, = a} + Pf{x, = bY = 1, 
所 以 
一 一 也 一 并 人 
P,{x, } bp—a’ Piir, b} b— a° 
因此 ， 


n(x) = Er + nCa) ó —* + nCb) 二 一 人 
b—a b 一 





g 


设 b — z = t(b — a), IBR x = ta + (1 一 1)6, 因 此 
z(ie + (1 — z)b) — tn(a) — (1 — ¿)n(b) = Er > 0, 
NAAT a, be [0, 1], 0<:<1 是 正确 的 。 由 它 得 ， 
n(x) 是 严格 上 凸 函 数 。 因 此 存在 递减 的 导数 n (z), 
现 考 察 过 程 在 区 间 [0,1] 的 内 点 的 特征 算 子 ， 设 t 是 由 《x 一 
gz + e) 走出 的 首次 时 间 。 那 末 
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= a E, 8, 
EfCx.) = fCx 81) z + e, + fCr 十 62) e + P 
E,r = n(x) — n(x — 81) —Š  — nlx + s) Ei 

E 十 8; 8, 8; 
Uj) = 


1 1 
z [f(x + s) — f(x)]— z [fx) — f(x — e )] 


m 
elf0s2y0 1 


(57) 





[n(z) — n(x + e] — L [ale — e) — nG] 
8, 


E 
后 一 公式 对 计算 特征 算 子 过 于 复杂 了 。 在 充分 确定 生成 算 子 的 说 
数 类 上 ， 可 以 实质 地 简化 这 公式 。 
定理 14 设 函 数 jG) 绝对 连续 和 存在 连续 函数 0), 使 


fa) = FO) + |“ gO) (58) 
成 立 。 那 末 对 所 有 <€ (0,1) | 
Ul) = —zg(x), 
证 ， 我 们 有 
L [fCx + 8) — f(x)] = LEY f Cudu 
8 E€ Jx 


一 工 | [re + r (Dan) |a 


€ 
f(x) + r TEETE gadr’, 
利用 这 表示 式 〈s 可 以 是 负 的 ), 求 得 


= LG + s) — fG)1 HG — fx — e) 


-| A. (z, eC)dn G, 


其 中 
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| 当 e—a Lisl 


ë 
Ase Ctt) 一 
eoa ) jte 


z 当 z < : < + + s, 
2 


二 [n(x + e) — n(x)]C— = [xCx) — nlx — £, )] 


sts, , 
= | A... Cr, I dn (22, 


因为 Asl U) 是 非 负 的 ，w'(z) 是 严格 递 碱 ， 而 gG 是 连续 
的 ,所 以 利用 中 信 定 理 得 ， 


| A cx Tg dn Ce) 
lim L = gla). 
8. 10,821 3 | As Crs) dn Ct) 
定理 得 证 ， 


注 1， 满 足 式 (58) 的 函数 gC) 自然 记 为 LL, 因此 过 各 


z 的 特征 算 子 u 定义 在 使 人 存在 和 连续 的 绝对 连续 函数 
1 上 ;这 时 
ule) 一 t. (59) 


注 2， 过 程 % 的 生成 算 子 A 定义 在 满足 EN 在 [0,1] 


上 连续 ,而 1(0) = HI) = 0 的 所 有 绝对 连续 函数 J 上 ， 这 时 Af 
与 Uf 相等 . | 
事实 上 ， 顾 及 到 在 紧 集 上 过 程 的 特征 算 子 和 生成 算 子 之 间 的 
联系 4^ 见 第 H 卷 第 二 章 $5 定理 1) ,我 们 只 要 验证 在 hu 中 于 
点 0 和 1 为 0 的 函数 上 和 由 公式 (59) 给 定 的 算 子 U 《倘若 它 有 定 
X) 就 够 了 。 因为 当 U 和 4 在 Con 上 相等 时 ， 那 未 由 A 的 
封闭 性 得 4 的 封闭 性 。 易 见 , 位 于 (59) 右 边 的 微分 算 子 也 是 封闭 
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的 ， 由 此 得 这 些 算 子 相等 和 A 与 (59) 的 左边 相等 . 

最 后 ,考察 在 正则 区 间 中 过 程 的 性 质 。 设 这 区 间 是 (ap); E 
时 ,点 4 和 8 已 是 非 正则 的 ， 

可 能 有 四 种 情况 ，1) 区 间 (a,8) 的 边界 点 4 由 区 间 可 到 达 ， 
所 有 的 点 x (a, 0) 可 由 = 到 达 ; 这 样 的 边界 点 称 为 正则 边界 ; 
2) 从 里 面 可 到 达 ,但 由 “不 可 到 达 区 间 的 点 ; 这样 的 点 称 为 捕 
获 式 边界 ;3) a 从 里 面 不 可 到 达 , 但 由 “可 到 达 区 间 的 点 ;这 样 的 
点 称 为 释放 式 边界 ;4》 由 里 面 不 可 到 达 ， 且 由 “不 可 到 达 区 间 
的 点 ; 这 样 的 点 称 为 自然 边界 . 

如 果 “ 是 正则 边界 , 那 未 因为 它 毕竟 是 非 正则 点 , 它 或 在 左 方 
不 可 到 达 或 向 左 方 不 可 通过 。 在 后 一 情形 = 是 区 间 (e, p) 的 反 
射 边界 .容易 找到 有 两 个 反射 边界 的 过 程 的 生成 算 子 的 形式 . 

定理 15 如 果 e 是 在 [0,1] 上 m) 一 * 的 过 程 ,0 和 1 是 
正则 区 间 (0,1) 的 反射 边界 , 那 末 对 0 二 x 二 1,Af(x) 由 (59) 的 
左边 所 确定 且 f 

AfC0) = im KEKO 


MoT: 





, 


. 1 —s)— {il 
AJQ) = im K EK > 
和 Da STE Af 连续 的 函数 J 的 集合 ， 

如 果 计 算 在 点 0 和 1 的 特征 算 子 并 利用 第 1 卷 第 二 章 $ 5 定 
E 1 和 注 2, 那 末 立即 得 证 定理 ， 

如 果 区 间 的 边界 可 到 达 ， 但 内 部 的 点 从 边界 不 可 到 达 ， 那 末 
自然 考 虚 在 到 达 边 界 后 中 断 的 过 程 。 它 们 的 特征 算 子 在 注 2 已 写 
出 。 在 边界 不 可 到 达 时 过 程 总 是 停留 在 正则 区 间 内 部 。 因 为 区 间 
是 局 部 紧 空 间 和 利用 公式 〈59) 可 局 部 地 确定 在 每 个 点 的 特征 算 
子 ， 所 以 利用 第 Ú 着 第 二 章 $ 5 定理 1 可 确定 过 程 的 生成 算 子 ， 
的 确 ， 我 们 不 得 不 整 组 地 利用 函数 ma) 和 n(x)。 现时 我 们 来 
表明 怎样 可 以 避免 这 点 ， 

引 理 13 在 (a,8) 上 存在 严格 递增 的 连续 调和 函数 M (x), 
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使 得 在 (e,0) 上 其 它 所 有 的 连续 调和 承 数 g(x) 有 形式 
g(x) = aM (a) + b, 
其 中 和 2 ERMER. 
证 ， 设 c,le, 6,t8, a< pie BA br 记 由 Cans Pa) 走出 的 
首次 时 间 和 设 
Yala) = P (x, = po}, 
如 在 上 面 所 指出 ，y,(x) 是 在 〈c。，p。) 中 的 调和 函数 。 因此 对 
m < n fl x€ (assgo)， 
ET, Cern) = Y, (r), 
但 
Vala) 一 E,y,(z;,) = Yalla) Paita = sx) 
+ TEP (z, = 8.) 
= y anA — Tn) + TEn) nE) 
= yan) + [T,(8,) — 7,(G,)]7 G) 
即 是 


x) = T, (=) 一 Talan) ` 
Te) Tp) — TEn C60) 


Yax) 一 了 ,al 
rO 一 S) =E ePad 
容易 验证 ,gw(*) = Enl) z€ (Gz,,0,) fl m < a. 为 此 只 需 
利用 (60)。 因 此 ,存在 在 每 个 区 间 〈c。,p.) 上 和 8。(x) HERR 
A M (x)。 它 具有 所 要 求 的 性 质 。 
设 g(x) 是 任意 局 部 有 界 调 和 函数 . 那 末 当 =, < x < 8。 时 
ECA) = Can) 一 Yo(Cx)) + z(8,)7 CE), 

即 是 8 可 通过 常数 和 ys。(*) RERE., 对 Cens En) ERRAR 
M(x) 可 作 同 样 的 证 明 ， 于 是 ,对 每 个 刀 存 在 常数 a, 和 bas E 
g(x) = a,M (x) + b,,x € (G, B,,). 
因为 Mle) = 0, MC) 一 1 所 以 b, = gla)» an = zę) 一 

ECD BNE, ams bn DRF m. 


g. (x) 
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引 理 得 证 ， 

可 再 一 次 代替 原 过 程 x, 而 考虑 过 程 名 一 M(x), 对 此 过 程 
函数 M(x) = x, PLE 和 定义 在 某 个 (有 限 或 无 穷 ) 区 间 上 ， 因 
此 自然 立即 认为 对 原 过 程 来 说 M (x) 与 * 相 等 ， 

引 理 14 FELÉR Næ) EH a<r 8 < x < x + 
s, < p T 


Er = N(x) — —“% _N(z — s) — 


8, + s, Bi 

其 中 T 是 由 区 间 (z — Bx + s) 走出 的 首次 时 间 ， 
证 。 设 ct pr 和 ¿k 如 引 理 13, 
arle) = Ebr. 








El N(xz +a 
Fe (x Ds 


设 在 larp 上 


SIG) = ` G) 一 








& = TAN 





P mlos 
£ BL, | et 


Er 一 Sile) 一 一 2 一 Sx — =) 
8, + s, 


1 








EL S,Gz + e) = S,(z) — E, S,C(z,), 
E; B; 


其 中 7 如 引 理 条 件 所 规定 ， 因 此 当 如 > kk E rpd 上 
Sal) 一 Sila) 一 下 [SCxr) 一 Sklr), 

即 是 S.G) 一 5Sx(x) 是 调和 函数 ， 因为 S, (oí) = So = 0, 
Sa(B1) = S.C) 一 0， 所 以 由 引 理 13 易 推出 S.G) 一 Sx(x) 在 
Cars B) E. H ar< x<, k= 1,2,., 令 NG) = Sk), 
就 得 所 求 的 函数 ， 

引 理 得 证 。 

现 利用 函数 NG) ERKA (e, 8) 的 所 有 点 上 立即 可 定义 特 
征 算 子 HN: 





a= ds) 
Uf Cx) IN Ce (61) 
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最 后 ,函数 M (a) 和 和 N(x) 能 用 边界 点 "和 8 来 描述 ， 
我 们 对 不 可 到 达 边 界 作 更 详细 的 分 类 。 不 可 到 达 边 界 o 称 为 
吸引 的 ,如 果 对 所 有 0 可 指定 5 > 0 (š 
P,llimz, =a} >1— s (62) 


对 所 有 x€ (a,a + 8) 成 立 ， 不 可 到 达 边 界 称 为 排斥 的 ， 如 果 
对 所 有 xx > a 81 x, < x 
P, (z, <0} = 1. 
定理 16 边界 a 不 可 到 达 , 如 果 Nle + 0) = 一 oo; 这 时 在 
情形 1) M(e 十 0) > 一 co 时 边界 是 吸引 的 ,而 在 情形 2) MCa 
+ 0) 一 一 0 时 边界 是 排斥 的 。 
HE, 1) 不 失 一 般 性 ,可 认为 M(x) = x, BR x, — a 是 非 
ne, A 
EC erya >al N) = E, (z, — a) = z; — a, 
于 是 ， 由 于 第 工 卷 第 二 章 $ 2 定理 1 以 概率 P, = 1 对 所 有 zx # 
在 极限 
ña Te T es 
注意 ,此 极限 不 可 能 是 区 间 (0 的 内 点 ， 因 为 在 有 限时 间 内 过 
程 由 端点 是 (a,8》 的 内 点 的 区 间 走 出 。 因 此 z, = o 或 x+。=p. 
如 果 8 = %, 那 末 
P {to = o) = 1, 
这 因为 Ere < E,x, = z, 
如 果 8 < co, BB K x, PARRE 
Eto = x, 
+E 
有 一 zx 一 0 
P.{z。 = a} 一 站 P.{z- = 8) 一 Ba’ 
由 这 概率 的 形式 得 知 存在 8 > 0, 使 462) 成 立 。 
我 们 来 证 明 ， 对 所 有 # 
Pln > ol = 1, 
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ME “ 是 不 可 到 达 边 界 ， 设 对 某 个 上 

P,{x = ay = ë > 0, 
那 末 对 所 有 s< x — <a 

P{r < 17} > 6, 
也 就 是 说 , 当 x € (z ter) 时 ， 

P.(r,., < t) > 8, 
以 rt 记 由 区 间 (a + e,r) 走出 的 首次 时 间 , WR r 和 r. MA 
此 对 所 有 relater), Pil < y> 8, fB 

P.(x, é (a + g,x)) > P,(z < t) > š, 

利用 第 1 卷 第 二 章 $ 5 中 特征 算 子 一 段 的 有 关 论 证 , 得 


Er < VPA{r > h) <: 51t( — s: = Z—, 
k=0 k=0 6 


意味 着 
E, = N(g) — —*— Z _ N(a + 8) 
i £—a—8 
一 上 一 4 一 NG) < Z. 
x—a— e 6 
最 后 的 不 等 式 证 明了 条 件 N(e + 0) = 一 00，, 因为 它 对 所 有 8 这 
0 成立。 
论断 1) 得 证 。 
2) 设 e < a< x, 我 们 来 表明 由 x, 到 达 * 比 到 达 更 早 
的 概率 g(x1, z) 等 于 1, 
如 果 a < x, < x, < x, PRAT 记 由 (xi, x) 走出 的 首次 时 
E ROUA 
= = Mz) 一 M (a 
P. (z, = x} MG) MaI" 
但 无 论 是 怎样 的 x, € (asx), 
q(x x) 之 P. (x, = z}. 
当 rda 时 取 极 限 ,得 证 qlr) = 1. 
现 来 证 边界 a 不 可 到 达 ， 设 4 是 过 程 到 达 a 比 到 达 x 更 早 的 


.4]Be 


事件 ，B 是 过 程 相交 于 区 间 (x, >x) 2 次 的 事件 ，rt 是 第 2k 
次 交 于 区 间 (x1,x) 的 时 间 , 那 末 rx 是 Mapgog 时 间 和 
P, ir = =) = 1, 
AVERA n 到 达 点 “的 事件 。 这 时 到 达 “可 发 生 在 相交 区 闻 
(xz) 是 2k 次 以 后 ,二 1,2，…… 就 是 ， 
P {V} = P. (4) + P, {B:N0, A) + :+ P, {BeN OA} 


十 … :一 Pafi + p.120) 0, 


\ k=1 
因为 P. 14) = 0. 

定理 得 证 。 

注 。 如 果 Mla 十 0)> 一 co H Nla +0) > 一 oo, WR 
界 & 可 到 达 。 条 件 M(a + 0) = co 通常 导致 Na 十 0) 一 
一 00, 因 为 NCM™(x)) 是 上 上 山 函 数 《M ' EM BJ E 822). 

在 正则 点 的 区 间 的 两 个 边界 是 排斥 的 假设 下 ， 我 们 来 考察 过 
程 的 性 质 。 由 定理 16 得 知 在 此 情形 下 Mla + 0) 一 一 0，M(8 
一 0) = 十 ceo。 因此 不 失 一 般 性 ， 可 认为 M(x) = z 和 (G, 0) 
等 于 (一 co ,十 co)， 在 证 明定 理 16 时 已 得 知 这 时 P.{r, < co} 一 
1。 由 定理 12 得 ,对 所 有 ?8 > 0 

limP,{r, > 8) = 0, 
利用 关系 式 
JE,f(x,) — E, < 2IWIP (r, > a} 
+ supl E,K) — E,KCa)|， 


得 证 如 果 了 是 连续 的 ， 册 于 x, 的 连续 性 ， 当 3 之 0 时 第 二 个 被 
.加 项 趋 于 0， 那 末 Ef) BERRA. 因此 z, 是 随机 连续 的 
Feller 过 程 。 

我 们 来 找 出 Er, EARR H. 

引 理 15 如果 


6+0 


lim ” Na) = v, < +0, (63) 
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存在 , 那 末 对 所 有 r <y, Er, < %; 如 果 
lim L NG) = 7, > 一 00 


b+a $ 
存在 , 那 末 对 所 有 r >y, Er, < co. 
ÌE. 我 们 来 证 明 ,例如 ， 引 理 的 第 一 个 结论 。 设 a< z—<y, 
rteyl 是 由 (a,y》 走 出 的 首次 时 间 ， 那 末 按 引 理 14 


下 上 .rr = N(x) 一 y — N(a) 一 * — N(y), 
y—a y—a 








显然 Tiai Ty 当 4 一 一 oo。 因此 
E.r, = NG) — NCO) + (y — lm S, (64) 
引 理 得 证 
注 1。 如 果 存 在 极限 (63) , 那 末 函数 N(x) 有 界 当 x 一 一 o0 
和 7, 一 Em N' (2). 类 似 地 ,如果 r 有 限 , 那 末 
Tı 一 imN (z), 
注 2。 如果 N( 一 co) AR, RAX < 了 时 由 (64) 所 得 的 
公式 对 E.r, 是 正确 的 ， 
Er, = | [NC—00) — N'(2)1az, (65) 
特别 ， 如 果 
r [N'(—oso) — N'(z)]dz < co, 
那 末 当 z€ (—co,y] 时 Esr, EARR. 类 似 的 结论 对 > > y 
HE., 也 是 正确 的 ,如 果 N( 十 oo ) > 一 09。 
注 3。 设 “一 一 co 是 释放 式 边 界 ; 因 为 对 某 个 上 二 0 及 ?7 
P,{r, <> 0 
对 rela) 可 得 
P. (z, < t) > P,(z, < z), 
照 定 理 11 同样 的 证 明 方 法 ,我 们 也 可 得 到 


sup Est, < co, 
#<s 
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因此 对 释放 式 边界 a 一 土 co ,积分 | UVG0—N'(a)14z 有 限 。 


如 果 排 斥 式 边 界 不 是 释放 式 , 称 它 为 自然 的 。 
引 理 16 设 边 界 ala 一 +0) 是 自然 的 , 那 末 
lmP, (z, < t} = 0, (66) 


uE. 设 2& 一 一 50， 显然 在 Y 一 一 00 时 ， Pir, < 单调 
BR. WR inf P.(z, < z? > ó > 0, 那 末 
supP, (r, > kz} = supE, Xina- P {Or 
DEN kat < (1 一 6)supP tr, > (k — 13) 
< (1 — 6 
和 下 面 的 不 等 式 成 立 
Ee 
这 与 一 是 自然 边界 相 矛 盾 ， 
引 理 得 证 . 
引 理 17 对 使 极限 人 一 00) 一 lim fG),fCreo)= lim f(e) 
存在 的 有 界 连 续 函 数 f(x) ,关系 式 
limllTsf — fil = 0 


成 立 。 
证 。 因 为 当 a < b Ff 
sup TAG) 一 fG:) | < sup Palle — r| > s 


+ „SUP, {f(x1) — felo 


1 
Ir r l< 


IAEA 12 得 
Em sup |T,f(x) 一 f(x)| = 0, 
#—0 a<r<b 


因此 为 证 有 明 引 理 只 需 证 明 可 以 通过 选取 a 和 ,使 
lim[sup| T,JG) — f(x)| + sup| Tf (a) — fC%)|] 
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的 值 任 意 小 。 我 们 来 考虑 ， 例 如 ， 极 限 号 下 第 一 个 被 加 项 ， 选 取 
a, => a, 我 们 有 

sup|T,fG) — f(x)| = supl fC) — į(—œ)| 

+ suplT f(x) — IC eo)l = supl f) 一 1C—%)| 

十 sup[ M |f(x) — 1(—00)| XG, < 


+ E. |f(x,) — KE —oco)1Xe, >n] 
< 2sup] fC) — JC —eco)| + 2ijlP {ra 一 分 。 


因为 lmP,(r,, < t} = 0, 所 以 


lim supl TJ (z) — JG) | < 2sup| fC) — f(— co)l. 
由 此 得 引 理 的 证 明 . 

引 理 18 以 ooo 表示 满足 下 面条 件 的 连续 函数 JG) 的 
集合 : ”存在 极限 人 一 00), (+0), 如 果 e= to 是 自然 边 
RIA Tif E Ó. i fel... 

证 。 对 有 界 连 续 函 数 f,7,f 的 连续 性 已 被 证 实 。 现 考虑 T, 
在 点 一 co 的 极限 性 质 。 

1) 设 一 co 是 自然 边界 , 那 示 (66) 成 立 。 于 是 对 x< a, 

ITA] < Es lf) | Xu > + E, |f(z,)|Xç<n 
< suplf(y)| + JIP. (z, <+} 


lm | Tile) | < supl1(y) | 9 


a> 


lim [T,fG)| < lim supl {O)| = 0, 


2) 设 -co 是 释放 式 边界 。 那 未 当 x < 时 
ITA) 一 了 Xe)| = JE CXe t ESC) Xiron 
— TA < ANP ie, > 对 十 | Patr, eds} IT flo) (71) 
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— T ,/(a)| 过 2 和 LE,r。 + supli T, — fle 
8 r< 


利用 公式 (65), 求 得 
sup| T JG) — Tifla) < 2I Ap [LN( 一 oo) 


— N'(z) laz + sup|[ T. — fll» 
由 此 得 
Üm sup| T J (x) ~T, fla) < sup||T, Í — fll. 


—>—= ra 


余下 仅 需 利用 引 理 17 和 _lim7 f(x》 存在 的 Cauchy 准则 , 引 理 
如 果 ala = 土 》 是 流出 的 边界 , 对 所 有 je ooms Ri] 
定义 了 fa) 一 limT,f(x)。 那 末 


TA) = [Paradi 


其 中 PGs) 是 概率 测度 。 它 可 视 为 从 边界 点 的 转移 概率 , 因 
此 释放 式 边 界 可 并 人 过 程 的 相 空间 。 作 出 这 样 的 合并 后 ， 如 果 两 
个 边界 是 释放 式 , 相 空间 就 是 紧 的 , 如 果 在 边界 是 自然 的 ， 相 空间 
就 是 局 部 紧 的 。 在 这 样 扩充 了 的 空间 上 的 过 程 是 Feler 随机 连 
续 和 正则 的 (在 非 紧 的 情形 )。 这 由 引 理 17 和 18 得 到 。 

现 考 虑 在 合并 于 相 空间 的 释放 式 边 界 点 中 的 特征 算 子 . 例 如 ， 
设 一 co 是 这 样 的 点 。 那 末 


i gs: Ti) G 
"° a (a — paN' O 
如 果 
a= | C DONO, 
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其 中 pE wos 那 末 由 (59) 和 (67) 得 知 对 所 有 <€ [一 co ,00)， 
ul) = 一 p(x)， 我 们 来 求 过 程 的 生成 算 子 ， 

定理 17 设 区 间 ( 一 co ,oo ) 的 点 对 过 程 x， 是 正则 的 ，M (x) 
= x 及 边界 点 是 排斥 式 。 那 末 利 用 等 式 


dx 
AJ(z) IN GA C68) 


定义 了 过 程 的 生成 算 子 A ,其 中 了 是 属于 C._ww， 并 使 (68) 右 边 
有 定义 和 属于 own A 就 是 定义 在 所 有 这 样 的 上. 

证 。 如 在 上 面 所 指出 的 ,我 们 将 认为 释放 式 边 界 并 入 相 空 间 ， 
因为 用 这 样 的 方式 得 到 的 过 程 是 正则 的 ， 所 以 只 要 验证 算 子 (68) 
是 某 个 正则 过 程 的 生成 算 子 就 够 了 ( 见 第 11 卷 第 二 章 $ 4)。 为 此 
根据 第 J 卷 第 二 章 $ 4 定理 2, 需 要 证 明 , 对 4 之 0, 方程 


dfl) _ 
4f(%) ENO g(a) (69) 
对 函数 ze C_。,。 的 处 处 稠密 集 有 解 (由 A 的 形式 容易 证 明 A 


被 定义 在 某 个 集合 上 且 满足 极 大 值 原理 )。 我 们 考虑 三 种 情形 . 
1. 设 两 个 边界 是 自然 的 。 取 有 限 支 集 函 数 pe owo ER 


足 关系 式 =L. = p 的 函数 也 属于 omon WK 





fa = KO) + F(0)z + | Gx — JoAN (2) 


(z 


一 Ko + [fC0) + | PON| 


— | zp CaN'Ge). 
于 是 ，fe owa R 
fa = z |` CVD 一 N 070) 
其 中 9 是 满足 
| PAN) = | epN) = 0 (71) 
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的 函数 ,因此 如 果 四 是 有 限 文集 函数 , 那 未 f 也 是 有 限 支 集 的 ， 从 

而 满足 (69) 的 函数 & 也 是 有 限 支 集 的 。 将 (70) 代 入 (69)， 我 们 得 
| 中 eaw NE] + oG 

= ge). | G2 


WR PRE [eb] EAF 0 EWE), 2 8 8E 2 20 (72) PR 28 
ERRA. 这 时 8 KE [a,b] LAFO, iz Ir) 是 在 [a,6] 


上 的 有 号 测度 ,对 所 有 形 如 (72) 的 8 有 |eeorea 一 0。 对 (72) 
求 积分 并 交换 积分 次 序 , 求 得 
Í af | G>) 一 ef (ds) paN G) 





+ | pdz) = 0, (73) 
由 此 关系 式 得 测度 dz) 关于 dN'(x) 绝对 连续 ， 记 plz) 一 


(Gaz) _ ; 
a PREON 


[IÉ ecoawco — | OLO] 


+ p(z))p(z)d4N' (z) = 0, 
因为 P 是 满足 (71) 的 任意 函数 ,所 以 


2 | C= DDAN E) + plz) — Y + àz, 


其 中 7 和 56 是 某 两 个 常数 ， 
由 此 等 式 得 关系 式 


de'(z) — 
lolz) 十 IN CA 0. (74) 


方程 (74) 存 在 两 个 解 : oC) 和 eO 分 别 满足 方程 
p) = | G — DOAN C, 


p) =i | G DedAN'G), (5) 
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和 如 下 条 件 : aol) > 0，pi(s)] EFD, aG) ERAR, al) 
ERRAR. RA aew 可 以 用 等 式 


P (z) = lim noa, pla) = lime 


.> plas0 «iepa ,0) 
所 定义 ,其 中 pla,z) 是 积分 方程 
(as) = 1—2 È? (z — De(a, DAN 
的 解 (此 方程 的 解 的 唯一 性 与 存在 性 用 逐次 逼近 的 方法 证 明 )， 
容易 相信 ,在 有 限 区间 上 方程 (74) 的 所 有 解 可 表 为 函数 al) 
的 线性 组 合 ， 于 是 用 公式 O2) 表示 的 有 限 支 集 函 数 & 的 集合 在 
(71) 的 限制 下 ， 在 满足 
| DANE = 0, i= 12, 


的 函数 z 的 集合 中 稠密 。 我 们 来 证 明 这 函数 集 在 oom HA 
密 。 注 意 到 


af ODAN < — | G — DPANC 


< e.(1) < co, 





一 1 N pi(s)dN’'(%) > —1 N uC0)zdN'Cz) = +0, 
因为 十 co 是 自然 边界 。 类 似 地 
—) ANa) < oo， 一 | oN) = oo, 
因此 存在 满足 条 件 
lh Çe, S, 


| kea a) = +, 


| hle DEAN E | < e, ¿j= 1,2, isj, 


的 有 限 支 集 函数 AC), 对 CO. 中 所 有 函数 8 a uB c, 和 
ca | 使 
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| [g(x) + cihle) + chesx)] p(s)dN’' (x) 
= 0, ; = 1,2, 
对 这 样 选 取 的 c; 
ci ~ 一 8 EOL (x)dN'(x), 


也 就 是 说 ，||ehi(e，，) 十 cz 加 (e，) 川 ->0 当 8 ~> 0。 在 情形 1 
定理 得 证 ， 

2. 设 一 个 边界 是 自然 的 , 另 一 个 是 释放 式 的 ,例如 一 co 是 释放 
式 边 界 。 如 果 对 某 个 b, 函数 gE C(_ww 在 [6,oo) 等 于 0， 我 


们 将 认为 中 是 有 限 支 集 的 ， 如 果 i 一 ç 是 有 限 支 集 函数 , 那 末 


I = Hoo) + | PANO) 


一 | zp(z)dN' (a). 
如 果 | 
| CD = 0, K—0) — | z9G)4N'( = 0, 
那 末 这 函数 属于 omo. Aiks 
fa 一 z| PONG) + |” PN a), 


É. ps) dN' (2) = 0 
和 f(x) 是 有 限 支 集 函 数 。 方 程 (69) 重新 写 为 
aff o (2)dN' (z) + | zp (2) dN' (z) | 
+ plx) = g(x). (76) 
我 们 来 证 明 ,如 果 | PN G) = 0, 那 末 表 为 形式 (76) 的 函数 
集合 在 C4_ww， 中 秽 , 如 同 在 证 明 1 时 的 论证 ,我 们 求 得 对 所 有 形 
为 (76) 的 gs 其 中 当 r 2 b pO =m 0, 满足 | ds)g(s) — 0 
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的 所 有 有 号 测度 Ldr) 有 形式 Cdx) = o(x)dN (z), 其 中 ple) 
满足 方程 
b z 
:| ko (S )4N' (z) + |. o(s) dN) 
+ po(s) =c, (77) 
c 是 某 一 常数 。 由 此 方程 得 
o a AN) = 0; 


如 果 plx) > 0， 那 未 e (e) 递增 。 顾及 到 已 知 “ 时 (77) 的 解 是 
唯一 的 ,存在 满足 如 下 条 件 的 po(s):p(z) > 0,o(s) 递增 且 下 凸 ， 
不 论 (77) 中 的 5 和 。 是 怎样 的 ,对 某 个 r, RA roe) 是 (77) 的 


唯一 解 。 于 是 ,只 要 证 明 满足 | eC*)pCx)dN (x) 一 0 的 有 限 支 人 
函数 g(x) 在 Cw 中 稠 客 就 够 了 ， 如 果 Ae, x) EE lale, 
KI 和 | AEDU = 1 成 立 的 有 限 支 集 函 数 
(四 一 人 oN G) = 十 oo 得 知 该 函数 存在 ), 那 来 函数 
gE) = gC) — hlera) | zGO6G)4N'G) 
将 满足 条 件 | LONO 一 0 ile — zl —0 当 eo. 
3 如 果 两 个 边界 是 流出 的 , 那 末 | 1z14N"() 是 有 限 的 ， 设 


, 


df 
pm? Jb 


ro 


metaf PONO + | DNG), 


| q(=)dN (z) = 0, 


c 是 某 个 常数 ,方程 (69) 重 写 为 
a| max[lx,z]p(s)dN le) + lc + p(x) = gah 
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应 当 由 此 方程 确定 P 和 c。 这 积分 方程 对 所 有 c 有 解 ， 而 且 解 是 
线性 依赖 于 “。。 因 此 存在 唯一 的 “, 使 | PNG) 一 0。 定理 
17 完全 得 证 。 
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$1， 在 卷 I 已 指出 ， 鞍 论 的 很 多 重要 结果 、 它 的 应 用 及 这 个 
理论 本 身 成 为 随机 过 程 理 论 的 独立 分 支 应 归功 于 Jx. JI. Hy6 (J. 
L. Doob). 在 他 的 书 [1 中 给 出 了 坝 论 的 首次 的 系统 的 叙述 。 他 
发 现 了 在 离散 时 | 疗 情 形 下 款 分 解 为 增 过 程 与 扶 之 和 对 连续 时 间 
情形 分 解 的 存在 的 证 明 看 来 是 复杂 的 ,这 结果 是 由 Il. Meiiep (P. 
A. Meyer) 的 [1] 给 出 的 ， 在 该 书 中 可 找到 引用 的 原著 。 我 们 采 
用 由 M. Pao (K. M. Rao)[1] 提供 的 更 简单 的 恩 想 。 关 于 正则 
下 团 的 定理 也 属于 N. Meñep[1]. WWA EE K. Hro (K. Ito, 
RE . 清 ) 和 C，Baraaa6e (S. Watanabe) 的 论文 [1] 中 引进 的 ， 
JIR E EH H. Duek (D. L. Fisk) 的 [11 引 进 的 。M.，Pao [2] 找 
到 了 过 程 是 拟 揣 的 充分 必要 条 件 ， 在 IL Meiiep 的 [1, 2], X. 
KysHTa (H. Kunita》 和 C，BaTaHa6e[1] 等 论文 中 发 展 了 平方 可 
FRAR. 

$2. K. Hro[1,2,3]5| RIA Y BULAR R. Mx. 
Jl. Hy6 [1] MRT RAER ERRERA RARR. M. 
Meiiep 的 [2],K. Honeauc-Mane (C. Doleans-Dade) 和 M. Meñep 
的 [ 菇 等 著作 中 进一步 完善 和 发 展 了 随机 积分 ， 

$ 3， 在 按 Wiener 测度 的 随机 积分 情形 K. Hro 在 论文 [3] 
中 建立 了 具有 随机 油分 的 过 程 的 随机 微分 公式 。 推 扩 到 按 任意 连 
续 舱 的 积分 情形 是 在 X. KyaHra 和 C. Baranaðe [1] K A. B. 
Cgopoxom[6] 等 论文 中 给 出 的 。 按 间断 蒜 的 积分 情形 的 Ito 公式 


D RAE 欠 参 考 文 献 均 如 原著 按 作 者 为 俄 文 (或 能 译 ) 姓 氏 宇 骨 顺 次 排列 ， 故 
为 读 痢 方便 查 疝 起见， 以 不 证 肢 的 译文 对 任何 与 参考 文献 有 关 的 作 君 均 采 用 
俄 文 (或 俄 译 ) 姓 氏 。 
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的 推广 在 H. H. Tama 和 A. $. JHoporogues 的 论文 [11 中 给 
出 . 按 Wiener 过 程 及 Poisson 测度 的 积分 情形 是 在 X. Kysta 
和 C. Baraua6e[1], A. B. Ckopoxon [7], I]. Meñep[2] 等 论文 
中 给 出 的 。 在 X. Kyuura 和 C. Barana6e, A. B，Cxopoxon 的 论 
文中 考察 了 是 一 固定 的 Mapgoa 过 程 的 泛 函 的 过 程 .在 IL. Meñep 
的 著作 中 没有 此 限制 ， 但 他 只 对 随机 微分 的 康 部 分 给 出 ， 上 款 的 
FEDE K. Hro 和 C. Baranaðe[1] 中 引进 、 更 为 一 般 的 结 
RH P. A. Meyer 得 到 (也 见 K. JHojzean-Jlane 的 论文 [1])， 
第 二 Š 

$ 1， 随 机 线 积 分 在 H. H. TuxMau 和 A. B. Cropoxon 的 
书 [1] 中 研究 ， 

š 2. “随机 微分 方程 "的 名 称 是 由 C，H，Bepamreiin 为 得 到 
在 极限 情形 转变 为 扩散 型 Mapkos 过 程 的 Mapkos 链 的 序列 对 蘑 
些 有 限 -差分 图 式 引 进 的 [1]， 为 确定 随机 过 程 的 轨道 由 H. H. 
THxmas[1,3] 和 K. HTto[3,4] 用 别 的 方式 引进 了 随机 微分 方程 。 
ko 随机 微分 方程 的 进一步 发 展 在 H. B. Tapcasos[2]，A. B. 
Cxopoxon[3]，H. H. Taxman 和 A. B. Cxopoxon[1] 等 著作 中 
给 出 . 有 无 穷 吾 后 的 随机 方程 由 天 . Hro 和 M. Hucgo (M. Nisio) 
[1 提出 研究 。 根 据 随机 微分 方程 的 研究 导出 A. H. Koxmoropos 
方程 ,在 扩散 情形 由 .HM. Taxmaa[1,3] 给 出 ,对 间断 过 程 由 A.B. 
Cxopoxoa[3] i, KERZE Hilbert 空间 中 随机 微分 方程 
它 的 研究 由 B. B. Barkaas[1] 和 FO. JL Jlaneuwuñl1,2]Jri6, 

$ 3，MaproB 链 序列 收敛 于 连续 时 间 Maprkoe 过 程 首先 由 
A. H. _Xaanaag[1] 所 研究 。 由 独立 随机 变量 和 构造 出 的 过 程 对 应 
的 测度 的 弱 紧 性 定理 是 IO. B. Tlopoxopos[1]】 建立 的 . 由 独立 随 
机 变量 和 构造 的 过 程 的 泛 函 的 分 布 收敛 的 一 般 定 理由 IO.B. Mpo- 
xopos[1] 和 A. B. Cxopoxon[1] 进行 了 研究 ,而 Mapxos 链 收 敛 
于 Mapkos 过 程 的 定理 为 A. B. Cropoxozxf2] 所 研究 。 关 于 有 任 
意 依赖 于 过 去 的 随机 变量 组 序列 的 泛 函 分 布 的 收敛 定理 的 结论 根 
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据 于 H. H. Taxman 的 文章 [61， 随 机 微分 方程 的 极限 定理 在 H 
M. Kpaio 和 H. H. Boromo6og 的 论文 [2，6] 中 得 到 ， 有 小 参 
数 的 随机 微分 方程 的 极限 定理 是 进行 了 充分 研究 的 对 象 ， 其 中 可 
举 出 P. JI. Crparogopuq [1], P. 3. XacpMuacrnt [4] 和 H. H. 
FaxMaa [2] 等 的 工作 ， 


第 三 章 

$1. H. B. Tupcagog [1] 首先 研究 lo P E, M. IL 
Eprrog[1] 研究 了 一 维 Ito 过 程 ， 他 证 明了 过 程 的 表示 的 唯一 性 
定理 (定理 2)。 由 K. Hro[4] 的 结果 得 出 定理 9 及 其 推论 。 广 
义 扩散 过 程 可 能 表示 为 随机 微分 方程 的 解 的 证 明 包含 在 Mx. Jl. 
JTly6 的 书 [1] $ 3 第 六 章 ，A. A. HoaHgoas[1] 证 明了 定理 12, 

$2， 扩散 型 方程 为 先 为 M. B. [upcauop[ 1) 所 研究 。 定 理 ? 
易 由 他 的 结果 推出 .定理 3 是 M. .Fpmos[2] 及 P. U. Jiamep 
和 A. H. Iapsea[1] 的 结果 在 多 维 情形 的 推广 。K. Hro 和 M. 
Hncno[11 证 明了 一 维 情 形 方程 的 解 的 存在 。 引 理 3 属于 HM. B. 
Tupcagog[2]. A，H.INnapses[1] 及 M. N. Epmos[1] 找到 了 Ito 
过 程 表示 为 扩散 型 过 程 。 

$3， 对 应 于 同样 扩散 的 扩散 过 程 的 测度 的 绝对 连续 性 由 IO. 
B. Ilpoxopos[1], H. B. TapcasoB[1] 和 A. B. Cxopoxon[3] 所 
建立 , 引 理 2 是 Jl. Crpyk (D. W. Stroock) 和 C. Bapanan (S. 
R. S. Varadhan)[1] 中 的 一 个 引 理 的 变形 。A. JI. Besrmens[11 
研究 了 一 维 连续 Mapkos 过 程 的 转移 概率 的 绝对 连续 性 。 利 用 测 
度 的 弱 紧 性 证 明 解 的 存在 首先 由 A. B. Ckopoxon[5] 对 连续 系数 
的 方程 提出 。 K. Hro 和 M. Hacaof1]， 且 .Crpyg 和 C. Bapa- 
nas[1] 利 用 类 似 的 思想 证 明 解 的 存在 性 。 对 不 满足 Lipschitz 条 
件 的 系数 的 方程 解 的 唯一 性 为 A. B. Czopoxon[5], H. B. Tap- 
caaos[2]，C，、BaTana6e 和 Amana (T. Yamade)[1] 所 研究 。 在 
连续 系数 条 件 下 ， Tanaka (H. Tanaka) [1] 和 H. B. KppinoB 
[1,2] 对 齐 次 情形 证 明了 解 的 弱 存 在 性 和 弱 唯 一 性 ， 弱 存在 性 和 


+ 432 ° 


器 唯一 性 的 更 一 般 条 件 (扩散 算 子 是 连续 和 非 退 化 的 ) 由 JL. Crp- 
yka 和 C. Bapanaa[1] 找到 。 M. Kan (M. Kac) [1], P. 3. 
XacpMuucguñ[1] 研究 了 扩散 过 程 和 微分 方程 的 各 种 问题 之 间 的 联 
系 。 包含 Mapo 过 程 的 特征 算 子 的 一 般 方 程 在 E. B. Abuku 
的 专著 [1] 第 十 三 章 中 导出 。 利 用 Mapkos 过 程 解 边界 问题 在 P. 
3. XacbuHucKkuñ[2.3], M. H. ppeğnnmn [1,2] 等 文章 中 已 有 ， 利 
用 随机 秋分 囊 示 可 加 泛 畏 为 E. B. Abmkm[3], A. B. Ckopoxon 
[4], A. 到 ，Beauexmp[21 所 研究 ， 

$ 4， 开 首 五 眉 包 含 了 A.B. Cropoxoa 的 文章 [6] 的 结果 .在 
B. benzep (W. Feller)[1—3], E. B. bmx#a[1,2] 的 第 十 五 
章 一 第 十 七 章 叙 述 了 一 维 连 续 Mapon 过 程 ， 
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小 护 动 引 理 $23 
小 非 线性 振动 $2.3 
马尔 科 夫 
一 时 间 S3.1 
一 过 程 $2.2 
反馈 系统 $21 
不 可 达 点 53.4 
生命 时 间 $2.1 
正则 点 $3.4 
边界 
捕获 式 一 83.4 
释放 式 一 $3.4 
自然 一 93.4 
正则 一 $3.4 
一 可 到 达 $3.4 
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六 
ra 
一 公式 $ 1.3 
一 积分 43.2 
一 积分 和 §2.1 
一 公式 的 应 用 $1.3 
广义 一 公式 5 1.3 
一 过 程 $3.1 
一 空间 $3.1 


x 
PI 


扩散 一 $3.1 
扩散 型 一 $s 3.2 
JM— LI 

可 积 增 ~ 51.1 
自然 一 $1.1 
自然 可 积 增 一 Sa 
正 交 一 .3$1.3 .. 
D~S] : 
类 DL— 514 
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联系 于 位 势 的 一 S$1.1 

联系 于 上 扶 的 ~ 51,1 

一 的 秩 53.4 

~ 的 平方 变 差 1.1 
有 限 差 分 近似 解 $2.1 

七 画 一 十 画 

位 势 

完全 一 致 可 积 一 Shi 

AR~ 1.1 

正则 一 $1.1 

类 D~ 51.1 

~ 1.1 

一 的 分 解 S 1.1 
抛物 型 微分 方程 $3.3 
ZÁ 

M— $3.4 

EZ M~ 53.4 

MM 一 的 微分 法 53.4 

W— §3.4 

MEM W~ 53.4 

W— 53.4 

等 价 一 $3.4 

级 大 一 534 

极 大 一 的 完备 系 $34 
线性 有 界 函 数 $2。1 
流 $3.1 

非 退 化 一 $3.1 
特征 函数 $2.3 

十 一 画 以 上 

随机 积分 

一 的 定义 §1.2 

一 的 竹 质 S 1.2 

按 Wiener 过 程 的 一 $3.1 

按 鞭 测度 的 一 5 1.2 
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随机 线 积分 $2.1 
随机 微分 方程 
六 后 的 一 $2.1 
无 后 效 一 §2.2 
一 的 强 解 §3.2 
一 的 弱 解 53.2 
一 的 解 的 唯一 性 $3.2 
随机 时 间 $1.1 
AF 
特征 一 $3.4 
所 特征 ~ $3.3 
生成 一 $3.4 
WERS $3.3 
Ë SLI 
上 一 s$1.1 
下 一 $1.1 
半 一 $1.1 
局 部 ~ SLI 
平方 可 积 一 $1.1 
一 的 特征 SLI 
一 的 互 特征 51.1 
一 测度 51.2 
心 场 52.1 


其 他 
Cauchy 
一 准则 53.4 
人 问题 
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Fatou 引 理 $1.3 


Feller 过 程 53.3 
Fubini 定理 $l 


Gauss 
一 分 布 $2.3 
一 场 2.1 
Hilbert S $ 1.1 
Holder 
一 条 件 $3.3 
一 不 等 式 $3.2 


Laplace 变换 52.2 
Levy 定理 $1.3 
Lindeberg 条 件 52.3 
Lipschitz 条 件 52.1 
Parseval 等 式 $3.3 


Poisson 
一 分 布 $1,3 
一 测度 $1.3 
一 过 程 $1.3 
Riesz 











